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Pregunta 1: Degenerancia

Considere un poliedro en forma estandar P = {z € R} /Az = b}, donde las filas de la matriz A € R™" son
linealmente independientes:

1. Suponga que hay 2 bases distintas asociadas a la misma solucién basica factible T. Muestre que esta
solucién es “degenerada”.

2. Suponga que todas las sbf’s son “no degeneradas”. Sea = € P tal que exactamente m de sus componentes
son positivas. Muestre que x es una solucién bésica factible. A; Qué ocurre si eliminamos el supuesto de
“no degeneradas”?

Pregunta 2: Puntos extremos

1. Considere el poliedro P = {z € R"|at;z < b;Vi = 1,...,m}. Suponga que u y v son soluciones bésicas
distintas que satisfacen afu = alv = b;, i =1,...,n — 1y que los vectores ay,...,a,_1 son Li. (En
particular, u y v son adyacentes). Sea L = {Au+ (1 — XA)v, A € [0,1]} el segmento que une u y v.

Demuestre que L={z€ P:alz=0b;, i=1,...,n—1}.

2. Sea un poliedro P acotado en R™, y sea a un vector en R™ y b un escalar. Definimos @ = {x € P : aéga: =
bg}. Muestre que cada punto extremo de () o es un punto extremo de P o es una combinacién convexa
de dos puntos extremos adyacentes de P.

Pregunta 3: Poliedros

Suponga que {z € R" :alx =b;, i=1,....m}y{xeR":glx =h;, i=1,...,k} son dos representaciones
del mismo poliedro no vacio. Suponga que los vectores a; cubren R™. Muestre que lo mismo es verdad para los
vectores g;.

Pregunta 4: Poliedros

Considere el poliedro P = {x € R% Az < bz > 0} y z* una solucién bdsica factible no degenerada.
Introducimos las variables de holgura z y construimos el correspondiente poliedro en forma estandar. Muestre
que (z*,b — Az*) es una solucién bésica factible no degenerada de P’.
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Pregunta 1: Degenerancia

Considere un poliedro en forma esténdar P = {z € Ryn/Ax = b}, donde las filas de la matriz A € R™" son
linealmente independientes:

1. Suponga que hay 2 bases distintas asociadas a la misma solucién basica factible Z. Muestre que esta
solucién es “degenerada”.

2. Suponga que todas las sbf’s son “no degeneradas”. Sea x € P tal que exactamente m de sus componentes
son positivas. Muestre que = es una solucién bésica factible. A;Qué ocurre si eliminamos el supuesto de
“no degeneradas”?

Solucion

1. Se debe demostrar que T es degenerada, es decir, que tiene mas de n — m componentes nulas’.
Sean Bj, By dos bases distintas asociadas a T.

Por definiciéon sabemos que las variables no basicas toman el valor cero en las bases, luego:
z; =0,Vi §é B
z; =0,Yj ¢ B>

Para las variables bésicas: 7; > 0,Vi € By y 7; > 0,Vj € Bs.

Como las bases son distintas, necesariamente existe k € By tal que k ¢ Bs (o viceversa).
Como k € By, entonces Ty > 0 (variable bésica)

y como k ¢ Bs, entonces Ty = 0 (variable no bésica)

Pero como ambas bases definen a T, se tiene que T = 0 con k € B, es decir, se tiene una variable bésica
nula, por lo que hay més de n — m variables nulas en 7, lo que lo hace una solucién degenerada.

2. Como x € P cumple que Ax = b, luego Z Aix;=b
i=1
Sean {B(1),...,B(m)} los indices de las componentes positivas de x.

m

Como todos los xp(;) > 0y los x; = 0,Vi ¢ B, entonces Z Ap(j)TB(j) = b es un sistema “cuadrado” con
j=1

solucién tnica, lo que implica que las columnas Ap(;y son Li.

Si las m columnas son l.i., entonces las m filas también lo son, por lo que se tienen m restricciones activas
Li. en z. Como ya se tenfan n — m variables nulas, se tienen n restricciones activas l.i. en el punto z:

= Apxp = b (m restricciones activas)

In es el nimero de variables y m es el niimero de resticciones



= 2y =0 (n — m restricciones activas)

Luego, = es una solucién basica factible.

Si eliminamos el supuesto de “no degeneradas”, el punto x no serd necesariamente una soluciéon bésica
i ue pu urrir que un punto interior tenga m componen itivas. nsiderar
factible, ya que puede oc e to interior tenga m componentes positivas. Basta considerar el
punto donde se produce la degenerancia y moverse hacia el interior del poliedro aumentando las variables

basicas que son nulas. Con esto se tienen m componentes positivas en un punto interior.

Pregunta 2: Puntos extremos

1. Considere el poliedro P = {& € R"|at;z < b;Vi = 1,...,m}. Suponga que u y v son soluciones bésicas
distintas que satisfacen afu = alv = b;, i =1,...,n — 1y que los vectores ay,...,a,—1 son Li. (En
particular, u y v son adyacentes). Sea L = {Au+ (1 — Nv, X € [0,1]} el segmento que une u y v.
Demuestre que L={z€ P:alz=0b;, i=1,...,n—1}.

2. Sea un poliedro P acotado en R™, y sea a un vector en R™ y b un escalar. Definimos Q = {x € P : aéga: =
bg}. Muestre que cada punto extremo de @ o es un punto extremo de P o es una combinacién convexa
de dos puntos extremos adyacentes de P.

Solucién

1. Seax € L , luego x = A+ (1 — A\)v con X € [0, 1]. Premultiplicando poral,i =1,...,n — 1:

alx = MXalu+ (1—Nalv
alx = Mo+ (1= )b
alx = b i=1,....,n—1

Como z es combinacién convexa de dos puntos de P, x también pertenece a P, luego puede ser representado
por:

zef{zeP:alz=b;, i=1,....n—1}

2. Sea x un punto extremo de Q. Luego existen n restricciones li activas en x, de las cuales atQ = bg es una
de ellas. Luego existen al menos n — 1 restricciones de P activas en z, las cuales son L.i por el supuesto de
rango completo.

Si la restriccién @ es 1.d. con las de P, implica de las n restricciones activas en x eran todas de P, por lo
que x es un punto extremo de P.

De lo contrario, sea aﬁx > b; las restricciones de P, donde:

t
4

aix=>b;, i=1,....n—1
Sean u y v dos puntos extremos adyacentes de P que satisfacen:
adu=alv="b;, i=1,...,n—1
Luego por la parte (1) podemos escribir z como:
=X+ (1-XNv Xel0,1]

Por lo que es una combinacién convexa.

Pregunta 3: Poliedros

Suponga que {z € R" :alx =b;, i=1,....m}y{xeR":glx =h;, i=1,...,k} son dos representaciones
del mismo poliedro no vacio. Suponga que los vectores a; cubren R™. Muestre que lo mismo es verdad para los
vectores g;.



Solucion

Como P = {z € R"|at;x < b;¥i = 1,...,m} es un poliedro no vacio y ({a;}1*;) = R, entonces P tiene un
vértice. Como P = {x € R" : glx = h;, i =1,...,k}, y P tiene un vértice, necesariamente el conjunto de
restricciones que lo define contiene un conjunto Li. de tamafio n, por lo que ({g;}¥_;) = R™.

Pregunta 4: Poliedros

Considere el poliedro P = {z € R} : Az < b,z > 0} y z* una solucién basica factible no degenerada.
Introducimos las variables de holgura z y construimos el correspondiente poliedro en forma estandar. Muestre
que (z*,b — Ax*) es una solucién bésica factible no degenerada de P’.

Solucién

Primero debemos darnos cuenta que P no estd en su forma estdndar, por lo que no podemos argumentar que
x* tiene m componentes positivas.

Luego de esto, tenemos que xz* > 0, ya que es un punto factible de P, y por lo tanto también se tiene que
b— Az* > 0, por definicién de P. Con esto tenemos la no-negatividad de (x*,b— Az*) en P’, es decir Ax+z = b.

En efecto, tomando el par (z*,b — Az*) se tiene que :
Az +z=Az*+b— Az* =b

Para revisar la no degenerancia, revisamos la cantidad g de restricciones de P que se cumplen con igualdad en

T*:

= Si g = m se tiene que Az* = by como zx debe definirse por n restricciones de igualdad, se tiene que m—n
restricciones de zx > 0 deben cumplirse con igualdad, por lo que n—m componentes de x* deben ser nulas.
Como z = b— Ax* = 0, se tiene que las m componnetes de z son nulas, luego el par (z, z) = (z*,b— Az*)
tiene n componentes nulas y, por lo tanto, tiene m componentes positivas, luego es no-degenerado.

= Si g =m —1se tiene que a’z* = b; Vj € {1,...,m}\ky alz* < by para algin k, y como z* debe
definirse por n restricciones de igualdad, se tiene que n —m+ 1 componentes de * deben ser nulas. Como
z = b— Az*, entonces z, = by, —ala* >0y z; =b; — ag»x* =0 Vje{l,...,n}\k, luego se tiene que

m — 1 componentes de z son nulas, entonces el par (z,z) = (z*,b— Ax*) tiene n componentes nulas y, por
tanto, tiene m componentes positivas, luego es no degenerado.

s En general si ¢ = m — p, sea G el conjunto de restricciones de Ax* = b y sea I C G el conjunto
de de las restricciones que se cumplen con igualdad (|I| = m — p). Se tiene que afz* =b Vj € Iy
apa* =0 Vke G\{I}y zj =bj —alz* =0 Vj €I, se tienes que m — p componentes de z son nulas,
luego el par (z*,b— Az*) tiene n componentes nulas y, por lo tanto, tiene m componentes positivas, luego

e sno degenerado.



