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Pregunta 1

Demuestre el siguiente teorema. Sea P un poliedro no vacio y =* € P. Luego son equivalentes:

a) x* es un vértice.
b) z* es un punto extremo de P.

¢) z* es una solucién bésica factible.

Sol:

] a)éb)

Suponemos que z* es un vértice de P. Luego dc € R™ tal que d'z* < 'y Vy € P, y # x*.

Supongamos que Jy, z € P,y # a*, z # 2* y 0 < XA < 1, tal que * = Ay+ (1 —\)z. Luego, como ¢'z* < 'y
y dz* < 'z, entonces ¢'z* < ¢/(Ay+ (1 —)N)z), lo cual es una contradiccién. Luego * no puede expresarse
como una combinacién lineal convexa de dos puntos diferentes P, asi se concluye por definicién que x* es
un punto extremo.

~c) =~ b)

Supongamos que z* € P no es una solucién basica factible. Sea I = {ila’z* = b;}, dado que z* no es
una solucién basica factible, entonces no hay n restricciones (vectores a’) linealmente independientes en
la familia a; con ¢ € I. Luego existe un vector d € R™ no nulo tal que ajd = 0 Vi € I. Tomemos entonces
un £ > 0 suficientemente pequeno y consideremos los vectores y = z* + ed y z = 2* — ed. Analicemos
para y. Notar que aly = ajz* = b; Vi € I. Notemos que para i ¢ I tenemos que a;z* < b; y sea un
suficientemente pequeno tal que aly < b; (basta un ¢ tal que ¢lajd| < ajz* —b; Vi € I). Asiy € P. Con un
argumento andlogo z € P. Asi notamos que z* = (y+ 2)/2, lo que implica que z* no es un punto extremo.

¢) = a)
Supongamos que el poliedro P lo describimos con las desigualdades de la forma Az > b.
Sea z* una solucién bésica factible e I = {i|a’z* = b;}. Sea ¢ = Y_,_; a;. Luego:

/ !,k
cngaingbi

i€l i€l
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M4és aun para cualquier x € P e i tenemos que a;x > b; y que:

c’x:Za;xEZbi

i€l icl

Luego z* es el 6ptimo de un problema de minimizacién ¢’z sobre P. Mas atn la igualdad de la inecuacién
anterior se tiene si y solo si alx = b; Vi € I. Como z* es una solucién bésica factible, entonces hay n
restricciones linealmente independientes que son activas en z*, y z* es la tnica solucién al sistema de
ecuaciones aix = b;,i € I (por teorema). Luego z* es el dnico minimo de ¢’z sobre P, luego z* es un
vértice de P.



Pregunta 2

Se tiene el siguiente poliedro P:

b)

—XT1 + i)
T

T2
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Grafique el poliedro.

Determine los puntos extremos de P.
Muestre que el punto 1) esun vértice bajo la definicién (puede apoyarse en el gréfico).

;Existen puntos que sean soluciones bésicas pero no factibles? Si es que los hay, justifique claramente por
qué.

Grafique el poliedro.

X,

[

Xy

Determine los puntos extremos de P.
Los puntos extremos de P son {(g), M), ()}

Muestre que el punto ((1)) es un vértice bajo la definicién (puede apoyarse en el gréfico).
Basta ver que existe un vector ¢ € R? tal que ¢'(}) < ¢’z Vo € P\ {(})}. Tomando ¢ = ( *) nos damos

cuenta de que (2 —1) ((1)) =—1.

T1
T2
particular z; > 0 y que —x;1 + x3 < 1, restando ambas restricciones, tenemos que 2x; — 92 > —1, por lo
cual PCS.

Considerando el semiespacio S = {x € R?| (2 —1) x > —1}, notamos que si x = ( ) € P, entonces en



Considerando el hiperplano H = {z € R?| (2 —1)z = —1}, notamos (graficamente) PN H = {<(1)) }.
Luego, para todos los demés puntos = € P\ {((1))}, se tendrd la desigualdad estricta.

d) (Existen puntos que sean soluciones bésicas pero no factibles? Si es que los hay, justifique claramente por
qué.
Si, el punto (_01), que corresponde a las 2 primeras restricciones activas y son linealmente independientes.
No es factible, pues no pertenece al poliedro, pues viola la tercera restriccién.

Pregunta 3

Sabemos que cada problema de programacién lineal.

Sabemos que cada problema de programacién lineal puede ser convertido a su problema equivalente en la forma
estandar. También sabemos que un poliedro no vacio en su forma estandar tiene al menos un punto extremo.
Entonces podemos concluir que cualquier poliedro no vacio tiene al menos un punto extremo. Explique por
qué este razonamiento es incorrecto.

Sol:

Este razonamiento falla porque al pasar de un poliedro cualquiera a un poliedro en su forma estandar, uno
introduce variables, que son las que provocan la existencia de estos puntos extremos. Veamos el siguiente
ejemplo:

1 + X9 S 3

Entonces el poliedro equivalente en forma estdndar seria introduciendo una variable de holgura, y dos variable
para z1 y X2 que son irrestrictas: Imponemos que:

r = z)—af
ro = ThH—ah
Luego,
/ 1 /! "
Ty — 2] +Ty—TH +x3 = 3
rn = z)—1af
xy = xhH—ah

/ 1 / 1
Il,I1,$2,I2,$3 Z O

El cudl estd en forma estdandar, posee un punto extremo, en cambio el primer poliedro no posee un punto
extremo.

Pregunta 4
Sea Ajp, Aa, ..., A, una coleccién de vectores en R™.

a) Sea
C =D NAi]\, da, o A > 0}
i=1
Pruebe que cualquier elemento de C' puede ser expresado en la forma Z?:l AiA; con \; > 0y con a lo

més m componentes \; distintas de cero.
Hint: Considere el conjunto.

A={(A1, A2, An) € R D NiAi =y, Ar, o An > 0}

=1

., Qué tipo de conjunto es?



b)

Sol:

Sea P la envoltura convexa de los vectores A;:
P={> XNAI) Ai=1A,.. A >0}
i=1 i=1

Muestre que cada elemento de P puede ser expresado de la forma Y ", \;A;, donde > 1" A\ = 1y
Ay ey Ap > 0 Vi, con a lo mds m + 1 coeficientes \; distintos de cero.

Seay € C C R™. Entonces se escribe de la formay = > | A\;A;, para algunos Ay, ..., A, > 0. Consideremos
el conjunto

n
A={(A, M) € B> Nidi =y, A1, A > 0}

i=1
Este conjunto es un poliedro en su forma estdndar (en vez de tener variable vector z, es un vector A.
Ademas es no vacio puesto que y € C, entonces existe al menos un vector A € R™ que pertenece a A.
Entonces como ese conjunto es un poliedro en su forma estandar se sabe que tiene al menos un punto
extremo.
Sea (A1, ..., \n) € R™ un punto extremo de este poliedro. Entonces sabemos que existe un conjunto B =
{B(1),...,B(m)} € {1,...,n} tales que para B(i) ¢ B, entonces Ag(; = 0.
Por lo tanto existen a lo mas m componentes de (A1, ..., A,) € R™ que son distintas de cero.

De manera similar a la anterior.
Sea y € P C R™. Entonces se escribe de la forma y = Y | A\;A;, para algunos A1,...,A, > 0 con
SN =1

Consideremos el conjunto:
D={(A1, ) € R NAi =y, Y A =1,M,.,A, > 0}
i=1 i=1

Nuevamente este es un poliedro en su forma estdndar con m+ 1 restricciones. Las primeras m restricciones
vienen dadas por Y1~ | \;A; =y, y la dltima restriccién viene dada por Y ; A; = 1. D es no vacio puesto
que y pertenece a P (o sea, existe un punto que cumple al menos las m + 1 condiciones). Por lo tanto, D
tiene al menos un punto extremo.

Sea (A1,...,An) € R™ un punto extremo de ese poliedro. Entonces sabemos que existe un conjunto B =
{B(1),...,B(m+1)} € {1,...,n} tales que para B(i) ¢ B, entonces Ag(; = 0.

Por lo tanto existen a lo mds m + 1 componentes de (A1, ..., A,) € R™ que son distintas de cero.

Pregunta 5

Determine si el conjunto de todos los (z,y) € R? que satisfacen:

xcos(f) +ysin(d) <
r 2
y =

™
1 0 Z
Vo €0, 5]

Es un conjunto convexo. {Es este conjunto un poliedro?

Sol:

Veamos si este conjunto es un conjunto que denotaremos con la letra S es convexo.
Sea x1, o vectores en este conjunto. Sea A € [0, 1]. Luego,

st () e () - (52 30)



Entonces debemos verificar que:

a1 + (1 — Naa]cos(0) + [Ayr + (1 — Ngelsin(@) < 1 Vo€ o, g] (1)
M1+ (1=Naz > 0 (2
Ayt +(1=Ny2 > 0 (3)

Probaremos primero 2, pues 3 se realiza de manera andloga: Dado que z1,22 € S, luego 1 > 0y x5 > 0.
Entonces:

Ary > AE [0, 1]
(1-Naes > 0 Ael0,1]

Luego sumando ambas restricciones se tiene que:
A1+ (1= Nz >0

Ahora falta verificar 1. Sea 6 € [0, Z].

[Az1 4+ (1 — Naz] cos(f) + [Ayr + (1 — N)ya]sin(d) = Azqcos(f) + (1 — A)az cos(f) + Ayr cos(8) + (1 — Ny cos(6)
= A(x1cos(0) + y1sin(f)) + (1 — N)(z2 cos(6) + y2 sin(h))
< A+(1-=A)
= 1

Por lo tanto 3 se verifica. Luego este conjunto .S es un conjunto convexo. Sin embargo tenemos infinitas restric-
ciones, luego no podemos describir este conjunto como un poliedro.

Pregunta 6

Suponga que usted es el dueno de la fabrica de viagra "Mandinga no puede”, y sabe que debe satisfacer la
demanda que enfrenta para los préximos T meses. Esta demanda la ha estimado en D; unidades para el mes t.
Actualmente la empresa presenta los siguientes costos de produccion:

- Un costo fijo de K para cada mes.

- Un costo unitario de produccion de ¢; para cada mes.

Ademas, cuenta con una capacidad méxima de produccién de @, unidades igual para todos los periodos,
y en cualquier periodo puede decidir cambiar la tecnologia de produccién que estd siendo utilizada, lo cual
modificarfa los costos unitarios de produccién a c¢f , con c? < ¢; ; y la capacidad méxima de la empresa a Qf, .
La implantacion de esta nueva tecnologia obliga a la empresa a incurrir en un costo de I.

Cabe destacar que una vez que se ha realizado el cambio tecnolégico no es posible regresar a la tecnologia
original, la inversion es realizada una tnica vez y que el producto no se puede almacenar en bodega.
Adicionalmente, usted posee convenios con la competencia que le permiten comprar unidades de un producto
terminado a un precio de P, con P > ¢; para todo t. Con esta informacién responda:

1. Formule un modelo de programacion lineal entera mixta que permita determinar las acciones que se deben
realizar a lo largo del periodo de planificacién con el fin de minimizar los costos en que debe incurrir la
empresa para satisfacer la demanda

2. {Cémo cambia su respuesta si ahora se permite realizar inventario de productos, asumiendo un costo
asociado de b; por unidad almacenada desde el periodo ¢ al ¢ 4+ 1, y un inventario maximo de B unidades?

Sol:



1. a) Variables:
at: 1 si decide producir en el mes ¢, 0 si no.

xt: cantidad de unidades producidas con tecnologia antigua en el periodo ¢.

wt: cantidad de unidades producidas con tecnologia nueva en el periodo t.

B: 1 si se decide cambiar la tecnologia en el periodo ¢ (al inicio de este).
yt: cantidad de unidades compradas a la competencia en el periodo ¢.

b) Funcién objetivo:
Minimizar los costos totales:

T
min Z(Kat + Py' + izt + ' + 16"
t=1

¢) Restricciones:

a) Cambiar a lo més una vez de tecnologia en el horizonte de evaluacién.

T
2B <1
t=1
b) Satisfacer la demanda
y' 4+t 4wt > D vt=1,...T
¢) Producir solamente si se decide hacerlo.
Mat > 2t +w! con M = D! vi=1,..,T

d) No sobrepasar capacidad con tecnologia antigua

2 <Qm(1-> 8% Vi=1,..,T

o<t

e) No sobrepasar capacidad con tecnologia nueva

w <QLY B Vt=1,..T

o<t
f) Naturaleza de las variables

o', Bt e {0,1} 2yt wt >0 vt=1,..T

2. En caso de que pueda manejarse inventario entre periodos es necesario agregar una nueva variable:
It: cantidad de inventario guardada desde el periodo ¢ al periodo ¢ + 1.
Las restricciones de satisfaccién de demanda (b) y naturaleza de variables se modifican quedando:

Yttt + 1> D4 Vt=1,..,T

>0 Vi=1,..,T

Ademas, se debe agregar la restriccién sobre capacidad méxima de bodegaje en cada periodo:
I'<B vt=1,..,T
Por dltimo, la funcién objetivo queda:

T
min Z(Kat + Pyt + izt + ' + 160 + b1l

t=1



