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Introduccién

Introduccion

@ Sea el problema de optimizacién (P):
(P) mix z=c'x
Ax < b
x>0
@ Consideremos la siguiente relajacién de (P):
(PR) () = méx [c'x+y'(b—Ax)]

e Las restricciones se han reemplazado por penalizaciones en la
funcién objetivo, ponderadas por un vector y > 0

o Al tener menos restricciones, la regién factible de (PR) es mdas
grande o igual que la de (P), por lo tanto:

gly)=z"=cx"

donde z* es el valor 6ptimo y x* es la solucién éptima de (P).
o Luego, para todo vector y > 0, se obtiene una cota superior

para (P).
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Introduccién

Introduccion

@ Luego, la mejor cota que podemos obtener estd dada por:
min  &(y)
@ Pero sabemos que:
g(y) =max [c'x+y'(b— Ax)]
=y'b+ Tzéé( [(c" = y'A)x]

Donde:

. / ’ _ 0 si (C/ — y/A) <0
Tzaé( [(C —yA)x] _{ 400 sino

@ Por ahora, sélo nos interesa el caso finito, por lo que se tiene que la mejor
cota posible para (P) estd dada por:
min y'b (D) min w=by
d—y'A<0 j Ay>c
y=>0 y=0
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El Problema Dual

El Problema Dual

@ El problema original (P) se conoce como el problema primal, mientras
que (D) se conoce como el problema dual de (P).

(P) max z=c'x (D) min w=Vby
Ax < b Ay>c
x>0 y>0

@ En general:

(P) min z=cx (D) méx w=0by
afob,- i€ M y,-ZO /GMl
aix<b ieM <0 ieM
aix=b; ie€Ms y; libre i€ Ms
x>0 jeM Ay<cg jeEM
x <0 jeN Ay>¢g jeh
x; libre  j € N3 Ay=¢ jeN;
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El Problema Dual

El Problema Dual

@ Notar que por cada variable en el problema primal se
introduce una restriccién en el dual y por cada restriccién en
el primal, una variable en el dual:

PRIMAL Minimizacién | Maximizacién DUAL
> b; >0
Restricciones < b; <0 Variables
= b; libre
>0 < Gj
Variables <0 > G Restricciones
libre = ¢
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El Problema Dual

@ Consideremos el siguiente problema:
(P) mdx z=3x1—2x+7x3
—x1— 2 +x3 <10 (y1)
5x1+x+4x3 <6 (y2)
X1, X2, X3 > 0

@ Si elegimos y1 = 1, y» = 2, ponderamos las restricciones y las sumamos,
obtenemos una cota superior de z para cualquier x factible en (P):

wo=yi-(—x1—2x2+x3)+y2-(5x1+x2+4x3) <y1-10+y>-6
=1-(—x1—2%+x3)+2-5x1+x+4x3) <1-10+2-6
= 0x; + 0x2 + 9x3 <22
@ Sabemos que término a término:
z=3x1 —2x+7x3 <w=9x3+0x+9x3 <22
@ Luego, sabemos que 3x1 — 2x; + 7x3 < 22 para todo x = (x1, x2, x3)’

factible en (P).
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El Problema Dual

@ En particular, el éptimo: z* < 22

@ La mejor cota estd dada por el vector y que resuelva:

- Minimizar el valor de la cota: (D) min w= 10)/1 + 6y2

- Cota para el coeficiente de xi: —y1+5%» >3 (x)
- Cota para el coeficiente de xz: =2y1+y > -2 (x)
- Cota para el coeficiente de x3: yi+4n>7 (x3)
- Multiplicadores positivos: yi,y> > 0

- Conservan el sentido de las
desigualdades.

@ Nota:

o Se puede formular este problema a partir de (P) mas
facilmente usando la tabla de la Idmina 6
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El Problema Dual

@ Matricialmente:
o Primal:

(P) max z:(3 -2 7)-(X1 X2 X3)/

X1
-1 -2 1 10
34 e)= (%)

e Dual:

(1 YQ)I >0
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El Problema Dual

El Dual del Dual

Teorema:

@ Sea un problema de minimizacién (P) y su correspondiente
problema dual (D). Si se obtiene el problema dual de (D) se
recupera el problema original (P).

@ En otras palabras:

“El dual del dual es el primal”

(P) méx z=c'x = (D) min w=Vby
Ax < b Ay >c
x>0 y=>0
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Teoremas de Dualidad

Teoremas de Dualidad

o Teorema de Dualidad Débil
e Sea x una solucién factible de un problema de minimizacién
primal (P) e y, una solucién factible del problema de
maximizacién dual (D), entonces:

w=>by < z=cx

e En otras palabras:
@ w es una cota inferior para cualquier solucién factible de (P)
@ z es una cota superior para cualquier solucién factible de (D)
o Corolario 1

@ Si (P) es no acotado, es decir: z* = —o0, entonces (D) es
infactible.

@ Si (D) es no acotado, es decir: w* = +00, entonces (P) es
infactible.

e Corolario 2
e Si b'y = c’x, entonces x e y son soluciones éptimas de los
problemas primal y dual, respectivamente.
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Teoremas de Dualidad

Teoremas de Dualidad

Ejemplo:
@ Solucién factible de (P): (P) méx z=23x —2x+7x3
1 —x1 =20 +x3 <10 (y1)
x=|2|=z=7 Sx1+x+4x3 <6 (y2)
2

X1, X2, X3 2 0

(D) min  w =10y1 + 6y

@ Solucién factible de (D): A5 >3 (x)

y:(l):>w:22 "ty z-2 ()
2 vi+4y >7 (x3)
yi,y220

Dualidad débil = z < w
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Teoremas de Dualidad

Teoremas de Dualidad

o Teorema de Dualidad Fuerte
e Si un problema de programacién dual tiene una solucién

Optima, también la tiene su dual y los respectivos costos

Optimos son iguales: z* = w*

= =
(P) Prob.de _ = = i R _ (D) Prob.de
Maximizacion Ww " Minimizacién
L JL J
T L

Costos factibles de (P) Costos factibles de (D)

o Posibilidades para el primal y el dual:

Optimo Finito | No Acotado | Infactible
Optimo Finito Posible Imposible Imposible
No Acotado Imposible Imposible Posible
Infactible Imposible Posible Posible
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Teoremas de Dualidad

Teoremas de Dualidad

Ejemplo:
@ Solucién factible de (P): (P) max z=3x—2x+ 7x3
0 —x1 —2x2 +x3 < 10 (y1)
x=10|=z=105 5x1+x+4x3<6  ()2)
15

X1, x2,x3 > 0

(D) min  w=10y1 + 6y>

@ Solucién factible de (D): A5 >3 (a)

0 =2y1+y > -2 (x)
10,5 n+dp>7  (x)
yi,y220

Dualidad fuerte = z* = w”*
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Teoremas de Dualidad

Teorema de Holgura Complementaria

@ Sean x e y soluciones factibles para el problema primal y dual,
respectivamente. Los vectores x e y son soluciones éptimas de
sus respectivos problemas si y sélo si:

Yi- (af-x - b,') =0 Vi
/ _ .
(G —y'Aj)-xp=0 V]

@ En otras palabras:

e La i-ésima variable dual es cero o la i-ésima restriccién primal

es activa.

y
o La j-ésima variable primal es cero o la j-ésima restriccién dual

es activa.
@ Permite encontrar el éptimo del problema primal a través del
6ptimo del problema dual.

iEl dual puede ser mas facil de resolver!
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Teoremas de Dualidad

Teorema de Holgura Complementaria

Teorema de Holgura

Ejemplo:
Complementaria (THC)

(D)min  w = 10y1 + 6y>
—y1+5y,>3 «_( 0 To(—xf —2x4 4+ x5 —10)=0
y* = 175 : yi-(—x 2 3 )

2ty 2 -2 ys - (5x7 +x +4x3 —6)=0
ity 27 (3+yi —5y3) - x4 =0
yi,y2 >0 (-242y; —y3)-x =0

(7T—yi—4y3)-x3 =0

4

0-(—x¢ —2x) +x53 — 10
(P)méx z=3x1—2x + 7x3 0 (= 2 3 )=

1,75 - (557 + x5 +4x; —6) =
—x1—2x%+x3<10 x*=1| 0 ¢ (5t 2 : 2

0
0
(3+0-5-1,75) - xy =0
5 4xs < 6 15
X1+ x2 + 4x3 < (=2+2-0-175)-x; =0

X1, X2,Xx3 >0 ;=0
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Precios Sombra

Precios Sombra

@ Consideremos el problema en forma estandar:
(P)méx  c'x
Ax=0>b
x>0

@ Supongamos que existe una sbf éptima no degenerada x, luego:
Xg = Aglb > 0, con Ag la base asociada.

@ Si afiadimos una perturbacién d en b lo suficientemente pequefia:
xg =Ag'(b+d)>0
e Los costos reducidos no cambian al variar b
(i = ci — chAg"An), luego la base permanece éptima.
e El costo éptimo original era:
-1
dx* = cpxg+cyxny (con xy =0y xg = Ag~b)
dx* = cpAgb

. !
o Por dualidad fuerte se sabe que: ¢’x* =y*'b
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Precios Sombra

Precios Sombra

@ Luego, la solucién 6ptima del problema dual equivale a:

y* _ CBAEI

@ El costo éptimo luego de la perturbacién d cambia a:

dx* = cpAzl(b+d)
=y"(b+d)

— y*/b+ Zyi*di
i=1

@ Con esto se concluye que cada componente y; del vector éptimo dual y*
puede interpretarse como el costo marginal (precio sombra) de
aumentar en una unidad la i-ésima componente del vector b.

Nelson Devia C. Dualidad



Precios Sombra

Precios Sombra

(P) (D)
mix z=3xa-2¢+7x3 z'= 10,5 min w =10y + 6y> w' = 105
—x1 —2x2 +x3 < 10 y' = (0) —y1+5y, >3 0
5x1 +x2 +4x3 <6 1,75 —2y1 +yo > =2 x" = 0
X1,X%2,x3 >0 yi+4y, >7 1,5
yi,y2 20

@ Aumentar b, = 6 en (P) en 1 unidad genera un mejoramiento de la
funcién objetivo de 1,75 unidades: z* = 12,25
o jAumentar b; = 10 no sirve de nada! (marginalmente), ya que
esa restriccidn no es activa en el éptimo.
@ Aumentar c3 =7 en (D) en 1 unidad genera un empeoramiento de la
funcién objetivo de 1,5 unidades: w* = 12
e jEstamos minimizando!
o jAumentar ¢; 6 ¢, no sirve de nada! (marginalmente)
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Lema de Farkas

Lema de Farkas

@ Se pretende demostrar que la infactibilidad de un sistema de inecuaciones
lineales es equivalente a la factibilidad de otro sistema de inecuaciones
lineales relacionado.

@ En otras palabras, el segundo sistema certifica la infactibilidad del
primero.
@ Por ejemplo, consideremos el sistema:
Ax =
>0

y supongamos que existe y tal que:
y'A>0
y'b<0
@ Post-multiplicando por un x > 0 se tiene que: y'Ax > 0

@ Como y'b < 0 la tinica opcién es que: Ax # b Vx>0



Lema de Farkas

Lema de Farkas

Lema:
Sea A una matriz de dimensiones m x ny sea b un vector en R". Entonces, se
cumple exactamente una de las siguientes alternativas:

(a) Existe algin x > 0 tal que Ax = b.
(b) Existe algtin vector y tal que yYA>0y y'b<0

Gréficamente:

(a) El vector b es una combinacién lineal (b) Existe un hiperplano y que separa al
positiva de las columnas A;. vector b de todas las columnas A;.

Ay
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Lema de Farkas

Dudas y/o Comentarios a:
ndevia@ing.uchile.cl
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Lema de Farkas




	Introducción
	El Problema Dual
	Teoremas de Dualidad
	Precios Sombra
	Lema de Farkas

