Unidad 1

b. Introduccién a Estadistica Multivariada




Distribuciones Multivariadas




Funci6én de Probabilidad(1)

Si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias discretas, definiremos la

funcion de probabilidad conjunta de X como

p(x) = p(xy,29,...,73) = P(X) = 21, X5 = T9,...,Xp =Tp)

Propiedades:

= p(x) > 0 para todo x.

= > p(x) =1, donde la suma se toma sobre todos los posibles valores

de x.




Funcién de Probabilidad (2)

La funcion de probabilidad marginal para la variable X; se define como

pi(z:) =P(X; =m) =) plx1,...,2i,...,7p)

donde la suma se realiza sobre todos x tales que su i-ésima componente

€es I;.

Diremos que X, Xy,..., X, son independientes si

p(x) = Hﬁ'z‘(mz’)




Funcion de Probabilidad (3)

Recordemos que la probabilidad condicional del evento A dado que
ocurre el evento B se define como:

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

Andlogamente, si X{ v X, son variables aleatorias discretas, definiremos

la funcion de probabilidad condicional de X dado X9 = 29 como

p(mlwmﬂ)
plei|lze) = P( X1 =21 Xo=a29) = ————
( ( P(IEQ)
Con mayor generalidad, puede definirse
p(x)
plry,... . ¢cp|lTpay, ..., xp) =
P) = e m)




Funcién de Distribucion Conjunta

En el caso de variables aleatorias continuas, definiremos analogos para
la funcién de densidad v la funcion de distribueién. La funcion de

distribucion conjunta de X1, Xo, ..., X, se definird como

F(x)=F(xy,...,z,) =P(Xy <zy,..., X, <1,)

(Notese que esta definicion es valida también para variables discretas)




Funcion de Densidad Conjunta

La funcion de densidad conjunta es la funcién f(x) = f(zq,...,x

) tal

que

T Ty
F(x):f f flug,... up)duy ... du,

En este caso,

OPF(z1,...,2p)
Ox10xza ... 0z

fx) =

La funcién de densidad conjunta satisface las siguientes propiedades:

= f(x) > 0 para todo x.

o [T [T f(x)day .. day = 1.




Distribuciones Marginales y Condicionales

Distribuciones marginales v condicionales pueden ser definidas en el

caso continuo de manera andloga al caso discreto.

fila;) = f [ f(x)dzy...de; _ydx;q...dz, =1

. f(mliﬂ:ﬂ)
Fonles) == pa)
0. mas generalmente,
f(ﬂ‘}l,. R i 8 $k+1& . ,.TL'.I._-,) = f(ﬂ?k_l_{EK) 111:?]




Media, Varianza y Covarianza

El valor esperado de X es el vector u? = [pq,. .., pp] tal que

pi=EC) = [ afiw)is

es la media de la i-ésima componente de X. (Si X; es discreta,

pi = E(X;) =3 zpi(z))
La varianza de la i-ésima componente de X viene dada por
02 = Var(X,) = B(X, - u)? = EX? — 2
La covarianza de dos variables X; y X, se define como

0ij = Cov(Xy, X;) = E[(X; — pa) (X5 — p13)] = E(XiX;) — papt;

, 2
Notese que o;; = 07




Matriz de Varianzas-Covarianzas (1)

Cuando se trabaja con p variables, se tienen p varianzas y %p(p —1)

covarianzas. En este caso, es 1til presentar todas estas cantidades en
una matriz p x p de la siguiente manera:

2
aq T192 le
2
aJ192 a5 Tap
Y =
2
Jp-l JPQ = ow oW Jp

Esta matriz se denomina matriz de dispersion, matriz de variancia y
covarianza o simplemente matriz de covarianza. Notese que esta matriz
es simétrica.




Matriz de Varianzas-Covarianzas (2)

Y. puede también esecribirse en alguna de las siguientes formas:
S o= E[(X - )X p)T]
= EXXT]— pup”

Propiedades:

Consideremos ahora la variable aleatoria univariada Y definida como
una combinacion lineal de Xy,..., X,. En ese caso

Y =a’X
donde a’ = [a,aq,..., a,] es un vector de constantes. Entonces
EY)=a"p
Var(Y)=a’Xa
|




Matriz de Varianzas-Covarianzas (3)

Estos resultados pueden generalizarse al caso en el cual A es una matriz

de constantes p x m. En ese caso AT X es un vector m x 1, y tiene vector

de medias v matriz de covarianza dados por las siguientes expresiones:

E(ATX) = ATy

Var(ATX) = ATSA




Matriz de Correlaciones (1)

La correlacion entre dos variables aleatorias X; y X; se define como

Jz'j

pij =
J g;d;

s Es una medida de dependencia lineal entre variables.
= |pij| <1

s Si X; v X son independientes, p;; = 0. El reciproco no es cierto.

Cuando se tienen p variables X, Xo,..., X, es en general conveniente
presentar las p(p — 1)/2 correlaciones en una matriz simétrica cuyo
elemento 77 es p;; (notese que todos los elementos de la diagonal son 1).

Esta matriz se denomina matriz de correlacion v se denotara por P.




Matriz de Correlaciones (2)

Si definimos D = diag(oy,09,...,0,), puede verse que:

¥ = DPD
P = D '¥D™!

Tanto ¥ como P son matrices semipositivo definidas, v tienen el mismo

rango. Si rango(X) = rango(P) = p, las matrices son positivo definidas.




Normal Multivariada




Normal Multivariada

En el caso univariado, decimos que una variable aleatoria X tiene

distribucién normal con media ;1 y varianza o2 (X ~ N(u,0?)) si su

funcion de densidad tiene la forma

(@) = <= expl—(z ~ p)?/20°

En el caso multivariado, decimos que el vector X sigue una distribucion

normal multivariada si su funcién de densidad conjunta es de la forma

donde ¥ es una matriz p x p no singular, simétrica y positiva definida.

Si [X| = 0, x tienen una distribucién degenerada.




Normal Bivariada

En este caso X = (X1, X9); la media es 6 = (1, po) v la matriz de

Varianza-Covarianza tienen la forma:

2
aq 12

2
0192 E-"Q

E:

donde |X| = 0%03(1 — p?); p es la correlacién entre X1 v Xo v
019 = poiog es la covarianza entre Xy y Xo.

m Sip=0 X; y X9 no estan correlacionadas y ademas son

independientes.

m Si X v X5 son independientes esto implica que X; v X5 no estan
correlacionadas. Esto se cumple para todas las distribuciones

bivariadas.

m Si p =0 esto no implica independencia. Sin embargo esta afirmacion

si es cierta para la distribucién normal.




Distribuciones Normales Condicionales




Distribuciones Normales Condicionales




Distribuciones Normales Condicionales

Sea X :p x 1 un vector de variables aleatorias tal que:

X~ N(6,%)
Entonces la distribucion condicional:

Y|Z =2~ N0y + Elﬂzg_gi (2 —0z),X11,2)

donde 211 2 = E11 — Ejgz 321

En el caso bi-dimensional: X = (X, Xs)"; 8 = (0,65)

Y11 =02, Y19 = po10g, ¥og =05 y E11,2 =02(1 - p?)




Muestra Aleatoria




Media y Matriz de Covarianza Muestrales (1)

Sean X1, Xo,...,X,, observaciones de una variable aleatoria X, 1.

Entonces el vector de medias muestrales se calcula como

- le

=

2

Pl
I

L
e~

dﬂﬂde X-_} = %2:;1 X.z:'.




Media y Matriz de Covarianza Muestrales (2)

La matriz de covarianza muestral S contiene los siguientes elementos:

Sjj =

Sik = — - &i%j

X*




Media y Matriz de Covarianza Muestrales

L.a matriz de correlacion muestral K tiene elementos

Sjk
555k

Tik =

(Notese que si j =k, 7y = 1)
R puede escribirse como R = ﬁ}ﬂf rx , donde

(X1 —X1)/s1 (X2 —Xp)/s2 ... (Xip—Xp)/sp
(Xo1 —X1)/s1 (Xoo —Xo)/s2 ... (Xop—Xp)/sp

_(an_f,l)/sl (XHE_X?QNSQ (Xﬂp_f-p]fsp




Matriz de Correlaciones Muestrales (1)

L.a matriz de correlacion muestral K tiene elementos

Sjk
555k

Tik =

(Notese que si j =k, 7y = 1)
R puede escribirse como R = ﬁ}ﬂf rx , donde

(X1 —X1)/s1 (X2 —Xp)/s2 ... (Xip—Xp)/sp
(Xo1 —X1)/s1 (Xoo —Xo)/s2 ... (Xop—Xp)/sp

_(an_f,l)/sl (XHE_X?QNSQ (Xﬂp_f-p]fsp




Matriz de Correlaciones Muestrales (2)

La matriz de covarianza muestral v la matriz de correlacién muestral se

relacionan a través de la expresion

R = D—l;’E‘SD—I_z’E

donde D = diag(s?,s3,... ,33).




Teorema Central del Limite




Teorema Central del Limite

Si las filas de la matriz de datos X representan una muestra de una

variable aleatoria multivariada X con F(X) = p v Cov(X) = X,
entonces la distribucién asintética de X es una normal multivariada con

vector de medias g v matriz de covarianza %E.




Region de Confianza




Region de Confianza

¢ Definition: P(R(X) will cover the true #) =1 —

o Key ideas: when X,...., X, ~ Ny, X),iid.,

¥ -

e Conclusion: a 100% confidence region for w is the ellipsoid

determined by all o such that

- ATe—liz (n—1)p
s )'s ™ (xgo) = E

E’r.n—ﬁ{ﬂ'}




Intervalos Simultaneos de Confianza

e Definition: P(R(X) will cover the true 8) =1 — a

o Key ideas: when Xy,.... X, ~ N, (p, X),d.i.d.,

AN

P (X = s (X - < g ) <10

e Conclusion:

_ (n—1)p S .
xjj:\/ — Fy—p(a) f, j=1....,p

e Comparison with one-at-a-time confidence interval:

5 ’
fjitn_l(a/Q)“%? j=1,....p




Comparacion de Medias




Comparacion de Medias de dos Poblaciones (1)

Recall univariate two sample ¢ test:

° Setup: Xll:r . Xlnl NN(,Ulegl) X219 . 9X2ng NN(:“’Q?J%)
o Hg - — g = 5

e Assumptions: independent populations; equal variance % = 03;

normal distributions

e T[est statistic:

(X1 —-Xy) -0
e

o Distribution under Hyp: t ~ t,,, 41,2




Comparacion de Medias de dos Poblaciones (2)

Multivariate two sample inference:

o Setup: Xy1,..., X, ~ Np(#lazl); X2ty s Xopy ~ Np(”’Q:EQ)
o Hy:py—py=29

e Assumptions: independent populations; equal covariance ¥; = Xo;
normal distributions

e T[est statistic:

1 1

T? = {(X; —X3) -6} {Sp (a + —) }_1 [(Xy - X5) — 8}

P

< L. . i 2 ni+ne—2
e Distribution under Hy: T ~ f%lirn;_p_}f Fypony4ng—p—1

e Confidence region and simultaneous confidence intervals




Comparacion de Medias de dos Poblaciones (3)

What if £, # 3y

e when n; — p and ny — p are both large, T ~ x> approximately

—2
e when n; and ngy are large, gizg_p_)f Fyp oy tno—p—1 = X;

So the analysis assuming equal covariance is still valid approximately.




