Unidad 1

a. Probabilidades y Estadistica




Caracteristicas de las v.a




» La funciéon de densidad o la distribucién de probabilidad de
una v.a. contiene exhaustivamente toda la informacion
sobre la variable.

» Sin embargo resulta conveniente resumir sus caracteristicas
principales con unos cuantos valores numeéricos. Estos son,
fundamentalmente la esperanza y la varianza.

» Diferenciamos entre v.a. discretas y continuas.



» V.a. discretas: es la suma del producto de la probabilidad
de cada suceso por el valor de dicho suceso. Si todos los
sucesos son de igual probabilidad la esperanza es la media.

» Para una variable aleatoria discreta con valores posibles x,,
X, ... X, la esperanza se calcula como:

n

u=EX)= inP(X = X;)

=1



Esperanza

» V.a. continuas: la esperanza se calcula mediante la
integral de todos los valores y la funcion de densidad:

u=EX)= .L xf(x)dx

» La esperanza es un operador lineal:

E(aX+b)=E(aX)+E(Mb)=aE(X)+b




Varianza

» La varianza se define como la esperanza de la transforma-
cion [X-E(X)]? : E ([X-E(X)]3).

e La desviacion estandar o es la raiz cuadrada de la
varianza.

» V.a. discretas:
0% = ) [(x = WP = x)]
i=1




Varianza(2)

()

El numero de casas que Ponder Real Estate vendié mensualmente varié de 5 a 20 junto con la
frecuencia de cada nivel de ventas que aparece en las dos primeras columnas de la tabla que se
muestra a continuacion.

(M (2) (3) (4) (5)
Ndmero de meses  Casas (x) Plx) (x) Plx) (x-u)* Plx)
5
8
10
12
17
20

ka3
du (k2 LS A o ] L

El St. Ponder espera que estas cifras reflejen un incremento en el nimero promedio de ventas, por
encima del 7.3 que vendid en meses anteriores, y una reduccion en la variabilidad de las ventas
mensuales que habian sido de ¢=35.7. De lo contrario, €] ha decidido vender el negocio y convertirse
en un bufén de rodeo. [ Qué consejo puede ofrecerle al Sr. Ponder?




Varianza

* V.a. continuas: integrar

ot = | o W@
Q

* Propiedades:
o2 =E(X?)-E(X)?

V(aX+b)=a?c? (X)




» Ej: "La longitud de las varillas fabricadas por una
maquina es una variable aleatoria X distribuida segun f.
Si nos quedamos solamente con las varillas que miden mas
de 2cm, dcomo se distribuye la longitud de las varillas que
quedan?“

» La nueva distribucion excluye la probabilidad de la
condicion, por lo que la nueva distribucion no suma/integra
1.Es necesario corregir la distribucion dividiendo por la
probabilidad de la condicién y excluyendo los valores
descartados.



Distribuciones Truncadas(2)

1<x<35

* Ej (cont): 1
Sfr(x) =174

0 Votrox

o Condicién: X>2 PX >2)= f flx)dx = f de =
2 2

2<x<35

v orro x

1
» Se excluyen los valores descartados: "g




Distribuciones Truncadas(3)

* Ej (cont): Se corrige la distribucion dividiendo por la
probabilidad del suceso:

— “_4 2<x<35_ l 2<x<35
fx|x::=-2_ 1 a —13
-0 Votrox |0 Votrox

» Verificamos que es efectivamente una distribucion:

> 1

fﬂ Fresa(0)dx = fz Sdx=1




Distribuciones Truncadas(4)

e Graficamente:

£y (%) iz (%)

0.5 0.8

0.4 0.4

0.2 0.2

0.z 0.z

0.1 0.1
. « : x
1 2 2 a 5 & 1 2 2 a 5 &

fX(X) fx;x::»z(x)




» Ej 2(v.a. discretas): Se tienen piezas de tipo 1, 2, 3y 4,
ubicadas, mezcladas, en una caja. El experimento consiste
en tomar una pieza al azar de la caja. Hay un 20% de piezas
tipo 1, 40% de tipo 2, 3% de tipo 3, y 10% de tipo 4. Luego
alguien se toma el trabajo de quitar todas las piezas tipo 3
de la caja. ¢Como se distribuye X ahora?

2/10 x=1
 Se tiene la siguiente distribucion: 4/10  x=2
P.(x)=43/10 x =3
1/10 x=4
0 V otro x




Distribuciones Truncadas(s)

: "y 7
e Ej 2: condicion X # 3 P(X #3) = =

e Funcion con dominio restringido 2/10  x=1
P(x)=44/10 x=2
* 1/10  x=4

@)

0 \vd

 Correccion de la distribucion: P (x) =31

-0 Y otro x




Distribuciones Truncadas(6)

e Graficamente:

Fy () Py pueal®)
0.6 0.6
'
0.5 0.5 :
0.4 0.4 :
0.2 0.2 :
0.z . 0.2
: : v
0.1 ; 0.1 : 5
; " : x
1 g 2 4 1 z 2 a
Px(X) Px.rx;eg,(X)




Distribucion conjunta

» Se deben cumplir los mismos supuestos que para variables
unidimensionales:

P(x;,y;) =0

ii P(JCini) =1 fﬂ o f(x,y)dxdy =1

i=1 j=1

e La interpretacion de la funcion de densidad conjunta es una
funcion bidimensional.




Distribucion conjunta(2)

* Ej: X: el nimero que sale al tirar un dado.

Y: la cantidad de caras que salen al tirar una moneda.

Y
Pw 0 1
1;]2 lllf]!
1I'IIJE ll'II]!
1;]2 1."]!
1;]2 1."]!
1I'IIJE ll'II]!
1I'IIJE ll'II]!

| | e | R | |




1nuo.

Caso cont

J 2




» Cada componente de una variable aleatoria bidimensional
es una variable aleatoria unidimensional en si misma.

» Nos puede interesar conocer la distribuciéon de una
componente por separado, sin tener en cuenta a la otra
componente.

* Eso se denomina "marginar", y la distribucion de la variable
unidimensional por separado se llama "distribucion
marginal".



Distribucion Marginal(2)

e (v.a. discretas) Sea la variable aleatoria bidimensional XY
distribuida segin Pyy(x,y), la distribuciéon marginal de X es:

Px(x;) = z P(xinj)

» Analogamente, la distribuciéon marginal de Y es:
T
Py(y;) = Z P(x1,;)
i=1




Distribucion Marginal(3)

» (v.a. continuas) Sea la variable aleatoria bidimensional XY
distribuida segun fy(x,y), la distribucion marginal de X es:

fX(x) = f(x.' y)dy

ﬂf

» Analogamente, la distribuciéon marginal de Y es:

o) = fﬂ F(x,y)dx
e




Distribucion Marginal(4)
©

S1 la distribucion conjunta es:

* Ej1: b Y
= 20 | 30
1| 01 | 03
X 3 wl
2| 04 | 02

Vamos a hallar la distribucion de X,

Primero enumeramos los valores posibles de X: 1: 2.
Y ahora para cada valor posible de X, aplicamos la férmula.

P,(1)= 2Py (Ly) =Py (120)+P, (130) =01+03=04

P.(2)= ZP}&, (2.y) =P, (220)*P_ (230)=0.4+02=06

T:—W

Entonces obtuvimos:

04 x=1
P (x)=4906 x=2
0 Votrox




Distribucion Marginal(5)

Ahora hallemos la distribucion de Y:
Primero enumeramos los valores posibles de Y: 20: 30.
Y ahora para cada valor posible de X. aplicamos la férmula.

P_(20)= > P (x.20)=P.(120)+P,.(2.20)=01+0.4=0.5

A==

P_(30)= ZPH (x.30) =P, (L30)+P,_ (2.30)=03+0.2=0.5

xXx=—o=

o El 2 )

Entonces obtuvimos: Y
05 y=20 Px 20 | 30
Py(¥)=)05 y=30¢ 1010304
|0 Votoy X3 Toalo02 06
0505




Distribucion Marginal(5)

e Ej2

)

<y<4d 1<y<
fj(I,J-' . 0<x<4.1<y<3

‘= ol

Votro x. v

L]
S . . B T




Distribucion Marginal(6)

» Ej 2: Distribucién marginal de X: se aplica la formula al
unico intervalo relevante (0 < x < 4):

N S
Ifﬂ (x.7) dv —]1' L=l
- :{H4 0<x<4
Jx () 0 Vonox




Distribucion Marginal(7)

» Ej 2: Distribucion marginal de Y: se aplica la fé6rmula al
unico intervalo relevante (1 <y < 3):

1 1

Ly)dx =) _dx=_
Ifﬂ(ay) X 18 Y=
£.(5)= 1/2 1<y<3
™ 0 Votroy




Distribucion Marginal(8)

©

* Ej 3: z.5

xty

0<x<2.0<y<xy
S ¥)=974 4

0 Votro x. y




Distribucion Marginal(9)

 Ej 3: Distribucién marginal de X: se aplica la férmula al
unico intervalo relevante (0 <x< 2):

x+_y _3.]:2 3.1"2 0<y<?
Y 5 =g 077
0 Votrox

Trocendv=]

 Distribucion marginal de Y: se aplica la formula al inico
intervalo relevante (0 <y < 2):

4+4y-3y?

+ + 4y —3y72 :
Xty dx=4 4y —3) £.0)=1"3 0<y<2
4 8 L 0 Votro y

Tfﬂ (x,y) dx = T

J_.l




Covarianza

* Introducimos el concepto de probabilidad conjunta, cuando
dos v.a. pueden tomar simultaneamente ciertos valores
concretos (caso discreto):

P(x;,y;) = [PX =x) NP(Y =y,)]
» La covarianza refleja la relacion lineal de 2 v.a. X e Y

o (X,Y) =E(XY)-E(X) E(Y)




Covarianza(2)

Donde:

n m
E(XY) = z z x;y;P(x;,y;) casov.a.discretas

i=1j=1

E(XY) = f f xy f(x,y)dxdy caso v.a. continuas
o Jaof

e Correlacidon de Pearson:

o(X,Y)
o(X)o(Y)

p(X,Y) =




* Supongamos que tenemos las v.a. peso y altura.

 Intuitivamente, si conocemos el valor que tomo una de las
v.a. al hacer el experimento, eso nos modificara la
distribucion de probabilidad de la otra variable aleatoria.

» Conociendo funcién de densidad conjunta de las dos
variables aleatorias, podemos obtener la distribuciéon
marginal del peso. Pero si conociéramos que la variable
altura tomo el valor 1.90m, ¢la distribucion marginal del
peso que teniamos sigue siendo valida?



Distribuciones Condicionales(2).

» No, Seguramente, la masa de probabilidad del peso tendera
a distribuirse mas hacia los valores mas altos:

1 () £y (=)

o0 40 B0 80 100 (kg) 20 40 B0 80 100 (ko)

Distribucion marginal de la variable peso. es  |[Distribucion de la variable peso. sabiendo
decir. sin saber nada de la altura. que la variable altura tomo el valor 1.90




Distribuciones Condicionales(3).

e Se define entonces la funcidén de densidad condicional:

e Caso 2v.a. discretas Xe Y:

P, (xy)= Pi(a')y)

e Caso2v.a.continuas XeY:

_ S ()
I+

Jip(X.3)




* Intuitivamente, X e Y son independientes si fy y(x,y) es
idéntica para todos los posibles valores de y.

» Por ejemplo, que la distribucién del peso es idéntica para
los distintos valores de altura (claramente no se cumple).

* Sifyy(x,y) no depende de y, entonces es en realidad fx(x), es
decir, la distribucion marginal de X.



Independencia de v.a.(2)

Para X. Y variables aleatorias continuas: | Para X, Y variables aleatorias discretas:
X e Y son estadisticamente independientes | X e Y son estadisticamente independientes
<= <=

fov(x.y) = (%) Puv(x.y) = Px(x)
<=> <=>
frw(x.y) = £¥(y) Pyx(x.y) = Px(y)
<=> <=>
bor(x.y) = xd(x) . £(y) Pwr(x.y) = Px(x) . Px(y)
e Ej1: .
2.5
¢ 3
_(x—- 0<x<2.0<y<x
1.5 fror (X.9)= 4( y) : Yy
1 0 Votro x,y
0.3 2(x-7)




Independencia de v.a.(3)
(36)

Marginamos:

foey) =] fox ]2y =2x

lo cual vale para 0 < x < 2.
T3 31
fr(x.y)= ]ifﬂ(x:y)iﬁjzix—y)@}{zf —ytl)
. N

lo cual vale para 0 < y < 2. Tenemos entonces:

3 2

_x° 0<x<2
[+ (X)=13
| 0 Vomtox




Independencia de v.a.(4)

Multiplicandolas se obtiene que el valor es:
3 ,3(1 9 (1,

_x _|_y —yTl|F_x|_y - —ytl

8 3[4}1 Y ] 16 [4;; Y

Yeldommoes0<x<2M0<y<2,
Se ve claramente que n1 los valores n1 el dominio coinciden con los de la funcion
conjunta original. Luego. X e Y no son independientes.

Ej 2:
Tenemos las variables aleatoras discretas X e Y. cuya distribucion conjunta es:
Y
Py 1 2 3

X

1 0.08 0.12 0.2
2 0.12 0.18 0.3




Independencia de v.a.(5)

Hallamos las distribuciones marginales:

Y
x [Pw| 1 2 3 Px
1| 008 | 0.12 0.2 0.4

2 | 012 | 0.18 0.3 0.6

Py 0.2 0.3 0.5

S1 multiplicamos las distribuciones marginales obtenemos:

X

Y
P« Py 1 2 3
1 0.08 0.12 0.2
2 0.12 0.18 0.3

Vemos que Px Py = Pw vV x. y. Por lo tanto X e Y son independientes.




Esperanza Condicional

* Podemos obtener la esperanza de una distribuciéon
condicional de la misma manera que para el caso
unidimensional:

e Caso 2v.a.discretas XeY:

EX/Y)=1,, = D2xP. (x.))

I_‘—EIEI

e Caso2v.a.continuas XeY:

BN =My, =[x £ (9
Q




Percentiles

» El percentil p de una variable aleatoria X es nimero mas
pequeio, que denominaremos x, que cumple:

p=P{X<x,|=F(x,)

* el percentil es, por tanto, el valor de la variable aleatoria
para el cual la funcion de distribucion acumulada toma el

valor p.




Ensayo de Bernoulli: Es un experimento que puede arrojar
2 resultados posibles. A uno de los resultados se lo
denomina arbitrariamente "éxito" y al otro "fracaso".

El ensayo de Bernoulli lleva asociada una probabilidad (de
éxito). Ej: tirar un dado, donde el éxito es sacar 5:

P[éxito]=1/6; P[fracaso]=1-1/6=5/6

Un proceso de Bernoulli considera n ensayos de Bernoulli
independientes



Distribuciones Discretas — Binomial(2)

» La probabilidad de obtener k éxitos en un proceso de
Bernoulli de n ensayos se distribuye Binomial(n,p):

P(X = k) = () pk(1—p)"

 Esto se cumple cuando 0< k < n. Para los valores restantes
de k esta probabilidad es cero.

e Ademas se tiene E(X)=np y V(X)=np(1-p)




Aspecto de la distribucion binomial:

p pequeno (0.2) p mediano (0.5) p grande (0.8)

Importante sehalar que todos los valores entre 0 y n tienen
probabilidad no nula, aunque la probabilidad de los valores
cercanos a n sera muy pequena si p es chico, y la probabili-
dad de los valores cercanos al 0 sera muy pequena si p es
grande.




Distribuciones Discretas — Geomeétrica

» La probabilidad de obtener el primer éxito en el intento
nimero x se distribuye geométrica(p):

PX=x)=p (1-p)"

» Ademas se tiene E(X)=1/p y V(X)=(1-p)/p?
e Aspecto:




Distribuciones Discretas — Pascal

e "¢Cual es la probabilidad de obtener el k-ésimo éxito en el
intento nimero x?“

» X se distribuye Pascal(k , p):

x—1
k‘ 1— x—k _Ek
P(X=X)=*(k—1)‘” o

0 Voto x

o Ademas se tiene E(X)=k/p y V(X)=k(1-p)/p?




Distribuciones Discretas — Pascal(2)

e Aspecto

[T

e Todos los val

lores menores que k tienen probabilidad nula.

A partir de k, la probabilidad crece con mayor o menor
velocidad dependiendo de p, y luego de llegar al valor mas
probable, decrece lenta y asint6ticamente hacia el o.




Distribuciones Discretas — Poisson

» "¢Cual es la probabilidad de obtener x eventos en un
intervalo de tiempo?”

» La distribucion de Poisson usa el parametro p = AT, donde T
es la longitud del intervalo, y A es la cantidad esperada de
eventos por unidad de tiempo, entonces p resulta ser la
media.

* X:Poisson(p) "

et ux >
PX=x)={—1 7"
0 x<0




La esperanza y varianza de una distribucion de Poisson:
E(X)=py V(X)=p

Aspecto:

u=1 L=10




Distribuciones Continuas— Uniforme

» En una distribucion uniforme las probabilidades son las
mismas para todos los posibles resultados

» Aspecto: Uniforme (a,b)

]
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Distribuciones Continuas— Uniforme(2)

» La media esta a mitad de camino de los puntos extremos:

+
EG) =pu =1 b
2
_ P
« Varianza: o? = 2 =9
12
: 1
e Funcion de densidad: f = P




Distribuciones Continuas— Exponencial

» Mientras que la distribucién de Poisson describe las tasas
de llegadas (personas, camiones, etc) dentro de un periodo
de tiempo, la dist. Exponencial estima el lapso entre arribos

fx) = pe ™

» La esperanza y varianza de una distribuciéon Exponencial:
E(X)=py V(X)=pn




Distribuciones Continuas— Exponencial(2)

e Aspecto

fix)

Plx = 30
Pix = 40)




Distribuciones Continuas— Normal

* En forma simple, la distribucion normal (datos continuos)
se asocia una curva simétrica en forma de campana

» Esta caracterizada por dos parametros: N(u,c2)

Flx) o=2
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Distribucion Normal y Regla Empirica: La regla
empirica dice que si se incluyen todas las observaciones que
estan a una desviacidon estandar de la media, éstas seran el
68.3% de todas las observaciones.

De la misma manera: 95.5% de los datos estan dentro de
dos desv. estandar y 99.7% de las obs. estan dentro de tres
desv. estandar.



Distribuciones Continuas— Normal (3)

» Ejemplo:

fo

Frecuencia de
observacién

X minutos

f(x)

Frecuencia de
observaciones

X minutos




» Normal tipificada o estandar: permite analizar las
propiedades de la Normal sin depender de parametros:

X—u
]

/ =

~N(0,1)

» El valor de Z se puede interpretar como el nimero de
desviaciones estandar a las que una observacion esta por
encima o por debajo de la media.

» Para obtener la probabilidad de un evento se debe ir a la
tabla de la normal estandar.



Distribuciones Continuas— Normal(5)

* Kj:

TelCom Satellite presta servicios de comunicacién a los negocios del drea metropolitana de Chicago.
Los funcionarios de la compatiia han aprendido que la transmision satélite promedio es de 150
segundos, con una desviacién estdndar de 15 segundos. Los tiempos parecen estar distribuidos
normalmente.

Para estimar de manera apropiada la demanda del cliente por sus servicios y establecer una
estructura de tarifas que maximice las utilidades corporativas, TelCom debe determinar qué tan
probable es que algunas llamadas se presenten. El director de servicios desea que usted proporcione
estimados de la probabilidad de que una llamada dure:

a. Entre 125 y 150 segundos.
h. Menos de 125 segundos.

¢. Entre 145 y 155 segundos.
d. Entre 160 y 165 segundos.




Distribuciones Continuas— Normal(6)

° a) 0.4525 b)0.5-0.4525=0.0475

_ 125 — 150

£ 15 c) 0.2586

[

= ~1.67 -
7= 145 — 150

15
= =033




Distribuciones Continuas— Normal(7)

. d)

ConZ=1, el dreaes().3413. Para hallar el drea entre 150 y 160,

_ 165 — 150 160 — 150
15 1S
- 1 = 0.67

4

para un drea de (.2486. Por tanto,

P(160<X<165)=0.3413-0.2486 =0.0927.




Distribuciones Continuas— Normal(8)

* sin es suficientemente grande una dist. binomial puede
aproximarse a una normal de parametros u=np y

o=np(1—p)

37 /[ﬂ x

E 10k /// l,

£ ot A Y
01 /‘1£ S‘

0 1 :345&?391‘:9‘[1;12131415




Distribuciones Continuas— Normal(9)

» Funcion de densidad (estandarizada):

1 —iz?

';E'I'I(I): EE 2

e Funcion de densidad:

o FDA:




Distribuciones Continuas— chi-cuadrado

» La distribucion ¥2 con k grados de libertad se utiliza
comunmente para inferencia estadistica, y representa la
distribucién de la suma de los cuadrados de k v.a. normales
estandar independientes X,...X,.

Q=§Xf Q ~ Y (k).

e Funcion de densidad (I'=funcion Gamma):

1 ki2-1 /2
flx; k) = Ehf'i’r[kfﬂ) Liz=0y,




Distribuciones Continuas— chi-cuadrado(2)

» Aspecto:

1.0 r T T T T T r T r T T T




Distribuciones Continuas— F-Fisher

» Derivada de la distribucién x2, también se utiliza frecuente-
mente en la estadistica inferencial. También conocida como
F de Snedecor.

 La distribucion nace del cociente de dos variables U, y U,
independientes distribuidas 2 con d, y d, grados de
libertad respectivamente:

U, /d,

~ F(d,d,)
Us /dy




Distribuciones Continuas— F-Fisher(2)

e Aspecto
2 4
L0
" — d1=1, d2=1
o _ — d1=2, d2=1
— = d1=b, d2=2
d1=100, d2=1
g — \\ ~ d1=100, d2=100
o |F ——
o




Distribuciones Continuas— t-Student

o Similar a la distribucidén normal (simétrica, forma de
campana), se suele utilizar en muestras pequenas.

» Se caracteriza por una varianza mayor a la normal y
dependiente de los grados de libertad (el niimero de
observaciones de la muesta).

» La distribucion t proviene del ratio: (V ~ x2 con v g.1)

Yo

Viv




Distribuciones Continuas— t-Student

e La distribucién t tiende a Z cuando n aumenta:

Zotconnz30

tconn =15




