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EJERCICIOSIRESUELTOS

Ejercicio 1 Representa graficamente las funciones de probabilidad de una distribucion B(n, %), cuando:

a) n = 5
b) n = 10
¢c) n = 25
d) n = 100
y emite conclusiones al respecto.
Solucién.-
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Podemos observar como, a medida que aumentamos n, la distribucién Binomial tiene un extraordinario
parecido con la distribucién Normal. Observariamos el mismo efecto con otras binomiales si bien es cierto
que cuanto mas cercana sea la probabilidad de éxito p a % mads rapida serd la convergencia de una Binomial
a una Normal.

En general, una distribucién B(n,p) se parece a una curva normal cuanto mayor es el producto n - p.

En virtud del Teorema Central del Limite (en adelante TCL) podemos concluir diciendo que:

B(n,p) — N(n-p,v/n-p-q) cuando n — +0o0

CURSO EIR-2003 ©A. Gamez, L.M. Marin, R. Huertas y S. Fandino



EJsErcICcios: TEOREMA [CENTRALMDELLIMITE

Ejercicio 2 Comprobar de modo grifico la aproximacion de una distribucion P(10) a una Normal, y emitir
conclusiones al respecto.

Solucién.-

Hemos visto que la suma de n variables de Poisson independientes de pardmetro A se distribuyen como
una Poisson de pardmetro n - A. Por tanto podemos interpretar la distribuciéon de Poisson de pardmetro
A = 10 como la suma de cinco variables independientes Poisson de pardmetro \ = 2.

Sean
X, ~P(2) i=1,2,3,4,5

Y = Xj ~ P(2), siendo la representacién grifica de su f.d.p.:
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Y = X; + X5 ~ P(4), siendo la representacién grafica de su f.d.p.:
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Y = X; 4+ Xo+ X3 ~ P(6), siendo la representacion gréfica de su f.d.p. :
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siendo la representacién gréfica de su f.d.p.:

P(8)
0,15 F — ' 3
012 F o @ .
0,00 [ o -
0,06 | . -
0,03F o o .

L o 4
(=" o ) . ) ? NN -
o 4 8 12 16 20 24

X

Y = X3+ Xo+ X3+ X4 + X5 ~ P(10), siendo la representacion gréfica de su f.d.p.:
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Podemos observar como efectivamente si X se distribuye segin una Poisson de pardmetro 10, entonces por
el TCL ,X se puede aproximar a una Normal N(10,+/10). En general sabemos que :

P(\) ~ N\ V) yllalaproiithacibil sel considera bueial $i A > 5]

Ejercicio 3 En una disribucion B(200,0.3) calcular p|X > 85].
Solucién.-

Si realizdsemos el cdlculo utilizando la distribucién binomial tendriamos que calcular:
1. /200 : :
pIX > 85 =1—p[X <85|=1-)_ ( ) ) (0.3)" - (0.7)200"
i=1

con el consiguiente costo computacional.
Para calcular esta probabilidad realicemos la aproximacién de una distribucién Binomial a una distribu-
cién Normal. Sabemos que n es suficientemente grande y que p no es cercano a cero, por tanto:

X ~ B(200,0.3) ~ N(60,6.48) ~ X’

Aplicando la correspondiente correccién de continuidad, tenemos:
p[X > 85] ~ p[X' > 85 — 0.5] = p[X' > 84.5]
Tipificando resulta:

, — —
X' =60 S 84.5 — 60

X > 85| ~ p[X' > 84.5] =
plX > 85) = plX* 2 84.5] =p |\ === > —

=p[Z >3.78] , siendo Z ~ N(0,1).

Buscando en la tabla de la N(0,1), tenemos:

plX >85]~p[Z>3.78 =1—p[Z < 3.78] = 1 — 0.99992 = 0.0000 8

Ejercicio 4 Una moneda corriente se lanza 150 veces. Determinar la probabilidad de que salgan entre 70
y 80 caras.

Solucion.-

Si resolviésemos el ejercicio utilizando la distribucién binomial, tendriamos que:

si X = Numeros de Caras al lanzar una moneda 150 veces

X ~ B(150,1/2)
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Por tanto la solucién del problema viene dada por:

80
plT0< X <80 =Y p[X =4
k=70

80 k 150—k
1 1 1
i< x <= 35 () () ()" < ossoss

k=70

Resolvamos el ejercicio utilizando el TCL como aplicacién a la hora de aproximar la distribucién Binomial
por la Normal.

En virtud de la expresién 5.1 , tenemos que:
150

150
o = VP q= 4| =6.1237

Sea
X' ~ N(75,6.12)

Para calcular p[70 < X < 80] , suponiendo los datos continuos para poder aplicar la aproximacién a una
normal, tendremos que realizar la correcién de continuidad:

p[70 < X < 80] ~ p[70 — 0.5 < X <80+ 0.5] = p[69.5 < X < 80.5]

Entonces:
p[70 < X <80l ~p[69.5 < X <80.5|=p [69.5 < X' < 80.5]

tipificando la variable X’ ~ N(75,6.12),tenemos:

69.5—75<X—u<80.5—75

5 < X'<80.5| =
p[695= X< 805] =p | =ga— = = = 4

p[69.5 < X' <80.5] =p[—0.9886 < Z < 0.8986] , siendo Z ~ N(0,1).
operando resulta que,
p[69.5 < X' <80.5| =p[Z < 0.8986] — p[Z < —0.8986] = p[Z < 0.8986] — (1 — p[Z < 0.8986])
p[69.5 < X' <80.5] =2-p[Z <0.8986] — 1
finalmente buscamos en la tabla de la N (0, 1),

p[69.5 < X' <80.5] =2%0.8133 —1=0.6266

Podemos obsevar que el valor obtenido por este procedimiento de aproximacién es muy parecido al valor
0.63 obtenido utilizando la distribucién Binomial.

Ejercicio 5 Supongamos que el 2.5% de los articulos producidos en una fabrica son defectuosos. Hallar la
probabilidad de que haya menos de 8 articulos defectuosos en una muestra de 100 articulos.
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Solucion.-

Aplicamos, al igual que el ejercicio anterior, la distribucién binomial para n = 100 y p = 0.025 , siendo
X la v.a. que indica el nimero de articulos defectuosos en una muestra de 100.

X ~ B(100,0.025)
Resulta que:
pIX <3l =p[X=0]+p[X =1]+p[X =2]

100
1

p[X < 3] = 0.5421
Si hubiésemos aproximado la B(100,0.025) por la normal N(2.5,1.56) (véase 5.1) tendriamos:

100
0

100

p[X<3]=< 5

) (0.025)° % (0.975)1%° + < > (0.025)" % (0.975)% + < > (0.025) % (0.975)%

25—-25

X ~plX' <25 =p|Z
p[X < 3] p[ < 5} p[ < 156

]:p[Z<O]:O.5

Podemos observar que este valor difiere mucho del obtenido utilizando la propia distribucién binomial. Esto
ocurre porque al ser p =0.025 yn-p=2.5 <5 la aproximacién de la binomial por la normal no es buena;
sin embargo, tal y como vimos en el tema anterior, s{ podrfamos aproximar la distribucién binomial por la
de Poisson.

Ejercicio 6 Sean X; variables independientes e idénticamente distribuidas segin una U(0,1), i=1,2,3,...,35.
Calcula la probabilidad de que la suma de estas 35 v.a. uniformes tome un valor inferior a 20.5

Solucién.-

Como las variables X; son independiéntes e idénticamente distribuidas, podemos aplicar el teorema
central del limite en la forma de Lindeberg-Levy. Por tanto:

35
Z X; —nu
i=1
oy/n

— N(0,1) en ley.

35

Como n > 30, podemos considerar aceptable la aproximacién de la v.a. Z X; por una N(nu,o+/n).
Por tanto: =
- a5 ;
5 ;X M 05— 20.5 — np
p[;Xi<20.5]2p ey 2p[Z<U—\/ﬁ:|

donde 'y o esla mediay la desviacién tipica poblacional de una v.a. U(0,1) , que resultan:

i 1
W / x-dx 5
0
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1 1
1
o=+ x3dx | — /:L‘d:L‘ = —
/ V12
0 0
Sustituyendo y tipificando tenemos que:
35 1 1
20.5 — 35 5
P Xi<205|~p|Z< 1—2] =p[Z < 1.7566]
L_l | TV 35

35
p [Z X; < 0.75] ~p[Z < 1.7566] = 0.9599
i=1

Ejercicio 7 Si lanzamos un dado cibico 100 veces . ;Cudl es la probabilidad de que la suma de las caras
sea mayor o igual que 3007 ;Y la probabilidad de que sea igual a 4007

Solucion.-

Sean las variables X; , i = 1,2, ..., 100 independientes e idénticamente distribuidas segiin una ley uniforme
discreta U(1,2,3,4,5,6) . Al igual que en el ejercicio anterior, aplicando el T'CL en la forma de Lindeberg-

Levy, se tiene que:
100

Z X; —nu
i=1

——F — N(0,1 en ley.
o~ (0,1) y
35
Como n > 30, podemos considerar aceptable la aproximacién de la v.a. Z X; por una N(nu,o+/n).
i=1
Aplicando la correccién de continuidad:

100 100
P [Z X; > 300] ~p [Z X; > 299.5]

i=1 =1

Por tanto: ~
100

ZXi > 299.5

i=1

100 ;Xi_n“
p[ ] B R e

donde 'y o esla media y la desviacién tipica poblacional de una v.a. discreta U(1,2,3,4,5,6) , que
resulta:
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Sustituyendo tenemos que:

100
299.5 — 100 * 3.5
P [Z X, > 300 -
=1

1.707 * /100

2p[Z> } =p[Z > —2.958]

100
p [Z X; > 299.5] ~p[Z < 2.95] = 0.9984
i=1

Para calcular la probabilidad de que la suma de las caras sea igual a 400, actuaremos del mismo modo:
Correccién de continuidad:

100 100
p [Z X, = 400] =p [399.5 <) X< 400.5]
i=1 i=1

Realizando la aproximacién a la normal:

100
399.5 — 100 * 3.5 400.5 — 100 # 3.5
p |3 Xi =400 zp[ 2 7< - }:p[2.89<Z<2.95]
P 1.707 /100 1.707 * /100

100
p [Z X; = 400] ~p[2.89 < Z < 2.95] = p[Z < 2.95] — p[Z < 2.89]
=1

Buscamos en la tabla de la N(0,1),

100
» [Z X, = 400] ~ (.9984 — 0.9981 = 0.0003
=1

Ejercicio 8 Supongamos que tenemos 50 representantes de cierto partido politico, en una convencion na-
cional, de los cuales 80 apoyan al candidato A y 20 al candidato B. En dicha convencidn se plantea llevar
a cabo una encuesta para detectar la preferencia de los votantes con respecto a los candidatos A y B que
ocupardn un puesto en la administracion publica. Si se toma una muestra de 1000 ciudadanos, scudl es la
probabilidad de que 550 o mds de los votantes indiquen una preferencia por el candidato A, si la poblacion,
con respecto a los candidatos se encuentra igualmente dividida?

Solucién.-

Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de ciudadanos que tienen preferencia por el candidato

A.
1000
. 1 si el ciudadano ¢ vota A
Y= Zl Xi siendo Xi = { 0 si el ciudadano ¢ no vota A

Tenemos por tanto que
X, ~ Be (3

1
% Indey } =Y ~ B(3,1000)
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En tal situacién se tiene que la media de Y es np = 500 y su desviacién tipica \/np (1 — p) = 15.81. La
probabilidad de que Y > 550 se puede aproximar, dado que n es suficietemente grande, por la distribucién
Normal. Por tanto si realizdmos la correspondiente correccién de continuidad, tendremos:

549.5 — 500

> ~ >
pIY 2550 ~p | Z > — o7

=p[Z >3.13]

Resultando:
plY >550] ~1—p[Z < 3.13] = 0.0009

Ejercicio 9 Un dado cubico corriente se lanza 200 veces. Hallar la probabilidad de que el lado 5 salga entre
30 y 33 veces.

Solucion.-
Sea X la v.a. que nos indica el nimero de veces que sale el lado 5. Entonces:
X ~ B(200,1/6)

Buscamos
p[30 < X < 33]

si consideramos la correcién de continuidad entonces:
p[30 < X <33] ~p[29.5 < X' < 33.5]

Por tanto, realizando la aproximaciéon normal de una distribucién binomial, resulta:

29.5 — 33.5 —
p[30§X§33]2p[—M§Z§—M}
g g
siendo .
M:n~p:200*6:33.33
1 5
Sustituyendo:

29.5 — i

33.5
p[30§X§33]2p[ ngTﬂ:p[—O.?%ngoom]

p[30 < X <33] ~p[Z <0.032] —p[Z < —0.726] = p[Z < 0.032] +p[Z < 0.726] — 1
p[30 < X < 33] ~ 0.5120 + 0.7642 — 1 = 0.2762

Ejercicio 10 En una clase de 40 alumnos la probabilidad de que una persona utilice gafas es 0.25 , scudl
es la probabilidad de que menos de 10 alumnos utilicen lentes ¢
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Solucion.-

Sea
X = Numero de alumnos que utilizan gafas

entonces
X ~ B(40, 0.25)

como n - p = 10 podemos aproximar la distribucién binomial por la normal.
Correccién de continuidad:

p[X <10 =p[X <9 ~p[X' <95]
9.5 —
p[X<1O]:p[X’§9.5}:p{Z§T'U]
siendopuy=n-py o=.n-p-q,
9.5 — 9.5 — (40 * 0.25) }
X <10|~pl|Z< =plz< =pl[X < —0.182
pl ] p{ - ] p{ S JRaosao0s) LS ]

p[X <10] ~1—p[X <0.182] = 1 — 0.5714= 0.4286

Ejercicio 11 Un dia visitamos el Casino y decidimos jugar a la ruleta. Nuestra apuesta va a ser siempre
al negro y cada apuesta de 3 euros. Llevamos 60 euros y queremos calcular la probabilidad de que tras jugar
80 veces consigamos doblar nuestro dinero.

Solucién.-
Cada jugada es una variable independiente que sigue el modelo de distribucién de Bernouilli.

X 1 Salir Negro
‘1 0 Salir Rojo

Siendo:
l—p = pX;i=0]=

Hagamos notar que en el juego de ruleta la probabilidad de “no salir negro” es mayor ya que puede salir
rojo o el cero.
La media y varianza de cada variable Bernoulli

u = p=0.485
o = /p-q=+v025=0.5

Aplicando el TCL en la forma de Lindeberg-Levy a la variable Y X; , resulta que:

Y = ZX ~ N(nu,ov/n)

es decir:
Z Xi —nu
T

ay/n

7 = ~ N(0,1)



EJErCICIOS: TEOREMACENTRALDELLIMITE

Para doblar nuestro dinero el negro tiene que salir al menos 20 veces mds que el rojo ( ya que 20 * 3 =
60), por lo que tendrd que salir negro al menos 50 veces y por tanto el rojo o el cero saldrén como maximo
30 veces).

Luego:
49.5 — 80 % 0.485

0.5 % \/% )
P(Y >50) ~p[Z >239]=1—-P(Z <239)=1-0.9916 = 0.0084

P(Y >50) ~ P(Z >

Es decir, la probabilidad de doblar el dinero es tan sélo del 0,84% . Por tanto, lo mejor es no ir al Casino,
pero si no puedes evitarlo no se te ocurra jugar a la ruleta y mucho menos apostar de modo continuo al
negro.

Nota: Podriamos haber resuelto el problema con la consideracién de que:
Y = B(n,p),

hubiese bastado realizar la aproximacion de la Binomial a través de la Normal.





