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1. Electrostatica.

1.1. Ley de Coulomb.

La fuerza entre 2 cargas puntuales g; ¥ ¢! esta descrita por la siguiente ley:
q192
F= k—r2 (1)

donde £ es una constante de proporcionalidad positiva, r es la distancia que
separa las cargas y F' es conocida como fuerza de Coulomb.
En el S,

A 2)

 d7e
donde € es la permitividad del medio en que estdn situadas las cargas.
Al volver a formular (1) como ecuacién vectorial y sustituyendo el valor de
k se obtiene una expresién més general: 2

5 1 qig2
F = — 3
27 e ’I”%2 2 (3)
donde T12 = HFQH y ’/’Alg = 12

T12

Podemos observar que si ambas cargas son del mismo signo la fuerza es
repulsiva, en caso contrario la fuerza es atractiva.

La permitividad del vacio es ey ~ 8,85 CNm™2, casi la misma que la del
aire. Por ahora supondremos que el medio es aire o vacio.

Propuesto: Considere 2 cargas puntuales de 1 C cada una, de mismo signo
colocadas en el vacio con 1 mm de separacién entre ellas. ;Cudl es la magnitud
de la fuerza de repulsién?.

En un sistema de N cargas la fuerza resultante sobre la i —ésima carga estd da-
da por:

Fi=) F; (4)
i#j
1.2. Campo Eléctrico.

Si fijamos una carga puntual positiva ¢ en el origen de un sistema de coor-
denadas esférico y acercamos otra carga puntual positiva g, 3 a una vecindad
de g, entonces la carga g, se verd afectada por el efecto de una fuerza repulsiva

'Las cargas q1 y g2 en Coulombs (C).

2La notacién éij se usa para indicar el vector de magnitud G que apunta desde j hacia i,
por lo tanto la expresién ﬁij hace referencia a la fuerza que ejerce la carga j sobre la carga i.

3La carga gp es llamada habitualmente carga de prueba o testigo.




Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas. Universidad de Chile.
FI2002-4A Electromagnetismo. Diego Valenzuela Iturra.
Prof. Simén Casassus.

actuando en el eje radial, la que serd més intensa cuando g, se acerque al origen,
podemos decir que g tiene un ” campo” que la circunda donde actia esta fuerza,
por lo que no deja de ser natural que llamemos campo a una regién donde acttian
fuerzas.

La intensidad de campo eléctrico (o campo eléctrico) en el punto 7 se define
como 4 la fuerza eléctrica por unidad de carga y se denota por EP.

—

FE =

—

1 ¢
= — 7 ::E 5
yr——Ll () (5)

Sk

6

donde ¢, esta ubicada en 7y r = ||7]. Es claro que E || F. Destaca el hecho

de que el campo eléctrico E que se mide es independiente de la carga de prueba
dp, por lo que para medirlo es necesario utilizar una carga de prueba de magni-
tud pequena, de lo contrario se podria perturbar el campo que se intenta medir.

1.2.1. Teorema de Superposicién.

Para un sistema de N cargas el campo eléctrico es la suma de los campos
eléctricos de cada carga por separado:

Z Z 4meg ||: . 7ﬂl||3 (6)

1.2.2. Densidades de Carga.

Ignorando convenientemente el hecho de que las cargas vienen separadas en
paquetes, como electrones y protones, podemos considerarlas como una distri-
bucién continua de cargas, donde distinguimos 3 tipos de densidades de carga
eléctrica: 7

= Volumétrica (p): Carga por unidad de volimen para cada 7.

+Q= [ oy 7)

= Superficial (¢): Carga por unidad de superficie para cada 7.

éQ:Adﬁ% (8)

4Resulta conveniente definir el campo eléctrico solamente en términos de cargas positivas.

5El campo eléctrico E es un vector, entonces realmente representa 3 ecuaciones, una por
cada componente.

6La carga g, esta ubicada en 7.

7Q es la carga total contenida en V, S y s en (7), (8) y (9) respectivamente.
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= Lineal ()\): Carga por unidad de largo para cada 7.

= Q= [Amds (9)
Con esto podemos definir el campo eléctrico para:

= Un volimen V de densidad de carga volumétrica p(7)

B = — / L p(#)dv (10)

ameo Jy 7= 7]

= Una superficie S de densidad de carga superficial ® o(7)

B = / T (m)dsy (11)

o Js |7~ 7]

= Una curva s de densidad de carga lineal A(7)

7 — 7
71")ds! 12
47760/||7‘—r/| M) (12)

1.2.3. Materiales Conductores.

Los materiales conductores tienen la propiedad de conducir o transportar
carga eléctrica, pues en ellos existen electrones libres capaces de moverse en
presencia de campo eléctrico, que ademas tienden a acumularse en bordes, su-
perficies y puntas. Por otra parte un conductor se define como un medio en el

cual el campo eléctrico es siempre cero en su interior en una situacién estatica
F=0=E=0.

1.3. Flujo de Campo Eléctrico.

El flujo de campo eléctrico (®) a través de una superficie S es:

:/SE-JS (13)

Destacamos que la expresion E - dS en la ecuacién (13) representa un pro-
ducto interno (o producto punto) entre 2 vectores.

Puede causar extraneza para quienes vean por primera vez expresiones co-
mo dS donde a un diferencial se asocia el caracter de un vector, aunque esto
no sea mas que una simple abreviacién, la equivalencia en la notacién es la si-
guiente: dS = dSS donde dS es un diferencial de drea habitual y S 9 un vector

8Como veremos més adelante, esta expresién resulta muy util cuando se trabaja con ma-
teriales conductores, pues en ellos hay electrones libres que en ciertas circunstancias tienden
a acumularse en superficies, bordes y puntas.

9¢l vector S es conocido como normal exterior de S.
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unitario perpendicular a la superficie cerrada S que debe cumplir con ciertas
caracteristicas que veremos mas adelante.

1.3.1. Angulo Sdélido.

Consideremos una carga puntual ¢ encerrada por una superficie esférica Sy
un sistema de coordenadas esféricas (r, 0, ¢) centrado en la carga, si queremos
calcular el flujo sobre S, sabemos que la fuerza eléctrica actia en direccion y
sentido del vector unitario radial 7 y que el diferencial de drea dS = dS# en que 7
es la normal exterior ¥y dS = r? sin(0)dfd¢ describe la superficie perpendicular
al vector 7. Al reemplazar en la expresién para el flujo aparece el término:

dS - # = r*sin(0)dfd¢ := r?dQ (14)
en que €2 posee unidades de [rad?] por lo que se le llama dngulo sélido *!.
Q € [0, 4n].
1.3.2. Flujo de campo eléctrico a través de una superficie cerrada.

El flujo del campo asociado a una carga eléctrica 2, sobre una superficie
cerrada S es:

@:/d@:/SE-JS:/SE(F)f~JS (15)

Reemplazando en la ecuacién (13) la expresién obtenida en (5) para E(7) y
en (14) para dS, e integrando tenemos que:

q q
b= dQ) = — 16
/4,r 4meq €0 (16)

1.4. Ley de Gauss.

Usando el principio de superposicién E = Z E; podemos concluir la Ley

2
de Gauss:

I
E-dS==-S g 17
/ o3 (a7

donde la suma E q; se extiende a todas las cargas encerradas por la super-

K2

ficie S.

100tra caracteristica de la normal exterior es, como su nombre lo indica, que apunta en
sentido opuesto al que se ubica el volimen encerrado por S, otra forma de decirlo es que
apunta hacia el exetrior de la superficie.

1 La expresién [rad?] podemos considerarla dimensionalmente aniloga a la de [m?] para
una superficie sélida, de ahi el nombre dngulo sdlido.

12Sabemos que el campo eléctrico asociado a una carga eléctrica positiva actia en direccién
radial segun el sentido del vector unitario 7 y solamente depende de 7.
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1.4.1. Forma Integral de la Ley de Gauss.

La expresién que sigue es equivalente a la anterior, es la extensién natural
para una distribucién continua de cargas y se conoce como la Forma Integral de
la Ley de Gauss:

/E.JS _ 1 p(F)dV (18)
S

€ Jv

donde V es el volimen encerrado por la superficie S.

Propuesto: Considere un plano infinito cargado que coincide con el plano
XY, con densidad de carga superficial o uniforme. Usando la forma integral de
la ley de Gauss calcule el campo eléctrico E' producido por el plano en el eje
Z. Dé una interpretacién fisica a su resultado.

1.4.2. Forma Diferencial de la Ley de Gauss.

Consideremos un volidmen muy pequerio 0V, utilizando en la ecuacién (12)
la siguiente aproximacién del término integral:

SV 0= /V p(F)AV = p(7)5V (19)

luego, dividiendo a ambos lados por §V, tomando limite cuando 6V — 0 14,
de la expresion integral para la Ley de Gauss queda:

C RN 1 fsE'JS_P
d'L'U(E) = 5%/1}1)10 T = % (20)

donde hemos definido el operador Divergencia o div(-).

En coordenadas cartecianas div(E) = V - E'®, se obtiene la expresién cono-

cida como Forma Diferencial de la Ley de Gauss'S.

6~5:% (21)

1.5. Potencial Eléctrico.

Consideremos dos puntos 7, y 7} inmersos en un campo eléctrico uniforme
E. 17 que es paralelo al vector 7, = 7 — 7'y v a la fuerza electrostética Fu, que

13No olvide considerar el flujo generado por ambas caras del plano.

14Podemos considerar que la densidad de carga p = p(7) permanece aproximadamente
constante para magnitudes infinitecimales.

15Notar que se realiza un producto interno (o producto punto) entre ambos vectores.

16De las propiedades del célculo, basta con demostrar esta propiedad vectorial para un
sistema de coordenadas particular para conseguir la generalidad.

17Recordamos que la notacién C_T"ij se usa para indicar el vector de magnitud G que apunta
desde j hacia i.
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lo produce y que apunta en el mismo sentido que el vector 7, queremos mover
una carga pos1t1va puntual g, (carga de prueba) desde 7, hasta 7},. Sabemos que

el campo Eab ejerce una fuerza Fab = quab sobre g, de manera que requiere
trabajo mover la carga en sentido contrario a la fuerza. La idea de potencial
eléctrico tiene relacién con el trabajo necesario para llevar la carga de prueba
gp desde 7, hasta 7%.

Similarmente a la notaciéon usada anteriormente para vectores, llamamos
Whe al trabajo requerido para mover ¢, desde 7, a 7 y podemos calcularlo de
la manera siguiente:

T .
Wba = */ Fab : dTab (22)

a

Nota: El signo negativo se debe a que el movimiento realizado desde 7, hacia
7 es opuesto al sentido del campo FEgp.

Reemplazando F,, = qpFEqp en la ecuacién anterior nos queda:

T
Wba = _[ quab . drba (23)

a

Como la fuerza Fy;, es una fuerza radial entonces es conservativa, por lo tan-
to el trabajo W}, es independiente del camino realizado y ﬁ/ E -dr =0, donde
~ es una curva cerrada.

Definimos la energia potencial electrostdtica como U(F) = g,¢(7) tal que:
Wha = U(7) = U(7a) = ap{o(7h) — ¢(7a)} (24)

donde ¢(7) es el potencial eléctrico.

Como para el céalculo del trabajo sélo nos interesa la diferencia de potencial,

escogemos un punto arbitrario 7y como punto de referencia '® para el célculo de
la energia, de las propiedades de la integral tenemos que:

A R A e

(25)
Luego la expresion para Wy, queda:

Wi a — qp{[ Eab . era - [ Eab . era} = qp{(b(Fb) - (b(f'a)} (26)

18Por conveniencia a menudo tomaremos el punto de referencia 7y en infinito y considera-
remos que ¢(oco) = 0.
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donde hemos identificado ¢(7) como:

o) = [ E-di (27)

La diferencia de potencial entre 7, y 7 €s Apep = ¢(7) — ¢(7a) = ng“, se
P
define como Voltaje y lo denotamos por V.

Destacamos que Zgﬁi = Z/El . Jri = /ZE’ . d_;“i = /Eafr =¢, 0
i i i
sea el potencial eléctrico para un conjunto de N cargas no es mas que la suma de

los potenciales asociados a cada una de las cargas. Podemos decir que también
existe un principio de superposiciéon para el potencial eléctrico.

El potencial eléctrico generado por N cargas es entonces:

1 4qi
¢(F) = 4”6021-: A (28)

En el limite de un continuo de cargas:

$(F) = 1/ o)

T dreg v 17—

av (29)

1.5.1. Forma Diferencial para el Potencial Eléctrico.

Consideremos un camino infinitesimal desde 7, = 7 a 7, = 7+ 7, el trabajo
realizado por unidad de carga es la diferencia de potencial d¢,, entre ambos
extremos del camino y estd dado por:

7407
B-dr = —B-{(7+67) — (7} = —E-67 (30)

T

Soun = (7 +07)~0(7) = - [

Suponemos 7 suficientemente pequeno para que el campo eléctrico E sea
constante. En el limite diferencial en que 67 — 0y 04, — 0, decimos que § — d.

Entonces:
—d¢ = Eydx + Eydy + E.dz (31)
Asi derivando la expresién anterior con respecto cada componente tenemos:
ol 0 0¢.,
g 99 p _ 9% p_ 00

.=
oxr’ Y oy’ 0z
Lo que matemaéaticamente expresamos como:

—

E=-V¢ (32)
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en que ﬁ() es el operador diferencial llamado Gradiente y ¢ es el campo es-
calar potencial eléctrico. Del calculo vectorial, si el vector E es igual al gradiente
de un campo escalar entonces VxE= 0, usando el teorema de Stokes sobre
curva cerrada se tiene que ¢ E-dr = 0, como habiamos concluido anteriormente.

Ademds podemos integrar la ecuacién (32):

Fb N =
|96 dr = o) - o(7) ()
lo que concuerda con la definicién de Voltaje.

_ Propuesto: Usando la forma diferencial para el potencial eléctrico, calcular
E(7) dado ¢(7) = =L en esféricas.

4megr

1.5.2. Superficies Equipotenciales.

Una superficie equipotencial se define como tal si tiene ¢(7) = constante,
luego si ¢(7) = constante = E(7) = V¢ = 0, es decir, se anula la proyeccién del

campo F sobre un plano tangente a una superficie equipotencial que contiene a
7, por lo tanto E es perpendicular a las superficies equipotenciales.

Superficies Equipotenciales en materiales conductores.

Cuando un condctor metélico se encuentra permeado por un campo eléctrico,
diferentes partes del metal tendrian diferentes potenciales si no fuera por el hecho
de que los electrones fluyen libremente en el conductor hasta que el campo
total se reduce a cero en el interior, por lo tanto los materiales conductores
tienen potencial constante. El campo aplicado induce en el conductor un campo
inducido tal que, en situacion estética, la suma del campo aplicado con el campo
inducido da como resultante un campo total dentro del conductor igual a cero,
pero el campo total no es cero mientras exista flujo de corrientes.

1.6. Ecuacién de Poisson.

De la forma diferencial para el potencial ° junto con la forma diferencial de

la Ley de Gauss ?° obtenemos directamente la ecuacion de Poisson:

(7 = - 20 (349)

€0
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1.6.1. Ecuacion de Laplace.

Se desprende de la ecuacion de Poisson, tomando el caso particular cuando
p(7) = 0:

V2¢() = 0 (35)




