Fisica

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Problemas Propuestos y Resueltos

Mecanica-FI12001

KiM HAUSER VAVRA!

Versién Abril, 2010

le-mail: kimsanrimpoche@gmail.com



Indice
. Cinematica

1.1. Problemas . . . . . . . . .

1.2. Soluciones . . . . . . . ..

. Dinamica
2.1. Problemas . . . . . . . ..
2.1.1. Dinamica de Varias Particulas . . . . . . . . . . .. . ..

2.2, SoluCIONES . . . . . .,

. Trabajo y Energia

3.1. Problemas . . . . . . . .

3.2. Soluciones . . . . . . ..

. Equilibrio y Oscilaciones

4.1. Problemas . . . . . . . . . ...
4.1.1. Oscilaciones amortiguadas . . . . . .. .. .. ... ...
4.1.2. Oscilaciones acopladas . . . . . . . ... ... ... ...
4.1.3. Oscilaciones forzadas . . . . . . ... .. ... ... ...

4.2. Soluciones . . . . . ..

. Fuerzas Centrales
5.1. Problemas . . . . . . ...

5.2. Soluciones . . . . . ...,

. Movimiento Relativo: Sistemas No Inerciales

6.1. Problemas . . . . . . . ..

10

14
14
24

27

37
37
46

53
53
55
56
57
99

65
65
70

74



6.2. Soluciones

7. Solido Rigido y Sistemas de Particulas

7.1. Problemas

7.2. Soluciones

8. Lista de Respuestas



PROLOGO

Lo que usted encontrard en estas paginas es una coleccion de problemas de Fisica que
comprenden la utilizaciéon de las herramientas del calculo infinitesimal y algebra lineal, funda-
mentalmente. La gran mayoria de estos problemas han sido extraidos de evaluaciones del curso
Mecénica (actualmente, codigo FI2001, del 3° semestre de Ingenieria y Ciencias, Plan comun,
F.C.F.M., de la Universidad de Chile) en el cual he desarrollado el cargo de Profesor Auxiliar.

Hay dos puntos que representan bien mis intenciones: 1°, que mediante la ejercitacion con
estos problemas, escogidos con mucha atencién, el lector encuentre comprensiéon de las materias
involucradas, y 2°, que, en la medida de lo posible, éstos representen la clase de problemas a los
que, como alumno, uno podria verse enfrentado. Asi es que el propdsito es facilitar el estudio de
cualquier estudiante de estas materias, pero este escrito podria resultar particularmente ttil a
los alumnos de la F.C.F.M. de la U. de Chile.

Este texto cuenta con las soluciones de algunos de los problemas que presenta. Estas han
sido redactadas por mi, algunas veces basindome en resoluciones de otras personas (profesores
de cdtedra, auxiliares, etc). Pese a que he buscado ser explicativo, muchas veces, al redactar,
me parecié que una lectura liviana y poco profunda por parte del lector no seria suficiente para
comprender su contenido; creo que es inherente al proceso del aprendizaje la necesidad de una
lectura activa. En particular, si el lector encuentra partes del desarrollo que no comprende o que
no son explicadas con suficiente detalle, serda de gran beneficio desentranarlas, por su cuenta o
con ayuda.

Los problemas con solucion en el texto son menos que los que se dejan propuestos. Esto
responde a mi convicciéon de que una buena forma de aprender a resolver problemas de Fisica
de este nivel es abordar los problemas, en primera instancia, sin mirar las pautas de solucién.
De todas formas, al final se agrega una seccion de respuestas de los problemas, lo que a veces
ayuda a orientarse. De cualquier manera, recomiendo enfaticamente resolver o tratar de resolver
por cuenta propia los problemas que tienen pauta antes de mirar la pauta.

En la mayoria de las soluciones, usted encontrard zonas de desarrollo algebraico que
explicita e intencionalmente he dejado como trabajo personal, pues considero que esto es una
forma concreta de no inhibir la ejercitacién; no quisiera que el texto se vuelva un compendio
de célculos de integrales, derivadas, productos cruz, etc. Busco, mas bien, mostrar las lineas de
razonamiento que llevan a entender y resolver los problemas.

Con el paso del tiempo, he ido encontrando diversos errores en las respuestas a los proble-
mas y/o en la redaccién de sus soluciones. He hecho el esfuerzo de corregirlos, pero no tengo du-
das: siempre quedaran errores escondidos a mis ojos. Usted, probablemente, los encontrara antes
que yo.

Buena suerte!!!



1 CINEMATICA

1. Cinematica

1.1. Problemas

Una particula se mueve con rapidez vy constante, sobre un riel circular de radio R colocado
en posicion horizontal sobre una superficie también horizontal. La particula se encuentra atada
mediante una cuerda inextensible a un bloque que cuelga debajo de un agujero localizado a una
distancia R/2 del centro del riel. Suponga que v, es suficientemente pequeno para que la cuerda
no se destense.

(a) Determine la rapidez del bloque en funcién del angulo 6.

(b) Obtenga la rapidez maxima del bloque.

(c¢) Determine la aceleracién a@ del bloque cuando la particula que se mueve sobre el riel pasa
por la posicién 6 = 0.

Fig. P.1.2

Una particula se mueve por el interior de un tubo de largo 2R que gira con una velocidad angular
constante w,. La particula inicia su movimiento desde el punto medio del tubo, desplazandose
por su interior con una rapidez constante v, respecto al mismo. Determine:

(a) El radio de curvatura de la trayectoria descrita, en funcién del tiempo.



1.1 Problemas 1 CINEMATICA

(b) La distancia recorrida por la particula desde que inicia su movimiento hasta que llega al
extremo del tubo.

Se observa una particula en movimiento con respecto a un sistema de referencia inercial. La
trayectoria estd dada por las siguientes funciones:

p = Aet? z=hp
donde p, 6 y z son las respectivas coordenadas cilindricas (con A, k, h positivos). Suponiendo

que su rapidez es constante (v,) y conocida:

a) Calcule la velocidad ¢ de la particula en funcién de 0, A, k, h y v,.

(b) Encuentre su aceleracién @ en funcién de los mismos pardmetros.
(c) Pruebe que @Lv.

(d) Encuentre una expresion para 6(t).

Considere una curva espiral descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:

r=R, ¢ = NO,

donde R y N son constantes conocidas (N entero par). Una particula se mueve sobre la espi-
ral partiendo desde el extremo superior (¢ = 0) y manteniendo una velocidad angular zenital
constante y conocida, 6 = wy. Se pide:

(a) Utilizando coordenadas esféricas, escriba los vectores velocidad y aceleracién para una
posicién arbitraria de la particula sobre su trayectoria.
(b) Determine el valor del radio de curvatura de la trayectoria en el ecuador (6 = 90°).

(c) Encuentre una expresién para la longitud total de la espiral y para el tiempo que la
particula tarda en recorrerla. Indicaciéon: De ser dificil de calcular, puede dejar expresada
la integral.
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Fig. P.1.4

La trayectoria de un punto P, en coordenadas cilindricas, se define con:

p(t) = po, o(t) =7, z(t) = h — Bo(1)

Se sabe que 0(t) es una funcién monétona, 6(0) = 0 y que §(0) = wy y donde h, B y wy son
cantidades positivas conocidas.
(a) Obtenga las expresiones para los vectores velocidad y aceleracion en este ejemplo.

(b) Obtenga una expresiéon para el vector tangente t v para la rapidez de P. Comente sobre
los signos de estas cantidades.

(c) Obtenga expresiones para las aceleraciones centripeta y tangencial:
5@) = a’cent(t) + 61?9 (t>

(d) (Cuél es la funcién 6(t) si se sabe que la aceleracién apunta todo el tiempo perpendicular
al eje 27?7

Una barra rigida de largo L se mueve apoyada en dos paredes rigidas que forman un angulo
recto entre ellas.
Suponga que el dngulo 6 = #(t) es una funcién arbitraria del tiempo.

(a) Determine el vector posicién 7(t), velocidad ¥(t) y aceleracién @(t) del punto medio de la
barra.

(b) El radio de curvatura de una trayectoria se define como p = v*/ ||t x @||. Calcule el radio
de curvatura de esta trayectoria. Interprete el resultado y dibuje la trayectoria.
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(c) Suponga ahora que el apoyo inferior de la barra se mueve con rapidez constante v, a partir
del momento en que la barra esta en la posicién vertical. Encuentre la funcién 6(¢) que da
lugar a ese movimiento.

Fig. P.1.6

Considere una curva espiral conica descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:

0 = 45°,
r

= or—
¢ WR’

donde R es una constante conocida. Una particula se mueve sobre la espiral partiendo desde el
origen manteniendo una velocidad radial constante y conocida, 7 = ¢. Se pide:
(a) Determine la distancia radial del punto P en el cual la rapidez de la particula es 3c.

(b) Encuentre una expresiéon para la longitud total de la espiral y para el tiempo que la
particula tarda en recorrerla. Nota: Esta bien si deja su solucién en términos de una
integral muy complicada.

(c¢) Determine el valor del radio de curvatura de la trayectoria en el punto P.

w
== uA

- 4 \
R
! 9) /
" \ 7
45° =7 \

~ N _ -
Fig. P.1.7 Fig. P.1.8

Y
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El punto de unién P entre un pistén y una biela de largo D se mueve a lo largo del eje x debido
a que el cigiienal (disco), de radio R y centro en un punto fijo O, rota a velocidad angular
constante w. En el instante ¢ = 0 la biela estd horizontal (¢ =0, z = R+ D).

(a) Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre P y O como funcién del tiempo ¢.
(b) Encuentre la velocidad v(t) de P.

(c) En la expresion para v(t) considere el caso R < D y luego encuentre una expresion
aproximada para la aceleraciéon de P. ;Cémo se compara la magnitud de la aceleracion
maxima del piston con la aceleracién del punto A?

Suponga que es posible excavar un tinel entre dos puntos A y B de la Tierra. La aceleracion de
gravedad (que apunta hacia el centro de la Tierra) al interior del tunel tiene una magnitud que
es proporcional a la distancia r desde el centro de la Tierra:

o g
d| = =r

R

donde g es la aceleracién de gravedad en la superficie de la Tierra y R es el radio de la Tierra.
Asumiendo que un vehiculo parte del reposo en el punto A y se mueve sin roce en el interior del
tunel, bajo el efecto de la gravedad, calcule:

(a) El tiempo que requiere para llegar al punto B, que estd a una distancia R del punto A, en
linea recta.

(b) La rapidez maxima del movimiento resultante.

23]

Fig. P.1.9
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1.2. Soluciones

S.1.3

(a) Dado que estamos describiendo la posicién de la particula en coordenadas cilindricas, el
vector posicién es, por definicion:

pp+ zk = Aep+ hAeFk

= = Ake®0p + Ae*00 + hkAe*0lk

= 7 = A0(kp+ 0+ hkk)

No conocemos aun el valor de 6, pero sabemos que la rapidez de la particula vale siempre

= |7]] = A0 VE2 + 1+ h2k2 = v,

= AfeM = e (+)

Y (kp+0-+hkk)

PR
- K2+ 1+ h2k?

(b) Con el resultado anterior, calculamos @ = 7

=l

=y

Uy, esto es: ||7]] = v,

v N .
i = ° k66 — 65
NEE ey 2
Vol A
= )

= kO — p
Tt P

Pero de (+): 0 = 7= (%)

UOQ A A

= ad = —
O= G 1+ o) K0 )

(c¢) Definamos primero, para simplificar la notacién, B = v,/vVk? + 1 + h2k2.
Demostrar que a_L v se puede hacer de dos formas, pero ambas para concluir que @ - v = 0.

La primera, més simple, es considerar que ¥ - ¥ = v,2. Asf:

d
E(ﬁ-ﬁ)z@-ﬁ—l—ﬁ-d’:Z@-U:O
La otra es calcular directamente a - U
L. B . .
a-v = Aeke(ké?—p)(k‘p—l—ﬁ—l—hkk)
B3
= —(k—k)=0

Aek?d
Looalyu

10



1.2 Soluciones 1 CINEMATICA

(d) Por tltimo, de (**) tenemos que:

j_d0_ B
dt Aeko

B
= ekedH:—dt //

kO
:>/ de_/Adt

= — = —t + ¢ — depende de las condiciones iniciales, que no tenemos.

k: A

Despejando 6 y reemplazando el valor de B obtenemos:

1 kv
(t) = —1 2 t+k
(t) k“<,4 — )

S.1.5

(a) El vector posicién en coordenadas cilindricas es 7 = pop + zk.
Pero z = h — Bf. Asi:

7 = p,00 — Bk, = —pob?p + pho — Bok

(b) i = HUTH v |13 = 1/ p262 + B262 = ‘e‘ NCEY:

Como 6(t) es monStona y en t =0 [f = 0 A6 > 0] entonces [A(t) > 0, V1]

= ||J]| —9\/pO+B2
o Po ~ B A ;
= |t = 0 — El y |v=20\p>+ B>

Ve + B o+ B

~

dt
(c) Como ¥ = vt (coordenadas intrinsecas), @ = vt + v Ahora, 0 = 6/p2 + B2 y

dt Po

L
dt P2+ B? P

~

— @ = —p,0%p+6:\/p? + B2t
Qcent Qtang

11
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~

(d) Si @ apunta perpendicularmente al eje z, entonces a - k=0.Perod-k=—6B=0
= 0 =0 pues B # 0. Con esto:
0 = C' y como 0(0) = w, = O(t) = w,. Esto iiltimo implica que (t) = w,t + ¢, pero
6(0) = 0, por lo tanto

O(t) = wot |

Las coordenadas que definen la posicién de la particula (en el caso de “conos” suele ser muy titil
el uso de coordenadas esféricas) cumplen con:

0 =m/4, ¢ =—; r=c.

2rr

: 9
(a) La velocidad en esféricas es # = 7#+100+r¢sen f¢. Ahora: ¢ = = = % ysenf = /2/2

2mce N
= U =cr —V20.
v cr+r2R\/_¢

Entonces ||0]] =1/ + r?

2
= 9=1+ ;3 de donde:

(b) Se pide una expresién para la longitud y el tiempo transcurrido desde ¢ = 0 hasta que
llega al punto P.

to
dr 272
F:/' pm dt = /||v||dt / \/1+r2ﬁdt

Pero 7 = ¢, y como r(t =0) = 0 (parte del origen) entonces r = ct. Asi:

to
272 c?
LF:/C 1+t 2 dt.

12



1.2 Soluciones 1 CINEMATICA

Este resultado es completo (salvo la resolucién de la integral) si se conoce el tiempo t9 en
que la particula llega a P. Como escogimos t; = 0, entonces:

7 7 dt
tgz/dt:/%dr

t1

72 ES
. dr dr 2R
El teorema de la funcion inversa respalda entonces que: t, = / = —=—
a cm
2 dr
2R
= |ty = —.
cm
3
(c) Para usar la férmula del radio de curvatura p, = ———=, debemos calcular el vector

17 dl|’
aceleracion en el punto P, pues la velocidad ya la tenemos. De reemplazar las coordenadas
y sus derivadas en la formula para la aceleracion en coordenadas esféricas, se obtiene que:

4Amc? Arc? . 12 -
— —_ _ A 0
ar R TRt TgR %

Up = cr + 2\/50&, y wvp = |Up| = 3ec.

. Con esto,

21/86mc?
Al hacer el producto cruz y calcular la norma se obtiene: ||Up X dp|| = R

el radio de curvatura en el punto P es:

_2TR
pe 2\/%7?

13



2 DINAMICA

2. Dinamica

2.1. Problemas

Para pasar un bulto P de masa m de un lado al otro de un rio de ancho R se utiliza el método
que sigue. P se ata a una cuerda de largo R que estd unida al extremo de una vara de largo
R. La barra se hace girar desde su posicién horizontal con velocidad angular wy en torno a una
rotula que une la orilla del rio con el otro extremo de la vara. Despreciando todo roce:

(a) Demuestre que mientras la carga va por tierra firme la tensién de la cuerda es constante.
Determine su valor.

(b) Determine el valor de wy para que P se despegue del suelo justo antes de llegar al rio.

Q

A
Y
\

R
Fig. P.2.1 ~_

Una particula P de masa m se lanza por el interior de un recipiente cilindrico con eje vertical,
radio R y altura h. El roce de P con la pared cilindrica es despreciable; domina el roce viscoso
F,, = —ctv de P con el fluido que llena el recipiente. La particula es lanzada en contacto con la
superficie cilindrica, con velocidad horizontal de magnitud vy. Determine:

(a) La velocidad vertical v, como funcién del tiempo y la funcion z(t).

(b) La velocidad angular de P como funcién del tiempo.

(c) Valor que debe tener el coeficiente ¢ para que P alcance justo a dar una sola vuelta,
suponiendo que el recipiente es infinitamente alto (h — o).

14



2.1 Problemas 2 DINAMICA

Considere un tubo con forma de L dentro del cual puede deslizar una cuenta de masa m.
Escogiendo un sistema de coordenadas cilindricas, un brazo del tubo coincide con el eje z. El
otro se mueve girando con velocidad angular constante wy, contenido siempre en el plano x-y
(z = 0). La cuenta es desplazada por el interior de este tltimo brazo hacia el eje z, gracias a
la accion de una cuerda que recorre el interior del tubo y es tirada en el extremo opuesto. La
traccién es tal que la cuenta adquiere una velocidad constante vy. Considerando que inicialmente
la cuenta estd a una distancia R del eje z:

(a) Determine la velocidad y aceleracién de la cuenta en funcién de su distancia al eje de
rotacion p.

(b) Calcule el radio de curvatura p. de la trayectoria de la cuenta en funcién de p.
Es importante hacer un gréfico de esta funcién p.(p), precisando su valor para p = 0y su
comportamiento para p — oo. Considere en este caso vy = AwpR, con A una constante.

(c) Determine la tension de la cuerda en funcién de p y la fuerza normal que la pared interior
del tubo ejerce sobre la cuenta.

Wo

Xy
! Fig. P.2.3

Vo

Una particula de masa m puede deslizar sin roce por el interior de una circunferencia de radio R
y eje horizontal. Se suelta desde la posiciéon mas baja, 8(0) = 0, con velocidad angular 6(0) = wy.
Los datos son: m, R, g y wp.

(a) Escriba la ecuaciéon de movimiento (2da ley) y sepdrela en ecuaciones escalares. Una de
estas ecuaciones puede ser integrada una vez en forma inmediata.

15



2.1

Problemas 2 DINAMICA

Integrando tal ecuacién se obtiene 02 = algo que tiene que ser positivo. Obtenga una
desigualdad para cosf. ; Fisicamente qué ocurriria si la desigualdad se hiciera igualdad?

Encuentre una expresion para la fuerza normal en funcién de los datos y de 6(t). Im-
poniendo que la fuerza normal apunte hacia el centro obtenga una desigualdad para cos 6.
JFisicamente qué podria ocurrir si la desigualdad se hiciera igualdad?

. Para qué valor de wy ambas desigualdades coinciden?

Si el dibujo representa a una particula que desliza apoyada en el interior de un cilindro
de eje horizontal, ;bajo qué condiciones la particula oscila respecto al punto més bajo sin
despegarse jamas?

.Bajo qué condiciones desliza girando en un solo sentido sin despegarse jamas?

Considere una superficie conica como la indicada en la figura, que se encuentra en un ambiente
sin gravedad. En un cierto instante se impulsa una particula de masa m sobre la superficie
interior del cono, con una velocidad inicial v, en direccién perpendicular a su eje. En ese momento
la particula estd a una distancia r, del vértice del cono. El roce entre la particula y la superficie
es despreciable. El angulo entre el eje del cono y la generatriz es .

(a)

(b)

Escriba las ecuaciones de movimiento de la particula en un sistema de coordenadas que le
parezca adecuado.

Determine la fuerza que la superficie conica ejerce sobre la particula cuando ésta se ha
alejado hasta una distancia r = 2r, del vértice del cono. Determine la rapidez de la
particula en ese momento.

%«

Hes Hd

16



2.1 Problemas 2 DINAMICA

Considere un sistema compuesto por un resorte y una masa que se encuentran al borde de una
piscina muy profunda, como se indica en la figura. El resorte es de largo natural [y y constante
elastica k. A éste se fija una pared moévil de masa despreciable. El sistema se prepara de tal modo
que la particula puntual de masa m se coloca junto a esta pared en su posiciéon de compresion
maxima, es decir en x = —l, segun el sistema de coordenadas que se muestra en la figura, y se
suelta desde el reposo. Se pide:

(a) ;Cudl es la condicién que asegura que la masa m se movera desde x = —[y?

(b) Encuentre el valor maximo de py que permita a la masa llegar al borde de la piscina
(x = 0) con velocidad no nula. Entregue el valor de esta velocidad no nula.

(c) Considere que la masa entra a la piscina inmediatamente cuando = > 0. Una vez que entra,
la masa experimenta una fuerza de roce viscoso lineal, de constante . Suponga ademés
que no hay fuerza de empuje (la masa es puntual). Determine entonces el alcance méximo
que alcanzard la masa y su velocidad limite.

Una particula de masa m estd ubicada sobre la superficie de una esfera de radio R, en presencia
de gravedad. En el instante inicial, se lanza la particula con una velocidad horizontal vy = vy,
tangente a la superficie, y con un dngulo 6(t = 0) = /3.

(a) Encuentre la velocidad y aceleracién de la particula en funcién de 6.

(b) Determine el valor del angulo 6* en que la particula se despega de la superficie.

Q

Fig. P.2.7

17



2.1 Problemas 2 DINAMICA

Hay un hilo enrollado alrededor de un cilindro de radio R. En la punta del hilo hay un cuerpo
de masa m que se suelta, cuando ¢ = 0, con velocidad inicial ¥(t = 0) = —vgp, perpendicular al
hilo, lo que determina que el hilo se comienza a enrollar. La distancia inicial entre el cuerpo y
el punto B de tangencia del hilo con el cilindro es Ly.

No hay gravedad.

Nota: Las coordenadas cilindricas en este problema persiguen al punto de tangencia B, y es
conveniente escribir el vector posicién como: 7= Rp + L(t)¢.

(a) Determine la ecuacién de movimiento para la distancia L(t) correspondiente a la longitud
de hilo que queda por enrollar en el tiempo ¢ (distancia entre los puntos B y la posicién
de la masa).

(b) Obtenga la velocidad angular ¢ en funcién de ¢.

(¢) Suponiendo que el hilo se corta si la tension sobrepasa el valor T),.., obtenga el valor de
¢ en el momento del corte.

t=20 Vo t>0
4_0
Y Lo
B
x T
R R
Fig. P.2.8a Fig. P.2.8b

18



2.1 Problemas 2 DINAMICA

Una particula P de masa m puede moverse solo por un riel horizontal circunferencial de radio
R, en ausencia de gravedad.
El tnico tipo de roce que hay es roce viscoso lineal, F,., = —cv.

(a) Determine el valor que debe tener vy para que P se detenga justo cuando ha avanzado
media vuelta.

Fig. P.2.10

Considere una bolita de masa m ensartada en una barra de manera que puede deslizar sin roce
por ella. La masa esté atada mediante un resorte, de constante elastica k y largo natural /,, a un
extremo de la barra, y esta dltima, a su vez, gira ¢/r al mismo extremo en un plano horizontal
con velocidad angular w constante. En ¢ = 0 la bolita se suelta con el resorte comprimido en

/2y 5(0) = 0:
(a) ;Qué relacién deben cumplir m, k y w para que la bolita realice un movimiento arménico
simple a lo largo de la barra?

(b) Determine la compresién del resorte como funcién del tiempo.

Un bloque B de masa m estd apoyado en una superficie plana con la cual tiene coeficientes de
roce estatico y dindmico g, y pg. El bloque estd ademds unido a un resorte (constante eldstica
k y largo natural [,) cuyo otro extremo esta fijo a la superficie (figura). Inicialmente el resorte
esta con su largo natural. La superficie se va inclinando muy lentamente a partir de la posicion
horizontal (o = 0). Siempre es cierto que fie > .

(a) ;Cuél es el angulo méximo ax* antes que B deslice?
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(b) Suponiendo que cuando o = ax, se deja de mover la superficie plana y el bloque comienza
a deslizar, determine el méximo estiramiento del resorte y determine la maxima rapidez
que alcanza B durante el movimiento.

(c) Determine si, una vez alcanzado el estiramiento méximo, B permanece en reposo o si se
debiera satisfacer una condicién especial para que eso ocurra.

3

Un anillo de masa m desciende, debido a su propio peso, por un alambre de forma helicoidal de
radio R, y paso tal que z = h — ¢R;. No hay roce anillo-alambre, pero si hay roce viscoso: el
anillo es frenado por un roce viscoso lineal ﬁml = —cv.

La condicién inicial es ¢(0) = 0, 2(0) = h y $(0) = 0 y la aceleracién de gravedad es g.

(a) Obtenga el vector unitario tangente ¢ de la trayectoria y la expresiéon mas general posible
para la fuerza normal N.
(b) Descomponga la ecuacién (vectorial) de movimiento en ecuaciones escalares.

(¢) De las ecuaciones anteriores obtenga la forma explicita de w(t) = ¢(t) en funcién de los
datos: m, R,, Ry, cy g.

Una particula de masa m estd atada a 2 cuerdas independientes de igual largo, cuyos otros
extremos estan fijos a los puntos A y B, separados entre si una distancia H (ver figura). La
particula rota en torno al eje vertical AB, manteniéndose en el plano horizontal ubicado a media
distancia entre ambos puntos.

(a) Determine el minimo valor de la velocidad angular w que le permite a la particula mantener
un movimiento circular uniforme con ambas cuerdas tensas (Datos: m, g, H).
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2.1 Problemas 2 DINAMICA

e Importante: En las partes b) y ¢) los puntos A y B se transforman en orificios a través
de los cuales las 2 cuerdas pueden ser recogidas en forma controlada.

(b) Si ambas cuerdas son recogidas a una tasa igual y constante, L = —v,, muestre que
7 o< 3. Obtenga la constante de proporcionalidad.

(c) Sien el recogimiento de las cuerdas se observa que, cuando r = H, la velocidad angular de

la particula es 2,/4, determine la velocidad angular y la tensiéon de cada cuerda cuando
r=H/2.

Hf2 AT

Q

H/2

Una particula P es lanzada hacia arriba deslizando, en ausencia de roce, por la linea helicoidal
definida en coordenadas cilindricas por

p=4b, 2= 3bo.

En t=0, la particula P estd en ¢ =0, 2 =0 y con ¢(0) = w.

(a) Obtenga y escriba expresiones para el vector posicién, velocidad y aceleracién de P.
(b) Obtenga la rapidez y el vector unitario tangente a la trayectoria.

(c) Escriba la ecuaciéon de movimiento y usela para deducir de ella el tiempo que P tarda en
detenerse.

(b) Escriba la fuerza normal como una funcién vectorial explicita en el tiempo.
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Si la particula de la figura parte desde el punto # = 0 con rapidez inicial v,, determine el angulo
f maximo que alcanza en el semi-cilindro estando continuamente adherida a el. Considere que
no existe roce.

Considere una particula de masa m que desliza sin roce por el interior de una superficie coénica,
en presencia de gravedad. En coordenadas esféricas, la superficie queda definida por:

<r<2r, 0 = a, 0< ¢ < 2m,

—_————

O

/%}2

Fig. P.2.16

La particula es lanzada con una velocidad inicial horizontal v, = v,¢, cuando r = r,.

Se desea conocer las condiciones que debe cumplir v, para que la particula nunca se salga de la
superficie del cono (en efecto, podria salirse por abajo o por arriba).
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(a) Escriba la ecuacién de movimiento y separela en las ecuaciones escalares. Encuentre ¢ en
funcion de 7.

(b) Encuentre 72 en funcién de 7.
(c) ;Cuél es el méaximo valor de v, tal que la particula no se escape por arriba?
(d) ¢{Cual es el minimo valor de v, tal que la particula no se escape por abajo?

Dé, entonces, el rango de valores que puede tomar v, para que la particula nunca se escape de
la superficie coénica.
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2.1.1. Dinamica de Varias Particulas

Tres varas ideales (perfectamente rigidas y de masa despreciable) forman un tridngulo equilétero
de lado D. El vértice O esta fijo en el techo mientras que los otros dos vértices tienen particulas
de masa m. El sistema oscila, en el plano del dibujo, en torno al punto fijo O. La condicion
inicial es ¢(0) = ¢, y qb(()) = 0. En lo que sigue puede usar, por cada fuerza F que desconozca,
la forma F = f f , donde f es un escalar desconocido y f si debiera ser conocido.

. - G e .
(a) Obtenga las expresiones para los momentos angulares /o, E_(O) y l¢ sin hacer uso de la
relacion que existe entre estos tres vectores.

— (G — . 7 :
(b) Obtenga los torques 7o, Té ) y T sin hacer uso de la relacién que existe entre estos tres
vectores y escriba las ecuaciones a las que conduce cada una de las tres ecuaciones del tipo

(=T
(c) Encuentre la(s) condicién(es) para que las ecuaciones anteriores sean consistentes entre si.

(d) Integre una vez la ecuacion a la que todas se redujeron.

(e) Escriba la ecuacién de movimiento (29 ley) del centro de masa y, usando esto con todo lo
anterior, obtenga en forma totalmente explicita la fuerza externa total. Escriba ademas,
la fuerza (funcién de ¢) que el techo ejerce para mantener fijo al punto O.

\
O [
\

Q
<

Fig. P.2.17

Una barra rigida ideal sin masa de largo L = a + b puede girar en un plano vertical en torno a
un punto fijo O que separa a la barra en un brazo de largo a y otro de largo b. En los extremos
de la barra hay particulas de masas m; y mso.
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(a) Determine el momento angular y el torque, con respecto a O, del sistema.
(b) De lo anterior obtenga la ecuacién dindmica para el angulo ¢ , e intégrela una vez.

(c) Si el sistema es soltado desde el reposo con ¢ =~ 0, jeste se acerca o se aleja de ¢ = 07

Dos particulas, de masas m; y ms, que estan unidas por una cuerda de largo d, se mueven sin
roce por el interior de un tubo. El tubo esta unido de manera perpendicular a un eje que gira
con velocidad angular constante (). Inicialmente se suelta al sistema con movimiento nulo con
respecto al tubo y con la masa m; a una distancia R del eje.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento y sepérelas en ecuaciones escalares.

(b) Resuelva estas ecuaciones y encuentre las distancias de las particulas al eje, p; y pa, como
funciones explicitas del tiempo.

(c) Calcule el valor de la tensién de la cuerda.

-ml

mq mao m
o————o .
d ®9 L
2m Uy
- Fig. P.2.19

Fig. P.2.20

Considere un sistema de dos masas m y 2m, respectivamente, unidas por una cuerda inextensible
de largo L y colocadas sobre una superficie horizontal entre dos paredes paralelas, como se infica
n la figura. El roce con la dupercficie es despreciable. Inicialmente, la linea que une a las dos
particulas es perpendicular a las 2 paredes. Se da un impulso a la particula de masa 2m, de
modo que su velocidad inicial es v,, paralela a las paredes. Determine:

(a) el tiempo que transcurre antes de que alguna de las dos masas choque con una de las
paredes, y
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(b) la tensién de la cuerda justo antes del impacto.

Considere dos particulas de masa m cada una, unidas por una barra de largo L. El sistema se
encuentra en equilibrio en la posicion vertical, en el borde de una superficie horizontal ubicada
en z = 0, como se indica en la figura. En ¢ = 0 la particula 1 (inferior) se impulsa en forma
horizontal con rapidez v,.

(a) Determine el angulo 6 que la barra forma con la vertical y la velocidad vertical del centro
de masa (Z¢p) en funcién del tiempo.

(b) Determine la velocidad vertical de la particula 1 (21) en funcién del tiempo. ;j Para qué condi-
cién de v, la particula 1 puede en algiin momento ascender (es decir, tener Z; > 0)7

(c) Determine la magnitud de la fuerza que la barra ejerce sobre las particulas mientras el
sistema cae.

Q

Fig. P.2.21

26



2.2  Soluciones 2 DINAMICA

2.2. Soluciones

S.2.2
(a) o Comenzamos por elegir un sistema de coordenadas cilindri-
) cas con origen tal que la coordenada z sea nula en el fon-
h do del cilindro. Con esto el vector posicién inicialmente que-
da: 7= Rp + hk. La posicion, velocidad y aceleracién para
cualquier instante esta determinada entonces por los vectores:
P=Rp+zk, ©=RO0+ ik, a@=—RO?p+ ROO+ ik
Fig. S.2.2
Las fuerzas existentes son el roce viscoso, de la forma F;,v, = —cv, la normal N=-N P,y
el peso mg = —mgk. Reemplazando ¥ en la expresion para el roce viscoso, las ecuaciones

escalares de movimiento quedan:

—mR0* = —N
mRO = —cRH —s Integrable

TH D >
S— N T

mzZ = —mg — cz — Integrable

Buscamos 7, (t) = #(t)k, que sale de integrar la ecuacién k):

E d3 W
z C z
‘e y

20=0 t,=0

27



2.2 Soluciones

2 DINAMICA

(b) Para calcular la velocidad angular 6, integramos 6):

¢) La condiciéon a imponer para que dé sélo una vuelta (6y — 6; = 27), suponiendo que
f
(h — o0), es que también el tiempo que demora en caer hasta el fondo del cilindro
serd infinito (¢ — o00). Asi, podemos integrar la ecuacién ():

Fig. S.2.11
donde g sera el coeficiente de roce estatico o dinamico dependiendo de la situacién. Si el
bloque va cuesta arriba, f,, = +f,,%.

=271 t=o0

d@:%e—itdt ///
=0 t=o

VoMM, ¢ 400 mo
= 2r=—— “wt T =0 2
i Re [e }0 + Re
mu,
C =
2TR

Comenzamos por definir un sistema de referencia como el
que se muestra en la figura, con origen en la posicion
inicial del bloque. Segin eso, § = gsenai — gcosa) y
la fuerza total sobre el bloque (mientras esté bajando o en
reposo) se escribird como:

F =mg+ Nj— kxi— i,

Recordemos entonces las condiciones del problema: resorte inicialmente en su largo natural
(x = 0), y el bloque sin velocidad inicial. Actia el roce estatico con el plano, i.e, ain no
se ha sobrepasado el limite en el que el bloque desliza. El plano se va inclinando MUY
lentamente: eso quiere decir (quizés el enunciado debe ser més explicito en esto) que
podemos asumir que ¢ y & son tan pequenos que cada instante se puede considerar como
una situacion estatica en que el plano no se inclina.
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Ya con estas consideraciones, podemos hacer suma de fuerzas, en la situacion estatica para
el bloque —en z = 0—, y para un angulo « arbitrario. Entonces:

YF,: —mgcosa+ N =0
YF,: mgsena— f, =0
Usando ambas ecuaciones y recordando que f,, < ue||N || = pemg cos a, obtenemos que:
mgsen o < [1mg cos o

La condicion de estar a punto de deslizar corresponde a la igualdad en la ecuacion
anterior, pues la fuerza de roce estdtico estara a un paso de ceder. Para ese instante limite,
se tendra que el angulo de deslizamiento a* cumple con

o = arctan fi |.

(b) Ahora la situacién es que el bloque ha comenzado a deslizar sobre la superficie, que se
mantendra desde ahora con una inclinaciéon a*.
Es fundamental en este punto ? replantear la ecuacién de movimiento. Ahora:

1) mi=—kx— f,, +mgsena”
j) mgcosa* =N
con  fu, = pamgcos o’

di k

— i =—i=——x+ g(sena* — pgcosa*)
dx m

€T x l{;
= /j:dj: = / {——l‘ + g(sena” — pgcosa®)| dx
m
0 0

= 1‘2 2 4 ( * *)

—=——u sen o — g cosa’)x

9 om ) Hd

Antes de seguir, recordaré que o es un valor que cumple la ecuacién sen a* = p, cos a*, y

por lo tanto:
D geosa®(u - ) ()
— =——2u= Cos & — lg)x. *
5 om g He — Hd

Como queremos buscar para qué valor de x el bloque se detiene, i.e, & = 0,

k )
(—%x + gcosa* (e — [Ld>) r=0

2En general, para fijar ideas, he intentado representar como una “discontinuidad” este cambio cualitativo en
el estado de un sistema, en cuanto a la intuicién que nos llevara realmente a cuestionar si podemos seguir usando
0 1no la ecuacién de movimiento que escribimos en la parte (a). Este andlisis es en general necesario cuando, en
presencia de friccién, ocurre un cambio de sentido en el movimiento.
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La solucién nula indica el primer instante con velocidad nula (al momento de partir). La
otra solucién da:

2mg .
Tmax = L '(H/e - ,Ud) coso |

Este valor es positivo gracias a que e > g (hasta donde conzco, esto ocurre en la gran
mayoria de los casos).
Por tltimo, como conocemos & en funcién de z, para calcular la velocidad méaxima du-

k
rante el movimiento descendiente volvamos a la ecuaciéon & = ——x + gcos ™ (e — pa),
m

y calculemos para qué valor Z se cumple Z(z) = 0 (que es la condicién para que & sea
maximo).
k

0=——T+gcosa™ (e — pa) = E:%cosa*(ue—ud)
m

Finalmente reemplazamos T en (x), para obtener:

. m .
Tmaz =\ 79 cos a (fte — fa) |

Queremos saber si es necesaria alguna condiciéon para que, una vez que se alcanza ,q., €l
bloque permanezca en reposo. Responder esto de manera rigurosa requiere de un analisis
bastante complejo. Si bien es largo, el mejor argumento que he encontrado es el que sigue.
Calcularemos cual es el maximo valor de § tal que el bloque no se mueva si es
dejado en reposo con un estiramiento del resorte z = 0 (siempre con a = o*),
para finalmente comparar d,,,, con ..

En este punto hagamos el siguiente andlisis: supongamos, s6lo por un momento, que
no existiera roce en la situacién. La tnica posicién de equilibrio posible (es decir, si dejo
el bloque en reposo, permanece en reposo) seria aquella en que:

. mg myg
_ * . . * *
Z(0eq) =0 = mgsena” —kdy, =0 = 0= ?sena = ?,uecosoz
Luego, volviendo a nuestra situaciéon con roce, si se deja al bloque en z = ., ¥ en resposo,
se tendra que f,, = 0 (por decirlo asi, “no hace falta” fuerza de roce).
Entonces ahora debemos hacer un analisis que consta de tres casos, poniendo atencién en

el sentido en el que actia ﬁ

caso (i) 0 = d¢4. Es el caso trivial. f,, = 0. El bloque permanece en reposo sin restriccién
alguna; es mas, ni siquiera es necesaria la existencia de una fuerza de roce estético.

caso (ii) 0 < d.4. En este caso, el resorte atin intenta tirar al bloque cuesta arriba, pero la
componente del peso que apunta cuesta abajo es mayor, por lo tanto el roce estético
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caso

debe apuntar cuesta arriba para lograr el equilibrio.
= fu. = —fu.t. Entonces si queremos que se quede en reposo en x = 9, i.e., & = 0:

= 0= —ké+mgsena”—f, = —ké+mgpccosa*—f,. = f. = mgu.cosa*—kd
Como 4 > 0, en este caso siempre se tendrd que f,, < p.N = mgcos o™ ..

.". No hace falta ninguna condicién para que permanezca en reposo.

(iii) 0 > d.4- En este caso la componente del peso, cuesta abajo, es menor que la
fuerza del resorte, cuesta arriba, entonces para mantener el equilibrio, el roce estético
debe apuntar cuesta abajo.

= ﬁ = +f,.1. Luego, para que Z(z = 6) = 0:

= 0= —ké+mgsena*+f, = —ké+mguc.cosa*+f,. = f. =kd—mgu.cosa”
Entonces, que se cumpla f,, < pemgcosa* &  § < Qngue cos a*.

2m
= ez = Tgue coso*

Este 0,4 es el méaximo estiramiento posible para el cual, si se deja el bloque en
reposo, se mantendra en reposo.

Los casos (i) y (ii) no exigen condiciones. En cambio, el caso (iii) exige que Zmar < Omaz
para que el bloque permanezca en resposo. Y de la parte (b) obtuvimos:

2mg

Lmaz = T(Me - H'd) cosa” < 5max

. No hace falta ninguna condicién (en ninguno de los 3 casos) para que el bloque

permanezca en reposo si se detiene en r = x4z
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S.2.12]

Lo primero que se debe hacer es definir un sistema de re-
ferencia (indicado en la figura) al cual le asociamos un

k sistema de coordenadas cilindricas, y escribimos el vec-
/R\" tor posicion que cumple la restriccion fisica del anillo: éste
\‘Z’/@Z desliza por la hélice.

T 7= Rop+ (h — ¢Ry)k
=R, —
(a) ~ | h p 1
~ _ Entonces:

\\\‘fiié 7= Ro$d — $Ruk
1 —

Fig. S.2.12 LR (R U S 3
17l R2+ R J/R2+ R?
La normal, como siempre, debe ser perpendicular al alambre helicoidal, y esto —que para
muchas personas es dificil de visualizar— significa que la normal tiene componentes en p,
y ki N = N,p+ Ny + Nik.

Sin embargo, la tnica forma de escribir una normal realmente factible, es decir, perpen-
dicular al alambre, es que se cumpla la ecuacién dada por N -t =0,

<

N¢Ro Nle Rl
= — =0 = |Ny=—N,|
VEE+ R R+ R *T R, "
(b) La aceleracién y la fuerza total son: @ = Ro¢d — R,*p — Ridk v F = —mgk + N,p +
%quﬁ + Nk — cR,¢p + cRidk.
Separado en ecuaciones escalares, queda:

p) —mR,¢* =N,
. - N.R )
¢) mRyp =~ — cR,
R,
k) —mBRybp = —mg+ Nj + cRy¢

(c) Como debemos calcular ¢(t), entonces debemos buscar una ecuacién integrable en la que
no tengamos coeficientes desconocidos. Mas explicitamente, no podemos integrar ninguna
de estas ecuaciones pues no sabemos cémo varfan N, y Nj en funcién de las coordenadas
o del tiempo. Buscamos una ecuacion integrable despejando Ny de la ecuacién 12:) y reem-

plazandola en QAS), lo que da:
j_ g e
¢ = R2 + R? m(b
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d_(ﬁ_ gl _£¢
dt  R2+R} m
) d /
Ry ¢
By T ml
¢ dgiﬁ
m
=  — R, _mg -
mm e ¢
m Ry mg 1°
m mg _ 4l _y
2 2
R m[L_R¢+Rg£4___£t
g m "
RO+ Ric. .
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(a)

En este problema serda muy ttil tener definidas las co-
ordenadas polares que se muestran en la figura, aso-
ciadas al angulo ¢ que define cualquier posicién del
sistema. Bajo este sistema de coordenadas, podemos

g descomponer ¢ y escribir la posicién de las masas 1 y
2 desde el origen O.
1 g = cos ¢p — sen (b(]g

Fig. S.2.17

I P PN . I
Mo =y PP maen e =y bty

D¢
También tendremos que tener la posiciéon del centro de masa G y la posiciéon de cada
particula vista desde G como origen:

V3 . D~ D .
29

TG = TD[;’ Fg = —§¢, Tog =
Dejo al estudiante el célculo explicito de ZO, K_(OG) y Zg, advirtiendo con énfasis que es
necesario conocer a cabalidad su significado: el subindice indica con respecto a qué punto
estoy midiento los vectores posicién de las particulas. El superindice (G) quiere decir que
se calcula como si el sistema fuera una sola particula en G con la masa de todo el sistema
(en este caso 2m). Estos célculos entregan:

lo = Smf,, x T, = 2mD*¢k
E(OG) = 2mD2Z$l% = ngngl%
1

ZG = §mD2¢]A€

— _ — = —»G = = = — =

To = Zrio X Femt(i): 0o =Trag X Fexta TG = ZT’L'G X Fe:pt(z’)-

Debe notarse en este punto que la tensién de la barra que une las dos masas es una fuerza
interna, que no altera la dindmica del sistema; comprobar lo anterior puede ser de gran
utilidad para la comprension del lector.

Lo que atn nos falta escribir son las tensiones T} y T5 segun las coordenadas que estamos
usando.

T, = =T cos(7/6)p + Ty sen(n/6)o, Ty = —Tj cos(m/6)p — Ty sen(w/6)o.
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De esta manera, las fuerzas externas sobre la particula ¢ (omitiendo el aporte de la tensién
interna) y la fuerza total externa son:

—

ﬁea}t(i) = mg—i_ ﬁ; Fopt = ﬁemt(l) + ﬁext(2)

y, por lo tanto, los torques resultan:

7 = —V/3Dmgsen ¢k
— 3 k
TéG) = (—V/3Dmgsen ¢ + \/T—D(Tl —T3))k

T = ?D(Tg ~ Tk

Haciendo ¢ = 7 (x) para cada caso:

(*)o 2mD?*$ = —V/3Dmgsen ¢
(*)(OG) §szé = (—V3Dmgsen ¢ + ?D(Tl —T5))

2
(*)g lmD2g5 = ?D(Tg —T)

2

T, — T, =mgsen¢|
V3yg

(c) De las ecuaciones anteriores se deduce que, para cualquier valor de ¢,

(d) Con la ecuacion anterior, las 3 ecuaciones son equivalentes a la primera: b= ——5 pSen }.
Entonces,
4 V3 ¢ V3 ¢
.ﬁz—T%senQZ) = /édq.ﬁ:—T%/sengbdqb,
d.)o bo

lo que con las condiciones iniciales ¢(0) = ¢, = 0y ¢(0) = ¢, implica:

#? = %g(cos ¢ — cos d,)

(e) La 2% ley de Newton para el centro de masa G es: ﬁEXT = Mffg, donde, en este caso,
M =2my Ag =7c=—28¢)+ 225 o
La fuerza externa total sobre el sistema son las tensiones T y T5 y la gravedad que actia
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sobre cada masa, Fgxr = T1 + Ts + 2mg.
Separada ya en ecuaciones escalares segin p y ¢ la ecuacién de movimiento es:

/3) _\/7§(T1 + TQ) —+ 2mg COS¢ — _D\/gmé2

gE) %(Tl —Ty) — 2mgsen ¢ = Dv/3mg

La ecuacién ¢) es equivalente a la ecuacién (*)gG). Si miramos la parte (d), podemos

reemplazar ¢* en p), y junto con la ecuacién de la parte (c), tendremos el sistema de
ecuaciones para 17 y 15, cuya solucion es:

5v/3
T, = % sen ¢ + V3mg cos ¢ — V/3mg cos ¢,
5vV/3
T, = —% sen ¢ + \/;mg cos ¢ — V/3mg cos ¢,

Bajo la asumida suposicion de que las barras transmiten la tensiéon de manera instantanea,
tendremos que la reaccion del techo debe ser, simplemente Frr = =T} — T5.
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3 TRABAJO Y ENERGIA

3. Trabajo y Energia

3.1. Problemas

Un anillo de masa m se encuentra inserto en una barra vertical. El anillo estd unido mediante
un resorte ideal de constante elastica k y largo natural nulo a un punto fijo P ubicado a una
distancia D de la barra. El anillo esta inicialmente en reposo en el punto O, tal que el resorte
se encuentra horizontal (ver figura). La rugosidad de la barra aumenta desde el punto O hacia
abajo, lo que se modela con un coeficiente de roce dindmico variable en la forma p; = ay donde
a es una constante conocida e y es la distancia a lo largo de la barra medida desde el punto O
hacia abajo.

(a) Muestre que la normal ejercida por la barra sobre el anillo es constante y determine su
valor.
(b) Determine hasta qué distancia y,,., desciende el anillo.

(c) Indique el trabajo realizado por cada una de las fuerzas que actian sobre el anillo en el
recorrido descrito en la parte (b).

Fig. P.3.1

Una particula P de masa m se mueve sin roce sobre la superficie exterior de un cono de angulo
7 /4. El sistema estd muy lejos de la Tierra, no hay peso. P comienza su movimiento a distancia 7,
del vértice (ver figura P.3.2), con velocidad perpendicular al eje Z y velocidad angular ¢(0) = w,.
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Aparte de la normal, hay una fuerza de atraccién que el eje Z ejerce sobre la particula. En
coordenadas cilindricas esta fuerza es

F__pl
f=-B; (1)

donde B es una constante conocida suficientemente grande para que, dadas las condiciones
iniciales, P no pueda despegarse del cono.

(a) Encuentre la velocidad angular ¢ de P en funcién de la coordenada esférica r-.
(b) Determine si f es o no conservativa.
(c) Escriba la energia mecanica total en términos de 7 y 7.

)

(d) ;Existen soluciones en que la coordenada esférica r estd acotada entre dos valores, ry,, y
‘?

Tma;t :

Una masa puntual m se encuentra bajo la accién de un campo gravitatorio de una esfera de
radio R, la cual tiene un tunel que la atraviesa como se indica en la figura. La esfera tiene una
masa M conocida y, por lo tanto, una densidad p = 3M /(47 R?) también conocida. Considere
que se cumple M >> m y que no hay fuerzas externas. Suponga ademas que la masa m parte
desde el reposo en r = oo.

(a) Determine la magnitud y direcién de la fuerza gravitacional que ejerce la masa M sobre
la masa puntual m en funcién de la distancia r entre la masa m y el centro O de la esfera,
para ambos casos r > Ry r < R.

Nota: Para r < R considere que solamente la masa M.(r) al interior de una esfera de
radio r actia sobre la masa puntual. Ademds, puede considerar que esta masa efectiva se
comporta como una masa puntual que se ubica en el centro O.

(b) {Cuadl es la rapidez vs de la masa m cuando pasa por la superficie de la masa M?

(c) {Cudl es la rapidez v, de la masa m cuando pasa por el centro O de la esfera de masa M?
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Una particula de masa m desliza sin roce por una rampa cuya forma esté definida por la ecuacion:

]

+|—] =1

a b

La particula parte desde el reposo en el punto A y al alcanzar el punto B sigue deslizando sobre
una superficie horizontal rugosa de largo d para finalmente chocar con la plataforma de masa
despreciable que esta fija a dos resortes, como se indica en la figura. Como resultado del impacto,
la particula se detiene cuando los resortes de comprimen una distancia §. Considerando que la

constante elastica de ambos resortes es k, calcule el coeficiente de roce cinético u que debe existir
entre la particula y la superficie horizontal.

Una particula puntual que se mueve por una circunferencia de radio a es atraida por un punto C'
de la misma, por una fuerza de médulo F' = k/r?, donde r es la distancia al punto C. Determine
el trabajo de la fuerza al ir la particula del punto A, diametralmente opuesto a C, a un punto
B ubicado a medio camino entre C'y A, también en la circunferencia.

B
e
— 5ma:c

¢ . 1 g : | u

k R ‘

Vo o !
T SN0 :
ANV NNNNNNNNNNNANN \l\\\ AN
Fig. P.3.5 Fig. P.3.6

Un bloque de masa m se lanza por una superficie horizontal rugosa con una velocidad inicial v,,.
El bloque esta atado al extremo de un resorte de largo natural L, y constante eléstica k, como se
muestra en la figura. En el instante inicial, el resorte se encuentra sin elongacion ni compresion
(en su largo natural).

Determine el coeficiente de roce cinético p., si se sabe que el bloque se detiene luego de avanzar
una distancia 0,4
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Sobre un plano horizontal liso desliza una particula de masa m, empujada por una barra que
gira con respecto a un punto fijo con velocidad angular w, con respecto a uno de sus extremos.
La particula tiene roce sélo con la barra, y esta caracterizado por coeficientes de roce estatico
te v dindmico pg. En la condicion inicial la particula se encuentra a una distancia p, del eje de
rotacién y en reposo relativo respecto de la barra.

(a) Encuentre una expresion para la distancia de la particula al eje de rotacién, en funcién
del tiempo, p(t).

(b) Determine el trabajo que realiza la fuerza normal desde el momento inicial hasta que la
particula alcanza una distancia p; con respecto al centro de giro.

4
2R
— ® wo
T o o
R
g e
P \5?
o = ‘ Fig. P.3.8
Fig. P.3.7

Dos particulas de igual masa m estan unidas por una cuerda ideal de largo 2R. El sistema se
suelta a partir del reposo, con la cuerda en posiciéon horizontal, estirada y sin tension. En ese
instante el tope P, fijo con respecto al suelo, se encuentra a una distancia R por debajo del
punto medio de la cuerda. Se sabe que el tope puede soportar una fuerza maxima de (7/2)mg.
Determime el angulo en el instante que se rompe el tope.

Una particula P de masa m desliza sin roce por el interior de un cono invertido. El cono tiene
eje vertical, vértice abajo y dngulo caracteristico § = /3. La particula estd unida a un hilo,
siempre tenso, que pasa por el vértice del cono. La tensién T' es tal que la distancia entre la
particula y el vértice disminuye en la forma: r, — v,t. En el instante inicial P esta a distancia r,
del vértice girando de modo que qb(O) = w,, en torno al eje central.
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(a) Reduzca la segunda ley de Newton a tres ecuaciones escalares e indique la dependencia
explicita en ¢ de cada una de las coordenadas de P.

(b) Obtenga la condicién que debe cumplirse para que el hilo esté tenso en el instante inicial.

(c) Obtenga el trabajo Wy de la tensién T desde el momento inicial hasta el instante ¢; en
que la distancia de P al vértice es la mitad de la inicial. Explique el significado fisico del
signo de este trabajo.

(d) Obtenga la energia cinética en un instante ¢ arbitrario y de ahi obtenga la diferencia K;— K
entre la energia cinética final (t = ¢;) y la inicial (¢ = 0). ;Cuénto vale Ky — Ky — Wp?
. Por qué?

Q

Fig. P.3.9

Una particula de masa m se mueve con rapidez constante v, por el exterior de un semicilindro
horizontal de radio R. Ademas del peso y la fuerza normal que ejerce la superficie, la particula
estd sometida a otras dos fuerzas. La primera es una fuerza F; que esta descrita por la expresién:

Fy = —c(x2% + 2%2k)

donde ¢ es una constante conocida y las coordenadas x, z se miden respecto al origen O. La
otra fuerza, Fy, para la cual no se cuenta con una expresion explicita, es la que permite que la
particula se mueva con rapidez constante en su trayectoria desde el origen O a la cuspide C'. Se
pide:

(a) Mostrar que la fuerza F es conservativa.

(b) Determinar una expresién para el potencial asociado a Fj.

(c) Determinar el trabajo efectuado por la fuerza Fy en el trayecto de O hasta la ctispide C.
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Considere un cuerpo con la forma de un anillo de radio R, cuya masa total M se encuentra
uniformemente distribuida en toda su extension. Una particula de masa m se encuentra atrapada
por la fuerza de atraccion gravitacional que ejerce este cuerpo, moviéndose a lo largo de la linea
recta perpendicular al plano del anillo y que pasa por su centro (ver figura). Suponga que
M >> m, de modo que el anillo no es afectado por la prescencia de la masa pequena m.

(a) Mostrar que la fuerza de atraccién sobre la particula tiene la expresion:
- GMmz -
Fz) = ————k
(22 + R?)z

donde la coordenada z y k se indican en la figura.

(b) Si la particula estd inicialmente en reposo en z = R, calcule su velocidad cuando cruza el
plano del anillo (z = 0).

(c¢) Suponga que ademads de la fuerza de gravitacién existe una fuerza no conservativa

~

ﬁnc = _GFnc<Z>k7

donde F,.(z) > 0y € es el signo de 2. Esta fuerza se opone entonces al movimiento de la
masa m. Dada la misma condicién inicial que en la parte (b), determine la funcién F,.(z)
de modo que la masa m llega al plano del anillo (z = 0) con velocidad nula.

Indicacion. Para la parte (a), calcule la componente de la fuerza de atraccién en la
direccion k generada por un elemento dM del anillo, y luego integre sobre el anillo para conocer
la fuerza total de atraccion.

AR

°

Fig. P.3.11 Fig. P.3.12

Considere un carro de funicular de masa m que se mueve desde el punto A, de maxima velocidad
de descenso, hasta el punto B en que se detiene. El movimiento ocurre sobre un riel recto de
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largo L que forma un dngulo S con la horizontal. El carro cuenta con un motor que le ejerce
una fuerza paralela al riel, tal que su posicién a lo largo del riel sea (t) = Lsen(35), donde T
es una constante conocida.

Se deben considerar, adicionalmente, los efectos de un roce dindmico entre el carro y el riel, cuyo
coeficiente es u, y una fuerza de roce viscoso con el aire, que apunta en direcciéon contraria al
movimiento, con la forma F_’;U = —ct, donde ¢ es una constante conocida.

e Calcule el trabajo efectuado por el motor en el descenso del carro desde A a B. jPuede
ser nulo este trabajo? Explique su respuesta.

Considere un sistema con dos bloques, de masa m cada uno, unidos por cuerda ideal que pasa
por una polea también ideal ubicada en el borde de una superficie horizontal de largo d. Uno
de los bloques puede deslizar sobre la superficie, con la cual tiene un coeficiente de roce cinético
variable, de la forma u. = az. En la expresion anterior, a es una constante desconocida.
Inicialmente, se deja sobre la superficie al bloque, en reposo y en la posicién z = 0, donde
comienza su movimiento (ver figura). Determine el valor de la constante a tal que el bloque se
detenga justo en el borde opuesto de la superficie.

e = QT

Fig. P.3.13

En el instante inicial se tiene un bloque de masa m deslizando por un plano horizontal con veloci-
dad v,. Hay dos fuerzas que van frenando al bloque: una fuerza de roce deslizante (bloque-plano),
caracterizada por un coeficiente de roce p, y el roce viscoso lineal (bloque-aire), caracterizado
por un coeficiente de roce c¢. Para hacer mas sencillas las expresiones, suponga que v, esta dado
por

_ pmg
o )
C

donde g es la aceleracion de gravedad.
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(a) Determine la velocidad v(t) como funcién explicita del tiempo y de ella obtenga el instante
tmaz €0 que el bloque se detiene.

(b) Determine la distancia que alcanza a recorrer el bloque hasta detenerse.

(c¢) Determine separadamente el trabajo que hace cada una de las dos fuerzas de roce desde
el instante inicial hasta que el bloque se detiene. Comente sobre el significado de la suma
de estos dos trabajos.

Considere un bloque de masa m que circula por el interior de una superficie cilindrica de radio
R y eje vertical. El bloque también se encuentra apoyado en el suelo, con el cual no tiene roce.
Sin embargo, el contacto del bloque con la pared cilindrica esta caracterizado por un coeficiente
de roce cinético u. Inicialmente, el bloque se lanza con una rapidez v,, como lo indica la figura.
Se pide determinar:

(a) La velocidad angular del bloque en funcién del dngulo recorrido, ¢(¢).

(b) La velocidad angular del bloque en funcién del tiempo, ¢(t).

(c) ;Cuénto tiempo tarda el bloque en detenerse? ; Qué angulo recorre entre el instante inicial
y el instante final en que se detiene?

(d) Calcule, por definicion, el trabajo realizado por la fuerza de roce cinético entre el instante
inicial y el instante en que el bloque se detiene.

Q

Fig. P.3.15

Una particula de masa m desliza sin roce sobre un plano horizontal infinito. En algin punto del
plano hay un orificio por el cual pasa una cuerda ideal, que recoge a la particula hacia el orificio.
El recogimiento se realiza externamente a velocidad constante, v, (ver figura). En el instante
inicial, la particula se encuentra a una distancia py del orificio y con una velocidad angular ¢,.
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a) Considerando coordenadas polares en el plano, calcule ¢(p). Hint: exprese pag como una
(a) Considerand denadas pol I plano, calcule ¢(p). Hint: exprese pay
derivada total con respecto al tiempo.

(b) Calcule la tensién de la cuerda en funcién de la distancia de la particula al orificio, T'(p).
. Qué ocurre con el valor de la tension a medida que la cuerda es recogida y la particula
se acerca al orificio?

(c) Calcule, por dos caminos distintos, el trabajo que realiza la tensién de la cuerda entre el
instante inicial y el instante en el cual la particula se encuentra a una distancia p; del
orificio.

vol Fig. P.3.16
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3.2. Soluciones

S.3.2

(a) Para encontrar la velocidad angular ¢ en funcién de r hay que ver que, ya sea escribiendo
la fuerza f en coordenadas cilindricas (como estd dada en el enunciado) o en coordenadas
esféricas, se tendra que la componente segin ¢ es cero. Entonces, por la 2* ley de Newton,

1 d
a =
¢ rsen@dt

—(r?¢sen? 0)

y como § =31/4 = 12p = constante = r2¢, = r’w,. De lo anterior:

(b) Hay varias formas de demostrar que esta fuerza es conservativa. La primera es calcular las

derivadas cruzadas, para lo cual debemos escribir la fuerza en coordenadas cartesianas®.

Para hacerlo, notemos que f = —pﬁ p= —p% p, donde estamos definiendo p = pp = xi + y).
Tomando en cuenta que p = /2 + y2, se obtiene:
Bx By
fo=—F7—— fy=m—F—. [:=0
/ZEQ + y2 /.CEQ + y2

af;  0f;
Es directo demostrar que / = i

6xj al'z
Eso significa que existe un potencial escalar U tal que f = —VU. Ahora, en coordenadas
cartesianas, VU = g—gi + %Zj %—gk:. Para llegar a la funciéon U se puede hacer una

integracion, poniendo atencion en que las derivadas son parciales, sin embargo, es muy
util tratar de adivinar lo que uno imagina que deberia ser U, y luego corroborar que es la
funcién correcta. En este caso, se comprueba facilmente que

B B
U:——:——,

Va2 +y? p
Es importante notar que encontrar el potencial escalar U es suficiente para demostrar

que f es conservativa, y que tiene la ventaja evidente de que, valga la redundancia, se
encuentra el potencial, cosa que no se logra mostrando que las derivadas cruzadas de f

3La razén de que esto no sea vélido para cualquier sistema de coordenadas tiene que ver con el operador

V x (). La condicién para que exista una funcién escalar U tal que f = —VU es que V x f = 0, lo que en
coordenadas cartesianas se escribe (%fz - %)z - (% - %ﬁ)j—i— (% - %ﬁ)k = 0; en otras coordenadas, el rotor
Y z x z T Y

es distinto y no se puede extender el concepto de las “derivadas cruzadas”.
Se demuestra que para cualquier funcién escalar A, V x (VA) =0
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son iguales.

He dejado una tultima alternativa —la mas simple— al final sélo porque en un curso de
mecéanica no es necesariamente conocido que, en coordenadas cilindricas, el gradiente se

escribe VU = %—gﬁ +lUg

p 0¢

ouj

0z

Como f: —B5=-VU = U=U(p), es decir, U sélo depende de la coordenada p.

02
Luego,

oU B

ap P

B
U=-=.
p

La energia total (constante, pues la normal no hace trabajo) serd entonces £ = K + U,

donde K = %mﬁ -1, y U es el potencial escalar asociado a f, que ya encontramos. En
coordenadas esféricas, ¥ = i + réf + r¢ sen 9qz§ =77+ rgb@gﬁ

Reemplazando la expresion que se tiene para ng y recordando que, en este caso, p =r/ V2,

1
E = —mr?
2m7’ +

mriw? V2B

42

r

Si existen, los valores 7min ¥ Tmae que acotan a la coordenada r son, en general, denomi-
nados puntos de retorno. Y por razones que debieran ser obvias, la coordenada r alcanza
minimos o maximos cuando su derivada se anula. Buscamos, por lo tanto, valores de r

para los cuales 7 = 0.

Para esto, tengamos en cuenta dos cosas con respecto a la tiltima expresion para la energia:

1. Dado que la energia se conserva (la tnica fuerza no conservativa, N, no realiza tra-
bajo), y como inicialmente 77 = 0 y r = r,, la energia vale siempre:

4, ,2

mr,w,

_vam

E =

2
4r

To

2. Cualquier punto de retorno r hace que 7 = 0, es decir:

B =

4,,2
. mr,w,

Entonces, de estas dos ecuaciones,
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De esta ultima ecuacion, se desprenden las soluciones:

To
V"= 4m
mr3w?

Se concluye lo siguiente:
La primera solucién tenia que ser r,. La segunda tiene sentido fisico (15 > 0) sélo si se
cumple:

mriw?
0~"0

B>—2-2°
44/2

Usaremos las coordenadas polares para un sistema de referencia con origen en el centro de la
circunferencia. El angulo 6 crece en el sentido en que se mueve la particula, y vale cero cuando
la particula se encuentra en el punto A. Ademas, p = a.

La magnitud de la fuerza atractiva estd dada en el enunciado, F' = k/r?, donde r es la distancia
entre C' y la particula. Del dibujo debemos encontrar, entonces, la direccion de la fuerza atrac-
tiva y el valor de r en funcién de 6 y de los datos.

Para el valor de r usamos el teorema del coseno, notando que el
angulo correspondiente es m — 6:

r? = a® + a® — 2a* cos(m — 0) = 2a*(1 + cos )

La proyeccion de la fuerza F en el sistema polar elegido queda:

—

k .k ~
F = —3 cos(6/2)p + = sen(0/2)60

El desarrollo que estamos haciendo tiene sentido si queremos calcular el trabajo entre el
punto A y el B por la definicién de trabajo (W5 = f;f F- dr). Debe notarse que la fuerza en
cuestién es conservativa, pues es una fuerza central (con centro de atraccién en C') y depende
explicitamente sélo de la coordenada r, por lo tanto si se busca la funcién potencial correspon-
diente, el trabajo de F entre A y B se obtiene con la férmula W, = AK, pues como E = c'®,
AK = —AU. El trabajo pedido ES el trabajo total porque la fuerza normal no trabaja (]\_U_dr_’).

Para calcular la integral de trabajo, noten que el radio es siempre constante. Por eso, dp = 0.
Luego, al diferenciar 7 = pp, se obtiene dr' = afdf. Asi:

-~ ak ak sen(0/2)
F.dr=— 0/2)d) = ——————=df
TR sen(9/2) 2a%(1 + cosf)
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w/2

k 0/2
:1ﬁ_%/§iuw

1+ coséb
0

Sélo falta notar que:

cosf =2cos’(0/2) —1 = 1+ cos = 2cos*(0/2)

> gl u
vi=t

(a) La geometria del problema nos permite elegir coordenadas esféricas para la descripcion
del movimiento. Las fuerzas actuando sobre la particula son como lo muestra la figura.

N = —-Nb
T = —T¢
mg = —mgcos@f’—l—mgsen@é

Por otra parte, la aceleracion en coordenadas esféricas
es @ = (¥ — rf* — r¢? sen? 0)7

, . - . . . .
Fig. $.3.9 +(rf + 210 — r¢* sen 6 cos 0)f + —— L (12 g sen? 6)¢.

rsen 0

Con respecto a las coordenadas, del enunciado tenemos directamente que

SFo o o0y 0=xjs = =00

De esa forma la ecuacién de movimiento, separada en ecuaciones escalares, queda:
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De la ecuacién ¢) obtenemos que, como el término dentro de la derivada debe ser constante,
entonces en particular se puede evaluar en ¢ = 0:

- - r2w
(ro —vot)’¢ =15wo = 6= (%_O—UOOt)Q
Por lo tanto, si escogemos que ¢(t = 0) = 0,
o(t) = 2w, 1 _ ToWo
Vo (1o — o) U

3
(b) Si evaluamos la ecuacién 7) para t = 0, obtenemos que: 7T'(0) = Z—lmrowg - % Luego,

si se desea que en el instante inicial el hilo esté tenso, debe imponerse que 7'(0) > 0, lo
que entrega la condicion:

g _ 2
Tow, > =g |

3

(c) A grandes rasgos, siempre hay dos formas de calcular el trabajo que realiza una fuerza: (i)
por definicién (WF = F. dF), y (ii) a través de los teoremas [Wipq = K¢ — K;, W, = Ef — E;].

En ocasiones sera ttil deducir también lo siguiente a partir de los teoremas:
Wtotal - WC + Wnc = Wc - Wtotal - Wnc - Kf - K’L - (Ef - Ez)

= W, =U; — Uy,

donde W, es el trabajo de todas las fuerzas conservativas y U es la suma de los potenciales
asociados a cada fuerza conservativa.

Forma (i): Para calcular el trabajo por definicién, debemos primero conocer dr. Para esto, no-
tamos que, en coordenadas esféricas:

dr dr. df. d¢ -
i %Tjtr%@%—ra sen ¢
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Esto lo senalo como ayuda intuitiva para entender que:
di = dr# + rdf0 + rdd sen 06
Ahora, como 6 = 7/3 se mantiene constante, df = 0. Asi,
dr' = drr + rd¢ sen GQAS.

Por otro lado, debemos recordar, de la parte (a), que r = 7, — v,t, y b = r%‘;"’.
Entonces, de la ecuacion (7), la tensién es:

4,2 4,2
_ mrrows 3 mg _ mroWs 3 my

T -
rt 4 2 r3 4 2
= mriv?3  mg

=T =— e K&
( r3 4 2)
70/2

Notar que si se cumple la condicién de la parte (b), este trabajo es positivo, como
tiene que ser.

Forma (ii): En este problema, tenemos 3 fuerzas actuando sobre la particula. Entonces,
M/vz‘,otal = Lxﬂng + Liéf + LLQV'

Pero N LdiW¥ = Wy = 0.

Asi, calcularemos Wr = Wigtar — Wing, con Wigey = K¢ — K; y Wiy = U; — Uy, donde
U es la energia potencial gravitacional.

Dado que g = —gl;:, salvo una constante aditiva, U(z) = mgz, con z = 0 en el vértice
del cono. Recordando la relacion entre coordenadas esféricas y cartesianas, z = r cos 6,

parar; =1,y ry =7,/2, tendremos z; = r,/2 y zy = r,/4 respectivamente. Entonces,

mgry

4

Ahora, para el trabajo total necesitamos la energia cinética, y para ello la velocidad.

Wing = U(z:) =Ul(z) =mg(ro/2 =10/4) = Wiy =

— .« A L M i ~ /rgwo I
U=7r7+100+rpsentp = —v,r + sen 6o

r
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Soluciones 3 TRABAJO Y ENERGIA

Asi,
K; = —mv? = 1m(v2 - 7’2w2§)
2 o o 04
K 1, 1 2 3,2,2
= vaf - Qm(vo + Towo)
9
= Wiota gmrgwg
y por lo tanto,
9 0
Wp = gmrz — er

(d) Al responder de ambas formas la parte (c) hemos respondido parte de la (d).

Ya escribimos la velocidad para un r cualquiera, por lo que sélo basta reemplazar r =
ro, — U,t, para obtener que:

4.2
3 rywl

K(t) = %m (vﬁ - Zm) :

También obtuvimos ya la diferencia de energia cinética, que corresponde al trabajo total:

9
Ky - K, = gmrgwg .

Con todo lo dicho, incluso sin hacer cédlculos el alumno debe ser capaz de reconocer que,
en virtud de que Wy = 0, Ky — K; — Wy corresponde al trabajo del peso W,,.
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4 EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

4. Equilibrio y Oscilaciones

4.1. Problemas

Un resorte de constante eldstica k y largo natural b tiene una particula de masa m en un
extremo, mientras que el otro extremo esta fijo a una pared en un punto (). Una barra ideal
(masa despreciable) de largo v/2b est4 sujeta en un extremo a una rétula, a distancia v/2b bajo
() como lo indica la figura. En el otro extremo la barra esta fija a la particula de masa m.

(a) {Cudnto debe valer m para que ¢ = m/2 se un punto de equilibrio estable del sistema?

(b) Obtenga la frecuencia angular de pequenas oscilaciones en torno a ese punto de equilibrio.

k; lo A
I D
1
O L
D
A 4
Fig. P.4.2

Se tiene una barra sin masa que puede rotar libremente en torno a su punto medio, fijo en O. En
los extremos de la barra hay dos masas m, las cuales a su vez estan unidas a resortes idénticos
de constante eldstica k y largo natural [,. Considere que D = 4l, y L = 2l,. El movimiento
ocurre en ausencia de gravedad.

(a) Determine los puntos de equilibrio del sistema y su estabilidad.

(b) Si el sistema es soltado desde una configuracién cercana al tinico equilibrio estable, calcule
la frecuencia de pequenas oscilaciones.
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4.1 Problemas 4  EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

(c) Considere, por tltimo, que el sistema es sumergido en un medio viscoso de manera tal
que la masa inferior experimenta una fuerza del tipo F = —~T, con v < v/mk, mientras
que la superior se sigue moviendo libremente. Determine el movimiento (para pequenas
perturbaciones) que sigue el sistema en tal caso.

Indicacién: Escriba la energia en aproximacion de pequenas oscilaciones y obtenga la ecuacién
de movimiento:
dE =
dt

nc
-V

Considere un anillo de masa m que desliza sin roce a lo largo de una barra horizontal. El anillo
estd atado a un resorte (L,, k) cuyo otro extremo estd fijo, a una distancia D de la barra.
Determine puntos de equilibrio y periodo de pequenas oscilaciones.

Fig. P.4.3 Fig. P.4.4

Por un alambre semicircunferencial de radio R desliza el extremo de una barra ideal de masa nula
que puede girar libremente en torno a un eje fijo en el centro de curvatura O del alambre. Los
extremos de la barra poseen masas m y 2m, como se muestra, y a esta ultima estan unidos los

V2mg

extremos de dos resortes iguales de largo natural [, = Ry constante elastica k = W@R —d),
T

con 2R > d, que van a lo largo del alambre.

(a) Encontrar los puntos de equilibrio y analizar estabilidad.

(b) Demostrar que en este caso, la frecuencia de peq. osc. en torno al punto de equilibrio
2 1} 2R —d

Ca2
estable es: w —\/5{;—5 2R2—+d29
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4.1 Problemas 4  EQUILIBRIO Y OSCILACIONES

Un hilo de largo L que esta sujeto a un punto A pasa por una masa libre m (puede deslizar por
el hilo sin roce), pasa por una polea fija B y luego termina vertical, teniendo en su otro extremo
otra particula de masa m. La parte vertical del hilo tiene un largo y variable, como sugiere la
figura. La masa libre se mantiene siempre equidistante de los puntos A y B pero puede subir o

bajar, de modo que los tres puntos siempre forman un tridngulo isésceles. La distancia entre A
y Bes D.

(a) Obtenga una relacién entre la posicién vertical y de la masa de la izquierda y la posicién
vertical x de la masa central para luego obtener la energia potencial asociada a este sistema.
Obtenga valor(es) de x para posicion(es) de equilibrio. Describa su estabilidad.

(b) Escriba la energfa cinética K del sistema en funcién de z y de 7.

(c) Obtenga la expresién aproximada para K en torno a la(s) posicion(es) de equilibrio y
obtenga la(s) frecuencia(s) de pequenas oscilaciones.

| | -
| S
B i D A C__y
J\‘\%/ z m
Y x \ﬁ Tk,
m
O
m Fig. P.4.5 Fig. P.4.6

4.1.1. Oscilaciones amortiguadas

Una esfera de masa m tiene un agujero que le permite deslizar sin roce a lo largo de una
barra rigida dispuesta horizontalmente que rota con velocidad angular w, constante. La esfera
estd unida al eje de rotacién mediante un resorte (k, [,).

Por alguna razén, se ejerce sobre la esfera una fuerza de roce viscoso, de la forma F, = —cpp.
La esfera se libera en reposo relativo a la barra con el resorte no deformado.

Determine p(t) para todos los valores posibles de c. Suponga que % > w2
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4.1.2. Oscilaciones acopladas

Dos particulas de igual masa m estan unidas por un resorte de constante elastica k. Una de las
particulas estd unida al techo por otro resorte idéntico, también de constante elastica k, y la
otra particula cuelga libremente. Considere movimiento vertical solamente.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento para este sistema.

(b) Calcule las frecuencias propias del sistema.

(c¢) Determine los modos normales del sistema y describalos cualitativamente.

Fig. P.4.7

Dos masas iguales que deslizan sin roce por un riel circunferencial de radio R, se encuentran
acopladas por dos resortes iguales, de constante elastica k£ y largo natural /,. Suponga que el
plano definido por el circulo es perpendicular a la gravedad, de modo que ésta no afecta la
dindmica de las masas.

(a) Determine la configuracién de equilibrio.

(b) Calcule las frecuencias propias de oscilacién.

(c¢) Determine los modos propios de oscilacién. A qué tipo de movimiento corresponde cada
uno?
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Una cuerda de largo 3a y de masa despreciable tiene adosadas dos masas iguales m, una en la
posicién a y la otra en 2a a partir de la pared (ver figura). No hay gravedad.

Suponga que la componente horizontal de la tension de la cuerda, 7, es constante, y que sélo
hay desplazamientos transversales, es decir, s6lo hay movimiento en el eje vertical del dibujo, y
las posiciones horizontales permanecen constantes.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento aproximadas para las dos masas.
(b) Calcule las frecuencias propias de oscilacion.

(c¢) Determine los modos normales y describalos cualitativamente.

m
g
y k1,
/]
/
2 4
7 , B
/ Z |
/
7 /
Fig. P.4.9 Fig. P.4.10

4.1.3. Oscilaciones forzadas

Considere un bloque de masa m que esta apoyado sobre un resorte de constante k y largo natural
l,, bajo la accion de la gravedad. El punto B de donde se sostiene el resorte se encuentra en
t = 0 al nivel de la mesa.

(a) Encuentre la altura de equilibrio de la masa.

(b) En t = 0, cuando la masa esta quieta y en la posicién de equilibrio, el punto B comienza
a oscilar verticalmente. El movimiento de B puede ser descrito como 75(t) = A, sin(wt)].
Encuentre la ecuacion que describe el movimiento de la masa.

(c¢) Resuelva la ecuaciéon de movimiento para las condiciones iniciales dadas.

(d) Manteniendo la amplitud A, fija, considere que la frecuencia w es menor que la frecuencia
de resonancia. ;Cual es la frecuencia maxima para que la masa nunca choque con la mesa?
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Un carro de largo 2l. y masa M puede deslizar sin roce por un riel de largo L. El carro tiene
fijo, a cada lado, uno de los extremos de un resorte ideal (masa nula), de constante eléstica k y
largo natural [,. El extremo libre de cada resorte se fija a dos paredes ubicadas en los extremos
del riel. Se tiene, asi, un sistema resorte-carro-resorte.

Sobre el carro se monta un motor, capaz de hacer girar con velocidad angular €2 un brazo de masa
despreciable y largo R en cuyo extremo hay una masa m (ver figura). En la practica, € puede ser
controlada conectando el motor a una fuente de voltaje variable, pero para sus calculos considere
que € es constante. Puede suponer que inicialmente el brazo-masa se encuentra horizontal y hacia
la derecha.

(a) Encuentre la posicién del centro de masa del sistema, en funcién de la coordenada z del
centro del carro, medida desde la pared izquierda del riel. Escriba la 2° ley de Newton
para el centro de masa.

(b) Resuelva la E.D.O. resultante para z(t), usando como condiciones iniciales que &(0) = 0
y que el sistema parte en el punto de equilibrio z(0) = L/2.

(c) Tome el limite de z(t) cuando 2 tiende a la frecuencia de resonancia w,, que usted debe
identificar. Puede serle 1til la Regla de L’Hopital.

Fig. P.4.11
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4.2. Soluciones

S.4.5

(a) Larelacién para x e y viene del hecho suponer que el hilo es ideal (inextensible y sin masa).
Asi, a partir de la geometria, observamos que z, y y el largo total del hilo, L, cumplen la
relacién:

D | o
4
Yy €T ‘ﬁ

=|y=L—VD?+ 422|

Om
Fig. S.4.5

Con la relacion anterior, podemos escribir el potencial gravitacional de ambas masas solo
en funcién de z:
U(z) = —mgr — mgy

= |U(zx) = —mg(z + L — VD? + 422) |

dUu
Las posiciones de equilibrio se buscan haciendo d—(:ceq) =0,
x

T /D? + 422,
_ P
2v/3
D

Es claro que z., = —5v3 1O es una solucion fisica factible, pues en esa posiciéon la cuerda

no puede estar tensa. Asi:

= Teq

Leg = .
q 23

Para la estabilidad evaluamos z., en ‘(1127(2]:
U (2.) 4mgD? _ U (2.) 3v3mg
——(Teq) = ——(Tey) = )
dx2 (D? + 4;152(1)3/2 dz? 2D
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2 . e a1 .
Como %(meq) > (), entonces x., es una posicion de equilibrio estable.

La energia cinética es la suma de las energias cinéticas de cada masa:

1 1
K= §mdv2 + émgf

Para encontrar ¢ en funcién de z y 4 volvemos a la relacién encontrada en la parte (a).
Derivando esa relacién ¢/r al tiempo obtenemos:

. dxx 9 1622 .9
YT TVt 4 Y D? + 4a?

1 D? + 2022
= K =-m(| =22 ) 42
2m(D2+4x2>x

Este es un problema atipico en que la energia cinética no depende tinicamente de la deriva-
da temporal de la coordenada (Z en este caso), sino también de la coordenada misma (z
en este caso).

Cuando se tiene un sistema con un grado de libertad (es decir, descriptible por una sola
coordenada, digamos ¢) y la energia mecanica total queda escrita como: E = %ocgiﬁz +U(9).
En particular, la energia cinética queda K = %0@2, con o =constante. En tal caso, la fre-
cuencia de pequenas oscilaciones en torno a un punto de equilibrio estable, ¢4, se escribe

CO1mao: 2U
357 (eq)
wQ - de? eq

p.o. a

Este es un caso en que « no es una constante, pues depende de la coordenada x. En
esta solucién se propone como aceptable usar como aproximacién a(z) ~ a(z.,), para
luego aplicar la férmula anterior. Sin embargo, se deja constancia de que existe un método
mejor para resolver el problema. Quien escribe reconoce no manejar de manera correcta
tal método, y es solo por eso que, en esta version, se mantendra lo propuesto mas arriba.
La aproximacién simple mencionada pide evaluar a(x.,) :

D? + 2022
O{(Jf) =m (m) =~ O{(.I'eq) = Qm,

por lo tanto, usando el valor de %(weq) encontrado en la parte (a):

2 _3\/39

= =
“po. = 74D
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S.4.7

(a) Comenzamos definiendo las coordenadas x; y x2 que representan la posicién vertical, a
partir del techo, de las masas 1 y 2, respectivamente. Entonces, si se define 7 segin el
sentido en que apunta la gravedad, la ecuacion de movimiento segin 7 queda, para cada

masa:
\\
g
1 2 masa 1: mi;=mg—k(zy—1,)+ k(xe — 1 — 10)
masa 2: mis=mg—k(xy— 1z —l0)
2 A
Fig. S.4.7

(b) Notemos que, con un poco mds de trabajo, las ecuaciones anteriores quedan como sigue:

. k . kl,
¥ = —(x9 — 221) + g, Fo=—k(vo—11)+9g+—
m m

Asi, estas ecuaciones acopladas se pueden escribir en la forma matricial:

ZI:‘.l k -2 1 T g
= — - + Ky
i) m 1 1 i) g + m
Este sistema lineal, luego de definir X = ( il ), lo expresamos de la forma:
2

X=MX+C,

y asi podemos remarcar lo siguiente: toda la informacion de este sistema relaciona-
da con los modos y frecuencias propias de oscilacion estd contenida en la
matriz M, siendo, en este aspecto, totalmente irrelevante el vector constante

C:(gf%).“

4QGracias a que las ecuaciones para las masas son l.i. (no son redundantes), entonces las filas de la matriz M
son [.i., y por lo tanto M es invertible. Entonces es claro que una solucién particular del sistema inhomogéneo

X = MX +C es la solucién constante X, = —M ~1C. De esta forma, la solucién general para este sistema sera la

solucién de la ecuacién homogénea, X, méas una solucién particular constante. Es por eso que, en términos de
las oscilaciones cuyas frecuencias propias y modos normales buscamos, s6lo nos interesa la ecuaciéon homogénea.
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Buscar frecuencias propias de oscilacion significa buscar soluciones en que todas las co-

ordenadas del sistema oscilan con la misma frecuencia (z; y 2 en este caso), lo que se

expresa como X = ¢“!X,. Entonces se prueba esta solucién en la ecuacién homogénea:
X = (iw)*e™' X, = —w’X,=MX,

Esta es la ecuacion de valores y vectores propios de la matriz M, donde v = X, es un

vector propio asociado al valor propio A = —w?.?
Se busca entonces los valores de A tales que det(M — \I) = 0:

2k k k
AN =4+ N = ()2 =
& (AN N - () =0
k k
& A2+3—A+(—)2:0
m m
—3++5 k
s A=——"""
2 m
s 3+V5k , 3—V5k
Jwi = —— Wy = ———
2 m 2 m

Para obtener los modos normales de oscilacion, buscamos los vectores propios v; asociados
a los valores propios \; = —w?, a través de la ecuacién (M — \;1)0; = 0. Realizando el

algebra correspondiente, se llega a los siguientes vectores propios (no normalizados):

- 1
Vg = 145 .
2

Notar que la segunda componente de v7, 1’2\/5, es negativa, y la primera es positiva, por lo
tanto, para la frecuencia propia wy, el sistema oscila en contrafase, es decir, mientras una
masa sube, la otra baja o viceversa. Para v, ambas componentes tienen igual signo, lo que
significa que si el sistema oscila con frecuencia ws, ambas masas suben o ambas bajan.

5En general, la ecuacién de valores y vectores propios se expresa M# = A, y por lo tanto, la condicién para
encontrar soluciones no triviales para U es que det(M — AI) = 0, pues de esa forma, M — Al es una matriz
no invertible y asf se descarta la solucién © = 0. En términos de w?, la ecuacién caracteristica estd dada por
det(M + w?I) = 0.
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(a) Definamos la altura del bloque, medida desde el suelo, como y. Para calcular la altura de
equilibrio se puede hacer “suma de fuerzas igual a cero”, o a través de la energia potencial
total. Por el segundo método,

1
Uly) = mgy + 5k(y - l0)?

dU
Para encontrar el y de equilibrio, d—(yeq) =0= Yeg=1lo— —|
Y

(b) Considerando ahora que la base se mueve de acuerdo a yg = A, sen(wt), la ecuacién de
movimiento para el bloque queda:

mij = —k((y = ys) = L) = mg = | mij + ky = k(l, — =%) + kA, sen(wt)

2

(c) Si definimos w: = %, y recordando que Yo, = [, — %2, la ecuacién anterior la podemos

escribir como:
i+ W2 (Y — Yoq) = W2A, sen(wt)

La resolucion de esta ecuacion es menos trabajosa si se hace el cambio de variables:
5 =Y — Yeq 7 f =Y,
de manera que la ecuacion queda:
s 20 2
€+ wié = w; A, sen(wt)

Sabemos que la solucién general de esta E.D.O. es igual a la solucién de la ecuacién
homogénea més una solucion particular.

Ec. homogénea: En+ Wi =0 = &(t) = & sen(wot + 0)
Por su parte, la particular se encuentra intentando una solucion de la forma:
&(t) = Dsen(wt),

lo que se reemplaza en la ecuacion inhomogénea para conocer el valor de D:

2
wiA,

2 2 _ 2 _
—w”Dsen(wt) + w;Dsen(wt) = w;A,sen(wt) = D= w2 — w?
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2
wiA
t) = —2"—sen(wt
gp( ) wg o wg ( )
Con todo, la solucién general de la ecuacion inhomogénea es:

2

E(t) = &nl(t) + &(t) = &y sen(wot + 9) + C;%A;Q sen(wt)

Ahora debemos aplicar las condiciones iniciales para conocer &, y . Hay que ser cuidadosos
pues las C.I. las conocemos para la variable y, por lo tanto es necesario reescribirlas para
la variable &:

y(0) =yey < £0)=0  —d6=0
0

9(0)=0 <« £(0)

WoAo
p— [w, sen(wt) — w sen(w,t)]

WewA,

e,

= (@) =
Finalmente, y(t) = £(t) + Yeq

WA, mg
1(8) = 225 e sen(ut) — wsen(i)] +1, = 72

La condicién para que el bloque no choque con la mesa es equivalente a preguntarse si
puede ocurrir que y = 0, e imponer una restricciéon a partir de eso. En nuestro problema
hemos supuesto implicitamente que la altura de equilibrio estd sobre el suelo (16gico), es
decir, que I, — £ > 0. Por otra parte, el enunciado nos dice que w < w,, luego w? —w?* > 0.

Asi, tenemos que poner atencién en la funcién f(t) = [w, sen(wt) — w sen(w,t)]: el maximo
valor que toma esta funcién es f(t*) = w,+w, mientras que el minimo es f(t7) = —(w,+w).
Nos preocupa que f(t) sea muy negativa, pues de ser asi, y(t) podria anularse. El peor
caso es, justamente, que f(t7) = —(w, + w).

Imponemos, entonces, que y(t~) = 0:
wo A, myg
- o lo——==0
w2 —w? lwo ] + k

WA, mg

=, - —
Wy — W k

De donde se despeja que el maximo valor, menor que w,, que puede tomar w de manera

que el bloque no choque con el suelo es:

A,
Winaz = Wo 1_l —mg | |
0 k

De este resultado se observa que si A, > [, — %2, no es posible evitar que el bloque choque.

Esto tiene mucho sentido, pues A, es la amplitud con que oscila el punto B.
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5 FUERZAS CENTRALES

5. Fuerzas Centrales

5.1. Problemas

Considere una particula de masa m que se mueve en un campo de fuerza de atraccién central

—

F = —cr, donde c es una constante positiva (note que la magnitud de la fuerza es constante).

(a) Demuestre que la particula no puede escapar de este campo de atraccién.

(b) Si se verifica que la particula se encuentra en una érbita circular de radio r = r,, determine
el periodo de pequenas oscilaciones que experimenta la distancia entre la particula y el
centro de atraccién cuando la particula sufre una pequena perturbacién radial.

(c) Suponga que la particula se encuentra en la érbita circunferencial de la parte (b) y, como
resultado de un impulso radial, en direcciéon opuesta al centro de atraccion, la particula
queda en una érbita tal que su distancia maxima al centro de atraccion es 2r,. Determine
cuanto aumenta la energia mecanica total de la particula como resultado de este impulso.

Desde la tierra se desea lanzar un satélite en 6rbita parabdlica y para ello se procede como sigue.
Primero se coloca en una érbita circunferencial de radio R. En un punto B de esta dérbita se
dispara sus cohetes tangencialmente y queda en una érbita eliptica cuyo radio minimo es R. Al
alcanzar su radio méximo (punto A), se dispara nuevamente en forma tangencial sus cohetes,
alcanzando la rapidez que obtuvo en B y queda en orbita parabdlica. Se pide determinar:

(a) La rapidez del satélite en su érbita circunferencial.

(b) Excentricidad de la drbita eliptica (o sencillamente el cuociente entre los radios maximo y
minimo).

(c) Velocidades en A y B en el caso de la drbita eliptica.

Puede considerar como datos: G, la masa M de la tierra y el radio R.
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T/Q

Fig. P.5.2 Fig. P.5.3

Tierra

Por un plano horizontal desliza sin roce una paricula de masa m unida a un hilo. Este pasa
por un agujero y termina unido a un resorte de constante elastica k£ verticalmente debajo del
agujero. Cuando el resorte esta en su largo natural, la particula esta justo en el agujero. En lo
que sigue se pide estudiar la dindmica de la particula cuando es soltada a una distancia p, del
agujero y con una velocidad perpendicular al hilo, de magnitud wv,.

a) Determine la ecuacion de movimiento.

(a)

(b) Encuentre la relacién entre p, y v, para que la 6rbita sea circunferencial.

(c) Obtenga la frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a esta érbita circunferencial.
)

(d) Determine si en aproximacién de pequenas oscilaciones la 6rbita es cerrada.

Una particula de masa m esta sometida a la fuerza central que proviene de la energia potencial:

U(r) —a?ln

To

(a) Determine el radio r. de la érbita circunferencial caracterizada por una velocidad angular
w, conocida y no nula. Determine también el momento angular [, asociado a ella.

(b) Determine la frecuencia w,,, de las pequenas oscilaciones del valor de r(t) en torno ar = r.
cuando la érbita es levemente no circunferencial pero tiene el mismo valor [, del momento
angular. ;Cuanto vale w,/w,,.?;Se trata de una drbita cerrada?
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(Nota: Si bien la fuerza total en este problema no es una fuerza central, conviene resolverlo
haciendo uso de los mismos conceptos de potencial efectivo y energia que los usados en los pro-
blemas de fuerzas centrales.)

Una particula de masa m desliza sin roce por el interior de un embudo de eje vertical, cuya
superficie se puede representar con la expresién z(p) = —L?/p, donde L es una constante cono-
cida y p es la coordenada radial cilindrica. Si en la condicion inicial la particula esté a distancia
L del eje del embudo (ver figura), y tiene una velocidad tangente a la superficie, horizontal de
magnitud v,, se pide:

a) Determinar el valor de v, tal que la particula se mantenga rotando siempre a la misma
Det i | valor d tal | ticul teng tando si | i
altura.

(b) Si v, tiene un valor igual a la mitad del encontrado en (a) determine la altura minima a
la que llega la particula en su movimiento.

Q

Fig. P.5.6

Una nave de masa m se aproxima a Marte (de masa M) en una 6rbita AB parabélica. Cuando
la nave alcanza el punto B de minima distancia a Marte, frena usando sus cohetes y pasa a una
orbita eliptica tan bien calculada que amartiza en un punto C, opuesto a B, en forma tangencial.
Los datos son m, M, rp y el radio Ry, de Marte. Obtenga:

(a) La velocidad de la nave en B justo antes de frenar.

(b) La energia cuando la nave estd en su érbita eliptica.
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(c¢) La velocidad con que llega a C'.

Considere una particula de masa m que se mueve en 6rbita circular de radio p, alrededor de un
punto desde el cual se ejerce una fuerza de atraccion de magnitud:

flp) =k/p®

(a) Si en un cierto instante se le da un impulso radial a la particula de modo que adquiere
instantaneamente una velocidad radial p = vy, determine a qué valor tiende la rapidez de
la particula cuando el tiempo tiende a infinito.

(b) Si a partir de la situacién descrita inicialmente (la particula se mueve en érbita circular) se
acelera instantaneamente la particula en su direccion de movimiento, de modo de duplicar
la rapidez que tenia en orbita circular, dibuje un diagrama esquematico del potencial
efectivo resultante después del impulso y calcule a qué valor tiende la rapidez de la particula
en la medida que se aleja del origen (en otras palabras, cuando p tiende a infinito).

Considere el movimiento de una particula de masa m bajo la accion de una fuerza central del
tipo:
F=—ar" a>0

El valor del momentum angular ¢ = mr2¢ es conocido.

(a) Obtenga el potencial efectivo asociado a esta fuerza y grafiquelo para el caso n > 0.

(b) Calcule el radio de la érbita circular y determine el periodo de pequenias oscilaciones en
torno a esa orbita.

(c¢) Determine para qué valores de n se obtienen Orbitas cerradas, es decir, el cociente entre
el periodo de la érbita circular y el periodo de pequenas oscilaciones en torno a esa orbita
circular debe ser un nimero racional. Grafique una de estas érbitas.

Una masa puntual m, que yace sobre un plano, estd conectada a un punto fijo en el plano O a
través de un resorte de constante elastica £ y largo natural nulo.

(a) Usando coordenadas polares en el plano, encuentre las ecuaciones de movimiento.

(b) Encuentre el potencial efectivo y grafiquelo.
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(c) Obtenga los puntos de equilibrio del potencial efectivo y estudie las pequenas oscilaciones
en torno a esos puntos, dando las frecuencias propias de oscilacién. Dibuje la orbita que

hace la particula en el plano.

Fig. P.5.9
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5.2. Soluciones

S.5.1

(a) La fuerza central atractiva del problema tiene un potencial asociado que debiera ser facil
adivinar:
d(cr)

or

Ya con esto, hay dos cosas muy tutiles que podemos afirmar:

F=—cf=— f:—ﬁ(cr) = Ulr)=cr

e La fuerza total I’ es conservativa -pues proviene de un potencial- y, por lo tanto, la
energia mecanica total F se conserva.

e La fuerza total F' es central -no hace torque- y, por lo tanto, el momentum angular
(= m7 x U =mr?¢k es constante’.

Con las anteriores dos caracteristicas de este sistema, se busca el potencial efectivo, que
se define a partir de la ecuacién de la energia mecanica £ = K + U(r). En coordenadas

polares:
1 1 .
K = —mv?* = —m(i? + r’¢?)
2 2
Sin embargo, como la fuerza es central, { = cte = mr%, por lo que, despejando (]5 y

reemplazando en K, se obtiene:

+ U(r)

Hay que notar que este procedimiento, valido para cualquier fuerza central con un po-
tencial U(r) asociado, permite transformar un problema bidimensional (r, ¢) en
uno unidimensional’ (sélo ).

Se define entonces, el potencial efectivo U,(r) = % + U(r). El primer término es cono-
cido como “barrera centrifuga”. Referidas a este nuevo potencial, existen 3 propiedades
importantes que destacar:

(i) Los minimos o maximos de U,f(r.), corresponden a puntos de equilibrio para la
coordenada r: si se deja orbitando un cuerpo en r = r., con 7 = 0, entonces
permanecera en ese estado, describiendo una érbita circunferencial de radio ..

6Por definicién, si una fuerza es central, se escribe como F = F(r)f = F=7xF =rfx F#=0. Por lo
tanto, % = 7 = 0. Asi, ¢ es constante, lo que significa que el movimiento estd siempre contenido en un plano.
De ahi que se escogen las coordenadas polares r y ¢ para la descripciéon del movimiento.

"Se dice que el problema queda unidimensional porque la ecuacién resultante es una ecuacién para r y 7, es

decir, sélo aparece la funcién r(t) y ya no aparece ¢(t).
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(i)

(iii)

Si se hace una pequena perurbacion radial de la o6rbita circunferencial de un cuerpo,
s . , . . 2

éste oscilard radialmente en torno a r = r, siempre y cuando %Ue #(re) > 0 (estable
en r.). En ese caso, la frecuencia angular de pequenas oscilaciones radiales se calcula

d7‘2 Uef (TC)
T

2 _
como w,

(Lea con atencién y paciencia, y ayudese del grafico que sigue) Si de la ecuacién de
la energia mecdnica se despeja 72, se obtiene 72 % [E — Ues(r)]. Aqui se vé que
siempre debe cumplirse £ > U,;(r); de otra manera se tendria 7? < 0.

Los puntos para los cuales £ = U,¢(r*) (que no siempre existen!!) son llamados pun-
tos de retorno, pues hacen que 7 cambie de signo (pasando por cero cuando r = r*).
Si para una 6rbita particular (E, ¢, m y U(r)) existen dos puntos de retorno, r* y
%, entonces se dird que la érbita es ligada, y el cuerpo orbitante siempre se man-

tendrd con r € [r*,r%]. Orbitas que no poseen dos puntos de retorno son llamadas,
por méas obvio que sea, orbitas no ligadas.

Volviendo de este pequeno resumen a nuestro problema, tenemos el potencial efectivo

Ues(r) = % + cr. Se grafica U¢(r), para concluir:
Ues(1) B= Uef(r
Al
\
\ /
\
\
\
\ ;\ A partir del grafico vemos que, en este
E Uey(r) problema, para cualquier valor de F, siem-
\ pre existirdn dos puntos de retorno r* y ri.
\\ Y 4 Por lo tanto, las o6rbitas son ligadas, o lo que
\ S T Ur) = es lo mismo, la particula no puede escapar de
\\/ 7 = este campo de atraccién.
N &
~ - 2 2
p _— / mr
r¥ i 7
Fig. S.5.1

(b) La érbita circunferencial es de radio r, si

o (ro) = 3 +e=0 = F=cmr’
Asi, reemplazamos (2 en d 42Ucs(r,) para obtener:
d? 302 3c
_Ue o) — 4 — —
drz” ! (o) mrd r,
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(¢) Queremos calcular el aumento de energia mecénica total. Para ello, primero calculemos la
energfa inicial de la 6rbita circunferencial (7 = 0):

o 3
E;, = Sy +cr, = % +cr, = E;, = 507“0

Para conocer el valor de la energia final, lo inico que hace falta es notar que el tmpulso
es radial, y esto quiere decir que el momentum angular [ no cambia después del impulso
(para mayor claridad, recuerde que un impulso es una fuerza aplicada por un At, y si esa
fuerza actia radialmente, entonces no realiza torque!!).

Finalmente, evaluamos nuestra energia final en el momento de maximo radio 2r,, es decir,
cuando 7 = 0:

0? cr, 17
E = 3 4 5 2 o — 5 2 o — 5 Clyo
f 2m(2ry)? + 2c¢r 3 + 2cr g Cr

Por lo tanto, el aumento de energia total es

17 3
Ey — By = —cr, — =cr,
8 2

5
B —FE; = 3o

S.5.6

(a) La trayectoria inicial AB es parabdlica, por lo tanto, €2 = 1, o, lo que es lo mismo, E = 0.
Por otra parte, la energia mecanica total es
1 5 GMm

E == —
2mv T

0

Asi, la velocidad en B se despeja evaluando r = rg, lo que da:

2GM

B

vh =

(b) Para continuar, hay que tener claro que:

e La energia total cambia pues, de un momento a otro -es decir, para un mismo radio
r-, la rapidez cambia.
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e Como el frenado es un impulso tangencial, el momentum angular cambia; no se puede
calcular usando vp de la parte (a).

Para la érbita eliptica resultante, es decir, entre B y C, la energia y el momentum angular
se mantendran constantes.

Recordemos que, gracias a que la fuerza total es central, podemos escribir la energia
mecanica total nueva como:

1 2 GMm

E' = —my? —
2 + 2mr? r

Acé es imprescindible notar que en los puntos B y C, 7 = 0. Asi, tenemos la siguiente
igualdad:
2 GMm 0? GMm

E/ = — = —
2mr, B 2mR?, Ry

donde se ha usado que ¢ = Rjy;. A partir de la igualdad anterior, es facil despejar €2, lo
que entrega:

Ryr
2= M8 oGMm?
Ry +rp
Reemplazando ¢? en la expresién E' = 275;2 — Gﬂfm, conr =rg or = Ry, se obtiene que:
o GMm
Ry +rg|

La velocidad en C' se puede obtener directamente de la ecuacién £ = 1muvg — %\/[—A;”. Sin
embargo, existe otra manera, que muestro aca como complemento:

En los puntos en que la velocidad es perpendicular al vector posicién (B y C en particular),
o equivalentemente, en los puntos en que 7 = 0 , se cumple que ¢ = mrv. Asi:

Ryrp

EQ _ 2R2 2 — —2GM 2
m MY RM +7rp m
2 B 2GM
Vo = .
Ryt (Ryr +7B)
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6 MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

6. Movimiento Relativo: Sistemas No Inerciales

6.1. Problemas

Una plataforma de ancho 2L, rota en el plano de la figura con velocidad angular constante w
alrededor de un punto O, mediante un brazo de largo R, de modo que el piso de la plataforma se
mantiene siempre horizontal. Al centro de la plataforma se deposita un bloque de masa m -que
tiene roce nulo con la plataforma- en un momento en que el brazo de largo R esta en posicion

horizontal.
Suponga R suficientemente pequeno como para que el bloque no choque contra los extremos de

la plataforma.
(a) Encuentre el desplazamiento maximo que experimenta el bloque sobre la plataforma (dis-
tancia maxima al centro de la plataforma).

(b) Determine cuédl es el valor maximo de la velocidad angular w para que el bloque no se
despegue de la plataforma.

oy
Qy
Q

Considere un péndulo simple de largo L y masa m que cuelga de un anillo que se puede mover
libremente a lo largo de una barra horizontal. Estando el péndulo en reposo, se impulsa el anillo
con una aceleraciéon a, constante a lo largo de la barra. Determine:

(a) Maxima desviacién del péndulo con respecto a la vertical.
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(b) Tensién maxima que experimenta la cuerda y el dngulo con respecto a la vertical donde
ésta se alcanza.

Considere el sistema Sol-Tierra, con la masa del Sol mucho mayor a la de la Tierra, M >> m,
ambos sujetos unicamente a la fuerza de gravitaciéon mutua. Defina un sistema de referencia
inercial S con origen en el centro del Sol, de vectores unitarios (%, 7 /%) Defina también un
sistema de referencia no inercial S’, con el mismo origen pero con vectores unitarios (%’ , j” , K’ )
(por simplicidad los vectores k y k' no estén indicados en la figura). El sistema de referencia S’
es tal que su eje z’ estd fijo a la Tierra y por lo tanto rota con respecto a los ejes coordenados
del sistema S segin & = ¢(t)k.

Demuestre que usando la ecuacién de movimiento en el sistema de referencia no inercial S, se
pueden deducir las ecuaciones diferenciales del problema de gravitacion del sistema Sol-Tierra,
esto es:

%(mr%) =0

Fig. P.6.3 Fig. P.6.4

Un anillo de masa m se encuentra inserto en un aro circular vertical de radio R. El aro se
encuentra soldado a una barra horizontal OP de largo R que lo hace girar con velocidad angular
constante QO respecto a un eje vertical que pasa por O. Un resorte ideal de constante elastica k
y largo natural nulo liga, a través del aro, al anillo con el punto P. Se pide:

(a) Determinar la magnitud de la velocidad angular €, si el anillo permanece en reposo relativo
al aro cuando se encuentra ubicado en el punto A (el punto més alto del aro).
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(b) Determinar la rapidez relativa al aro minima que el anillo debe tener en el punto A para
que, en su movimiento, alcance a llegar al punto B (punto opuesto a P).

(c) Para la condicién de (b), determinar la(s) fuerza(s) que el aro ejerce sobre el anillo en los
puntos Ay B.

Una circunferencia de radio p,, en un plano vertical, gira en torno a un eje fijo con velocidad
angular w. El centro de la cicunferencia describe, en su giro, una circunferencia de radio R.
El plano de la circunferencia se mantiene siempre perpendicular al vector R de la figura. Una
particula de masa m puede deslizar sin roce por la circunferencia de radio p,.

El problema es describir la ecuacion de movimiento para esta particula y sus propiedades. Para
hacerlo puede escoger el sistema de referencia S’ que desee.

(a) Defina claramente el sistema S’ escogido y calcule las fuerzas centrifuga, de Coriolis y
transversal que actian sobre la particula.

(b) Obtenga la ecuacién de movimiento completa y de ella obtenga una ecuacién -sin coefi-
cientes desconocidos- para el dngulo ¢ de la forma:

o= f(9) (2)

(c) Discuta bajo qué condiciones la posicién ¢ = 0 es estable/inestable y, en los casos en que
¢ = 0 sea estable, obtenga la frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a ese angulo.

Q
\
\Ul
- B
O
-\

Fig. P.6.5 Fig. P.6.6
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Un aro de radio R se hace girar con velocidad angular constante w, en un plano horizontal
alrededor de un eje vertical que pasa por un punto del aro. Un anillo de masa m puede deslizar
sin roce a lo largo del aro. Estando el anillo en una posiciéon diametralmente opuesta al eje de
rotacién, se le da una velocidad v, relativa al aro, en la misma direccion de giro.

e Determine el valor minimo de la rapidez v, para que el anillo llegue hasta el eje.

Un anillo puntual de masa m puede deslizar sin roce sobre un aro de radio a de masa despreciable.
Este aro gira con velocidad angular & = wk en torno a un eje que se encuentra a una distancia
d del eje contenido en el plano del aro que pasa por su centro (estos ejes tienen asociados
direcciones k y k' respectivamente, como se muestra en la figura).

(a) Encuentre la ecuacion que describe el movimiento de la masa como también las ecuaciones
que determinan las reacciones del aro sobre la masa.
(b) Determine los puntos de equilibrio de la masa con respecto al sistema maévil.

(c) Para aquellos puntos de equilibrio estable, determine la frecuencia de pequenas oscila-
ciones.

Fig. P.6.7 Fig. P.6.8
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Una particula P de masa m se mueve sin roce por el borde exterior de un cilindro de radio
R y eje vertical. El cilindro y la particula estan sobre una plataforma horizontal que rota con
velocidad angular constante Q= Qk (€2 > 0) en torno a un punto fijo O ubicado a una distancia
2R del centro del cilindro (punto O’). Si se designa ¢ al déngulo OO’P, la particula inicia su
movimiento en la posiciéon ¢ = 0, con una velocidad angular inicial positiva, pero muy pequena.
Se pide:

(a) Encontrar una expresion para la velocidad angular ¢ (para cualquier instante previo a la
separacion).

(b) Determinar una ecuacién para el angulo ¢ en que la particula se separa del cilindro.

En un ambiente sin gravedad considere un anillo de masa m que desliza sin roce a lo largo de
una barra. El anillo estd unido a una particula de masa m, a través de una cuerda de largo L,
como se muestra en la figura. En el instante inicial, con la cuerda completamente extendida y
la particula colocada junto a la barra, se imprime una velocidad v, a esta tdltima, en direccién
perpendicular a la barra.

(a) Determine la velocidad angular ¢ de la cuerda, en funcién del angulo ¢ que forma con la
barra.

(b) Determine la fuerza que la barra ejerce sobre el anillo cuando el dngulo que forma la cuerda
con la barra es igual a 7.

Fig. P.6.10
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Considere una estructura horizontal formada por un tubo de largo 2L, y una barra de largo L,
que gira con velocidad angular constante w, con respecto a un eje vertical, en la forma indicada
en la figura. En el interior del tubo se encuentran dos particulas de masa m cada una, unidas
por una cuerda de largo L, y en equilibrio respecto al tubo. No hay roce.

(a) Determine la tension de la cuerda.

(b) Si en un cierto instante la cuerda se rompe, calcule la velocidad de ambas particulas,
relativas al tubo, en el instante que escapan de él.

(c) Calcule la velocidad absoluta de ambas particulas en ese instante.

En un sitio de latitud « sobre la Tierra, una particula se mueve libremente, sin roce, sobre un
plano horizontal. Las tinicas fuerzas que actian sobre ella en el sistema de referencia Tierra son
su peso (gravedad local, es decir, Gjocq L plano), la fuerza normal y la fuerza de Coriolis. Suponga
que el movimiento ocurre de modo que se pueda despreciar que la latitud cambia. (Latitud es el
angulo entre el vector posicion y el plano ecuatorial. En este problema « se expresa en radianes.)

(a) Explique qué se entiende por e v €l papel de la fuerza centrifuga descrita en el sistema
de referencia S’ fijo a la Tierra. Puesto que en unidades MKS Ry = 6-10% y Qp = 7-107?,
determine si la correccién a g = 9,8 en el ecuador es aproximadamente: (i) 3 por ciento,
(ii) 1 por ciento, (iii) 3 por mil 6 (iv) 1 por mil. Esta correccién jes mayor o menor en
latitudes mayores? En las prequntas que siguen, suponga que este efecto es despreciable:
que la gravedad apunta hacia el centro de la tierra y que nuestro planeta es una esfera.

(b) Escriba la ecuacién de movimiento de la particula y de ella obtenga cémo varfa v'? = o - o/

en el tiempo.

(c) Usando coordenadas cartesianas sobre el plano de movimiento la velocidad se puede escribir
v = v(t)(7cos B + Jsinf). A partir de la respuesta de (b) debiera saber sobre v(t).
Encuentre una ecuacién para 3(t). En particular encuentre una expresion para A donde
debe aparecer al menos Qr y la latitud.

(d) Si se conoce la rapidez inicial v, = v(0), describa la érbita de la particula, en particular
su radio de curvatura en cada punto.
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Q plano localmente
/ horizontal

o)

Tierra

Fig P.6.11

Considere una caja de base rectangular (lados 21, y 4l,) que rota con velocidad angular constante
Q, respecto de un eje vertical (la base de la caja estd en posicién horizontal) que pasa por su
vértice A, como muestra la figura. Por el interior de la caja una particula de masa m se mueve
con roce despreciable, atada a un resorte ideal de constante elastica k y largo natural [,, cuyo
otro extremo esta fijo al vértice B.

(a) Determine la velocidad angular de la caja (€2, =7) tal que la particula tenga un punto de
equilibrio estable en el punto D, ubicado en el punto medio entre los vértices B y C. En
este caso, determine la frecuencia de las pequenas oscilaciones en torno a D.

(b) Si la particula es liberada desde el reposo (relativo a la caja) en el vértice C, determine a
qué distancia de B ella se separa de la pared BC' (considere para €2, el valor determinado

en (a)).
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6.2. Soluciones

Notacién
Se usara la siguiente notacién y nomenclatura para este capitulo:

e S.R.— sistema de referencia.

S.I.— sistema de referencia inercial.
e S.N.I.— sistema de referencia no inercial

Los S.I. son denotados por S (con origen O) mientras que un S.N.I. se denotard por S’
(con origen ().

e}

e 7 ¥ y d — vector posicién y sus derivadas temporales en el sistema S’.

e R — vector de posicién de O’ ¢/r a S.

e O — vector velocidad angular de los ejes cartesianos de S’ ¢/r a los ejes cartesianos de

S.

e ' —— suma de todas las fuerzas inerciales.

Con lo anterior la ecuacion de movimiento para sistemas no inerciales se expresa:

—

mﬁ’:ﬁ—mﬁ—mﬁx (QXF’)—2mQXU’—mQXf’

Nota. Es muy sano aclarar la diferencia entre sistema de referencia y sistema de coordenadas.
Un sistema de referencia se define a partir de un origen, digamos O, y de sus 3 ejes cartesianos
(Z,9,2). Un sistema de coordenadas estd siempre asociado a los ejes cartesianos de algun
S.R. Pero un sistema de coordenadas no es un S.R. Por lo tanto, la pregunta ‘;un sistema de
coordenadas es inercial o no?’, simplemente, carece de sentido.
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S.6.1

(a)

Una buena elecciéon de S.R. es definir uno en el centro O de la circunferencia descrita por
el movimiento (éste es inercial) y otro no inercial con origen en O, punto medio de la

plataforma, como se muestra en la figura. Asi,
I~

PO

g I
I N (04 A~ N
L = m | =1 /
B NP 9
3

o : R = Rp= R(cosbi+ sendj)
= R = dp =—-R0p
= —Ruw?(cos i + sen 6))

Fig.—é‘.6.1
Con esta eleccion de S.R:
O0=0, vy F=2i=7=4d1=>ad =il
Notando ademas que F= Nj—mg), la ec. de mov. para S.N.I. resulta:

mii = (N —mg)j+ mRw?cos 0 + mRw? sen 0
= i) mi = mRw’cosf
j) N = mg—mRw?sinf

La ecuacion i) se puede integrar dos veces, con las condiciones iniciales &’ =0y 2’ =0 (y
usando también que 6(0) = 0), obteniéndose:

= Rwsent
¥ = R(1-—cosh)

De lo anterior se desprende que |z, = 2R|.

Nota. Este resultado tiene tanto de correcto como de obvio. En el S.I., la velocidad inicial
en el eje x es nula, y no hay fuerzas actuando en el eje  (no hay roce). Entonces la posicién
x (en S) es constante, y por lo tanto el desplazamiento total DEBE ser 2R.

Para que la particula no se despegue se debe imponer que N () > 0, V6. La situaciéon mas
restrictiva ocurre cuando sen = 1, luego la condicién resulta:

mg — mRw? > 0 = w2<%
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6.2 Soluciones 6 MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

S.6.2

(a) La eleccién de Sy S’ se muestra en la figura. Ademds, para una descripcién sana de la
particula en el sistema S’, definimos coordenadas polares en S’, tal como se muestra. Con

estas definiciones (i, ) = (=7, —J') y ademas:

O = 0, é:aoi
7 o= Lp, U =L0F, @ =—L6p+ LHo
F = —Tp—mgj

Dado que necesitamos dejar todo expresado
en un solo sistema de coordenadas, debemos

~ ~

expresar i(p,0) y j(p,0):

—senfp — cos 00

—cos 0p + sen 60

<
|

La ecuacion para sistemas no inerciales resulta:

—mL6?p+mLAO = —Tp + mg cos8p — mg sen 00 + ma, sen 6p + ma, cos 60

= p) —mL#* = ma,sen® — T + mg cos b
0

) mLA = ma, cos — mgsen b

Escribiendo 6 = 92—2, al integrar la ecuacién é) obtenemos:

2a,

-
Q_L

2
sen ) + fg(cose -1)

, donde se usé las C.I. 6(0) = 6(0) = 0. Para un dngulo de desviacién méximo se ten-
dra velocidad angular nula, esto es, 62 = 0 = 0,,.., 1o que entrega la ecuacién para 0:

a,senf) = g— gcosd = L enf — 1= —cosf /0)?
9
2
2a,
:>86n20(1+a—g) = 2oseng
9 9

Dos soluciones de esta ecuacién son 6 = 0 (ciertamente no es la que buscamos) y 6 = 7
(infactible, pues hace que 6% < 0). La tinica solucién restante es |sen 0,,,, = 922(1’52 )
o
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6.2 Soluciones 6 MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

(b) Si se reemplazaa 62 en la ecuacién p) se obtiene:

T(0) = mgcosf+ ma,send + 2m(a,send + gcosf — g)
= 3ma,senf + 3mgcost — 2mg

dr o
o0 = tangr =2 =[p= arctan(%e)
do g g
= | Thaz = 3ma, sen (arctan(%")) + 3mg cos (arctan(%)) — 2myg

Con la eleccion de S.R. propuesta en el enunciado, tenemos:

e O=0Mk =0=700)k
e R=0 =FR=0
o =1, =>0=ri = d=+
o F»:_G’Mmi,
T2

Calculemos ahora las fuerzas Centrifuga, de Coriolis y transversal:

— —

o O x (QX7) =gk x (o' x i) = —r¢*
o 20 x 7' = 2(¢pk' x i) = 2ip]

oﬁxf’:&/%’xri’:réj’

Con todo, la ec. de mov. para S.N.I. resulta:

GMm . . .
mit = ————1' +mr¢*i — 2mi¢) —mrej
r

7) omr¢+mrég=0 < td <mr2¢> =0

rdt
- | @ (mngb) —0| = mrtd=t0 = r¢*= e
dt m2r?

. . GMm o GMm  (?
")y mi=— — tmrg’ = ———— + —

T T mr

GM 02

= mi= - —

T mr
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6.2 Soluciones 6 MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

(a) La gravedad local se entiende como el valor y direccion efectiva de la fuerza que siente un
cuerpo en la tierra debido a la suma del efecto de la gravedad g y de la fuerza centrifuga
(;cuales fuerzas no inerciales?) que aparece gracias a la rotacién de la Tierra en torno a su
eje, Q. Debido a que, en el caso de la Tierra, el segundo término es mucho mas pequeno,
la fuerza gravitatoria solo se desvia un pequeno angulo, dando origen asi a la forma liger-
amente ovalada que posee el planeta.

Para comparar la magnitud de las fuerzas mencionadas, se debe comparar g con Q%Rz. A
partir del enunciado:

m

g=9.8 Q%RT:49~10—10-6~10%0,03g.

52’
Asi,

O2Ry 0,03 _ 3
g 9,8 1000

es decir, esta correccién es aproximadamente de un 0,3% o 3 por mil.

(b) Recuerde que, tal como senala el enunciado, consideraremos que la Tierra es una esfera y
que no hay tal diferencia entre § y gjoear- E1 S.N.I. que usaremos es el plano del movimiento
que, no debe olvidarse, es solidario a la tierra. El origen del S.I. es el centro de la Tierra,
el cual se supone en reposo.

kv oy K

Fig. S.6.11

La ecuacion general de movimiento en un S.N.I. es:
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6.2 Soluciones 6 MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

—

m&”:ﬁ—mﬁ—mﬁx(QXF’)—2mQX17—m§><f'

—

Pero los términos mR y mQ x (€ x ") son despreciables, ya que:

e R = —Rpcos anTﬁ, donde p = k' cosa — 7' sena, por lo tanto mR es despreciable
comparado con mg (ndtese que la correccién es atin menor para latitudes mayores,
pues cos 5 = 0).

o O x (Q2x7) es tanto menor que el otro término, puesto que es proporcional a r’Q2 <<
R7Q2, ya que, para que la aproximacién de que la particula se mueve en un plano
sea vélida, debe cumplirse que ' << Ryp.

Ademas, Q=0 y F= —mgl%’ + Nk , por lo tanto la ecuacién de movimiento queda:

ma = —mgk' + Nk — 2mQ x

Si en esta ecuacién hacemos producto punto con ¢, recordando que este vector estd con-
tenido en el plano del movimiento, i.e., v’ Lk’, obtenemos:

d
mﬁ’-ﬁ’:O@@—(U’-U’):O = |02 = ctel.

2 dt

(c) Ahora que sabemos que v"? = cte, si escribimos @ = v(t)(i cos 8 + j sen 3) entonces se
debe cumplir que v(t) = v(0) = v, (estamos usando ya lo que nos proponen en la parte
(d))-

Entonces tendremos que: @' = vo(—z sen 3 + 7 cos B)B Por otra parte, podemos calcular

el término de coriolis, notando que & = Qrk y k = j cosa + k' sen a (ver Figura S.6.11).
Ast:

Qx 7 = Qrv,(J cosa + k'sena) x (i cos 8+ J sen 3)
= Qpu,(—k' cosacos f + j senacos § — V' sen awsen 3).

Si reemplazamos todo esto en la ecuacién de movimiento, y separando en ecuaciones es-

calares:
") —mu,Bsen B = 2mQrv, sen asen 3
7)) mu,fcos = —2mQrv,sen a cos 3
k) 0=—mg+ N+ 2mQrv, cos acos
Notemos, para concluir, que las dos primeras ecuaciones son equivalentes a| 5 = —2Qrsen «|.
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6.2 Soluciones 6 MOVIMIENTO RELATIVO: SISTEMAS NO INERCIALES

(d) Del resultado anterior, se concluye que B(t) = —(2Q7 sen a)t + (3,. Entonces, ahora cono-
cemos la velocidad para cada instante de tiempo:

U = v,(¥ cos B(t) + j' sen 5(t)), o bien,
i = v, cos [(t)
i = v, sen (1)

Integrando las velocidades, obtenemos las posiciones:

- t o
20 sen o sen fi(t) + @

- ° t .
20 sen o cos B(t) + u

Aca, z, e y, salen de las condiciones iniciales (z, = x(0) pero y, # y(0)). Se concluye que

Yo Si

corresponde a una trayectoria circunferencial con radio de curvatura | p. = S sena
T Sen &

escogemos 3, = x, = Yy, = 0, el centro de la circunferencia es el punto (0,0) y el punto de
o

0. —2°
" 20 sen o
la Tierra), el movimiento es en sentido horario.

partida de la particula es ( ). Si el plano se mira desde arriba (desde afuera de
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7 SOLIDO RIGIDO Y SISTEMAS DE PARTICULAS

7. Sélido Rigido y Sistemas de Particulas

7.1. Problemas

Considere una lamina cuadrada homogénea de lado a y masa M que puede girar sin roce
alrederor de un eje horizontal fijo y perpendicular a la lamina, que pasa por uno de sus vértices
(O). Inicialmente, la lamina se encuentra en reposo sujeta por un hilo, como se indica en la
figura adjunta.

(a) Calcule la tensién del hilo.

(b) En cierto instante se corta el hilo y la lamina comienza a girar alrededor del eje O. Deter-
mine la maxima velocidad angular que alcanza la lamina.

(c) Silaldmina cuelga libremente del eje, determine el periodo de pequenas oscilaciones alrede-
dor de la posiciéon de equilibrio.

Nota: El momento de inercia de la lamina alrededor de un eje paralelo a O, pero que pasa por

el centro de la lamina es: Ig = Mﬁ“2.
< a &
\
g M .
O@ Fig. P.7.1 '

En un ambiente sin gravedad considere un anillo de masa m que desliza sin roce a lo largo de
una barra. El anillo estd unido a una particula de masa m, a través de una cuerda de largo L,
como se muestra en la figura. En el instante inicial, con la cuerda completamente extendida y
la particula colocada junto a la barra, se imprime una velocidad v, a esta tltima, en direccién
perpendicular a la barra.
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7.1 Problemas 7 SOLIDO RIGIDO Y SISTEMAS DE PARTICULAS

(a) Determine la velocidad angular ¢ de la cuerda, en funcién del dngulo ¢ que forma con la
barra.

(b) Determine la fuerza que la barra ejerce sobre el anillo cuando el déngulo que forma la cuerda
con la barra es igual a 7.

Tres particulas de masa m estén en los vértices de un rectdngulo de a x b, con a = v/3b, formado
por varas ideales de masa despreciable. El cuarto vértice estd fijo a un punto P (ver figura). El
rectangulo puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura.

(a) Obtenga el momento de inercia Ip; del sistema donde 7 es un vector unitario perpendicular
al plano del rectangulo.

(b) Usando Ip; escriba la energia cinética y el momento angular del sistema.

(c) Obtenga la energia potencial U(«a) debido al peso y determine el valor «, par el cual U
tiene un minimo. Defina ¢ = a — «, y reescriba U como funciéon de ¢ en la forma mas
simplificada posible.

(d) Determine la frecuencia de pequenas oscilaciones del sistema.

Nota: Ipj; es el momento de inercia de un sélido con respecto a un eje 7 que pasa por el punto

. S N . . - 2 — ANDY L

P, es decir, cuando © = Qn. En su forma discreta, se escribe como Ipyn = Y my(rs — (7 - 1)%);
a

también se puede usar (es equivalente) Ip; = > my(ry X 1) - (7 X 1).

SOOI NN

Fig. P.7.4
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P.7.4)

Un disco de radio R, masa total M y momento de inercia I =

MR?

con respecto al punto de

apoyo P (a < 1), cae, sin deslizar, desde el borde P de una mesa, como lo sugiere la figura. En
el instante inicial, p =0y ¢ = 0.

(a) Determine ¢ en funcién de ¢.

(b) Determine las componentes de la fuerza de contacto como funcién de ¢ (es decir, la reaccién
en el punto P, en sus componentes, Normal y Roce).

(c) Si se sabe que comienza a deslizar cuando ¢ = 30°, obtenga el valor del coeficiente de roce
estatico. Asegurese de que para ese valor de ¢ aun el cuerpo no se despega.

P.7.5,

Se tiene un alambre ideal (unidimensional) con forma de semicircunferencia de radio R y den-
sidad lineal uniforme A = M/L, donde L = 7R es el largo del alambre y M es su masa.

El alambre estd limitado a moverse manteniendo fijos sus extremos (y todos los puntos de la
linea (eje X) que los une).

(a) Calcule la matriz de inercia I;; = A fOL(r25Z~j — x;x;)ds con respecto al centro de curvatura
P. El ds es el elemento de arco.
(b) Determine el momento angular genérico de este sistema que rota en torno al eje X = X'.

(¢) Determine el torque debido al peso (7 = gk, de acuerdo a la figura) y escriba la ecuacién
dindmica que rige el movimiento de este cuerpo que oscila rotando en torno al eje X.
Obtenga la frecuencia angular de las pequenas oscilaciones.

\R \g \\\\\\\\ '
AN

alambre de
per fil

- X Y
e <

|

|

|

|

|

|

S~ |

7 7'y
Fig. P.7.5a Fig. P.7.5b

P.7.6)

Una ldmina circular de radio R, densidad homogénea y masa total M puede moverse en su
propio plano, en torno a un punto fijo P de su perimetro.
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(a) Obtenga el momento de inercia de la ldmina con respecto al eje, perpendicular a la ldmina,
que pasa por el centro del circulo.

(b) Obtenga el momento de inercia de la ldmina con respecto al eje, perpendicular a la ldmina,
que pasa por el punto P.

(c¢) Determine la frecuencia de pequenas oscilaciones del péndulo que tiene su punto fijo en
P, como lo senala la figura.

P

Q

Fig. P.7.6 Fig. P.7.7

Obtenga las ecuaciones de movimiento para los dos casos de la figura: un cuadrado de lado a y
densidad uniforme o = aMQ, que oscila en ambos casos en torno al eje indicado en la figura
por una linea cortada (hay gravedad):

(a) En torno a una de sus aristas.

(b) Con tan sélo un vértice fijo.

Considere una semiesfera de masa M y radio R que inicialmente estd en reposo, con su base
vertical y apoyada sobre una pared y un piso horizontal liso como se muestra en la primera
figura. La semiesfera, sometida a la gravedad, se libera y comienza a acelerar angularmente
debido al torque producido por el peso. Note que mientras la semiesfera permanezca apoyada
sobre la pared, el centro de la base C' permanece en reposo. Después de haber rotado cierto
angulo, la semiesfera pierde el contacto con la pared y continuara deslizando y oscilando como
se muestra en la tercera figura. Se pide:

(a) Determinar el dngulo 6 de la segunda figura donde se pierde el contacto.
(b) La rapidez de G (centro de masa) en ese instante.

(c) 0 en ese instante, que es el valor inicial para el movimiento siguiente.
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(d) Considerando que después del despegue la componente horizontal de la velocidad de G es
constante igual al valor calculado en (b), escriba la expresion para la energia constante y
su valor y de alli demuestre que los extremos de 6 de la tercera figura satisfacen la ecuacion

_ 45
cosf = 98

Datos: CG = 2R, Ic = 2MR?, I = 25 MR?

01

\&

s
Fig. P.7.8

\J
Y

Un cilindro de radio a y masa m se encuentra en el punto mas alto de un semicilindro de radio
R, con la cual tiene un coeficiente de roce estatico p.. En cierto instante, el cilindro es
sacado de su punto de equilibrio y comienza a rodar sin resbalar sobre el semicilindro.

(a) Plantee las ecuaciones de movimiento del centro de masa del cilindro mientras que éste
rueda sin resbalar.

(b) Encuentre la velocidad del centro del cilindro en funcién de # mientras que rueda sin
resbalar.

(¢) Determine una ecuacién para el dngulo critico . donde el cilindro empieza a resbalar.




7.1 Problemas 7 SOLIDO RIGIDO Y SISTEMAS DE PARTICULAS

Considere un conjunto de tres particulas de masas m, 2m y 2m formando un tridangulo equilatero.
Las particulas estan unidas por barras de masa despreciable y largo b. Este sistema, inicialmente
en reposo, es impactado por una cuarta particula de masa m que se mueve, en el instante del
choque, con una velocidad v, horizontal. Por efecto del choque, las dos particulas de masa m
quedan pegadas y el sistema tiende a volcarse de forma tal que la particula basal en el punto P
no desliza debido al roce estatico con la superficie.

(a) La velocidad angular y la aceleracién angular del sistema justo después del choque.

(b) Determine el valor maximo de v, para que el sistema no alcance a volcarse.

Fig. P.7.11

Un disco homogéneo de radio a y masa M rueda sin resbalar sobre una superficie cilindrica de
eje horizontal y radio R, como se muestra en la figura.

(a) Escriba las ecuaciones de movimiento para el centro de masa del disco.

(b) Determine el periodo de las pequenas oscilaciones en torno a la posicién de equilibrio
estable.
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7.2. Soluciones

S.7.6

Se presentan aca dos formas de resolver este problema. La primera de ellas, podria decirse, es
una forma particular y directa de solucién, mientras que la segunda es mas general y se adjunta
aca debido a que, pese a que es bastante mas larga que la primera, permite una comprensién mas
profunda del significado y utilidad de la matriz de inercia y otros conceptos relacionados, co-
mo momento angular, velocidad angular de un cuerpo rigido y el Teorema de Steiner, entre otros.

Valga como preambulo para ambas soluciones lo siguiente:

e Que la densidad de la ldmina circular sea homogénea (notar que se trata de una densidad
superficial o, con unidades de masa por unidad de drea), significa que hay una relacién
univoca entre la masa M de la ldmina y su drea A = wR?, a saber, si el drea aumenta una
cantidad infinitesimal dA, la cantidad, también infinitesimal, en que aumenta la masa de la

dm M

ldmina esta dada por % = 7+ = 0. Esto sirve para el calculo de momentos de inercia y de

componentes de la matriz de inercia, pues el diferencial de masa cumple con: dm = odA.
e El Teorema de Steiner o de ejes paralelos, tiene una forma particular y una general.

o Si hablamos de momentos de inercia (la forma particular), se tendré que:

Ip=Ig+ Md’

)

donde I es el momento de inercia del cuerpo rigido calculado con respecto a un eje
é que pasa por el centro de masa GG del cuerpo. Ip es el momento de inercia calculado
con respecto a un eje €’ paralelo a é que pasa por un punto P del cuerpo (notar que el
punto P no estd necesariamente dentro del cuerpo). “d” es la distancia perpendicular
entre el eje é y €/, y M es la masa total del cuerpo.

o Si hablamos de matriz de inercia (la forma general), que siempre se calcula con
respecto a un sistema de referencia S — (O, Z, 9, 2) necesariamente determinado (la
primera componente en esta notaciéon indica que el origen de tal sistema S es el punto
O), entonces se tendrd que:

Ig = ]g + M(RQG(SU - RGiRGj> con Z,j = {1,2,3}

Aca, Ig es la componente de la fila 7 y columna j de la matriz de inercia del cuerpo
rigido, calculada con respecto a un sistema de referencia S — (G, %,y, %), con G =
centro de masa. Ii];- es analogo, pero calculada para el sistema S” — (P, 2/, ¢, %), y se
debe cumplir que Z || #/, § || ¥/ v 2 || 2. El vector Rg = PG = (Re1, Raa, Ras) y M
es la masa total del cuerpo. La delta de Kronecker, d;; vale 0 si¢ # jy 1 si¢ = j.
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e El momento angular de un cuerpo rigido, calculado con respecto a un sistema cualquiera
S — (P,2,y,2), si se conoce la matriz de inercia Ip calculada en ese sistema, es sim-
plemente {p = Ip€), donde € es la velocidad angular del cuerpo rigido con respecto al
sistema S (tiene el mismo significado que en el capitulo anterior de Sistemas no Inerciales
y Movimiento Relativo).
Forma (i)

(a)

Para calcular el momento de inercia de la lamina con respecto al eje perpendicular a la
lamina, que pasa por su centro, usamos coordenadas polares en el plano de la lamina.
El momento de inercia se calcula entonces como:

I = / p’dm, y tal como se sefiala en el preambulo,

M
dm = ?dA, donde, ya que trabajamos en polares, dA = pdodp
T

Por supuesto, se debe integrar sobre toda la ldmina, por lo tanto:
R 27

M 3
[sz//l)débdp
0 O

M R?
= Ig = 5

Usamos el teorema de Steiner para momentos de inercia:

MR?

Ip=Ig+ Md* = + MR?

3
5:§Mﬁ.

Para calcular la frecuencia de pequenas oscilaciones, podemos recordar que, siempre que
tengamos una ecuacién diferencial de la forma 6 = f(6), si 6., es una posicién de equili-
brio (es decir, si f(,) = 0), y si ademds es una posiciéon de equilibrio estable, lo que se

determina con la condicién @(Qeq) < 0, entonces la frecuencia de pequenas oscilaciones

df

en torno a ese punto de equilibrio estable es w? = —@(Qeq).

Lo que hemos de ser capaces de reconocer es que podemos obtener una ecuacién diferencial
de esa forma usando la ecuacion de torque y momento angular con respecto al punto P.
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Si consideramos el vector unitario & saliendo del plano
del dibujo, perpendicular a la lamina, entonces pode-
mos escribir que:

Tp = —MgRsen Ok

; Up = Ipbk
= §MR265: —MgRsen6
3y 9
= §=—29 seno.
Fig. S.7.6.(i) 3R
Asi, de acuerdo a lo dicho, y dado que corresponde usar # = 0 como el punto de equilibrio
estable,
29
2 —_ - =
wi=got

Forma (ii)

Al resolver el problema de una forma mas general, lo que haremos es calcular la matriz
de inercia de la ldamina con respecto al centro de masa, I. Luego usaremos la forma general del
teorema de Steiner para trasladarnos al punto P y obtener Ip.

En primer lugar, recordemos que la matriz de inercia depende del sistema de referencia que
se use. Esto debe tenerse definido con la mayor claridad al momento de calcular. Entonces,
nuestros calculos los haremos considerando los sistemas de referencia que se muestran en la
siguiente figura:

=>

Fig. S.7.6.(ii)
La matriz de inercia se calcula, para cada componente, como:
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I

ij

= /(r25ij — z;x;)dm, donde x1 = x, xo =y y 23 = z; 12 = 2* + y* + 2%

Tal como dijimos, en este caso dm = %d/l. Y es muy ttil hacer la integracion en coordenadas
polares, por lo que vale la pena recordar las relaciones:

r = pcos¢, y = psen¢ y en este caso particular, z = 0.

Ademas, en este caso calculamos para el sistema S, con origen en G. Asi:

R R
M M
Iﬁ—T// 0% — p?cos ¢)pd¢dp—?//Pgseﬂ2¢d¢dP:> [1G1: 4
0 0 0
5 2

p?cos? gpdodp = 16 = | 1S, =

/ pPdodp = | IS, = —
0

Para el célculo de las componentes que no estan en la diagonal, primero hay que recordar que
la matriz de inercia es simétrica. Asi, s6lo hace falta calcular 3 componentes (I12, 13 y I23).
Por otra parte, para estas componentes no diagonales, d;,; = 0, pues en estos casos @ # j. De
manera que es directo que 13 e I3 se anulan pues en ambas el integrando estd multiplicado por
r3 = z = 0. Para I, que también se anula, la razén es distinta:

R 27 27

e M ) MR?
Iy = T (0 — p“sen ¢ cos @) pdpdp = — g sen ¢ cos ¢d¢ = 0, porque sen ¢ y cos ¢
0 0 0

son ortogonales en el intervalo [0,27]® = | 1% = I% = I, = 0|,

Por lo tanto,

MR?
G ! MOR2 ’
Iij = 0 1 0 )
0 0 MR

8Es facil hacer el calculo si se recuerda que sen ¢ cos ¢ = %
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Entonces el teorema general de Steiner dice: IZ-I; = Ig + M (Ré@j — RgiRej), v en este caso,
RG = P_CS (0,—R,0), ast:

MR?* 0 0 SMR* 0 0
M(R%6;; — RaiRa;) = 0 0 0 = I = 0 IMR* 0
0 0 MR? 0 0 32MR?

Para obtener la ecuacién dindamica de la cual obtenemos la frecuencia de pequenas oscilaciones

pedida en (c), de nuevo usamos que £p = 7. El torque estd calculado en la Forma (i). Ahora
el momento angular se calcula como ¢p = Ip€), y Q = Ok, asi:

) SMR? 0 0 0 3
lp = 0 IMR*> 0 0 | =2MR*0k.
0 0 3MR? 0

Este resultado es el mismo que el obtenido en la Forma (i).

(a) En primer lugar, por la geometria de las fuerzas que actian sobre el cilindro, serd natural
escoger las coordenadas cilindricas asociadas al semicilindro mayor, haciendo corresponder
el angulo polar con el angulo § mostrado en la figura.

Las ecuaciones para el centro de masa G son:

—

S Fopiernas = mAg (%)

e = % (1) (+2)
En nuestro caso, debemos considerar la Normal, el Roce y el Peso como fuerzas externas:
SF.vrernas = Np + fueé + mg(sen 00 — cos0p) y ademds, Ag = —(R + a)6%p + (R + )00

Asi, las ecuaciones escalares correspondientes a (x) quedan:

p) N —mgcost = —m(R+a)0
0) fu +mgsenf = m(R+a)d
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Ahora usamos la ecuacién de torque con respecto al centro de masa, con lo que entramos
en un punto muy relevante: Q. A primera vista, es comin pensar que 0= Ok, simplemente.
Pero eso no es correcto. Para aclararlo, vale la pena definir el contexto en el cual se puede
usar la ecuacién de torque con respecto al centro de masa (s:):

e El punto centro de masa G puede estar acelerado y atn asi la formula es correcta.

e Cualquier rotacién del sélido (€2) debe ser medida en relacién a un sistema de refe-
rencia cuyos ejes cartesianos NO ROTAN.

El siguiente es un razonamiento que permite estbalecer la relacién entre 6 v la velocidad
angular del cilindro con respecto a su centro, cuyo moédulo designaremos por é, de tal
manera que ) = ¢k (ver Figura 7.9). Tal relacién se conoce como Condicién de Rodar Sin
Resbalar (C.R.S.R.).

Consideremos un sistema de referen-
cia con origen en el centro del cilin-
dro y que NO rota solidariamente
al cilindro, sino que mantiene la ori-
entacion de sus ejes sin variar con
respecto a un sistema “fijo al lab-
oratorio”. Este sistema cumpliria,
entonces, con las condiciones para
poder aplicar la férmula (xx).
Considere ahora un punto fijo al
cilindro (marcado como un punto
negro en la Figura 7.9), que ini-
cialmente se encuentra en contac-
to con el semicilindro. A medida
que el cilindro rota, y el centro del
cilindro se traslada un angulo 6, el
punto en cuestion gira un angulo ¢
con respecto al sistema fijo al cen-
tro del cilindro. A§i, ¢ es la veloci- Fig. S.7.9: Condicién de Rodar sin Resbalar
dad angular del cilindro con respec-

to al sistema de referencia descrito

al comienzo de esta explicacién (fijo

al centro del cilindro, pero sin rotar

solidario a él).

Ahora, mientras el cilindro rueda sin resbalar, debe cumplirse que los tramos marcados
con linea gruesa en la figura dentro del recuadro son iguales. De manera que la relacion
entre 6 y ¢ queda:
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RO = a(p—10)
s = %(Rm)e (CRSR)

Derivando dos veces la relacién anterior, se obtiene:

|
6= —(R+a)f

Ahora podemos usar la ecuacién (xx), primero notando que, con respecto al centro de
masa, la inica fuerza que hace torque es el roce y, segundo, recordando que en la ecuacién
(%) pusimos que f,, apunta en el sentido de 0 y que, por lo tanto, el torque que hace el roce
apunta contrariamente al sentido en que ng es positivo. Ademas, se sabe que I = %maQ,

asl:
—fua = smd®d

—fua = =ma(R+a)f

Despejando f,, y reemplazando en la ecuacién é), se obtiene:

—%m(R +a)f + mgsend = m(R + a)f

= 6==

La ultima ecuacion se puede integrar directamente, considerando para los limites de inte-
gracion que el cilindro es levemente perturbado desde el reposo desde la posicion en que

0 =0.
0 i
/édéz/
0 0

: 4 g
2
1
= 0 3 (R a)( cos )

(Ri >sen9d9
a

Wl o

La velocidad del centro del cilindro es, por lo tanto, |v(6) = \/gg(R +a)(1 —cosh)|.

Ahora, para que el cilindro comience a resbalar sabemos que debe alcanzarse un angulo 6,
para el cual se cumpla que f,. = p.N.

Entonces volvemos a utilizar las ecuaciones p) y é) pero ahora, al revés que antes, reem-
plazando 6(6) y 6%() obtenidos en las partes (a) y (b).
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4
p) N —mgcosf = —gmg(l — cosf)
R 2
0) fi.. +mgsenf = 3mgsen 0

Reemplazando f,, por u.N y despejando N de ambas ecuaciones, se obtiene:

1
7cosf, — —senf.—4 =0\

e

Usted se preguntara si no podria ocurrir que el angulo para el cual la normal se anula,
es decir, cuando el cilindro se despega de la superficie del semicilindro, sea menor que
el angulo que satisface la relacién encontrada antes; de esta manera el cilindro nunca
resbalarfa. Pero usted puede concluir que el angulo 6 en el cual se despega es mayor que
el dngulo 6. para el cual resbala. Basta imponer N(6*) = 0 en la tltima ecuacién p) y
comparar.
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8. Lista de Respuestas

La pulcritud de esta lista de respuestas no tiene mas garantias que la especial atencién con que he resuelto los
problemas para encontrar sus soluciones. Ya he corregido bastantes errores y seguro hay mas.

1. Cinematica

. . o ~ 2 .
R.1.1 (a) U(@) = \/ﬁvo; (b) Umax :i_ fnk’ (C) a(9 - O) = 7ﬁk’

3/2 ta=5>

v (I+H(E+1)%w? ve
(@) pe = 22 s () D= L= [ vy f1 (7l
(a) 7= ﬁ(lﬂﬁ‘ké"'hkk) (b) @ W(W—ﬁ); ().
(d) o(t) = (Amwkc ;
R.1.4 (a) 7= Rwo(0 + Nsenf¢), @@= —Rw?(1+ N?2sen?0)i — Rw2N2sen 0 cos 00 + 2RwEN cos O¢;
(b) pe(0=7/2)=R; (c) Lr = R [V1+ N2sen?0df, t;=m/wo;
0

— — 025 _ j B _ 2.
R.1.5 (a) T = pob0 — BOk, @ = —p,02p + p,H0 — BOk (b) £ = 7 2+B29 T k, = 0/p2 + B%; (c)
@ =0\/p2+ B2l — p,0%p ; (d) 0(t) = wot;

R.1.6 (b) pc = L/2; (c) 0(t) = arcsen(“£t);

t277

R.17| (a) r* = 2E; (b) Lp = [ e + 122t by = 285 (¢) po = 32

R.1.8 (a) z(t) = Rcos(wt) + /D2 — RZsen?(wt); (b) v(t) = —Rwsen(wt) |1 + \/% ;
(c) v(t) ~ —Rwsen(wt), a(t) ~ —Rw? cos(wt);

R.1.9 (a) T =7/R/g; (b) #maz = VRG/2;
2. Dinamica
(a) T =2mRw?; (b) w? = —L;
(a) 2(t) = " [e=mt — 1]; (b) O(t) = e wt; (c) c = 2ie;

. . ~ R ~ 252, 213/2
(a) U= —vop + pwoll, @ = —pw?p — 2v,w,0; (b) pe = %;
(c) T =mpw?, N = —2mu,w,;

R.2.4 (b) cosf > 1 — R—w‘%; (c) N(0) = 3mgcosd — 2mg + mRw?, cosf > 2 }g‘;‘%; (d) wo = 1/%; (e)
2 S 2g. (f) w? Z

(b) N = — 8T0"11mé Vo3

(a) B < rng’ (b) If = kl = 2paglos con pg < nga ( ) Tmax = m,yfa Viim = Yiim = _%;
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R.2.7

[R.2.10]
[R.2.11]

[R212]
[R2.13]

[R2.14]

[R2.15]
[R2.16,

[R217]

R.2.18]

[R2.19]
[R2:20]
[R221

tr =

(a)v—R99+ V/3v, b, a, = — A RO2, ay = gsend, ag =0,

2sen 6 4R sen? 0

dondee—\/mz(;—#H (1—2cos0); (b) cos* = L(1 +;—;:);

sen? 0

(a) L= f”C’LR; (b) (j}: Lo%oRdﬁ (c) ¢* = (L _ mo? )s

Tmaa‘
(a) vo =TR%;
(a) w? < £5 (b) p(t) = l2 Z"’zxz cos(wt) + k —, compresién= I, — p(t);
(a) o* = arctan pe;(b) Timar = 2"’9(;% a) COS O*y g = \/%g cos a*(ue — pa); (¢) No hace falta

ninguna condicién para que se mantenga en I,,q.;

n Ry 2 Toe | _m R —<¢7.
(a) t= \/RQ+32¢ \/R2+R2k, N=N,p+ RENkO + Niks (¢) o(t) = 2 755 [1—e mt];

(@) w= /%3 (b) # = —10%5 (¢) d(r = H/2) = 8\/F, Ta = 4v/2m[% + 4g],

’U2
T = 4\@m[ﬁ +4g] — ?mg;

(@Ff4M73w%674Wé7%&i%:4w%+4wé+%ﬁ;®)v:%@f:%é + 2ks (c)

?5 i (d) N = —4mb(w — 294)%p— mngAS + %mgl;;;
* 2 v2
0" = arccos(3 — 3,%7)3

(a) (;5(7”) = nglvrfaa (b) T ( ) = (rovo)Q(% - ri?) - QQCOSO‘(T - 7’0); (C) Vomaz = %T‘OQCOSC)&; (d)

— /1 .
Vomin = 57"09 COS (3

(a) lp = 2mD2k, ﬂOG) = %mD%Sl%, lg = %szq'Sl%; (b) 7o = —V/3Dmgsen ¢k, 7 (G) = (—v/3Dmgsen ¢+

%D(ﬂ — o))k, 7o = ?D(B ~Tk; (¢) Th — To = mgseng; (d) ¢* = gf(COSQﬁ —cosd,); (e)
T = MsengZ)—&—&gmgcosqb—\/gmgcosd>0, T, = -5 senqﬁ—i—@cosd)—\fmgcosaﬁo, Fr =T, —To;

(a) Lo = dlamy + bma)k, 7o = gsen d(bms — amy )k;

ami—bmso ami—bmso

(b) ¢ = — (G2 ) g sen ¢, ¢* =2 — 2(4miym2)g(cos g, — cos @) (c) Se acerca si amy > bma, y se
aleja si no;

(b) p1(t) = (R + 52d) cosh(Qt) — 52d; pa(t) = pr(t) + d; (¢) T = 2422502

2+m

(a) " = ZL; (b) T = 270

(a) 0(t) = 3 Zow = —gt; (b) 1(t) = —gt + % 2 sen(%et); condicion: vZ > 2Lg; (¢) T =

STt
3. Trabajo y Energia
R.3.1 N = kD: (b _ _2mg Wy = 0. W — _2aDm7g yys ffﬂw —
- (a) - ’ ( ) Ymaz = k(aD+1)°? (C) N — Uy froce = T Ek(aD+1)2? res = T k(aD+1)2? mg —
2m2 2
k(aD-f1)2;
7' wo mr4w2
R.3.2 (a) d) 225 (b) U=—-= B:(c) E= fmr + == - @B; (d) ri =10, 72 = 4f134_1;
m13w2
B —G%mf si r>R
R33| (a) F(r) = 5 (b) v = /255 () wo = /255
—GMm.:  gi r<R
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&~

&
w
oy

=~

R.

3.7

R.3.8

R.3.9

&
@

&
w
—
—

=| [=]| [=
w

3.

=
(an)

—
\]

13

3.14

recurre un dngulo también infinito; (d) W, =
de trabajo W = [ F - d7);

2
(a) /ngf :L(_i]d;

(a) W§ =42 [\/5_1];

2 ko2
() pe = g5g5, s

(a) plt) = -

A A1t A Aot
_2)\2P06 T+ )\1_1)\2/)06 2%,

donde \; = —p1awo + Wor/1 + p13s A2 = —prawo — wWor/ 1 + 33 (b) Wy = mwi(pi — p3);

(a) ¢* = /63

(@) r=r,—vot, 0 = 7r/3 B(t) = rowo 7(7«0; 7T (b) row? > 2g; (c) Wr = mrw? — 1% (d)

Vo Vo

4
K(t):% ( +4m) Kf K, = 87’77/[“ Kf—K WT—ng;

(b) Un(w,2) = 2=~

; (¢) Wg, = % + mgR;

(b) 7z = 0) = — /M2 — V)s

Winotor = _mgL 5en/8 =+ ,umgL CObﬁ + c7r L - mér;£2,

a=2;

(a) ( ) e22exp(=5t) — 1), timar = T 1023 (D) Tinaa = BRI~ s (¢) W, = —m(#54)?[1 -
In2], W, ( ) [ —In2], la suma de estos trabajos es la pérdida total de energia del
sistema;

(a) ¢(¢) = Yee1?; (b) d(t) = utﬁ; (c) El bloque tarda un tiempo infinito en detenerse y

(a) d(p) = po% 3 (b) T'(p) = mp‘g °, (c) Wp = %(?1% - p%), se puede calcular por definicién

y a partir del trabaJo de las fuerzas no conservativas: Wp = AFE;

4. Equilibrio y Oscilaciones

R.4.1

R.4.2

R.4.3

&

~
~
o

T | F

(a) m = 7' (b) pro = ﬁ’

(a) 61 = 0 — Estable, 0, = 7 — Inestable; (b) w2, [01] = -%;

(c) 0(t) = e"mmt[Acos(y/ £ — (5%)%t + §)] .. sub-amortiguamiento;

Sil, < D: z.q = 0 — Estable; w = k- 5“) Sil, > D: g = 0 — Inestable, z., =

1)0 m

i\/lg_—DQ — EStab1e7 p.o. = E( - %;)’

(a) 61, = 0 — Inestable; 0, = +£7 — Estables;

2 12 G
(8) Teg = 5555 (b) K = Sm (B2 ) % (<) w2, = 33

b

S

(a) miy; = mg—k(z1—1,)+k(xe—x1—10), mis = mg—k(za—1x1—10); (b) wi = '96%, w2 = 3_2 %;

(c) vi = (1,158) u = (1, 1£5);

2
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t—o0

(a) Equilibrio: 6; = 655 (b) w} =0, w3 = 25 (c) o) = (1,1), vh = (1, —1);
(@) mijii = =2Zy1 + Ty2, mia = —2Zya + ZTyns (b) wi = 20, w3 = ;125 (c) o1 = (1,-1), o2 = (1,1);
R.4.10 (a) Yeq —l M' (b) y + m(y - yeq) = %AO sen(wt), Wy = %;
(c) y(t) = w? w? [Wo Sen(wt) — wsen(Wot)] + Yeqs (d) Wmas = wo(l — 7 14%77'9);
R.4.11 (a) Xemy == —|— e R eos(Q), You = 577 Rsen(i),
Z+ szmx = M+m -|- M’im RO? cos(0t);
(b) z(t) = ﬁ&%(cos(ﬂt) —cos(t))+ L, Q, = Mz_fm; (c) z[Q2=Q,] = %t sen(Qot) + %3
5. Fuerzas Centrales
2 3c o
(b) w2, =255 (c) AE = §C7‘o;
() vo = VGM/E; (b) == = /5,
(c) v} = 16GM . 2 _ v,
A7 R(1+v5)3’ R(1+V5)’
R.53]  (a) p= 2232 — Zpi (b) po =1/ 7525 (€) Wpo. = 1/ 255 (d) 2= oo ", es cerrada;
R.54 (a) r. = ﬁ, by = Z—O; (b) wf,_ = 2uw2, w“"’o = % . no es una 6rbita cerrada;
(@) vo = V9L; (b) Zmin = —7L;
() vh = 255 () B = — 8005 (€) w8 = i (s

(a)vtﬁv1;(b)v—>

1 Jk.
po \| m?

P n—1
R58|  (2) Ues(r) = gr + 55775 (b) 7o = "/ who = 0 ()77 + 58 (45) 7773
(c) ng =ngp_1 +2%"Y 45, n, =1; np, = 1,6,13,22, 33, 46...;
R5.9]  (a) m(p—pd?) = —kp, Fy =0= ¢ = L33 (b) Ues(p) = 5 + Skp?s

2

p.o. T m

2
(c) Pec = \4/ %a w

4k,

9

6. Movimiento Relativo: Sistemas No Inerciales

(a) 2R; (b) w? < %

3kn?

4m

(b) ¢ = sen qb(w cos¢ — L); (c) ¢ =0 es pto. de equilibrio estable si w? < =

() sen Omae = 22
—
(a) Q2 = 4m’ (b) HA =
50212k eNp = 3mRO%#;
R.6.5
wp.o‘ = p% — w?;
R.6.6 Vo = 2WR;

105

—502; (c) eN4 = (3mg + 5mRO2 —

(b) 6 = arctan(42); Timae = 3ma, sen(arctan(%*))+3mg cos(arctan( %)) —2myg;

3kr?  2g

R

SkRﬂ' ) +2mRQZ[

. En ese caso:
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R.6.7 (a) maf’ = mw?cos®(asend’ + d); (b) 6], = +m/2, estables, 0 = arcsin(—%), inestable; (c)
wp o [01] = (1 + 2), wp, 105] = w?(1 - 9);

(a) ¢ =40%(1 — cos¢); (b) 3 cosps — 3 — /T — cos b, = 0
(2) 6(0) = %\ /5=2rgs (b) N(r/2) = 25t

R.6.10 (a) T = msz?) ; (b) La rapidez relativaA(médulo) es v = @, para ambas particulas; (c)
o = 22k (2+V3)0 —w,Lp, s = “s(2—/3)0 +w,Lp, donde se ha denotado por (1) a la paticula
de la izquierda (ver figura).

R.6.11 (a) 3 por mil, la correcién es menor en latitudes mayores; (b) ma = —mgk’ + Nk' — 2mQ x ¥,
v? = cte; (¢) f = —2Qrsena; (d) La trayectoria es una circunferencia con radio de curvatura
Pec = QQTvsoena°

R.6.12 (a) 02 =ty w2, = +£-; (b) Se separa cuando llega a una distancia 2’ = (2+ /3)l, del punto

’

7. Solido Rigido y Sistemas de particulas

(a) T =M% (b) ¢2,,, = 2w>(1 + @) donde se ha definido w? = %; () Tpo. = 255
(2) 6(6) = /5= (b) N(m/2) = 2%

(a) Ips = 8mb*; (b) K = 4mb2 a2, Ip = 8mb%é; (c) U(a) = —2mbg(v/3sina + cosa), a, = 7/3,
U(¢) = —4mbg cos ¢; (d) w? = &3

R.7.4 (c) 6 = —2% sen b w2, = 29

TR TR
MEE- 9 0 )
R.7.5 (a) I; = 0 MR* 0 3 (b) Ly, = MR 0’5 (c) 7, = —Mg2E sen 67, 0= —4.9 sen 6
0 0 MR?

2

(a) Ic = M5 (b) Ip = 2455 (c) w? = 34
(2) = —32sene; (b) &= —22%sen g3
(a) 0 =335 (b) Vo = /55 (©) 0= /535 (Q) B = 5M(VE, + V) + 5166 - Mgg R cos b;

(a) p) —m(R—i—a)é2 = N—mgcosb, ) m(R+a)f = fu+mgsen8; (b) v(8) = \/%g(R—i—a)(l —cosf);
(c) 7cosb. — sen0 —4=0;

(a) 0, ?%a 0, = —%%; (b) v2 = %gb;
(a) p) —m(R — a)*> = —N + mgcosf, ) m(R —a)f = f, — mgsend ; (b) 0 = _%(R}%a)seng,

_2 g
Wp.o. = 3(R—a)*
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