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Capitulo 1

Movimiento y Coordenadas

1.1. Posicion y movimiento

LOS pl‘lmeI‘OS mOV|m|entOS que fueron descritos

por medio de ecuaciones, fueron los que se refieren al movimientos de cuer-
pos en el cielo: el movimiento del Sol y la Luna, el movimiento de las estrellas

y—en un momento culminante—el movi-
miento de los planetas que nos dieron
Copérnico, Galileo, Kepler y Newton en
tres etapas de la historia.

Todas estas primeras descripciones cuan-
titativas de movimiento se hicieron como
si los cuerpos fuesen simples puntos en
movimiento ya que, en efecto, de este
modo lo esencial queda descrito por el
movimiento del centro del cuerpo.

Normalmente, el movimiento descrito
abarca una trayectoria que es muchisi-
mas veces mas grande que el tamafo
del cuerpo en cuestion. Por ejemplo, el

Tolomeo (siglo 1) describe con mucho in-
genio el movimiento de los planetas colo-
cando a la Tierra casi al centro. Copérni-
co (contemporaneo de Colén) expone en
1512 que el Sol esta al centro y los plan-
etas tienen orbitas perfectamente circun-
ferenciales alrededor del Sol. Casi un
siglo después Kepler descubre que las
Orbitas de los planetas son elipticas.
Su “Nueva Astronomia” es publicada en
1607.

Cuando en 1632 Galileo publicé su li-
bro “Dialogos sobre los dos sistemas del
mundo” (el de Tolomeo y el de Copérni-
co), fue acusado y enjuiciado por la In-
quisicion.

didmetro de la Tierra es unas cien mil veces mas chico que el diametro de

su orbita alrededor del Sol.

11
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Otro de los muchos aportes de Galileo fue describir que el movimiento de
cuerpos en caida libre y el movimiento de proyectiles en lanzamiento balistico
depende de la llamada aceleracion de gravedad, g. Al nivel del mar aproxi-

madamente es g = 9,8 3.
s

Aceptemos, entonces, que la atencion, en una buena parte del estudio de
MEcANIca, estara dirigida a describir puntos en movimiento.

<

Figura 1.1: EI vector posicién P de un
punto descrita con respecto a un sistema
de referencia XY Z

Para describir el movimiento de un pun-
to es necesario establecer una referencia
respecto a la cual se define posiciones y
velocidades.

Por definicion la referencia esta inmovil
con respecto a si misma. Para describir
movimiento en tres dimensiones y—a
veces en un plano, es decir, en dos
dimensiones—Ia posicion del punto en
estudio es descrita por un vector r(t). El
vector posicion r'(t) siempre se define en
relacion a una referencia particular: debe
estar definido un punto O que es el origen
de coordenadas.

El vector posicion '(t) define, en su evolu-
cion, una curva que se denomina trayec-

toria. El itinerario agrega a la trayectoria la informacion del valor de tiempo t
en el cual el punto en movimiento pasa por cada posicion en la trayectoria.

> Una trayectoria puede ser definida como una relacién entre las coorde-
nadas. Por ejemplo, un objeto en un plano, con coordenadas cartesianas (X,Y)
puede tener una trayectoria dada por

2y 4
e
Otro ejemplo

47y
zZ= X_z(Xm_X)X

m
gue representa un movimiento parabdlico en el plano vertical XZ tal que cuando
x =0y también cuando X = X, resulta z= 0 mientras que cuando X = Xy/2 la
coordenada z alcanza un valor maximo z = Zn,.

1.1. POSICION Y MOVIMIENTO
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La velocidad es la variacion de la posicidn en el tiempo, y la aceleracion es la
variacion de la velocidad en el tiempo. Ambas son cantidades vectoriales:

dr (o) Cdv  d’r
TR A(t) = —~ (1.1.1)

> Al definir al vector velocidad como la derivada del vector posicién se esta
definiendo a la velocidad como el limite:

ar . ft+e) -1t
- & 2 4910

Para ilustrar este punto compruebe, mediante un dibujo, que el vector veloci-
dad asociado a un movimiento sobre una curva necesariamente es un vector
tangencial a la curva.

Las expresiones anteriores pue-
den ser invertidas. Por ejem- Unidades: En este texto se utilizara el sistema MKS
plo, la definicion de velocidad de unidades: longitud se expresa en metros, tiempo

recién dada puede ser integra- en segundos y masa en kilégramos.

da, utilizando como variable de caminata normal . 1
integracion t/, definida desde un | Maxima velocidad en ciudad 18
tiempo inicial to hasta un tiempo | ‘mexen caida libre >0
po | 0 P avién comercial 275
arbitrario t, velocidad del sonido en Valparaiso 340
t
F(t)-Ftg) = | v(t)dt' (1.1.2) Valor aproximado de algunas veloci-
fo dades comunes expresadas en me-
p . _ tros por segundo.
que es mas conveniente escribir
como i
F(t) = (to) +f v(t') dt’ (1.1.3)
to

Asi, por ejemplo, si t = tg el término integral es nulo—porque el dominio de
integracion es nulo—y resulta una identidad. Si se deriva a ambos lados en
(1.1.3) se recupera la primera de las relaciones dadas en (1.1.1).

En forma similar se puede invertir la definicion de aceleracidén obteniéndose
t
v(t) = V(t) + f ac’ydt (1.1.4)
t1

EsempLo: Problema de lanzamiento de un objeto desde una posicién inicial (tg) = o
con una velocidad V(tp) = Vi sabiendo que la aceleracion tiene un valor fijo: &(t) = g.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias
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Primero se usa (1.1.4) y se obtiene
t
\7(t)=\70+gf dt’ =\70+(t—t0)g (1.1.5)
to
Luego se usa esta Ultima expresion en (1.1.3) y puede comprobarse que arroja

rﬁ(t)=f_)o+('[—to)\7o+%g < (1.1.6)

Si el movimiento de un punto P es descrito desde dos ori-
genes Oy O, los vectores posicion r'y '’ se relacionan por

P(t) = 00’ +F (1)

1 . . « . s . . 2.
Figura 1.2: Vec- gj |a posicién relativa de estos puntos permanece fija, 00’
:)O‘;ftfr 5:56’12’2”0r;,5_' no depende del tiempo y tanto la velocidad como la acele-
genes distintos. racion respecto a ambos origenes son iguales.

& ¢Aqué velocidad le crece el pelo? ¢ Cual es el récord en carreras de 100 metros?
(En carreras olimpicas de 60 metros los atletas alcanzan velocidades algo menores a 8,6
metros por segundo.) ¢ A qué velocidad remacha un buen tenista?

& Siun automovil va a 18 metros por segundo y frena con una aceleracion nega-
tiva de magnitud 29, ¢en qué distancia se detiene? ¢ Cuanto vale su “peso” en ese
momento? Esta pregunta se refiere a la fuerza asociada a la aceleracion total.

& Suponga que un vehiculo que iba a 18 metros por segundo en el momento de
chocar contra un obstaculo duro, es detenido en una décima de segundo, a través
de un proceso con aceleracion uniforme. ¢ Cual es el valor de la aceleracion durante
este proceso?

& Calcule la velocidad con que llega al suelo un cuerpo que es soltado en reposo
desde una altura h. ¢Aproximadamente desde qué altura se atreveria usted a saltar
al suelo? ¢ A qué velocidad golpean sus pies el suelo? Desde el momento ty en que
sus pies tocan el suelo hasta que su tronco se detiene, t1, los mdsculos de las piernas
actuan como freno. Para simplificar, suponga que esa “frenada” es una aceleracion
negativa constante ag en el lapso (tp,t1). Dé algtn valor realista al cambio de altura
del su tronco en ese lapso y deduzca un valor numérico para ag. Compare ese valor
con la aceleracion de gravedad.

1.1. POSICION Y MOVIMIENTO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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& Sise sabe que la velocidad de un punto como funcién del tiempo es
V(1) = wRo [—isinwt + jcoswt| + kv

y que la posicion en t =0 es r(0) = IRy, determine la posicién del punto en todo
instante t > 0 y también la aceleracién a(t). Haga un dibujo 3D del movimiento del
punto y dibuje la direccién en que apunta a(t) en distintas partes de esa trayectoria.

1.2. Coordenadas y movimiento

El movimiento se puede describir con diversos tipos de coordenadas. En lo
gue sigue se define tres sistemas de coordenadas que se usaran en MECANI-
cA: coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Para cada uno de estos
sistemas de coordenadas tridimensionales se define tres coordenadas es-
calares que son (X,Y,2) en cartesianas; (o, ¢, 2) en cilindricas y (r,6,¢) en es-
féricas y ademas se define vectores unitarios asociados a esas coordenadas
espaciales: (7, J, R), (0.9, k) y (7,0, ) respectivamente. Estos vectores unitarios
apuntan en una direccion que, en general, depende del punto que se esta de-
scribiendo. Solo en coordenadas cartesianas ellos son siempre los mismos.

1.2.1. Coordenadas cartesianas

Las coordenadas cartesianas se basan en los ejes mutuamente perpendicu-
lares X, Yy Z, ver la Fig.1.1. Estos ejes tienen asociados los vectores unitar-
ios (1, I R). Los ejes y los vectores unitarios asociados estan fijos al sistema
de referencia en el cual se describe el movimiento. Los vectores de posicion,
velocidad y aceleraciéon son

r(t)
v(t)
a()

X(t) T+ y() ]+ z(t) k
XU T+Y() ]+ 2tk (1.2.1)
X7+ () |+ 2(t) k

coordenadas vectores

A A

XY, Z 7, |, k

Las coordenadas (X(t), y(t), z(t)) de un punto mévil dependen del tiempo pero
los vectores unitarios son constantes.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias
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1.2.2. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P con coordenadas cartesianas
(X,y,2) se dibuja un cilindro cuyo eje coincide
con el eje Z y su radio es p = \/x2+Yy?, de tal
modo que P esta en el manto del cilindro de
radio p. La proyeccion al plano XY del vector
v. posicion ' del punto P tiene longitud p y for-
ma un angulo ¢ con el eje X. Las coordenadas
cilindricas de P son las cantidades (o, ¢,2). La

Figura 1.3: Las coordenadas relacion con las coordenadas cartesianas es
cilindricas de un punto P son: p,

la distancia de P al eje Z, ¢ que es X = pCoSsp

el angulo que forma el plano que .

pasa por el eje Z y por OP con el = pSing (1.2.2)
plano XZ. Z = Z

A este sistema de coordenadas se le asocia vectores unitarios (p,$,k) los
cuales se relacionan a (i, j,K) a través de

7 cosp + | sing
—7 sing + | cosg (1.2.3)
= k

= SO ™
Il

Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P
escogido, en la direccion en que una sola de las co-
ordenadas cilindricas varia.

Por ejemplo, si se considera un punto Q infinitesimal-
mente cercano a P que comparte con P el mismo
valor de p y de z y solo difieren por la coordenada
¢, (¢q = ¢p + d¢) entonces el vector é apunta en la
direccion de P a Q.

coordenadas vectores )
A AT Figura 1.4: El eje Z es

p 2 pr &, K perpendicular al plano de
A diferencia del sistema cartesiano de coordenadas, 2 f’%’Ufavly se P“edel apre-
ac4 la direccion de los vectores unitarios basicos de- /@ '@ relacion entre fas co-

) ) ordenadas (p,4) y los vec-
pende del punto P que se esté considerando, esto es,  yes ynitarios j y 3.
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al describir un movimiento los vectores base p y ¢ en general cambian de
orientacion. Las derivadas temporales de ellos son proporcionales a ¢,

p=69, $=—¢p (1.2.4)
como puede verse directamente de (1.2.3). En el caso de un punto movil
las coordenadas dependen general del tiempo: (o(t), ¢(t), z(t)) y, de los tres

vectores unitarios, dos son variables y ellos dependen del angulo ¢ que es una
coordenada que en general depende del tiempo, es decir: (0(¢(t)), p(4(t)), K).

A esto se debe a que al derivar con respecto al tiempo los
vectores unitarios se derivan utilizando la regla de la cade-
na. Por ejemplo,

i dp do d¢ dp N
T pero dt ~ dt d¢ Z"

N\

S

Con todo lo anterior los vectores de posicion, velocidad y
aceleracion en coordenadas cilindricas son
Figura 1.5: EI

P = pp+zk vector ~ posicion

A “A F puede ser ex-

v o= pp+pfz§¢+2k . A (1.2.5) presado como

a = (p - p¢2) o+ (2p¢ + p¢) ¢+ 2K combinacién lineal
depyk.

Noétese que el Ultimo paréntesis se puede escribir

206+ p¢——g(p 9) (1.2.6)

Todas las cantidades, excepto K, dependen en general del tiempo, sin embar-
go, para que la notacién no aparezca tan pesada se ha omitido colocar “(t)”
en cada factor.

Volviendo al significado de la frase que dice que los “vectores unitarios apun-
tan, en cada punto P escogido, en la direccion en que una sola de las coor-
denadas cilindricas varia’ se observa que si se deriva I, dado en (1.2.5), se

obtiene 3¢ %’;f) +pgg ?ﬁ 42 pero g¢  por lo que se obtiene
dr dp. do-
+p + — k
iR T AT

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias
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Cada uno de los tres sumandos anteriores contiene la derivada de una de
las tres coordenadas cilindricas. Si se varia una sola coordenada, esa es la
Unica derivada no nula, y dr/dt apunta, como se ha dicho, en la direccion del
correspondiente vector unitario.

& Estudie el movimiento de un punto P para el cual las coordenadas cilindricas
en todo momento son: p = pg, ¢(t) = %aotz, Z(t) = Ag¢(t). Obtenga los vectores de
velocidad y aceleracion y describa la geometria de la trayectoria en detalle.

1.2.3. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto P
son: la distancia r de P al origen, el angu-
lo 6 que forma  con el eje Z y el angulo ¢
que ya fue definido para coordenadas cilin-
dricas: (r,0,¢). Estas coordenadas se rela-
cionan a las coordenadas cartesianas por

X = rsing cosp
= rsinfsing (1.2.7)
Z = rcos

A estas coordenadas se asocia vectores
unitarios y ellos son

~ . . . ~ Figura 1.6: La figura representa las
(l COSp + | S|n¢) sind +k cosy coordenadas esféricas y los vectores

~ ~ . ~ unitarios asociados.
(z COSp + | S|n¢) cosd—ksing

¢ = —ising+]cosp

-
Il

™
Il

Se destaca que

A

k=F cos9—6sing, p = hati cosg + | sing = 6 cos9 +f sing
coordenadas vectores
r! 91 ¢ fl 9’ ¢

Tal como en el caso anterior, los vectores unitarios basicos dependen del
punto que se esté considerando y por tanto ellos, en general, varian con el
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version de 2012 marzo MECén |Ca 19

tiempo. Sus derivadas son

f = ¢psing+60
6 = ¢¢pcosh—0Of (1.2.8)
$ = —¢(6cos+F sing)

Con lo anterior se puede obtener expresiones para la posicion, la velocidad y
la aceleracion en coordenadas esféricas,

P o= rf V=if+rodsing+rod (1.2.9)
(rzcbsinze)' A

a ¢

i —r0%—rp?sirf)f +(ré+ 216 —r¢p2sindcosh) d + :
( ¢ ) ( ¢ ) r sin@

& Compruebe que

g edr or % G sing %
dt  dt ai e dt

& Considere un cono con vértice en el origen y eje que coincide con el eje Z y cuyo
angulo de apertura es 6 (es decir, las rectas sobre el manto forman angulo 6 con el
eje Z). Describa en coordenadas esféricas el movimientos de un punto que baja por
el manto de este cono si se sabe que pierde altura a velocidad constante (es decir, la
coordenada z(t) satisface z= —v3) y que ademds ¢ = wg. Tome como condicién inicial
que el punto esta sobre el manto conr(0) =Ry y ¢(0) = 0.

1.2.4. Elementos de superficie y volumen

Pdedp o . .
: En coordenadas cilindricas  un elemento de superfi-

cie sobre el manto cilindrico de radio p es
dS = pd¢dz (2.2.10)

Mientras que el elemento de superficie en un plano
perpendicular al eje Z es

dS = pdpdg (1.2.11)

Figura 1.7: Elementos
de superficie en coorde-
nadas cilindricas.

El elemento de volumen es

dV = pdpdgdz (1.2.12)
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El coordenadas esféricas un elemento de superficie sobre un manto esférico
deradior es
dS = r?singdode (1.2.13)

y el elemento de volumen es

dV = r?singdrdode (1.2.14)

1.3. Velocidad angular

La velocidad angular, @, expresa la tasa de cambio de orientacién en el tiempo
de un vector posicion I’y el eje en torno al cual ocurre la rotacién. Si en un
breve lapso el vector posicion barre un plano, el vector velocidad angular &
se define perpendicular a ese plano. La velocidad angular depende del origen
de coordenadas que se escoja y representa tanto la tasa de variacion de
orientacién como también la orientacién del eje en torno al cual F’rota. Ella se
puede expresar como el producto cruz entre los vectores posicion y velocidad,
dividido por el cuadrado de la magnitud de F,

XV
a(t) = e (1.3.1)
Lo anterior se ilustra en el siguiente ejemplo.
Un movimiento uniforme y rectilineo paralelo aleje
X'y a distancia b de él es descrito por | VY
P= bj+(x-vot)? b
= V= -Vl 1.3.2)
T
y se ilustra en la Fig. 1.8, oL
X = X-—VWt, y=b,
b i 8 imi .
6 = arcta (1.3.3) Figura 1.8: Un movimiento rec

Xo— Vot tilineo y uniforme. La distanciab y
la velocidad v son datos.

De los datos dados en (1.3.2) y de la definicion de
@ se obtiene que A
bVok

“ T 2+ (x0—vob)2

(1.3.4)

1.3. VELOCIDAD ANGULAR Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECé.n |Ca 21

Por otro lado, se puede calcular ¢ directamente de observar que

tang =

Xo — Vot
Derivando esta relacién con respecto al tiempo se obtiene que w = ¢ vale

bVo

“ T 2+ (0 - voh)2

(1.3.5)
que es coherente con la expresion para la forma vectorial de la velocidad angular,
(1.3.4). Notese que si se hubiera escogido el origen sobre la recta, se tendria que
b =0y se habria obtenido velocidad angular nula. «

De lo anterior debiera quedar claro que, en efecto, la velocidad angular de-
pende del origen O respecto al cual se define. Ademas, la velocidad angular
estrictamente es un vector cuya magnitud es d¢/dt y que apunta en la di-
reccion del eje respecto al cual el punto en movimiento gira visto desde ese
origen usando la regla de la mano derecha. En el ejemplo anterior la veloci-
dad angular apunta en la direccion Kk, y la velocidad angular vectorial en ese

-

ejemplo es @ = wk.

Un corolario de lo anterior es que si se tiene una funcion vectorial cualquiera
K, . g . . ., . ., .

A(t) tridimensional, la variacion de su orientacion en el tiempo se expresa
como el siguiente producto cruz,

A dA

(,?)A =——-X—=
A2 dt

Si se hace el producto cruz de cada miembro de esta igualdad con A se ob-
tiene

> dA_\) A)d_A) =
SaxA=— 9K
dt A2

.2 ., . . . .z
Pero si A es una funcidn vectorial que, aun cuando cambia de orientacion en
. . d =
el tiempo, su magnitud permanece constante, entonces A- A = constante lo

. . ® dA - ..
que implica que A- %\ = 0. En tal caso la ultima ecuacion se reduce a
=
dA

T =3dpaxA <  A-A=constante (1.3.6)
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& Considere una circunferencia de radio R en el plano XY centrada en un punto del
eje X a distancia a del origen. Suponga un punto P que se mueve con rapidez uni-
forme vg sobre esa circunferencia y determine la velocidad angular de P con respecto
al origen.

1.4. Rapidez, aceleracion centripeta y tangencial

La trayectoria de un punto P tiene, en cada instante, un vector tangencial f, un
radio de curvatura pc y un vector fi—el vector normal—que apunta desde la
trayectoria hacia el centro de curvatura asociado. Estos conceptos permiten
otra descripcion del movimiento.

1.4.1. Velocidad y rapidez

Considere la trayectoria de un punto en
movimiento y sean Ay B las posiciones
del punto sobre su trayectoria en ins-
tantes t y t+ At. Si se denota Asal largo
del arco de trayectoria desde A a B, se
define la rapidez del punto movil sobre
su trayectoria como

. As ds
v= lim =

= — = — 14.1
At—0 At dt ( )

Figura 1.9: Cada punto A de una trayec-

que es una cantidad escalar. A continua- toria (curva diferenciable) tiene asociado
) un centro de curvatura C y un radio de cur-

ciéon se vera la reIaC|on_ que existe eN- \.ia oo, El arco de trayectoria As que
tre el concepto de velocidad W(t) y el de describe un punto mévil en un pequefio
rapidez v(t). Para definir rapidez se debe intervalo At es As = pc Aa donde Aa es
dar un sentido (arbitrario) a la forma de é’ angulo que subtiende tal afCOI desde
recorrer la curva. Por ejemplo, si en la L@ cuerda asociada tiene una longitud
. . iy . que coincide con la magnitud del vector
figura se escoge el sentldo_posmvo h_aC|a AP(t) = P(t+At) - F(t). El dngulo entre Ia
la derecha, un desplazamiento hacia la tangenteenAala trayectoria y AP es 1 Aa.
derecha se describe con un As> 0y un Enellimite At — O la tangente al arco en A
desplazamiento hacia la izquierda tiene apuntaen la misma direccion que la cuer-

asociado un As< 0. da.
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Se define radianes de modo que el largo S de un arco de circunferencia, de
radio R—que tiene asociado un angulo a—sea

S=Ra (1.4.2)

Un pequeiio arco AB de una curva se puede aproximar a un arco de circun-
ferencia centrada en un punto C con algun radio pc, tal que el arco subtiende
un pequefio angulo Aa. La longitud Asde un arco se relaciona al elemento de
angulo por

As=pcAa (1.4.3)

Notese que el signo de Aa es, por def|n|C|on igual al signo de As. La longitud
de la cuerda asociada es AB = 2pc sin3% 5" Y, puesto que en el limite de angu-
lo muy pequefio, el seno de un angulo es aproximadamente igual al angulo
mismo (si ¢ < 1 = sing ~ ¢) se tiene que en ese limite la longitud de la cuer-
da sea pc Aa y coincide con la longitud del arco. Este resultado sirve, en el
parrafo que sigue, para relacionar la magnitud de la velocidad con la rapidez.

Los vectores posicion F(t) y F(t+ At) del movimiento de un punto difieren en

AF(t)  P(t+At)—F(t)
At At

~ V(1)

Tomando el limite At — O se obtiene que dr(t)/dt = V(t). Pero en el parrafo
anterior se vio que la cuerda, que en este caso tiene longitud ||AF(t)||, coincide
en el limite en que At es infinitesimal, con el arco As,

IAF@l _ (. IASO)I

V]l = lim
At—0 At At— o At

= V(D)
es decir,
VIl = v (1.4.4)

De (1.4.3) también se sabe que el radio de curvatura de una trayectoria esta

dado por
ds
pc == (1.4.5)
[04

Sea f el vector unitario, tangente a la trayectoria de un punto, que apunta
en la misma direccién que dr, es decir, en la misma direccién que V, pero no
apuntan necesariamente en el mismo sentido. Se escoge como definicién que

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias



24 P. Cordero S. & R. Soto B.

el vector unitario f apunte en el sentido en el cual crece la funcion arco S(t),
de tal modo que
v(t) = v(t)f (1.4.6)

En resumen, la velocidad es siempre tangencial a la trayectoria y la magnitud
de la velocidad coincide con el valor absoluto de la rapidez.

& En un parque de diversiones hay un juego que consiste en disparar a un blanco
movil que se desplaza a velocidad constante V; a lo largo de una recta L. Se sabe
que los proyectiles salen desde el sitio D de disparo con rapidez V. Si en el instante
en que se hace el disparo el blanco esta al pie de la perpendicular—de largo b—que
vade D al, ¢con qué angulo se debe hacer el disparo para dar en el blanco?

1.4.2. Coordenadas intrinsecas
1.4.2.1. Los vectores fy n.

Puesto que el vector f es unitario
£.6=1 implica £-90_
-t=1 implica T
se deduce que el vector df/dt es ortogonal a f. o
La Fig. 1.10 debiera ayudar a ver que este vec- \\\Aa
tor apunta hacia el centro de curvatura. Se de-
nominara fi—vector normal—al vector unitario
gque apunta hacia el centro de curvatura. Ya se
argumentd que la magnitud de cuerda y arco, Figura 1.10: El vector df = f(t +
en el caso en que estos sean muy pequefos, ¢)-{(t) donde e es un tiempo muy
coincide y ademas se vio en (1.4.3) que ese ar- Pequefio, es un vector que, en el
co es igual al radio multiplicado por el elemen- 'mite € = 0, apunta hacia el cen-
to de angulo. Puesto que f es unitario, al rotar tro de curvatura C. En la figura ef
' vector t(t + €) ha sido trasladado
describe un arco de radio unitario y por tanto g punto correspondiente al tiem-
la cuerda asociada, que tiene la magnitud de f, pot para poder hacer la diferencia
es 1 multiplicado por el elemento de angulo, es geométricamente.
decir, ||df]| = da. Usando (1.4.5) se obtiene que
A ds._ . d 1
dt=Ndae=—n equivalentemente — =—0~"
pC ds pc

0 (1.4.7)

(1.4.8)
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1.4.3. Aceleracion centripeta y tangencial

La aceleracioén es la derivada de la velocidad,
dv(t) B d(v(t) f)

a0 = 5 = " at
v(t) g—i ; %f (1.4.9)

El dltimo término en esta expresion es la parte de la aceleracién que es tan-
gencial a la trayectoria y se la llama aceleracion tangencial. El primer término
a la derecha es

df dsdf
pero ds/dt=v(t) y df/ds= /pc por lo que la aceleracion se puede escribir
2
a) = “Wq, Mg
joe dt
(1.4.11)
= an(t) +&(t)

El primer término es un vector que apunta hacia el centro de curvaturay se lo
conoce como aceleracion centripeta. El segundo es la aceleracion tangencial.

& Demuestre que el radio de curvatura es igual a

B V2 _ V3
Pe=txal ~ vxal

(1.4.12)

ByempLo: Se tiene un punto en movimiento en un plano cuya trayectoria es
descrita por una circunferencia:

P=Ro(icosp+]sing),  ¢=g(t) (1.4.13)
Diferenciando se obtiene
dr . - d¢
e Ro(~ising + j cosp) n (1.4.14)
cuya magnitud es
dr dp ds
‘ o _|:\>Oa_a (1.4.15)
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En este caso el vector tangencial es
f=—7sing + j cosp (1.4.16)

De aqui se puede calcular df/ds porque de (1.4.5) ya se sabe que d¢/ds=
1/pc,y en el presente caso es pc = Ry, y se obtiene

Al = —icosp — | sing (1.4.17)

Para poder calcular la velocidad y la aceleracién es necesario dar la depen-
dencia del vector posicion en el tiempo. Supongamos el caso particular en
gue el angulo varia linealmente con el tiempo, ¢ = wt, es decir, hay una ve-
locidad angular constante: ¢ = w. En tal caso, tal como ya se sabe de (1.4.6),
la velocidad es tangente a la trayectoria y

V=wRof (1.4.18)

de donde la rapidez resulta constante: v= wRy.

Se puede ver también que en este caso particular la aceleracion tangencial
es nula debido a que la rapidez es constante. La aceleracion centripeta es

w A
an(t) = =— (—7coswt — j sinwt 1.4.19
®) FQO( sinwt) (1.4.19)
gque apunta siempre hacia el centro. «

>> Pilotos entrenados pueden soportar aceleraciones de hasta 4g por periodos
cortos. En una maniobra de menos de un segundo pueden soportar hasta 9g.
Si se somete a una persona a aceleraciones de entre 4gy 99 por un periodo de
varios segundos el resultado puede ser muy grave, con pérdida de conciencia
e incluso la muerte

& Sjun automovil toma una curva de 50 metros de radio (aproximadamente media
cuadra) a 24 metros por segundo, ¢cuanto vale la aceleracion centripeta? ¢Es una
fraccion de g o es mayor que g?

& Siun avién va a dos veces la velocidad del sonido y gira describiendo un arco de
circunferencia, ¢cual es el valor minimo que puede tener ese radio si la aceleracion
maxima que soporta el piloto es 59?
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& Considere el movimiento de un punto que describe la trayectoria plana
F=po (icosp + jsing) +ip¢ (1.4.20)

con ¢ = wt. Tanto pp como B son constantes dadas. Determine ds/d¢, y por tanto
ds/dt; calcule el vector tangente unitario f(t) en funcién del tiempo; obtenga el vector
velocidad en cualquier instante t y también calcule la aceleracion &(t) e indique los
valores de las partes centripeta y tangencial.

& Undisco de radio R rueda sin resbalar por un suelo horizontal (el eje de rotacion
de la rueda es horizontal). Su centro O tiene aceleracién constante & = agi. Encuen-
tre la magnitud de la velocidad angular con respecto a O y obtenga la aceleracién de
cualquier punto P sobre el borde del disco, relativa al suelo. Encuentre los vectores
t y 0 de la trayectoria de P como funcién del angulo ¢ que OP forma con la verti-
cal. Obtenga la magnitud de la aceleracion centripeta y el radio de curvatura de la
trayectoria de P.

o Un hilo de grosor nulo esta enrollado en una circunferencia
de radio R manteniendo tensa la punta libre M. La parte no
enrollada siempre es tangente a la circunferencia y el punto T
de tangencia esta totalmente determinado por el angulo polar
¢. El hilo esta siendo desenrollado por medio de un mecanis-
mo que hace que ¢ cambie en el tiempo en la forma: ¢ = %tz,
donde « es un nimero dado. Calcular la ecuacion paramétri-
ca de la trayectoria del extremo M libre del hilo sabiendo que
inicialmente la parte libre era de largo Lg y colgaba vertical-
mente. Obtenga las componentes de la velocidad y la acel-
eracién expresada con los vectores unitarios ¢ y p. Obtenga
los vectores tangente t y normal i de la trayectoria que des-
cribe M cuando ¢ crece. También obtenga, para cada punto de la trayectoria el radio
de curvatura.

Figura 1.11: un hi-
lo ideal es desenrollado
de un cilindro de radio R

Indicaciones: La posiciéon de T siempre es gt = Rp y la posicion de M puede es-
cribirse como gy = gt — L(t)$, donde L(t) es el largo variable de T a M. También hay
que tomar en cuenta que si en un intervalo el punto T recorre una distancia s, en ese
intervalo la longitud L(t) crece en esa misma cantidad s.
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1.5. Movimientos particulares

A continuacién se presentan algunos movimientos particulares F(t) que se
pueden obtener a partir de datos especificos.

1.5.1. Movimiento uniforme

Un caso muy sencillo es el del movimiento uniforme, en el cual la velocidad
es uniforme y por tanto la aceleracion es nula, &= 0. Si se dan como datos la
posicion t = tg y que para todo instante

v(t) =V
se puede invertir la definicién de velocidad y obtener que
t t
F)=fo+ | Vt)dt' =fp+Vp | dt' =+ (t—1tg)Vo (1.5.1)
to to

1.5.2. Movimiento con aceleracidon constante

Esta vez se da como dato que la aceleracion es

d(t)=9g

y ademas que la posiciéon en un instante tg es fp y que la velocidad en un
instante t; es V.

Integrando la definicion de aceleracion se obtiene que
Vi) =Vvi+(t-t1)g (1.5.2)

Una vez conocida la velocidad se calcula la posicién en un instante arbitrario
integrando una vez mas

t
r(t) fo+ | v(t')dt

to

t
Iﬁ0+ﬁ (\7’1+G(t’—t1)) dt’

t2 —t2

_0 —(t—to)tl)g (1.5.3)

F’o+(t—to)\71+(

1.5. MOVIMIENTOS PARTICULARES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECén |Ca 29

Si tanto tgp como t; son nulos y Vi es denotada Vp, la expresion anterior se

reduce sencillamente a )

t
r(t) =rfo+tVo+ Eg’ (1.5.4)
1.5.3. Movimiento circunferencial
YA El movimiento circunferencial general de

un punto P esta caracterizado por el radio
fijo po de la circunferencia descrita por el
P punto y por la velocidad angular w(t) = ¢

de P. En este caso los vectores posicion,

¢

o>

é velocidad y aceleracion en coordenadas
cilindricas (coordenadas polares en este
caso) son

F(t) = pop(t)
V({t) = pow(t)¢ (1.5.5)
at) = poa®d(t) - O)A0)]

Figura 1.12: Un movimiento circunfe-
rencial de radio pg se describe por la ve-

locidad angular o) = (1), la velocidad angular es w(t) y a(t) es la

aceleracion angular
w(t) = ¢(t) a(t) = o(t) (1.5.6)

La expresion para a dada arriba queda naturalmente separada en un término
radial de aceleracién centripeta, —pow?p y un término de aceleracion tangen-
cial, poa(t) ¢.
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1.6.

11

1.2

1.3

1.4

Problemas

Por la orilla se una mesa rueda sin deslizar una rueda de radio Ry con velocidad
angular constante w. Esta rueda tiene pegada en forma radial una varilla de
largo Ry (Rx > Ry). Describa el movimiento de la punta de la varilla (distancia
R, del centro de la rueda) a medida que la rueda avanza. Dibuje la curva (x-2)
qgue describe la trayectoria de este punto. Dibuje la componente horizontal, vy
de la velocidad de la punta como funcién del tiempo, en particular incluya el
caso en que Ry = Ry.

El punto de unién P entre un piston
© A

y una biela de largo D se mueve a = 5

lo largo del eje X debido a que el

cigliefial (disco) de radio a y centro m‘j
en un punto fijo C, rota a velocidad U

angular w constante. En el instante

t = 0 la biela esta horizontal

(6 =0, x=D+a). a) Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre
P y C como funcién de t. b) Encuentre la velocidad v(t) de P. c¢) En la
expresion para V(t) considere el caso a < D y de ahi encuentre una expresion
aproximada para la aceleracion de P. ;Como se compara la magnitud de la
aceleracion maxima del piston con la aceleracion del punto A?

Una barra rigida de largo d se mueve apoyada entre dos paredes rigidas, que
forman un angulo recto entre ellas.

Si el angulo 8 es una funcion arbitraria del tiempo
0 =0(t), (a) Determine el vector posicién, veloci-
dad y aceleracion del punto medio de la barra.
(b) El radio de curvatura de una trayectoria se
d calcula como p = V3/|Vx d||. Calcule el radio de
curvatura de esta trayectoria. Interprete el resul-
tado y dibuje la trayectoria. (c) Suponga ahora
que el apoyo inferior de la barra se mueve con
O rapidez constante. Encuentre la funcion 6(t) que
da lugar a ese movimiento.

Un hilo es desenrollado de un carrete de radio R.
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15

1.6

Esto hace que la punta P del hilo describa
una curva espiral que nace en el punto Q
de la circunferencia que esta a la misma al-
tura que el centro O. El angulo que forma la
recta OQ con la recta OT—donde T es el
punto de tangencia T del hilo—se denota

. (a) Encuentre F(¢), V(¢,d).

(b) Demuestre que la velocidad angular es

.
0
1+ ¢?

-
w =

(c) Sila velogidad angular se expresa en la
forma & = ak, encuentre «
(d) Dibuje la trayectoria espiral.

Un punto se mueve ascendiendo por el manto de un cono de eje vertical, y
vértice abajo, de tal modo que asciende a medida que gira en torno al eje:
z= A¢. El cono mismo se caracteriza por que las rectas sobre su manto que
contienen al vértice forman un angulo fijo 8 con el gje. Describa el movimiento
(los vectores r(t), V(t) y &(t)) suponiendo que ¢(t) es una funcién arbitraria.
Calcule también la curvatura de la trayectoria como funcion de zy de 6.

Considere una particula rebotando contra el suelo. Si llega al suelo con veloci-
dadv (v < 0), despega con velocidad v' > 0 dada por

V =-rv con O<r<1

donde r es el coeficiente de resitucion.

De este modo si inicialmente golpea el suelo y despega, cuando t = 0 con
velocidad vy luego siguen botes en que la particula despega del suelo con
velocidades vy, Vs ...

a) ¢ En qué instante t,, ocurre el n-ésimo bote?

b) Exprese este tiempo en términos de Vg, r, N y la aceleracion de gravedad g.
Demuestre que si n tiende a infinito en valor de t, tiende a un valor finito, que
llamaremos t..

c) Despeje n de la expresion para t* —t, y haga un grafico log(n) versus tp,
lo que debe mostrar como aumenta el logaritmo del nimero de botes en el
tiempo.
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Capitulo 2
Dinamica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

2.1.1. De Galileo a Newton

Gfahleo observo—a fines del siglo XVI—que cuerpos inicialmente en
reposo, soltados desde la misma altura caen con movimiento uniformemente
acelerado y esa aceleracién es comun a todos los cuerpos. Tal aceleracion
se denomina aceleracion de gravedad. Si un cuerpo es soltado con velocidad
inicial nula desde una altura zy sobre el suelo su altura posterior, como funcién
del tiempo, es
Z(t)=20— g t2
2

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior resulta que la acel-
eracion es Z= —g. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez z =
—+/27pg donde el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad es
hacia abajo.

La cantidad de movimiento o momentum lineal p de una particula de masa m
y velocidad V es
p(t) = mv(t) (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en kilo-
gramos y, salvo que especificamente se diga lo contrario, se supondra que la
masa de un cuerpo es constante.
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> Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy tipico
es el de un cohete que esta expulsando parte de su masa, en forma de

gases, para poder impulsarse.

Para percibir la cantidad de movi-
miento se puede experimentar de-
jando caer desde el reposo dos
cuerpo desde la misma altura.
Al recibirlos en nuestras manos
y tratar de detenerlos es nece-
sario un “mayor esfuerzo” cuando
la masa del cuerpo es mayor. La
razon de este mayor esfuerzo re-
side en que para detener el cuer-
po, es decir, para hacer variar su
momentum lineal desde el valor
gue tiene hasta cero, es necesario
aplicar una fuerza.

Newton establecié que la relacion
general entre la variacion del mo-
mentum (esto es d/dt) y la fuerza
total aplicada es

4B _ e
o

Luego de hacer una serie de experimentos, el ita-
liano Galileo Galilei determiné que cuerpos de
distinto peso y forma caen con la misma ace-
leracion. (Antes que Galileo, el fraile dominico
Domingo de Soto (Espafia, s. XVI) habia afirma-
do lo mismo, pero no esta establecido si fue una
hipdtesis filosofica o si se basé en evidencia ex-
perimental.) Esto ech6 por tierra la creencia es-
tablecida por Aristoteles (384BC - 322 BC) de
gue los cuerpos mas livianos caen mas lenta-
mente. La ley de Galileo es estrictamente vélida
en ausencia de aire y es aproximadamente valida
para cuerpos que tienen la forma o el peso que
permiten despreciar la fuerza viscosa del aire.

Puesto que la aceleracion de gravedad es muy
grande, es decir, un cuerpo alcanza una veloci-
dad muy alta en un corto tiempo, Galileo hizo ex-
perimentos con cuerpos rodando por un plano in-
clinado.

(2.1.2)

que se conoce como la Il ley de Newton.

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso dp/dt=0
lo que implica que el momentum permanece constante en el tiempo. Esto
implica, si la masa es constante, que la velocidad del cuerpo no cambia y por
tanto la trayectoria es rectilinea. Esta es la | ley de Newton. Un caso aun mas
especial es el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante, entonces la fuerza total
sobre ese cuerpo necesariamente es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar actuando
muchas fuerzas simultaneamente y el lado derecho en (2.1.2) es la suma
vectorial de todas las fuerzas que estan actuando sobre el cuerpo.
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Figura 2.1:Los afios en que vivieron algunos de los fundadores de la Mednalgunos
personajes destacados en otras areas.

> Cuando un mozo lleva un vaso sobre una bandeja hay varias fuerzas
actuando sobre ese vaso: su peso, mg; una fuerza, llamada normal que
la bandeja ejerce sobre el vaso y que es perpendicular a la superficie
de contacto; otra fuerza, esta vez contenida en el plano de contacto,
llamada roce que impide que el vaso deslice en la bandeja; también el
aire ejerce una fuerza viscosa sobre el vaso, porque todo fluido (el aire,
por ejemplo) tiende a frenar a un cuerpo que se mueve en él. La lista se
podria continuar (la luna, el sol etc).

La Il ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un
cuerpo B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

> Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza
peso F= mg, la que apunta verticalmente hacia bajo. Segun la Ill ley
de Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza, llamada normal,
sobre el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta verticalmente ha-
cia arriba. Puesto que sobre el cuerpo estd ademas la atraccién que le
ejerce la Tierra (el peso), entonces la fuerza total sobre este cuerpo es
nula, lo que permite entender porqué esta en reposo.
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Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia llama-
dos sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de referencia no
inercial es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo dejado en reposo
respecto al vehiculo tiende a moverse alejandose del centro de curvatura. Mas
adelante se dird que en sistemas de referencia no inerciales aparecen fuerzas
especiales como es la fuerza centrifuga y la fuerza de Coriolis. Genérica-
mente se denominard seudofuerzas a estas fuerzas propias de los sistemas
no inerciales. Pero en un sistema de referencia inercial no se presentan tales
fuerzas.

2.1.2. Pequeia historia

En 1687 Newton publico su “Philosophiee Naturalis Principia Mathematica”
(“Principios matematicos de la filosofia natural”). En este libro Newton pre-
senta las bases de practicamente toda la mecéanica. Plantea sus tres leyes de
movimiento y también la “ley universal de gravitacion”, bases que perdudarian
sin contrapeso por tres siglos. Sus resultados no habrian sido posibles sin que
lo precedieran los trabajos de Kepler, Galileo y otros.

Como parte de este trabajo se vio forzado a desarrollar el calculo diferen-
cial e integral, que simultaneamente desarroll6 Leibnitz. Logré demostrar que
para que una fuerza atractiva dé origen a oOrbitas elipticas—como lo estable-
cio Kepler en su primera ley—Ila fuerza debe decrecer con el cuadrado de la
distancia.

2.1.3. Ejemplos de fuerzas

A continuacion se hard mencion de algunas fuerzas que se utilizan en el pre-
sente capitulo y en los que siguen. Las fuerzas que se describen a contin-
uacion seran explicadas con mas detalle mas adelante.

o Peso. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra
actua una fuerza cuya magnitud es mgy apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La Ley Universal de Gravitacion describe la fuerza de
atraccion gravitacional entre cuerpos masivos.
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o Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segin la Ley de
Coulomb, dependiendo del signo relativo entre las cargas.

o Contacto. En cada punto en que dos cuerpos Ay B estan en contacto
sélido-sdlido aparece una fuerza IfAB sobre A debido al contacto con B
(y lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al con-
tacto, la fuerza Fag puede ser descompuesta en forma Unica en la suma
de dos fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra paralela a
él. Estas dos fuerzas se denominan fuerza normaly fuerza de roce.

e Normal. Si un cuerpo esta apoyado sobre una superficie, la su-
perficie ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la
reaccion debido a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la superficie.
La normal es una fuerza perpendicular a la superficie de contacto.

e RoOce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer una
fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad relativa
entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza de roce
estatico y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la superficie no
es nula se tiene una fuerza de roce dinamico.

Otras fuerzas seran introducidas mas
adelante. Por el momento se subraya que
si un cuerpo esta apoyado en una super- k

ficie y no hay roce entre ambos, entonces |9 ®

la Gnica fuerza sobre el cuerpo debido a X
este contacto es la fuerza normal.

21.4. Ejemplo de argolla en Figura 2.2: Una argolla que puede
deslizar libremente, sin roce, a lo largo

una vara horizontal que g ira de una varilla y la varilla gira barriendo
con velocidad angular uniforme ¢ = w un

Consideremos el caso de una argolla que plano horizontal. argoia

puede deslizar, libre de roce, a lo largo de

una vara y esta vara gira barriendo un plano horizontal con velocidad angular

¢ = w constante.

El problema ser& descrito con coordenadas cilindricas y los vectores base
asociados son (p, ¢,K) de tal forma que k da la direccién del eje de rotacion.
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Tal como cualquier vector, la fuerza total de contacto sobre la argolla, puede
expresarse con los vectores base:

Ifcont = fl/A)"‘ f2g3+ fBR

pero la componente en la direccion p representaria roce—ya que es la direc-
cion en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir que f; = 0.
Lo que resta, N = fod+ f3R es normal a la vara y por lo tanto es la llamada
fuerza normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso P=-m gR
y la fuerza normal N, ya mencionada, que la varilla ejerce sobre la argolla.
Para hacer mas evidente el significado de las componentes de N, las renom-
bramos: f, = Ny y f3 = Nk de modo que se escribe

N = Nck+ Ny ¢ (2.1.3)

Puesto que la argolla no tiene movimiento vertical, la fuerza total en esa di-
reccion debe ser nula, es decir, Ngk+ B =0, qgue implica: Nk =mg

Las condiciones que definen el movimiento son

$(t) = w, p(0)=po. p(0)=0 (2.1.4)

Yy, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal, la aceleracion—ver
(1.2.5)—tiene la forma,

a=(p—pd?)p+ (200 +pd) 4 (2.1.5)

El plantear la 1l ley de Newton en coordenadas cilindricas se puede separar
en una componente radial y otra en la direccion de ¢ lo que da lugar a dos
ecuaciones escalares

M(Zow) = Ny (2.1.6)
p—w’p 0 (2.1.7)

Al integrar la segunda ecuacion se obtiene

p(t) = po coshut) (2.1.8)

que da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resultado
dice que p cambia con el tiempo y su variacion esta relacionada a un coseno
hiperbolico. Esto implica, de (2.1.6), que Ny no es nulo.
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Al usar la forma de p(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expresion
para Ng,
Ny = 2mw? pg sinh(wt) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizandose a lo largo
de la varilla alejAndose del eje de rotacion. Su distancia al centro de giro,
o(t), aumenta exponencialmente con el tiempo. En efecto, para tiempos muy
grandes coshft) ~ 3 explwt].

Si se intenta reproducir la situacion descrita en un experimento se debe tomar
una argolla y una vara tal que haya roce insignificantemente pequefio entre
ambos. Con un motor controlado automaticamente se mantendria uniforme la
velocidad angular w. Descubririamos, sin embargo, que llegaria un momento
en que el motor no seria capaz de mantener contante la velocidad angular,
porque la fuerza normal que la vara debe ejercer sobre la argolla es demasi-
ado grande ya que la componente Ny crece exponencialmente. En algin mo-
mento se sobrepasa la capacidad del motor.

2.1.5. Ecuaciones lineales

En algunos casos la ecuacion de movimiento toma la forma de una ecuacion
lineal inhomogénea con coeficientes constantes,
X+BX+yx+6=0 (2.1.10)

La solucidon general—antes de imponer condiciones iniciales—implica dos
constantes de integracién que aca se han denotado Ay By es

s Asinh(% VB2 - 4y) + Bcost(% VB2 - 4y) Y

X(t) = —— + P2 (2.1.11)
Y Asin(§ &y -p2)+Beos(sVay—F2), 4y pP

e Caso especial 1: Si y =0 la solucién general adopta la forma

1
x(t) = = (Ae P -6t)+B (2.1.12)
HISES
e Caso especial 2: Si 4y = 82 la soluci6n es
X(t) :Ae‘ﬁt/2+Bte‘ﬁt/2—% (2.1.13)
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2.2. Muchas particulas

2.2.1. Caso discreto

Se considera un sistema de N particulas puntuales de masasmy, a=1,2,...,N,
de posiciones r, velocidades V, y aceleraciones &,. La suma de las masas se

denotara M

N
M:Z:ma
a=1

(2.2.1)

y G seréa la forma para designar el centro de masa. La posicién y la velocidad

de G son

Ro

1 N
m;mara

1 N
Ve = M;mava

Nétese que el momentum del sistema de particulas es

B mata = MV
a

Cada particula satisface una ecuacion de Newton

d\71 _ 'f
mla = M
d\72 _ 'f
rnZE : 2
o
™G = Fw

que, al sumarlas dan

M% _ ﬁtotal
dt

ﬁtotal — ZN: lfa
k=1

donde

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)
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es decir, la variacion del momentum total del sistema esta dado por la fuerza
total que actua sobre el sistema. Vamos a ver, un poco mas abajo, que esta
fuerza total se debe exclusivamente a fuerzas externas al sistema.

La ecuacién del centro de masa del sistema puede también escribirse
P =l (2.2.8)

Lafuerza que ha sido llamada Fa es la fuerza total sobre la a-particulay puede
descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras particulas
del sistema, que llamaremos fﬁ'a{‘t y la suma de las fuerzas externas f;eXt que
acttan sobre la particula a,

Fa= X4 i (2.2.9)

A su vez fg”t esta compuesta de las fuerzas Ifab gue cada particula b ejerce

sobre a,
N

fint = Z Fab (2.2.10)
b=1,b#a

donde debe entenderse que la fuerza que una particula ejerce sobre si misma
es nula,

Fob=0 (2.2.11)
Siempre se va a suponer que la fuerza Fap entre dos particulas puntuales es
paralela a la linea que une ambos puntos.

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.7), que las fuerzas internas
no contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucion de las
fuerzas internas a la fuerza total se obtiene

P ZZN:ﬁab (2.2.12)

N N
a=1 a=1b=1

pero por cada sumando Fab hay otro que es Fpa y el principio de accion y
reaccion establece que Ifba = —Ifab, lo que determina que la suma anterior

sea nula. En resumen,
Frotal = 3" £ (2.2.13)
a
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y por tanto la ecuacion de movimiento para el centro de masa G del sistema
es

dVG Zf—eXt Fext (2.2.14)

Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas exter-
nas, el centro de masa se mueve con velocidad uniforme.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos particu-
las masivas unidas por un hilo tenso, que rotan en torno a su centro de masa y estan
en vuelo libre en presencia de gravedad §.

2.2.2. Caso continuo
Y

Es posible generalizar la descripcion de sis-
temas de muchas particulas al caso de sis-
temas continuos. Esta idea se ilustra a contin-
uacion.

Se considera un alambre semicircunferencial
Figura 2.3: Un alambre semicir- de radio Ry densidad lineal 1 = MR centrado en
cunferencial con densidad lineal el origen como lo muestra la figura 2.3. En un
€88 Eohiinto se reemplaza la suma sobre el indice a por una integral. Asi,
entonces, en lugar de M = }’,m, se debe escribir

M:f/lds

donde ds= Rdx es el elemento de arco. Puesto que en este ejemplo la den-
sidad A es una constante, la integral sobre « desde 0 a & es sencilla y da el
resultado correcto. La expresion (2.2.2) para determinar la posicion del centro
de masa se generaliza en la forma

F?‘G:%fr*dm

donde dm= Ads= M Rdy = Mda Por otro lado, el vector I que recorre la

semicircunferencia es r’ R(z Cos + ]Slna') Alintegrar en a € [0, 7], el término
cosa da cero y el término sina da 2, por lo cual

ﬁG_—j~O64R1
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& Haga un calculo similar pero para el caso de una lamina semicircular de radio R.
Ayuda: ahora la densidad es masa por unidad de superficie, o = M/(27R?) y se debe
integrar un elemento de area: dS = R do da, integrando tanto en p € [0,R] como en
a € [0,n].

2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento
de traslacion, el momento angular, fo, es—en cierto modo—Ila cantidad de
movimiento de rotacion en torno a un punto O. Formalmente se define como la
suma de los productos cruz entre las posiciones y los respectivos momentos
lineales

lo® = ) Fa(t)x Fa() (2.3.1)

Por ejemplo, en el caso de la figura 1.8 (caso de una sola particula), I =
bj+ivot y el momentum es § = mwi, por lo que el momento angular del
ejemplo es {p = —mbyk.

& Calcule el momento angular ?0 de una particula que gira con velocidad angular
uniforme en torno al punto O describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definicion el momento angular de una sola particula “1” apunta
en una direccién que es perpendicular al plano que definen r; y p1. Esta di-
reccion esta relacionada al eje de giro del punto mévil con respecto al punto O
en un instante determinado. En general la direccidon de ese eje va cambiando
con el tiempo.

> Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria —montadas so-
bre ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es una rue-
da normal mientras que la otra no tiene aire sino plomo. Al tratar de
detenerlas se notara que se requiere de mas esfuerzo para detener a la
rueda con plomo. Esto se debe a que es mas dificil llevar hasta cero el
momento angular de un objeto que actualmente tiene momento angular
mas grande.
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Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se
supone que las masas son constantes, se obtiene

dZp d(Pax Pa) dr, L dpa
_ _\'Za —ra 2.3.2
dt Za: dt a dtx'ﬁ“;ra>< dt (2.32)

El primer término del lado derecho es cero porque cada sumando es pro-
porcional a V3 x V5 y el ultimo término se puede escribir sencillamente 5y x
(dpa/dt), es decir,

dt

Para escribir esta ultima expresion se hizo uso de la segunda ley de New-
ton, (2.1.2). El lado derecho de la expresion anterior es lo que se conoce como
torque total 7o que producen las fuerzas Fa sobre el sistema de particulas,

7o = Y ra(t) x FE® (2.3.4)
a

dlo(t) _ S ) x PO (2.3.3)

y por tanto

dlo(t)
dt

gue quiere decir que la variacién del momento angular se debe a la accion del
torque total que actta sobre el sistema.

_ 7, total (2.3.5)

Para estudiar la dinAmica del momento angular se debe ver el valor del torque
total y la forma de descomponerlo. El torque total 7 es la suma del torque de
las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos que este Ultimo
es nulo. Como la suma no depende del nombre de los indices, se la puede
escribir intercambiando el papel de ay b. Luego se suma ambas sumatorias

y se divide por dos,
ab

1o, 1.,
ab ab

1 = >
= EZ (Fa—Tp) X Ifab
ab

0 <«  Fa//fa-Tb (2.3.6)
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es decir
2o = Z Pax £ (2.3.7)
a

El torque total depende tan solo de las fuerzas que son externas al sistema.

> Los frenos, en un vehiculo ejercen torque sobre las ruedas, el motor
también.

Si el torque total sobre un sistema es nulo necesariamente el momento angu-
lar tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.

Si para un sistema el torque no es nulo, pero una de sus componentes es
nula todo el tiempo, entonces la correspondiente componente del momento
angular es constante.

2.3.1.1. Del péndulo esférico al péndulo conico

Si una masa puntual pende de un hilo de largo R,
cuyo otro extremo esta fijo se tiene, en general, un
péndulo esférico. Bajo condiciones iniciales particu-
lares puede comportarse como un péndulo plano
(el hilo barre siempre un mismo plano vertical) o
puede comportarse como un péndulo conico cuando
la masa describe una circunferencia con coordenada
cilindrica z fija o, equivalentemente, con coordenada
esférica @ fija. En la figura adjunta se ha escogido F'9ura 2.4: para descri-
coordenadas esféricas con. el polo norte abajq pgra fgnzgnf?::t‘;“gcijg 'C;e‘;z
lograr asi que 6 describa directamente la desviacion z apuntando en el mismo
del péndulo con respecto a su posicion vertical en sentido que g.

reposo.

La fuerza total sobre la masa es la suma de su peso y de la tension del hilo.
En coordenadas esféricas T = —TF y la aceleraciéon de gravedad, de acuerdo
a lafigura, es

g = g(f cosv — @ sin6)
Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de @, lo que
quiere decir que la componente de la aceleracion dada en (1.2.9) debe ser
nula, esto es,

m%(R%sinze):O
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gue implica que existe una constante, que se denotara £3, de modo que

l3

= (2.3.8)

¢
Si {3 no es nulo, esta relacion implica que 6 no puede anularse porque eso
daria que <}5—> oo, Si se puede afirmar es que la rapidez es mayor cuando
el péndulo pasa por puntos en que el angulo # es muy chico. La ecuacion
de movimiento es reductible entonces a solo dos ecuaciones escalares: las
componentes f y 6:

~mR(6? + ¢?si?0)  =mgcoss—T

A 2.3.9
m R(H - ¢25in6'cose) —mgsing ( )

Un péndulo conico , tal como se
aprecia en la figura adjunta 2.5, es
conico cuando el punto masivo gira
describiendo una circunferencia. En
tal caso el angulo 6 entre la vertical
y el hilo mantiene fijo su angulo con
la verical: 6g.

Se quiere responder a la pregun-
ta ¢ bajo qué condiciones un péndu-
lo esférico tiene movimiento cénico?
De (2.3.8) se obtiene que en el caso
actual ¢ es constante, y se denom-
Figura 2.5: Un punto material en el extremo inara w porgue es la velocidad an-

de un hilo de largo R gira en una trayectoria cir- gular del péndulo que gira en torno

cunferencial de radio p. El otro extremo del hilo . . .
esté fijo. al eje vertical. Dados Ry g ¢puede
tenerse un péndulo coénico para cualquier valor de w?

La segunda de las ecuaciones (2.3.9) se reduce a

Rw’cosfp=g =  COShp= % (2.3.10)

Puesto que un coseno debe tener médulo menor que la unidad, se debe
cumplir que

w> % (2.3.11)
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No es posible un péndulo cénico con velocidad angular menor que esta cota.
Dada una velocidad angular w superior a tal cota, el péndulo debe ser lan-
zado formando un angulo con la vertical exactamente como el que se da en
(2.3.10). Esto implica que

@:ﬁ%#w—ga (2.3.12)

En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo conico tan solo si la
velocidad angular se relaciona con el angulo 6 que el hilo forma con la verti-

cal por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es p = /R%— g—i y la
componente vertical del momento angular esta dada por (2.3.12).

2.3.1.2. El péndulo simple

Consideremos un péndulo plano como el
de la figura 2.6. Este consiste en una
particula puntual de masa m, unida al ex-
tremo de un hilo cuyo otro extremo esta
fijo a punto O. Por definicién el movimien-
to ocurre en un plano. En este ejemp-
lo el torque se debe a la fuerza peso,
d=g(pcoss-dsing) y r'=Rp,

7o =Fx(Mmg) =-m RgsinHR (2.3.13) Figura 2.6: Un péndulo plano.

donde Res el largo del hilo. El momento angular es sencillamente FO =PxV=
m R 6k porque V = Ré6. De aqui que (2.3.5) implique

é:—%sme (2.3.14)

Esta es la ecuacion de movimiento de un péndulo de largo R. EI movimiento
no depende de la masa de la particula que hay en el extremo del hilo. Esta
ecuacion supone gue el hilo esta siempre tenso, lo que podria no ocurrir si el
movimiento excede 6 = /2.

Si las oscilaciones son pequefias, 6 < 1, se puede hacer la aproximacion
sind ~ 0 y la ecuacion queda

0=-=0 2.3.15
R ( )
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2.3.1.3. Uso de coordenadas esféricas: movimiento en super  ficie céni-
ca

Consideremos una superficie cOnica con eje vertical y vértice abajo como
en la Fig. 2.7. El vértice se escoge como origen. Una particula P de masa
m desliza sin roce por la superficie interior del cono bajo los efectos de la
gravedad.

Se desea plantear: o las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféri-
cas, o las propiedades del momento angular y o reducir el problema a uno
para la coordenada esférica r(t). La coordenada 6 es constante ya que ella es
el angulo entre el eje y cualquier generatriz del cono.

No hay mas fuerzas que el peso y la normal:

mg
N

mg(-F coss + fsing)
~N@ (2.3.16)

En este caso particular la aceleracién en coorde-
nadas esfeéricas es
d(r2;

é:('r'—r¢zsin29)f—r<}5zsin6'cos€é+Msin@&

(2.3.17)
Puesto que la fuerza total no tiene componente a
lo largo de ¢, esa componente de la aceleracion
Figura 2.7: un punto se debe ser nula, lo que se reduce a d%(r‘?{/)) =0, es

mueve apoyado en el interior - decir, lo que hay en el interior del paréntesis es
de una superficie conica de eje una constante

vertical y vértice abajo.

to

5 _ )
r“¢ =cte o bien = —
¢ ¢ mr2 sing

(2.3.18)

donde {p es la magnitud del momento angular. En efecto, si se calcula el
momento angular se obtiene

f= mrfx(ff+$r¢sin9): —mr?¢sing (2.3.19)
que, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud constante:

Z:foé
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La ecuacion de movimiento a lo largo de 7 es

i —r ¢?sinP = —gcosd (2.3.20)
Reemplazando en ella la expresion para ¢ se obtiene
§ 55 7 2.3.21
i =——5—gco 3.
23 9 ( )

gue es una ecuacion dificil aunque se puede demostrar que una primera inte-
gral arroja
1, &
2" T T omer2
Hay un caso sencillo e interesante que corresponde a 6rbitas circunferenciales
horizontales de radio ry. Para estas soluciones r es contante y también i =0

por lo que el lado derecho de la ultima ecuacion debe ser nulo, implicando que

—Qgrcosd+cte

2
KO

r3=—"2_
H™ m2gcow

2.3.2. El centro de masay el momento angular

Se define las posiciones g, desde el centro de
masa,

Fa=Pa—Rg. (2.3.22)
La velocidad con respecto al sistema CM es
Ba=Va—Vo (2.3.23)

& Demuestre que

N
Figura 2.8: El vector posicion i Z Mafa = 0 (2.3.24)
de una particula k se puede de- k=1

scomponer en la suma del vector

posicién del centro de masa, Rs, A veces también es util la derivada temporal de
y el vector posicién de k desde el la relacion anterior,

centro de masa, p.

N
D Mgy =0 (2.3.25)
k=1
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En 82.2 también se definié el momento angular total del sistema y se vio que
satisface la ecuacion

Oiji? = > Fax 2 (2.3.26)
a

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas externas al
sistema. El momento angular del sistema con respecto a su propio centro de
masa es

N
7 = Z Mafa X Va (2.3.27)
a=1

Sin embargo, si en la ultima expresion se hace el reemplazo V, = Vo + Pas
la forma de ZG se puede simplificar porque Vo gueda fuera de la sumatoria
(no depende de a) y (2.3.25) asegura que ese término no contribuye a Fg,
concluyéndose que

N
lo=) Mafaxfy (2.3.28)
a=1

El momento angular {70 también se puede escribir

lo = Y ma(Re+7a)x(Ve+ fa)

a=1

N
MR x VG + ) Mafax Fa (2.3.29)

a=1

Para obtener la ultima expresion se hizo uso de (2.3.24) y de (2.3.25). El
primer término del lado derecho es el momento angular del sistema como un
todo con respecto al punto O, y sera denotado £y ©

2% = MRg x Vg (2.3.30)
mientras que el dltimo término es {c. De aqui que

lo="E0yC+15 (2.3.31)

La ecuacién de movimiento para cada masa my del sistema es

Mydp = Fb— MoRs
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Derivando (2.3.28) con respecto al tiempo se obtiene
lc= Zﬁb X (Fb - me_\‘G)

La Ultima suma contiene Y mydp = 0 por lo que el resultado es

dlG S
= Zpb X 'fb
b

dt

TG (2.3.32)
Se puede anotar también que
" Z Fa f;éxt
a
Z (ﬁG +ﬁa) X f_§Xt

a
ﬁgxz f_§Xt+Zﬁax ot
a a
= S+7g (2.3.33)

La ultima linea define la notacion.

Nl
Q
Il

Puesto que (a) =79, (b)lc=7s, (C) Z():ESH?GYQUG (d) T_)O:??)Jr?e’
se desprende que _ _
&=, (=1 (2.3.34)

El torque del peso respecto a G se calcula como
e = Z Mg Pa X §
a
=0 (2.3.35)

. . b4
La suma anterior se anula debido a (2.3.24). Ya que 7g = 0 entonces (g €s
constante si el peso es la Unica fuerza externa.

Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tablén a
una piscina para, después de algunas volteretas, clavarse en el agua en for-
ma perfecta. Un vez que esta en vuelo su momento angular ZG no puede
cambiar. Tan solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus brazos
puede controlar su velocidad angular, pero llega al agua con el mismo ZG que
se dio en el momento de despegar del tablon. Los gatos hacen algo parecido
para caer siempre de pié.
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2.3.3. Momento angular y torque asociado a sistema con-

tinuo
2.3.3.1. Una barra masiva

Se idealiza una barra como una recta ma-
siva de largo R Cada punto de la barra
tiene asociado un valor de la coordenada
p, = ppy una velocidad p¢é. Un segmen-
to de largo dop de la barra tiene masa Adp
por lo que el momento angular del sistema
es

o= [ pix(pid) a0 = (R - e 32

a

Ya que el peso de un elemento dp de la bar-
ra es (pcosp — ¢sing) Ag dp, el torque es

>
70

R-a
[ ppx(pooss-asing)ag

a

—R/lgsim/);(R—Za)

De aqui que la ecuacion dindmica sea

39 R-2a

b=
Si R> 2adebiera ser claro que este péndulo
oscila en torno a ¢ = 0. En cambio si R< 2a
ese punto es inestable. Analice (2.3.36) en
loscasosa=0ya=R

2.3.3.2. Alambre semicircunferencial

Figura 2.9: . Una barra de largo R
densidad uniforme 2 = M/R puede gi-
rar en un plano vertical en torno a un
punto que divide a la barra en una
parte de largo a y otra de largo R—a.

Figura 2.10: Un alambre semicircun-
ferencial de radio R y masa total M os-
cila como péndulo en torno al punto O.

Se tiene un péndulo formado, como lo muestra la figura 2.10, por un arco de
radio Ry densidad uniforme A = %. Un punto arbitrario P del arco se puede
definir con respecto al angulo ¢ con el eje fijo X o bien con el angulo g8 =

2.3. MOMENTO ANGULAR Y TORQUE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECé.n |Ca 53

5 +¢ —a que subtiende el arco AP. Estando P fijo al arco, el angulo g es una
constante y el movimiento pendular implica ¢ = &. El vector p03|C|on de un
punto P cualquiera del arco es 7’ Rp y la velocidad de P es V = Rpg, pero
¢ = &. De aqui que la contribucion dZ al momento angular de un arco ds= Rd3

es
> . A MRZ . L
dZ = (Rp) x (Rig) AR = — avdpk
/e
La velocidad angular @ es comun a todo el arco, esto es, no depende de g,
por lo que la integral en g8 arroja simplemente  y se obtiene
= MR?x k

La contribucion al torque del arco ds en torno a P debida al peso de ese
elemento de arco es

d7 = (Ro) x ((dm)gi) = —(gdﬁ)gRSimSR

debido a que 7 = pcosp — ¢sing. Para integrar se debe tomar en cuenta que
sing = sinBsina —cosBcosa por lo que foﬂ singdB = 2sina. De esto resulta que
al integrar sobre g se obtiene

2MgR . -
g sina k

_)_

-\l

T

Lo , .
La ecuacion ¢ = 7 para este péndulo extendido se reduce a

2
i = - sing (2.3.37)
7R

gue tiene la misma forma que la ecuacion (2.3.14) del péndulo simple.

& Demuestre que para el problema del péndulo hecho con un alambre semicircun-
ferencial, se tiene que ZG = ‘;—“{'de k.

2.4. Sistemas de dos particulas

2.4.1. Masa reducida

En general las ecuaciones para un sistema de dos particulas se puede escribir
d’ry

W = If12+ f_l) (241)
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dzl”z =
— £ = _Fpp+f 2.4.2
mp a2 12+ 12 ( )

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dinamica del centro de
masa, ecuacion (2.2.14).

Si se define el vector de posicion relativa 'y la masa reducida u por

S5 My My

5= r_" _ r) — - = 243
p=r—-=p1-p2, i ( )
entonces la ecuacion (2.4.1) multiplicada por ny/(m + Mp) queda
o5y M o>
M (p+ rz) = m (If]_2+ f]_) (244)

si a esta ecuacion se le suma (2.4.2) multiplicada por —my /(my +mp) se obtiene

= ml
1—
mp +Mp mp +Mp

up=Fi+ f, (2.4.5)

Esta ultima ecuacion es equivalente a la ecuacion de una sola particula de
masa u y posicion g.

> El problema de dos particulas se reduce al problema del movimiento
del centro de masa y a la ecuacion (2.4.5) para el movimiento relativo.

En el caso usual en que f; = my( la ecuacién anterior se simplifica:
pﬁ’: Fio caso especial (2.4.6)

Es una ecuacion en la que no interviene sino las fuerza entre las particulas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando gy
la masa reducida u. Para lograrlo se debe observar primero que g, g1 y g2 son
paralelos y satisfacen

= /"l - /-'l -
1=—2, —f2 = — 2.4.7
g P2= 1P (2.4.7)
Entonces ‘ ‘ .
o= MmMpPIXp1+MpfaXp2= upxp (2.4.8)
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2.5. Fuerzas centrales

2.5.1. Laidea

Una fuerza se dice central, con centro en el punto O, si el valor de esta fuerza
en un punto F’ es

F=f()f (2.5.1)

donde T es el vector posicion desde O, y éste es el punto desde donde se
define la fuerza, r = ||A)| y = F/r. La magnitud f(F) = f(r,0,¢) de la fuerza
es una funcién escalar cualquiera que, en los casos mas importantes, solo
depende del escalar r.

Como pronto se vera, importantes fuerzas de la naturaleza son centrales,
tales como la que describe la Ley de Gravitaciony también la Ley de Coulomb
entre cargas eléctricas. En ambos casos f solo depende de r (no depende ni
de @ ni de ¢), en cambio en el ejemplo del péndulo recién descrito, la tension
del hilo es una fuerza con centro en el punto fijo O que también depende del
angulo ¢.
El torque 7p, en el caso en que la fuerza total sobre una particula es una
fuerza central, es nulo, porque 7o = Px (f(r)f) = O ya que se trata del producto
cruz entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5) se concluye que en un
caso asi ;
d¢
i 0 (2.5.2)

. - -
es decir, el momento angular permanece constante, £(t) = ¢p.

. =4 =4 -
Pero si { es constante, y puesto que ¢ =X g, el plano que definen los vectores
'y p permanece fijo, es decir, el movimiento trascurre en un plano fijo. Se trata
de movimiento plano.

2.5.2. Corolario: segunda ley de Kepler.

Se demostrard que si se conserva el momento angular la linea que une al
punto O con el punto que define el vector posicion r(t) barre areas iguales en
tiempos iguales. Para demostrarlo hay que recordar que si se tiene dos vecto-
resay b definidos a partir de O, la magnitud del producto ax bes igual al area
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del paralel6gramo que definen &y b. Sila posicion de la particula en un ins-

= ~ : = o ar _
tante t es r'(t), en un pequefio instante posterior t+e es F(t+€) =F(t) +e g =
F(t) + eV(t).

El area barrida en este lapso infinitesi-
mal € es la mitad del area del paralelo-
gramo (porque es el area de un triangu-
lo), es decir, esta area infinitesimal vale
dS = 3IIP(t) x [P(t) +eV(®)]Il que resulta

ser dS = 5||IP(t) x V(t)ll que es dS = e%.
El infinitesimal € es un elemento de tiem-

Figura 2.11: Si el momento angular po dt, y de aqui que la conclusion sea que
se conserva, entonces areas barridas en
tiempos iguales son iguales.q S | {7’”

dt  2m
En palabras, la expresion anterior dice que el area barrida por '(t)—a medida
que la particula se mueve en su 6rbita—es proporcional aty es proporcional
a la magnitud del momento angular, esto es, la veocidad areolar es una con-

stante. Si la expresion anterior se integra entre dos instantes arbitrarios t; y to
de la historia de la particula, el resultado es

(0]

velocidad areolar (2.5.3)

114]
Sio=—(r -t 254
12 2m(z 1) ( )

Es decir, el tiempos iguales (to —t1) se barren areas iguales S1».

2.6. Problemas

2.1 Una cuerpo comienza su movimiento (sin roce) desde la ctspide de una esfera
fija de radio R con rapidez vo. Determinar dénde el cuerpo pierde contacto con
la esfera.

2.2 Por un riel circunferencial en posicion
horizontal de radio R avanza un cuerpo F 1
C1 de masa my arrastrando a un cuerpo
C, de masa my con un hilo de largo RV2.
El cuerpo Cq es movido por una fuerza 2

de magnitud F conocida y fija
es siempre tangencial a la circunferencia. En el instante t = 0 los cuerpos parten

que
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desde el reposo y en ty completan una vuelta. a) Calcule la tensién del hilo en
ese intervalo. b) En el instante ty se corta el hilo y sobre C;1 continua actuando
la misma fuerza. Obtenga el instante t1 en el cual C, alcanza a Co.

2.3 En una vara horizontal de largo D hay

un anillo de masa my que puede deslizar

por la vara sin roce alguno. De este anil-

lo sale un hilo en cuyo extremo pende un

punto de masa np, es decir, se tiene un

péndulo simple que no tiene un punto fi-

jo, sino que éste desliza en una vara hor-

izontal. Encontrar una expresion para la

tension del hilo en funcion del angulo ¢ y

de ¢.

2.4 El sistema de la figura representa una

rueda de masa total M y radio Ry en-

F frentando un peldafio de altura a. Deter-

" mine la minima fuerza horizontal E que

a se debe aplicar para que la rueda supere
al peldafio.

2.5 Una particula P de masa m se mueve por la superficie interior de un cono de
eje vertical, angulo 6 y vértice abajo. Si sobre P actua una fuerza que, expre-
sada en coordenadas esféricas, es F = —yrf¥, determine las ecuaciones de
movimiento de P en coordenadas esféricas y obtenga una expresion para su
velocidad. Datos iniciales: r(0) = Ry, ¢(0) = w, £(0) = 0.

2.6 Resuelva el caso de una argolla de masa m en

una varilla que gira con velocidad angular uni-
forme: ¢ = w siempre formando un angulo 6 con
la vertical. No hay roce entre ambos. Tome como
condiciones iniciales que z(0) = zy y que z(0) = 0.
Si la varilla gira muy lentamente la argolla cae
hacia O. Describa todas las situaciones posibles,
desde velocidad angular muy pequefia hasta muy
grande y escriba el valor de la velocidad angular
critica para decidir si cae o sube.

Indicacién: usando coordenadas cilindricas se puede ver que la varilla apunta en la

direccién unitario f = I20089+ﬁsin9. La fuerza total es la suma del peso, —mgf( y la

fuerza normal, que inicialmente se debe escribir con un vector general perpendicular
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a f. Demuestre que la fuerza normal entonces es de la forma: N = $N¢ + (Rsine—
pcos¥)N. Una vez que se tiene las fuerzas, la ecuacion de movimiento (Il ley de
Newton) puede ser escrita y descompuesta en tres ecuaciones escalares. Hay que
tomar en cuenta que la argolla solo se puede mover a lo largo de la varilla, es decir,
siempre se debe satisfacer p(t) = z(t) tand (*). En estas ecuaciones escalares aparecen
las cantidades desconocidas Np y Ny, pero si se usa (*) se puede obtener una ecuacion
libre de estos coeficientes. Tal ecuacion entonces se puede integrar y se obtiene z(t).
A partir de ahi el problema es muy sencillo.

2.7 Hay un hilo enrollado alrededor de un
cilindro. El eje del cilindro es horizontal,
su radio es Ry la altura desde el suelo
al eje es L. En el instante inicial esta de-
senrollada una parte del hilo, de longitud
D, la que se mantiene tirante y horizon-
tal, ¢ = 0. En esa punta del hilo hay un -
cuerpo de masa m. Este cuerpo se suelta
desde el reposo y a medida que cae el hi-
lo se va enrollando. a) Determine la ten-
sion del hilo como funcion del angulo ¢.
b) Dé la forma de la aceleracion y deter-
mine el radio de curvatura. Interprete.

Indicacién: Conviene tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector posicion
del cuerpo como la suma de los vectores posicion del punto P de tangencia del hilo
(Fp en la direccion p) y el vector que apunta en la direccién del hilo y que es tangente
al cilindro, en la direccién &5

2.8 Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo cénico de-
scrito en la seccion 2.3.1.1. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el origen
O para definir el momento angular y el torque esta al centro de la circunferencia
que describe la particula y (b) cuando O se escoge en el punto en que el hilo se
une al techo. En ambos casos escriba el vector posicion de la masa m usando
los vectores unitarios asociados a coordenadas conica, obtenga la velocidad,
calcule el momento angular y el torque y compruebe que (2.3.5) se satisface.

2.9 Resuelva el caso de un péndulo como aquel visto en §2.3.3.2 tan solo que, en
lugar de un alambre semicircunferencial, se trata de una lamina semicircular
con densidad de area uniforme tal que la masa total sea M. En este caso se
debe integrar sobre el elemento de area dS = pdpdg.
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2.11

2.12

2.10 Considere un alambre semicircunferen-
o) v cial, de radio Ry densidad uniforme, que
oscila—debido a su peso—en su pro-
pio plano, en torno a su punto medio O.
.-~B  Puede ser conveniente describir la posi-
| cién r de cada punto P del arco como
- la suma del vector R que va desde O
-7 hasta el centro de curvatura C, mas un
vector que va desde C hasta un punto
P.

Un astronauta de masa m se aleja de su nave unido a ella por una cuerda,
pero impulsado por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el com-
bustible debe ser traido de vuelta recogiendo la cuerda. Esto se comienza a
hacer cuando la cuerda esta tirante, tiene una longitud extendida Ry desde la
nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la nave, es Q. La cuer-
da comienza a ser recogida con rapidez constante Vg. Suponga que no hay
complicacién alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda. a) En-
cuentre la rapidez del astronauta en funcion de la distancia a la nave. b) Si se
sabe que la cuerda soporta una tension maxima 27m R)Qg antes de cortarse,
determine a qué distancia de la nave se encuentra el astronauta en el momento
en que la cuerda se corta. Nota: la nave tiene masa tan grande que para todos
los efectos de este problema puede tomarse como un punto fijo.

Un péndulo plano de largo R y masa m es liberado desde su punto mas bajo
(¢ = 0) con una velocidad angular wg. No alcanza a llegar a la ctspide (altura
2R medida desde el punto mas bajo) porque cuando ¢ toma el valor ¢\ el
movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresion para cCOSpy en
funcion de m, g, wo ¥ R.
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Capitulo 3

Fuerzas especificas y movimiento

3.1. Ley de Gravitacion Universal

3.1.1. Laley

La tercel’a |ey de Kepler dice que el cubo de la

distancia media, R, de un planeta dividida por el cuadrado de su periodo, T,
es la misma constante para todos los planetas, es decir para cualquier planeta
a el cuociente

Rg k

T_§ =
da un valor k que no depende del planeta. Kepler establecié que las érbitas

son elipses. También establecio la ley (2.5.3) que sabemos que significa que
el momento angular se conserva.

Esto ultimo sugiere que la dindmica de los planetas esta gobernada por una
fuerza central. Si la fuerza es central de la forma f(r)f, la Unica aceleracion
gue sufren los planetas es la centripeta, descrita en (1.4.11). ¢Qué forma
tiene tal ley de fuerza?

Aun cuando los planetas se mueven en 6rbitas elipticas, éstas son muy poco
exceéntricas, es decir, son casi circunferenciales. La velocidad media del plan-
eta a es practicamente su velocidad real todo el tiempo, y se puede estimar
dividiendo el camino recorrido en una orbita: 27R, por el tiempo T, que tarda,
es decir, V3 = 21R5/T4. Se sabe, ver (1.4.11), que la aceleracion centripeta
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a2 es de magnitud V2/Ry,

O (271Ra)2 _4n%R,  4PRE 4n%k (3.1.1)
Ra\ Ta T2 RRTZ R o

Con la ultima expresion a la derecha se

ha podido escribir la aceleracion cen- Kepler enuncié sus dos primeras leyes en

tripeta en términos tan solo de la con- 1609, mientras que la tercera es de diez

4 2k de la di . | afios después, 1619. Isaac Newton se baso
stante 47K y de la distancia al centro en la tercera ley de Kepler para afirmar en

de fuerza (distancia al Sol). Por tan- 1666 que existe una fuerza de atraccion
to, la magnitud de la fuerza sobre el gravitacional que es proporcional al inverso
planeta a tiene que estar dada por es- del cuadrado de la distancia entre los dos
ta aceleracién multiplicada por la masa S“¢P%

del planeta y tiene que apuntar hacia el Newton pudo tan solo estimar los valores:
de GM pero no de la constante G por si

centro, e .
sola. Fue Henry Cavendish quien comunico

A2k Ma .. en 1798 la medicion de G usando una del-

'fa == Rg (3'1'2) icada balanza de torsion. La medicion de

Cavendish arroj6 resultados que implicaban

— 11 2
El planeta Jupiter tiene muchas lunas y que G = 6,754x 107 (N ¥/ (K?).

ese sistema se comporta como un sis-

tema solar autbnomo. Cuando se estudio si la ley de Kepler (3.1.1) se cumplia
para ese sistema se obtuvo que se cumple, pero la constante k que resulta
es otra. Hoy sabemos, gracias a la ley de gravitacion universal de Newton,
gue esa constante k es proporcional a la masa del objeto masivo que crea la
fuerza central (el Sol en un caso y Japiter en el otro).

El argumento dado al comienzo, en torno a (3.1.1), tiene sentido tan solo si
la orbita es circunferencial o muy préxima a serlo. Pero la conclusion de ese
caso particular, ayuda a entender como se puede llegar a concebir la ley de
validez universal que ahora se introduce.

La ley universal de gravitacion enunciada por Newton dice que la fuerza de
atraccion gque ejerce un punto material de masa mp sobre un punto material

de masa mg es
MaMg .,
f
r2
AB

donde f es el vector unitario que apunta desde el centro A de fuerza hacia B.

Ifsobre B= -G

(3.1.3)
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La constante universal de gravitacion G vale

2
11Nm

G=6,67428<x10"
K2

(3.1.4)

Esta misma ley se puede también escribir utilizando
vectores posicién Fa y g respecto a cualquier origen
O. La fuerza sobre B debido a A es
mams .,
lfBA: —G_)—_)?’ (rB—rA) (315)
lIFg —Fall
El movimiento que se deduce con esta fuerza, en par-

ticular el movimiento planetario, sera discutido mas
adelante.

Figura 3.1: La fuerza de
atraccion gravitacional que

3.1.2. Aceleracion de gravedad A ejerce sobre B es par-
alela a fg —Fa.

De acuerdo a (3.1.3) la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre un
cuerpo de masa mes
c_g Mm
(R+h)2
donde M es la masa de la Tierra, R es su radio al nivel del mar y h es la altura
sobre el nivel del mar que esta el cuerpo de masa m. Siempre se identifica
esta fuerza con el producto mg,, por tanto, la aceleracion de gravedad resulta
valer

(3.1.6)

(3.1.7)

g GM GM GM 1 GM( Zh)
h ~ =

- 2~ 2 R2 =2
(R+h) R2(1+ 1) R 1+2 R R

que depende de la altura h. En el calculo anterior se ha supuesto que la altura

h es mucho menor que el radio de la Tierra, h < R. El radio de la Tierra es

R=6,3710m|lo gue garantiza que la aproximacion hecha es excelente aun
si h es la altura del monte Everest (hgyerest ~ 8,8 10°m).

Se llamaré gp a la aceleracién de gravedad al nivel del mar. Puesto que la

masa de la Tierra es | M = 5,98 1% Kg |, resulta

GM m
Jo = ? :9,8? (318)
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El semieje mayor de la 6rbita terrestre vale a~ 1,5x 10MKm.

& Demuestre que la aceleracion de gravedad en Santiago difiere en menos del 1 %
de Qp.

3.2. Fuerza elastica ideal

3.2.1. Generalidades

A
El tipo de problemas que se va a abordar

en esta seccion tiene un grado de aplica-

K bilidad que va mucho mas alla de lo que

N D(t) podria aparentar. Superficialmente esta
seccion trata de una particula de masa m
en el extremo de un resorte cuyo otro ex-
tremo esta fijo en un punto que se ha des-
ignado A en la figura 3.2. Si bien lo que
se estudia a continuacion es cOmo oscila
este sistema, los resultados son general-
izables a todo tipo de sistemas elasticos.

r P

Figura 3.2: Un resorte con un extremo
en A tiene en su otro extremo P una
masa m.

La fuerza que ejerce un resorte ideal de largo natural Do sobre un cuerpo
P depende linealmente de la deformacion (alargamiento o acortamiento) que
sufre el resorte y es proporcional a la constante elastica k del resorte,

Fe=—k (D(t)- Do) (3.2.1)

donde, D(t) = ||[P—Fall es el largo actual del resorte y f es el vector unitario en
la direccion del resorte,

—
R

A

f=
All

(3.2.2)

—
3

En particular si Aes el origen (esto es, Fa = 0) se tiene que f = II%I La diferencia
D(t) — Do se suele denominar la elongacion del resorte.

Un resorte es “duro” si su constante k es grande y blando en el otro extremo.

La ley de Hooke se refiere a sistemas en los que, al ser sacados de su posicion
de reposo (o posicion de equilibrio), aparece una fuerza que es proporcional
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a la deformacién, tal como en (3.2.1). Esta ley es aplicada en los mas varia-
dos contextos. Cuando una cuerda de guitarra es sacada de su posicion de
equilibrio (es pulsada) aparece una fuerza que, de alguna manera, puede ser
asimilada a (3.2.1). Al deformar levemente cualquier cuerpo solido aparece
una fuerza eléstica para restituirlo a su posicion original. Como se vera, (3.2.1)
conduce a una dinamica tipicamente oscilante, aunque no siempre lo es.

Un sistema oscilante normalmente pierde energia y, si esté libre de influen-
cias que mantengan sus oscilaciones, regresa al reposo. La ley que rige esta
pérdida de energia se vera mas adelante cuando se trate al oscilador amor-
tiguado.

Otra variante de los osciladores se refiere al caso real en que el sistema no
es sacado levemente de su posicion de equilibrio, sino que se aleja bastante
de ella. En tales casos es muy tipico que la ley (3.2.1) deje de ser vélida.
Puede ocurrir que la ley sea mas complicada, como es el caso del péndulo,
(2.3.14) versus el péndulo de pequefas oscilaciones descrito por la ecuacion
(2.3.15). También esto ocurre, por ejemplo, cuando el sistema ya no sufre una
deformacion elastica sino una deformacion plastica. Plastica es la deforma-
cion que cambia la naturaleza del material, como es el caso de un resorte que
es estirado mas alla de un cierto limite y se deforma irreversiblemente.

3.2.2. Caso unidimensional sencillo

En el caso unidimensional, en que la particula P en el extremo del resorte—
cuyo otro extremo esté en el origen— se mueve siempre con X(t) > 0, no es
necesario usar vectores y la fuerza se puede escribir como F = —k(x—Dg) lo
que conduce a la ecuacion

mX(t) = —k [X(t) - Do] (3.2.3)

Se puede comprobar que la ecuacién anterior tiene como solucion particular
trivial x(t) = Do. Ella corresponde al caso en que el oscilador esta en reposo
en una posicion especial llamada posicion de equilibrio. La solucién general
del problema se puede integrar facilmente si se hace el cambio de funcion:
X(t) = X(t) + Do, porque la ecuacién queda

mX(t) = —kX(t) (3.2.4)
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Se define la frecuencia angular carac-
teristica del sistema por

wo = \/E (3.2.5)

La frecuencia propiamente tal se denota

v Yy se relaciona a wqg por |wg = 2nv| El

periodo de tales oscilaciones es T = wﬁo =
l.
v
Se puede comprobar que la solucion mas
general de la ecuacion es X(t) = A sin(wot) + B cosot). Volviendo a la funcién

original x(t) esta solucion es

x(t)

t

Figura 3.3: La posicion x(t) oscila en
torno a x = Do.

X(t) = Do + Asin(wot) + B cosguot) (3.2.6)

Las constantes Ay B dependen de las condiciones iniciales. Por ejemplo, si
X(0) = Xg y X(0) = vg la solucion se convierte en

X(t) = Do+ ~2 sin(wot) + (Xo — Do) COSEot) (3.2.7)
wQ
(compruébelo).

& Escriba la solucion anterior en la forma
X(t) = Do+CSin(wot+)/o) (328)
y encuentre la relacion entre (C, yo) y (Xo, Vo)-

La funcién x(t) que ha quedado definida oscila en el tiempo en forma sinu-
soidal, tomando iguales valores en tiempos separados por un multiplo entero
deT = % (T es el periodo de la funcién x(t)), ver la figura 3.3.

& Demuestre, a partir de (3.2.6), que (X(t) — Do) es una funcién cuyos valores maxi-
mo y minimo son

[X(t) - DO]max min= * VAZ"‘ B2 (3-2-9)

El maximo es la amplitud de las oscilaciones y describen cuanto se aleja la
particula oscilante de su posicion de reposo.
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La solucion que se ha visto esta caracterizada por una frecuencia wg = vVk/m.
Si el resorte es duro (k grande) la frecuencia es mas grande, pero si se au-
menta el valor de la masa la frecuencia baja.

Este comportamiento se puede apreciar de la siguiente forma. Un vehiculo
disefiado para acarrear grandes cargas tiene resortes (sus amortiguadores)
muy duros, de tal modo que cuando va bien cargado las vibraciones que le
provoca las irregularidades del camino se convierten en frecuencias bajas
(suaves se diria en lenguaje coloquial), pero si ese mismo vehiculo va vacio
(masa chica) vibrara a alta frecuencia y se sentira aspero.

En la notacion de (3.2.6) la funcion x toma valores extremos cuando X =0, lo
gue ocurre en t = t1 si Acoswgt; = B Sinwpts 1o que ocurre si

A
tanwot = B (3.2.10)

Al reemplazar este valor en (3.2.7) se obtiene

V2

X: = Do | — + (X0 — Do)? (3.2.11)
w
0

Con signo + se tiene el valor maximo de Xy con el signo menos se tiene el
valor minimo. Esta expresion es equivalente a (3.2.9).

3.3. Fuerza de roce estatico y dinAmico

Ya se ha dicho que si dos cuerpos estan
, en contacto, sobre cada uno de ellos ac-
Fuerza aplicade .

externamente  tUa una fuerza llamada de contacto. Es-
ta fuerza tiene una descomposicion uni-
ca en una componente perpendicular a
- la superficie tangente al contacto, que se

na sobre un cuerpo que esta apoyado d . I N t
sobre una superficie puede ocurrir que enomina normal, I, y una componente
este cuerpo no se mueva. paralela al contacto, que es la fuerza de

roce.

Figura 3.4: Al aplicar una fuerza exter-
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Si no hay movimiento relativo entre las
dos superficies en contacto la fuerza par-
alela al contacto, que actia sobre cada
uno de los dos cuerpos, se llama fuerza
de roce estatico, IfRE, mientras que si hay
movimiento relativo, se llama fuerza de
roce dinamico, IfRD.

3.3.1. Roce estatico

Al aplicar una fuerza F sobre un cuerpo
Figura 3.5: Un vaso en reposo sobre A apoyado en una superficie, puede ocur-
una mesa inclinada. La suma de la nor- rir que A no se mueva. Esto se debe a
mal y el roce estético cancelan exacta- que en la regién de contacto entre Ay la
mente al peso. superficie aparece la fuerza, llamada de
roce estatico, que se opone al movimiento. Esta fuerza de roce estatico an-
ula la componente F, paralela al contacto, de la fuerza F. Si F sobrepasa
un cierto valor, el cuerpo ya no podra permanecer en reposo. El valor méaxi-
mo alcanzado por Fre obedece la siguiente ley, que depende del valor de la
magnitud de la fuerza normal, N presente en el contacto,

IFRel < elIN]| (3.3.1)
donde N es la fuerza normal mencionada mas arriba y e €s el llamado coefi-
ciente de roce estatico.

Este coeficiente depende de la naturaleza de los materiales en contacto y de
la calidad, por ejemplo la rugosidad, de las superficies.

Ejemplo: Las fuerzas sobre un vaso apoyado en una supericie inclinada son:
su peso, mg, que apunta vertical hacia abajo, la normal N gue apunta perpen-
dicular a la mesa (direccion k, ver la figura 3.5) y la fuerza de roce estatico,
Fre que apunta en una direccion paralela a la mesa.

Puesto que el vaso esta inmovil la aceleracion es nula y por tanto la fuerza
total es cero, es decir, N+ IfRE+ mg = 0. Las fuerzas se pueden escribir:

N = Nk, mg = —mg(k cose +17 sina) (3.3.2)

Ya que estas dos fuerzas mas la fuerza de roce deben sumar cero, y la fuerza
de roce por definicién no tiene componente en la direccion k, necesariamente
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se cumple que la fuerza de roce es paralelaaiy
Fre =7 mgsina, N = k mgcose (3.3.3)

Como se puede apreciar, la magnitud de la fuerza de roce estético queda
determinada por el valor de otras fuerzas a través de la condicion de que la
suma total garantice (en este ejemplo) el reposo. La condicion (3.3.1) implica
que tana < pe. <

Ejemplo: Una cinta en forma de manto
cilindrico de radio R tiene eje vertical y gi-
ra con velocidad angular uniforme w. En
el interior de la cinta esta apoyado un
cuerpo de masa m como lo muestra la
figura 3.6. Si se conoce el coeficiente de
roce estatico entre este cuerpo y la cinta,
se vera que se puede determinar el min-
imo valor que debe tener w para que el ‘
cuerpo de masa mno caiga.

Usando coordenadas cilindricas, la fuerza Figura 3.6: Una cinta circular gira con
normal, que acttia sobre el cuerpo tiene Velocidad angular uniforme w en torno a
. . . un eje vertical. En el interior de la cinta
que apuntar perpendicular a la superficie ¢, 1ontiene fijo un objeto gracias al roce
de lacinta: N = —Np, pero el valor del es-  estatico.
calar N aun no se conoce. El peso es mj=-m gR. Se puede adivinar que
la fuerza de roce IfRE apunta en la direccion k: IfRE — Fk. Esta vez la suma
de todas las fuerzas debe ser igual al producto de la masa por la aceleracion
del cuerpo que tiene movimiento circular con velocidad angular uniforme. Esta
aceleracion, de acuerdo a (1.2.5), en este caso es —Rw?p. Todo esto conduce

entonces a dos relaciones escalares:

F =mg y N = mRw? (3.3.4)

Pero la ley (3.3.1) de roce estatico exige que F < uemRw?, con lo que final-
mente se obtiene que

w> |2 (3.3.5)

HeR

Si la velocidad angular tuviera un valor menor que éste, el cuerpo no podria
tener roce estético y cae. «
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& Resuelva el problema de la cinta que aparece en el texto principal, pero esta vez
la velocidad angular de la cinta no es uniforme sino que w = Q — agt. La velocidad
angular inicial Q) satisface la desigualdad (3.3.5).

& Sobre una superficie que corresponde al interior de un cono vertical con vértice
abajo esta apoyado un cuerpo de masa m. Cuerpo y superficie giran con velocidad
angular w constante, en torno al eje vertical, sin que el cuerpo deslice. Encuentre las
condiciones para que esto ocurra. Al analizar este problema debe cuidadosamente
analizar diversos casos. Por ejemplo, se debe separar los casos en que (g cosd —
pw? sind) es positivo o negativo. Aqui 6 es el angulo entre la vertical y una generatriz
del cono, g es la aceleracion de gravedad y p es la distancia entre el cuerpo y el eje
de rotacion.

3.3.2. Roce dinamico

El roce dinamico existe cuando hay movimiento relativo entre las superficies
en contacto. La fuerza de roce en este caso depende de la velocidad relativa
entre el cuerpo que se estudia y la superficie con la que esta en contacto:
Vrel = V— Vs, donde V es la velocidad del cuerpo y Vs es la velocidad de la
superficie. La ley de roce dinamico es

IERD = —pd N Vrel (3.3.6)

donde uq es un coeficiente que depende de la naturaleza de las superficies
en contacto, N = |N|| es la magnitud de la fuerza normal sobre el cuerpo que
desliza y Vel = Viel/|IVrelll €S €l vector unitario que apunta en la direccién de
la velocidad relativa del cuerpo en estudio con respecto a la superficie del
contacto. Es muy notable que esta fuerza no depende de la magnitud de la
superficie de contacto.

El contacto entre dos cuerpos, entonces, esta caracterizado en general por
dos coeficientes de roce, el coeficiente de roce estatico y el coeficiente de
roce dindmico. Siempre se cumple que

He > Hd (3.3.7)

Ejemplo: Consideremos un péndulo de largo Rapoyado en un plano inclinado.
El plano forma un angulo a con el plano horizontal. Se escoge coordenadas
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Figura 3.7:Un péndulo apoyado en un plano que produce roce. El eje Y ammla direccion
de maxima pendiente. A la derecha una vista lateral delrsiate

cilindricas con eje que pasa por el punto fijo del hilo y con eje Z perpendicular
al plano inclinado.

En este caso la coordenada p siempre vale Ry la coordenada z siempre es
nula. Para describir el movimiento del péndulo basta con encontrar el angulo
¢—que se indica en la figura 3.7—como funcién del tiempo. El vector posicion
es P=Rp. Se da como condiciones iniciales ¢(0) = 0y ¢(0) = 0. Ademas se
sabe que se detiene en ¢ = ¢1 sin haber retrocedido nunca. Veremos que
estos datos determinan el valor del coeficiente de roce pg. La fuerza normal
es N = NKk, la tension del hiloes T = —Tp, lafuerza de roce es Frp = —ugN o,
el peso es mg = mg(—kcose + j sina) = mg(-kcosa + sina (¢ cose + psing)).
La fuerza total entonces vale

F = (mgsina sing — T) p + (mgsinacosp — ugN) ¢+ (N—mgcosa) k  (3.3.8)

pero como no hay movimiento en la direccién k la correspondiente compo-
nente de la fuerza tiene que ser nula, lo que implica que

N = mgcose (3.3.9)
El torque es 7=Rox F, por tanto el torque tiene s6lo componente a lo largo

de k.

De (1.2.5) se obtiene que la velocidad y la aceleracion estan dadas, en el caso
actual, por

V=R¢p d=-R¢’p+Re (3.3.10)
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por lo que el momento angular vale

7 =m(R0) x (Rpd) = mRpk (3.3.11)
y de aqui
%:mR%R (3.3.12)

gue es consistente con que el torque también apunta en la direccion k. La
ecuacion dindmica que resulta es

R¢ = g sina cosp — g g CoOS (3.3.13)

Si esta ecuacion es multiplicada por ¢ se puede integrar facilmente y se ob-
tiene

%Réﬁz = (sina'sing — ug ¢ cosa) g (3.3.14)

Si en este resultado se usa ¢ = ¢1, para el cual el péndulo se detiene, se debe
tener que el lado izquierdo sea nulo y entonces

0 = (sinasing1 — ug¢1 coOs) g (3.3.15)
que implica
sin
Ud = f1 tana. (3.3.16)
b1
Si conoce ue decida si el péndulo reiniciara su movimiento. <

& Considere el sistema que se muestra en la
figura 3.8. Se trata de un bloque de masa m

sobre una cinta sin fin que se mueve con rapi- {—WWW_H

dez uniforme vp. El blogue estd ademés unido
a un resorte de constante elastica ky largo nat-
ural Do. El bloque tiene coeficientes de roce es-
tatl,C(.) y dlnamlcg He Y ”q con la cmFa..Haga un en una cinta sin fin esta también
analisis exhaustivo del tipo de movimiento que ,..1o 4 un resorte. Puede haber
tiene el bloque segun el valor de Vo cuando l0s  momentos en que haya roce es-
demas parametros estan fijos. Puede darse las tatico.

condiciones iniciales que estime conveniente.

Figura 3.8: Un bloque apoyado
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3.4. Roce VisScoSso

3.4.1. Generalidades

Cualquiera que haya tratado de correr con el agua hasta la cintura sabe que
el paso de un cuerpo a través de un medio fluido encuentra una resistencia al
movimiento. A esta fuerza la llamaremos fuerza de roce viscoso.

Este fenomeno es complejo porque depende de
muchos parametros. Por ejemplo importa la for- | e !
ma del sdlido, pero ademas—dada una forma—
depende del angulo con que el cuerpo enfrenta
al fluido, de la naturaleza de la superficie (suave,
aspera ..) y de la forma especifica como el fluido Figura 3.9: £/ roce viscoso
se relaciona con la superficie soélida (por ejemplo, depende de la forma del objeto
importa si un liqguido moja o0 no moja a ese solido), ¥ también del angulo entre esa

depende de la temperatura etc forma y la velocidad relativa al
' medio fluido.

Simplificando mucho el fendmeno se puede decir

gue hay dos regimenes: el fluido rodea al so6lido en forma suave (se dice, flujo
laminar), o bien el fluido forma turbulencias. En el primer caso la ley de roce
gueda bien descrita por una ley lineal (ver mas abajo en la sec.83.4.2) o, si es
turbulento, por una ley cuadratica, descrita en la sec. §3.4.3.

3.4.2. Roce viscoso lineal

La ley de roce viscoso lineal establece que esta fuerza es proporcional a la
velocidad relativa entre el sélido y el fluido y el coeficiente de proporcionalidad
es negativo

'frvl =—cV (3-4-1)

donde ¢ > 0, y ¢, como ya se ha dicho depende de una gran cantidad de
parametros particulares a cada caso. Por ejemplo, en el caso de una esfera
en movimiento lento se puede establecer que

c=6n¢R

donde ¢ es la viscosidad del fluido y R es el radio de la esfera.
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: Ejemplo: Consideremos el lanzamiento
2 ] de un proyectil tomando en cuenta el roce
AN 1 viscoso del aire, el cual supondremos

que es de tipo lineal. La ecuacion de
| movimiento es

2k
d’r dr

20 1 2 3 4 5 6 m@ = _Ca + mg (342)

Proyeciily viscosidad En coordenadas cartesianas con eje Z

vertical, y escogiendo la orientacion del
eje X tal que la velocidad inicial conoci-
da sea Vi = iVyg + K\, todo el movimiento
transcurre en el plano XZ y la ecuacién
se puede escribir por componentes en la

altura

) forma
Figura 3.10: Arriba: cualquiera que dvi = —CW
sea la condicion inicial para v; esta com- dt
ponente de la velocidad, con el transcur- dv,
so del tiempo v,(t) se acerca siempre a dt —CV;—mg

un mismo valor asintético. Abajo: Trayec-
toria de un proyectil para el cual la vis- que son dos ecuaciones independientes.
cosidad del aire tiene un efecto aprecia-

'~ La segunda ecuacion se puede escribir
ble. Esta curva corresponde a la funcion 9 P

Z(X) dada en (3.4.9). en la forma
o c
dt .
—mg = —— o bien 3.4.3
Vp+ o m ( )
dv, C
—mg = ——dt 3.4.4
Vp+ 2 m ( )

Recordando que la primitiva asociada a integrar sobre Vv; al lado izquierdo es
m
In (vz + _g)
c

y la primitiva al integra sobre t al lado derecho es t mismo entonces, integrando
entre t =0y t a la derecha y, correspondientemente, entre Vo y V(1) a la
izquierda, se obtiene

Vy(t) = vpe VM- ng (1-ecvm) (3.4.5)
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En particular, se puede ver que cuandot — oo, V; — —%’. En la figura 3.10 se
muestra la evolucion de vz con diversos valores iniciales Vq.

Puesto que la velocidad asintética en este ejemplo, es negativa se puede
observar que si el valor inicial es positivo, en algin momento se anula. Esto
quiere decir que el proyectil esta inicialmente subiendo v;(0) > O, en alglin
momento t* su velocidad vertical se anula v,(t*) = 0 para finalmente comenzar
a descender, Vy(t) < 0.

& Demuestre que la funcién z(t) que surge de lo anterior es

g m(mg )—ct/m

m
M 9_m/mg 4.
) =20+ C(VZO gt)+ 2 o\ +Vyg|€ (3.4.6)

Una trayectoria balistica con este tipo de viscosidad se obtiene usando (3.4.6)
y una expresioén similar para x(t). La Unica diferencia es que en la direccion X
se debe eliminar los términos que contienen g,

m m
X(t) = X + V0~ V%o g cym (3.4.7)

Combinando (3.4.6) y (3.4.7) se obtiene trayectorias como la que se muestra
en la figura 3.10.

Marginalmente se hace notar que de (3.4.7) se puede despejar t para utilizar esa
forma en (3.4.6) lo que da a z como funcién de x. En efecto

t= m In [1_ M] (3.4.8)
c Mo
y entonces
mg Vo m’g c(x—Xo)
= 2 (x— —|n|1- 222 4.
Z(X) ZO+Con+on (X—Xo) + o n[ - ] (3.4.9)

es la trayectoria del lanzamiento balistico con roce viscoso lineal.

& Se sabe que en lanzamiento balistico sin roce viscoso desde un punto a otro a
igual altura, el alcance maximo se obtiene cuando la velocidad inicial forma un angulo
de % con respecto a la vertical. Obtenga la expresion para el alcance maximo en una
situacion similar pero cuando el roce viscoso lineal es tomado en cuenta.

Tanto la solucion (3.4.5) y (3.4.6) parecen ser singulares para c =0, ya que C
aparece en denominadores. Esto, sin embargo, es solo aparente. Si se anal-
iza, por ejemplo, el caso de (3.4.5), el primer término sencillamente tiende a
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V0 mientras que el paréntesis en el Ultimo término contiene (1—exp[-ct/m]) =
2:2 . ., .. ;.

1-1+ %]t — % +... Si esta expresion se multiplica por mg/c y se hace el limite

c — 0 se obtiene gty el resultado neto es V,(t;c = 0) = v,0 — gt que es la solu-

cion conocida en el caso sin roce viscoso.

3.4.3. Roce viscoso cuadratico

En el caso del roce viscoso cuadratico la fuerza de roce es
Frve = -nIVIV (3.4.10)

donde n depende del fluido de que se trate. En el caso en que el fluido sea un gas
una expresion aproximada para n es

1
= ZpA
TIZPCd

p es la densidad del fluido, A es un &rea del orden de la que se obtiene de la proyec-
cion del proyectil al plano perpendicular a la velocidad relativa y Cq es el coeficiente
de arrastre. Si el proyectil es una esfera, A~ 7R°.

3.4.3.1. Sin gravedad:

Como primer ejemplo resolvamos el sencillo caso en que ésta es la Unica fuerza
y el movimiento es en una sola direccion. Supondremos que v > 0 todo el tiempo,
entonces
mv = —n\2
que se resuelve primero escribiendo la ecuacion anterior en la forma
dv n
- =-= dt
\% m

Si el lado derecho se integra entre t = 0y un valor arbitrario de t, el lado derecho debe
integrase entre el valor de v en t = 0, que se denotara Vg y un valor arbitrario v(t). Se
obtiene entonces

1 1 nt

+—== Vo
vi) Vo 0m

nV(
1+ 12t

— ()= (3.4.11)

Se puede notar que la velocidad inicial es realmente Vg y que la velocidad decrece
mondétonamente con el tiempo acercandose cada vez mas a cero.
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3.4.3.2. Con gravedad:

Ahora se analizara un caso en que ademas hay gravedad. Este caso es intrinseca-
mente mucho mas complicado que el caso de viscosidad lineal y solo se estudiara
el movimiento rectilineo. Se supondra que el eje Z es vertical hacia arriba y que hay
una fuerza constante —-mg

La fuerza de roce viscoso apunta hacia arriba si la particula desciende y apunta hacia
abajo si va ascendiendo, es decir,

mA(t) = —n12t)z- mg (3.4.12)

Como siempre, la aceleracién es 2=V y la velocidad es z=v.
e El descenso, v(t) < 0. En este caso |2 = —v por lo que la ecuacion es

mv=nVv2—mg (3.4.13)

Existe una solucién en que la velocidad vale v = — y/mg/n todo el tiempo, ya que con
ella el lado derecho de la ecuacién anterior es nulo. A esta velocidad (negativa) tan
particular la llamaremos -V, con

Voo = [ — (3.4.14)

que es una cantidad positiva.

Para hacer mas transparente el método de

solucién se hara el cambio de funcién v(t) = 3
—V(t) y como se trata del caso v < 0 entonces 25 ,\‘\,“
V > 0. La ecuacion dindmica con esta nueva
variable es g

mV:—nV2+mg 0 bien V:—%(Vz—vfo)
(3.4.15)
y se puede escribir como una relacién diferen-
C|a|, d 00‘”” 0‘5 i 1‘5 é 2‘5 é
Vv n . v .
~mat (3.4.16) Figura 3.11: Se puede apreciar el

V22 m
L . comportamiento de V(t) dado en (3.4.18)
Que, al lado izquierdo, se integra desde Vi para diversas velocidades iniciales y un

que es el valor inicial (t = 0) de V(t) Vo COMUN,

VO dv !
f v _ 1 f dat = 14 (3.4.17)
Vi V2 —Vgo m Jo m

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias




78 P. Cordero S. & R. Soto B.

La integral del lado izquierdo solo tiene sentido si el denominador en el integrando
no se anula en el rango de la integracion. Veremos que este denominador nunca se
anula.

La primitiva de la integral a la izquierda es

1 n Voo — V(1)
Do \Veo + V(1)
y del lado derecho es —pt/m. Al integrar se obtiene entonces

1 In(v‘x’_v(t) voo+V1)_ nt

Do Vot V() Vo—-Vi/ m
Si para algun instante finito ocurriera que V(t) = V., €l argumento del logaritmo se
anularia lo que implicaria un lado izquierdo igual a —co que contradice que se trate de
un instante finito. Por tanto V(t) # V., para todo t finito.

El lado izquierdo se anula cuando V(t) = V; que es lo que se debe esperar ya que V;
es la velocidad cuando t = 0. La solucion explicita es

A cosi‘(\?—:) +Veo sinh(g—t)

Voo

R [
Voo COSH( L) +Vy sinh( )

V(1) = (3.4.18)

Cuando t — oo la fraccion tiende a 1 y se obtiene v, como debe ser mientras que si
se toma t = 0 los senos hiperbdlicos se anulan mientras los cosenos hiperbdlicos se
hacen 1y se obtiene V(0) = V;. Esta funcién es monétona entre t =0y t = oo.

En el caso especial V1 = 0 el resultado es

(o0

V(t; V1=0)=Vy tanh(\?—t) (3.4.19)

Otro caso especial de (3.4.18) es aquel en que no hay gravedad. Lo mas sencillo es
resolver la ecuacion desde el comienzo con velocidad inicial V1 y g = 0. Pero si se
toma el limite de (3.4.18) cuando v, — 0. Se obtiene

V1

nV
1+ 13t

V(t;g=0)= (3.4.20)

que es el resultado ya visto (3.4.11).

Ahora se deducira la velocidad vs que tiene un cuerpo, que comienza a caer desde el
reposo y altura z=h, al llegar al punto z= 0. Cuando no hay roce un cuerpo lanzado
verticalmente hacia arriba, regresa al punto de partida con una velocidad igual a la
de partida excepto por el signo. Con viscosidad se vera que eso no es cierto.
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La forma mas comoda de llegar a este resultado se
consigue desde (3.4.16) retomando que V = -vy
por tanto dV = —dv

velocidad

dv gdt
empo Al multiplicar esta relacion por v, en el numerador de

) la izquierda aparece vdv= %dv2 y al derecho vdt=
Figura 3.12: Forma como de- 4,

crece V(t) en un movimiento as- V2 0

cendente por efecto del peso y de } f dv22 = g_zdz (3.4.22)
una viscosidad cuadrética segtn 2Jo V2-V& h Vo

(3.4.28).

Lo que se acaba de escribir es que la velocidad
varia desde cero a vi mientras la posicion va desde
z=hhasta z= 0. Al integrar se obtiene

V2 vi
h= _2_‘; |n[1—v—2f) (3.4.23)

Vi = 4 /1—exp[—2i2h] Voo (3.4.24)
Voo

e El ascenso, v> 0. La ecuacion es

o bien,

(o)

mu(t) = -pV*—mg  obien  \(t) = —% (P+2) (3.4.25)

& Haga el limite de (3.4.24) cuando el coeficiente de roce viscoso n se anula.

Puesto que v> 0 (3.4.25) representa una particula P moviéndose en direccion opues-
ta a la fuerza constante —mg lo que permite adivinar que P acabara por detenerse.
Seguidamente comenzara a moverse en la direccién opuesta pero ese es el otro caso
ya estudiado v < 0.

De (3.4.25) se obtiene que

Vv(t) dv t
f — :—ifdt’ (3.4.26)
Vo \% +Voo m 0
que conduce a
t
— arctar(&)—arctar(ﬁ)] = —%t (3.4.27)
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que puede ser reescrito como

V(1) = Voo tan(arctar(\\//—o) - S—t) (3.4.28)

Esta expresion que tiene una apariencia algo complicada esta representada en la
figura 3.12, vale vg cuando t = 0y luego decrece monétonamente hasta anularse en
un tiempo finito t;. Si se toma el limite g — 0 da el limite correcto descrito por (3.4.11).

La solucién se hace cero cuando el argumento de la funcién tangente se anula, lo
que ocurre en el instante t; tal que

Voo vV
t1=— arctar(—o) (3.4.29)
g o0
La distancia h que recorre desde la posicion inicial hasta la posicién de maxima altura
en el instante t; en que el cuerpo se detiene se puede obtener a partir de multiplicar
los integrandos de la ecuacion inicial (3.4.25) por v(t)

0 h
vav__ 1 (T, (3.4.30)
vo V2 + V2 m Jo
que lleva a
V2
h= % In[v—20+1] (3.4.31)

Si esta expresion se iguala con la que se obtuvo en (3.4.23) se despeja

V=2 (3.4.32)

ue claramente muestra que V2 < V2. La igualdad se da tan solo si = 0.
f<Vo n

& Deduzca que el viaje de regreso tarda un tiempo A,

A= \%" arctar] —2__ (3.4.33)

VB +VE

3.4. ROCE VISCOSO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECén |Ca 81

3.5. Probhlemas

3.1 Cuando comienza a girar un disco horizontal con aceleracién angular ¢ = dw/dt =
ao una hormiga se encuentra durmiendo a distancia R del centro de rotacion.
Cuando la velocidad angular alcanza el valor wq la hormiga comienza a deslizar.
Obtenga el valor de coeficiente de roce estatico hormiga-disco.

3.2 Sobre una superficie horizontal hay un cuerpo de masa m unido a un resorte
horizontal de contante elastica k y longitud natural Dg. El coeficiente de roce
dinamico entre el cuerpo y la superficie es u. Si desde el reposo el cuerpo es
liberado cuando el resorte esta estirado un largo D(0) = Do + d discuta cuantas
veces el cuerpo alcanza a oscilar antes de detenerse. Analice distintas situa-
ciones.

3.3 Un anillo desliza, en ausencia de gravedad y con coeficiente de roce y en un
riel circunferencial de radio R. Sient =0, ¢(0) = 0 y ¢(0) = wq, determine ¢(t).

3.4 Un cilindro de radio R y eje horizontal rota sobre
su eje a velocidad angular constante w. En el in-
$ stante t = 0 estan moviéndose solidariamente con
el cilindro dos cuerpos de masa m, el primero esta
a la misma altura que el eje, en la zona descen-
diente y el segundo esta en el punto mas bajo.
Determine los valores posibles para el coeficiente
de roce estatico para que estos cuerpos no desli-
o cen en ese instante. Analice qué puede ocurrir en
momentos posteriores.

3.5 Un cuerpo en reposo se deja caer al agua desde una altura hy por sobre la
superficie. Desprecie las fuerzas de roce que pudiera haber con el aire. Cuando
el cuerpo penetra el agua aparecen dos fuerzas, la de

roce viscoso, Fy, = —cV y una fuerza llama-

hy da empuje, vertical hacia arriba de magni-
— tud Amg Determine el valor maximo que
puede tomar hy para que el cuerpo no toque
el fondo, que esta a distancia h, de la su-
perficie.
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3.7

3.8

3.9

3.6 Un cuerpo A de masa m esta sobre una
mesa, unido a la pared por un resorte de

resorte a7 constante elasticak y largo natura Dg. De
: A sale un hilo tirante horizontal que pasa

E por un apoyo ideal (sin roce) y luego de

este hilo cuelga un cuerpo B que también

tiene masa m.

Se conoce los coeficientes ue <1y uq de A con la mesa y el sistema se suelta
desde el reposo en el momento en que el resorte tiene su largo natural. a) De-
termine el largo maximo que alcanza el resorte; b) encuentre el valor maximo
gue toma la rapidez desde el instante inicial hasta el momento del estiramiento
maximo; c) ¢cual es el valor minimo de ug para que los bloques queden en
reposo en el momento del estiramiento maximo?

Se tiene una superficie conica que gira con
velocidad angular contante w en torno a su

propio eje de simetria, que se mantiene ver-

tical. El angulo entre el eje y una generatriz

es 4. En la superficie interna esta apoyado @
un cuerpo de masa m, a distancia pg del eje,

el cual, debido al roce con coeficiente ue,

no desliza a pesar de su peso. a) Obten-

ga la velocidad angular w = w¢ hecesaria % 9
para que tal fuerza sea exactamente nula.

b) Suponga que ahora w > w. y obtenga el

maximo valor que puede tener w para que

el cuerpo no deslice.

Considere un punto material de masa m que se mueve, libre de gravedad, a lo
largo de una recta sometido a tan solo dos fuerzas: una fuerza de roce viscoso
lineal y a una fuerza externa oscilante del tipo ag sin(wt). Se da como dato el
coeficiente ¢ de roce lineal, los dos parametros (ag, w) de la fuerza oscilante, la
posicion inicial x(0) = 0 y la velocidad inicial v(0) = vy. Obtenga tanto v(t) como
X(t). Demuestre, en particular, que el punto nunca se aleja mas del origen que
una cierta cota X1 y que asintéticamente el movimiento es puramente oscilante.

Un esquiador esta bajando una ladera que es un plano inclinado que forma un
angulo a con la horizontal. Dos roces intervienen: el roce con la nieve, caracter-
izado por un coeficiente u y el roce con el aire, —cV. Inicialmente el esquiador
tiene una velocidad Vy paralela al plano inclinado y apuntando en la direccion
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3.10

de la pendiente maxima. Analice las condiciones bajo las cuales: (i) se detiene
en un tiempo finito t1, determine t,; (ii) desciende cada vez mas rapido; (iii)
desciende cada vez mas lento pero nunca se detiene; (iv) baja todo el tiempo
con la velocidad inicial.

Hay un hilo enrollado alrededor de un cilindro de radio R. En la punta del hilo
hay un cuerpo de masa m que se suelta, cuando ¢(0) = 0, con velocidad inicial
Vo perpendicular al hilo, lo que determina que el hilo se comienza a enrollar.

La distancia inicial entre el cuerpo y el
punto B de tangencia del hilo con el cilin-
dro es Lg (ver figura). a) Determine la
ecuacion de movimiento. b) Obtenga
la velocidad angular ¢ en funcién de ¢.
¢) Suponiendo que el hilo se corta si la
tension sobrepasa el valor Tyax Obtenga
el valor de ¢ en el momento del corte.

Indicacién: Puede convenir tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector
posicion del cuerpo en funcién de vectores unitarios p y ¢ asociados al punto B de tan-
gencia del hilo. Es decir, el vector posicion del cuerpo masivo es suma de los vectores
posicién del punto By el vector que apunta en la direccién del hilo y que es tangente
al cilindro, en la direccion <;3
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Capitulo 4

Trabajo y energia

4.1. Trabajo y energia cinética

EI '[I’abajO dW que efectia una fuerza aplicada F sobre un

cuerpo P que se desplaza una distancia dr’ es

dw=F.dr (4.1.1) %/Jb

Si no hay desplazamiento no hay trabajo.

Si la fuerza varia de punto en punto, esto es, Figura 4.1: El trabajo de una
la fuerza depende de - F(F) y el cuerpo P se fuerza F cuando el cuerpo se
mueve desde el punto a hasta el punto b, a lo 9eSPlaza desde un puntoaa un

. . punto b a lo largo de un camino
largo del camino C, entonces el trabajo efectua- ¢ 5410 en casos especiales Ia

do por la fuerza es integral (4.1.2) no depende del
camino C seguido al hacer la in-
b tegral.
Wa,b(C) = F.dr (4.1.2)
a (©

El trabajo se mide en Joule, que es una unidad
de energia.

Ejemplo: Considérese un cuerpo que se mueve en el plano XY debido a una
fuerza dada por la expresion

Fo_

Ax2y52_ Bx3y4i

= . (4.1.3)
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Se hara la integral de trabajo asociada a esta fuerza, entre los puntos (0,0) y
(X,y) siguiendo dos caminos: C; es el camino que primero va en forma recta
desde el origen hasta (x,0) y luego en forma recta desde este Ultimo punto a
(X,y) y Cz es el camino recto entre los dos puntos extremos.

La integral de trabajo por C1 es

Y . ;
(X,y) W(C) fo F-idx+ fo sz(yzo)ﬁ’ jdy
_ x3 By®
- 7 35
X _ _BXY
(x,0) B 15

: ) Para poder hacer la integral por C, se debe tener claro
Figura 4.2: En el | C d . | o
ejemplo se definen dos 9U€ (a) la recta C, es espnta por la ecuacion Xy =yx,
caminos, C1 y C, para €ntonces se puede, por ejemplo, integrar con respecto
calcular la integral de a X usando un integrando donde se ha reemplazadoy =
trabajo. yx/X; (b) se debe usar dr = 7dx+ jdy = (i+]%) dx (c)

Ahora es trivial hacer el producto punto F.dre integrar
con respecto a x lo que da:

WC =~(35+ 52) °F

gue no coincide con W(C1) salvo que A= B. «

& Obtenga la forma de dr en el ejemplo anterior con X =y para el caso en que
se desee hacer la integral a lo largo de una semicircunferencia que parte del origen
hacia arriba y tiene su centro en (x,0). Calcule la integral de camino en el caso A= B.

En la definicion (4.1.2) no se ha dicho que F sea la tinica causa del movimien-
to. Cuando sobre el cuerpo P estan actuando varias fuerzas Fy, se puede
definir un trabajo VV( ~ p(C) asociado a cada una de ellas usando el camino C
deaab,

b
wl () = Fy-dP (4.1.4)
a (€
Si el desplazamiento es perpendicular a la fuerza considerada, esa fuerza no
ejerce trabajo.
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El trabajo total es el que efectla la fuerza total,

I
,
3
g
o
—

weal(C)

Vi (C)

= T-2 (4.1.5)

Puesto que la energia cinética K de un punto material de masa my velocidad
ves

1
K=23 mv (4.1.6)

se obtiene que el trabajo total puede expresarse como la diferencia entre la
energia cinética final y la energia cinética inicial.

WP(C) = Kp - Ka (4.1.7)

El signo de W@ indica si el sistema ha ganado (W > 0) o perdido (W <
0) energia cinética. Por ejemplo, si una particula es lanzada verticalmente
hacia arriba con rapidez inicial vo y en algan momento se detiene, el trabajo
efectuado por la fuerza total a lo largo de la trayectoria, sobre esa particula,
desde que fue lanzada hasta que se detiene, es —% mv%.

El trabajo de la fuerza total, en el caso de un cuerpo que se mueve con roce
sobre una superficie a rapidez constante, es nulo. Pero, para comprender bien
los conceptos es preferible separar el trabajo efectuado por la fuerza f que
arrastra al cuerpo, Ws, del trabajo W; asociado a la fuerza de roce. El trabajo
W;s es positivo porque el desplazamiento apunta en la misma direccion que la
fuerza, mientras que W, es negativo y se cumple que Wz + W, = 0.
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> En un movimiento circunferencial con velocidad angular constante la
fuerza total no efectua trabajo, por dos razones: ella es perpendicular al
desplazamiento y la rapidez no cambia.

Si un cuerpo desliza con roce sobre una superficie en reposo, la fuerza
normal N no efecttia trabajo, porque es perpendicular al desplazamiento.

Cuando un carro baja por una montafia rusa

sin roce, ¢depende de la forma de la montafia
e d S el trabajo que efectua el peso? Al avanzar una

distancia ds=||dr’|| en una zona en la cual el
riel forma un angulo 6 con la vertical, el carro
desciende una altura dz= dscosd. El trabajo
infinitesimal es dW = mg- dr = mgdz Al inte-
grar se obtiene que el trabajo solo depende
de la altura descendida zz. W = mgz que no
depende de la forma del riel.

d

Figura 4.3: El camino recorrido dsy la
altura descendida dz se relacionan triv-
ialmente con la pendiente.

Ejemplo: Se ilustra una forma como se puede utilizar la relacion (4.1.7) para
resolver un problema. Se considerara el ejemplo visto en §3.3.2 de un péndulo
de largo R apoyado en un plano inclinado, con el cual tiene roce, figura 3.7. El
desplazamiento es dP = ¢ R dg. De las fuerzas, tanto la tensién T del hilo, como
la normal N son perpendiculares al desplazamiento, por tanto no efecttan tra-
bajo. Las fuerzas que si contribuyen son la fuerza de roce Frp = —uNg, (con
N = mgcose) y la componente del peso a lo largo de ¢, que es ¢ mgsine cose.
El trabajo de la fuerza total, entonces, es el trabajo que efectian estas dos
fuerzas:
1

WS pes, = (mgsina coss — umgcose) R dp (4.1.8)
0

donde ¢1 es el angulo en el cual el péndulo se detiene. Como ha partido del
reposo el trabajo total tiene que ser cero y por ello la integral anterior debe ser
nula

mgsina Sing1 —umgcosa ¢y =0 (4.1.9

sings

qgue implica larelacion  u = tana que es (3.3.16).
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4.2. Potencia

Se define la potencia como la variacion del trabajo con el tiempo

_dw

P —
dt

(4.2.1)

Si esta potencia es positiva se trata de potencia entregada al sistema vy, si es
negativa, es potencia que el sistema pierde. Cuando se trata de la potencia
asociada a la fuerza total, P es energia cinética por unidad de tiempo que el
sistema gana (P > 0) o pierde (P < 0).

Si una de las fuerzas actuando sobre un cuerpo es F y en ese instante su
velocidad en V entonces

dW=F.dP=F.vdt (4.2.2)

y la potencia asociada a esta fuerza es
P=F.v (4.2.3)

Si la dependencia de P en el tiempo es conocida, el trabajo puede calcularse
como

t
W= [ P(t)dt

to

> Un cuerpo en caida libre tiene velocidad V= —gtR y la fuerza que
esta actuando es el peso F=-m gk. La potencia que el peso le esta
entregando al cuerpo que cae es P = (-mgk) - (-gtk) = m¢t.

Pero si el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, entonces vV = (vo — gt) k Y,
mientras t < Vp/g, se esta perdiendo energia cinética porque el trabajo
de la fuerza peso en ese lapso es negativo: P = —(Vo—gt)mgt,

> La fuerza efectiva que mantiene constante la velocidad de un au-
tomoévil es opuesta al roce viscoso cuadratico, y es F = nV2. La potencia
entonces es P = V3, lo que muestra lo rapido que aumenta la potencia
consumida a medida que aumenta la velocidad.
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4.3. Laenergia cinética de un sistema

Recordando que 73 = =8 + Pa Se puede demostrar que la energia cinética
puede ser separada en la energia cinética del sistema en su conjunto y la
energia cinética total con respecto al centro de masa:

1
KtOt — E Z mavaz

N .
= 5 2ym(VErid 2 Vo)

pero el Ultimo término en el paréntesis es nulo debido a que Y,;myBa = 0. De
aqui que

N

1 1 .

Kot = EMVé+§Zmap§ (4.3.1)
a=1

La energia cinética total se separa en la energia cinética asociada a la masa
total con la velocidad del centro de masay la energia cinética con respecto al
sistema de referencia G.

4.4. Fuerzas conservativas y energia potencial

4.4.1. Energia mecanica

Se dice que una fuerza es conservativa cuando la integral de trabajo (4.1.2)
gue se le asocia no depende del camino C escogido. Si se integra—por diver-
S0Ss caminos—entre un punto fp, que se fija arbitrariamente, y un punto ’, se
obtiene siempre el mismo valor W(F).

Resulta natural, entonces, definir la funcion asociada a la integral trabajo.

Supongamos que se escoge un punto arbitrario Fp y se hace la integral de
trabajo desde este punto a un punto cualquiera F. En general esta integral
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depende del camino escogido. Si la fuerza que se es-
ta considerando es tal que el trabajo que se le asocia
no depende del camino de integracion, sino que da el
mismo valor cada vez que se integra desde g hasta
r, adquiere sentido definir una funcion

UP) = -frj F.dp (4.4.1)

a la que se llama energia potencial asociada a la
fuerza F. Estrictamente debiera decirse que U de-
pende tanto de F como de fp, pero ya se vera que i
siempre es dejado fijo mientras que el otro punto es
variable y juega un papel interesante.

'o

Figura 4.4: Por definicion
el trabajo de una fuerza
conservativa que se calcu-
la con caminos Cq, C5 etc.
entre puntos rp y I’ es siem-
pre el mismo.

> En el parrafo anterior se ha dicho que existen fuerzas, llamadas con-
servativas, para las cuales la integral de trabajo no depende del camino
de integracion y para estas fuerza se puede definir una funcion escalar

U(F) llamada energia potencial.

Si la fuerza total F*°@' actuando sobre un cuerpo, es una fuerza conservativa,
entonces el trabajo que esta fuerza efectia cuando el cuerpo se desplaza de

aabes

T
Wap = f Foel. dp
ra

o

la o

7o
U(Fa) — U("b)

pero como ya se sabe que también es
Wap = Kp—Ka

se obtiene que

ﬁtotal .dP+ b Iftotal .dr

Ma b
_ Iftotal .dP+ f IfTOtal .dr
o

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)
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Puesto que los puntos a y b son arbitrarios se puede afirmar que la energia
mecanica total

E:%m\/?+U(F) (4.4.5)

permanece constante durante la evolucion del movimiento.
> Conclusidn: fuerza total conservativa implica que la energia mecanica

total, (4.4.5) es una cantidad conservada, es decir, mantiene un mismo
valor durante la evolucién del sistema.

De E, dado en (4.4.5), se puede calcular dE/dt

9E _ w.9+vU - P=V-(mV+VU) =0
dt
donde se ha hecho uso que
du _du dr
dt  dr dt

Arriba 92 debe interpretarse como VU de modo que

du ouU dxS
V - _ = = V V
U= Z axsls y dt axs dt u-

dondei1=1, 12=], y 13=Kk son los vectores unitarios asociados a las
coordenadas cartesianas.

Mas arriba se ha dicho que si F es conservativa, entonces su integral de
trabajo no depende del camino de integracion. Equivalentemente una fuerza
es conservativa si y solo si ella puede ser escrita como menos el gradiente de
la funcion U de energia potencial,

F=-vu@) =| -% (4.4.6)

_oy
0z
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La expresion anterior, escrita en componentes cartesianas, es

oU ou ou
Fy=—-—7— Fy=—-—— F,=—. 4.4.7
T ax’ Y7 oy Y ( )
Si se toma cualesquiera dos de estas componentes de F y se las deriva una
vez mas, pero con respecto a otra coordenada, se obtiene, por ejemplo,
oOFx 0%V oFy 9%V

9y oxdy’ X OXdy

Teorema que no sera demostrado: Una fuerza es conservativa si y solo si

oFx _OF oFy OF oF;, OF
Tx_T Y —J-z == (4.4.8)
ay  0X 0z oy ox 0z
gue puede ser descrito en forma mas compacta como la condicion
VxF =0 (4.4.9)

Nota: La muy utilizada energia potencial debida al peso y que, desde la for-
mulacion mas elemental de la mecanica, se escribe Upeso = Mgh sera a veces
recomedable representar en la forma

Upeso = _mr_.)'g (4410)
En el caso de un sistema de particulas se obtiene

Upeso = _MﬁG -d (4.4.11)

Ejemplo: Si se usa (4.4.8) en el ejemplo visto inmediatamente después de
(4.1.2), se obtiene dF /3y = Ax2y* mientras que 0Fy/dx = BX2y*, es decir, la
fuerza de ese ejemplo es conservativa si y solo si A= B lo que antes se pudo
meramente sospechar después de hacer dos integrales. Si A = B se concluye

que U(x,y) = x3y°/15. «
4.4.2. Energia mecanica de un sistema

Para un sistema de N particulas de masas my (a=1,2...N) en el que sélo hay
fuerzas conservativas entre las particulas y también externas (conservativas)
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al sistema, la energia mecanica total es

E= i %mavg+zuab(r"a—r"b)+zua(F’a) (4.4.12)
a=1

a<b a

El primer término es la energia cinética total, el segundo es la suma de las
energias potenciales asociadas a las fuerzas internas y el ultimo es la suma
de las energias potenciales asociadas a las fuerzas externas conservativas.

Un ejemplo interesante de pensar es el sistema Tierra-Luna con la fuerza
externa debida al Sol. Para simplificar se ignora el resto de las fuerzas plan-
etarias. La energia cinética es K = Kryjerra + KLuna. La fuerza interna al sis-
tema es la atraccion gravitacional Tierra-Lunay su energia potencial es Ut =
—Gmymy /r2. El Gltimo término en este caso es la suma de energia potencial
de la Tierra debido al Sol y de la Luna debida al Sol. No consideramos mas
contribuciones a la energia mecanica total porque las que faltan son muy pe-
guefias. Pero eso no es todo. Existen también las mareas: parte de la en-
ergia del sistema Tierra-Luna se gasta en deformar los océanos. Tal energia
mecanica se pierde porgue se convierte en un ligero aumento de la temper-
atura del agua. También la Luna, cuyo interior no es enteramente solido, se
deformaba en un remoto pasado y habia pérdida debido a esto. Este altimo
proceso de pérdida de energia se optimizé (minimizando la pérdida de en-
ergia) en miles de millones de afios haciendo que la Luna siempre muestre la
misma cara a la Tierra.

Comprobacion de que en el caso conservativo E dada por (4.4.12) se
conserva: Parte del calculo es saber hacer Y ,.,dUap/dt y aun antes se
debe notar que Vg Uap = Ve, i, Uab = =V, Uap.

%Z Uab = Zvabuab'(va—vb) = Z VF‘aUab‘Va"' ZVFbUab'Vb = Zvr’auab‘va

a<b a<b a<b b<a ab
De aqui que
dE—Zv \7'+Zv Uap+ V. U
dt—aamaa 4 rYabt Vi, Ua

y el paréntesis redondo es cero porque al producto masa por aceleracién de cada
particula a se le resta la fuerza total (conservativa) proveniente de los potenciales.
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4.4.3. Energia de un péndulo extendido

Se considerara un péndulo extendido como
en la figura 4.5. Se trata de una lamica que v
tiene la forma de un sector de circulo, con
angulo 2y. Su movimiento es en su propio
plano. Si el péndulo esta inclinado un angulo
a y se considera un punto arbitrario P del
sector cuyo vector posicién F = pp forma un
angulo ¢ con la vertical, entonces de define
[ tal que ¢ = a+p. El dngulo g tiene el rango
[—¥,y] que define la apertura del sector. El
punto P tiene una velocidad que depende
del movimiento del péndulo:

Figura 4.5: Un sector de circulo, de
LA . apertura 2y y radio R tiene densidad
V=pa¢ [ nodepende del tiempo (masa por unidad de superficie) uni-
forme o-. Este oscila en el plano XY en
torno al origen (y centro de curvatura
del sector). El angulo a que forma la
vertical con la bisectriz del angulo 2y

La energia cinética es

K = % f f PZdZO' dS define totalmente la posicién del pén-
_a-2((R3 dulo.
-5 o)1,
_oRly .2
= T 04

donde el elemento de area es dS = pdpdBy el elemento de masa es o dS.

Tomando la energia potencial del elemento de superficie dS como dU = —o-ghdS,
se usa que h = pcosp = pcosg +p3). Integrando resulta

20g R® siny cosy

U=
3

gue, naturalmente, tiene un minimo en torno a a = 0.
Al exigir que la energia total: K+ U no varie en el tiempo se obtiene

49 siny .
a:__g_y sina
3R vy

gue es, una vez mas, una ecuacion de péndulo.
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4.4.4. Fuerzas centrales y energia potencial
4.4.4.1. Energia potencial de fuerzas centrales

Se vera a continuaciéon que toda fuerza cen-
tral de la forma

r
F=f(r)P, con r=|P||= {/X2+y2+2
(4.4.13)
es conservativa. Para verlo primero se nota
que
or X or y or z
ox r’ o dy r dz r
pll r
: y de aqui
\ oF _of ar _xy
| r X _ = 2§
; 0__- ay ( (%) = Tarayx
Ol---- (4.4.14)

gue es simétrica en X e y y por tanto se sat-

Figura 4.6: Para integrar desde fo jstacen |as condiciones (4.4.8).

hasta F’ conviene tomar un camino que
primero es un arco de circunferencia Una vez que se sabe que estas fuerzas

hasta el punto P que se muestra en son conservativas se puede determinar la
la figura y luego seguir por un camino  fnci6n energia potencial escogiendo un
recto y radial hasta . . . ., .

camino de integracion convenlente entre
dos puntos cualesquiera defindos por sus posiciones iy y . Llamaremos rg
a la distancia entre iy y el centro O asociado a la fuerza central y r a la distan-
ciadeOar

Ya que se tiene tres puntos especiales: o, 'y O, ellos definen un plano (el
plano de la figura 4.6). El camino se puede construir avanzando desde fp por
un arco de circunferencia con centro en O hasta un punto p (definido por )
que esta en la recta que une a O con 'y desde p se sigue en linea recta
hasta . La integral de camino tiene dos partes: (a) la integral flf-dr" desde
ro hasta I’y es nula porque mientras la fuerza es en la direccion f, el elemento
de camino dr es en la direccién tangente a la curva, que es ortogonal a f;
(b) la integral desde rp hasta I’ que es una integral a lo largo de una linea
radial (pasa por el centro de fuerza) como muestra la figura 4.6. Siendo asi, el
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desplazamiento a lo largo de este camino es radial: dF = fdr lo que lleva a

U(r):—frr f(r)r-fdr :—frr f(r)rdr (4.4.15)

Es inmediato ver, de lo anterior, que la funcion de energia potencial depende
tan solo de la coordenada radial r.

El gradiente de una funcion que solo depende de r, escrito en coordenadas
esféricas, se reduce a VU(r) = fdU/dr es decir,

=——T1 4.4.16

ar ( )

lo que muestra que la fuerza que implica una funcidén de energia potencial
U(r) que solo depende de la coordenada radial r es una fuerza central del
tipo restringido descrito en (4.4.13). Lo que se ha expresado en la formula

de arriba se puede decir en forma mas basica: si U(r) entonces Fy = —%—L)J( =

~9J 9t = _U’ X, Pero como T es el vector (x,Y,2) entonces F = -1 U’ F=-U'F.

> 1y
La funcion f(r) es —=U".

4.4.4.2. Laenergia potencial asociada a la fuerza de gravit  acion univer-
sal

La ley de gravitacion universal
G—7 (4.4.17)

ya fue mencionada en 83.1. Para determinar la funcién energia potencial bas-
ta con hacer la integral a lo largo de un radio tal como se explico en 84.4.4.1,
es decir, dP=fdr. En tal caso

f.r Fdr 1 1
U:GMmf —dr:GMmf—:GMm——+— (4.4.18)
o I3 ro I? r ro

Lo normal es escoger rg = oo de donde

GMm
r

u(r) = - (4.4.19)
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4.4.4.3. La energia potencial del oscilador armonico tridi mensional

El potencial
k
MOES r? (4.4.20)
implica una fuerza,

F=-VU(r) = —kr (4.4.21)
que corresponde a la de un oscilador armonico tridimensional de largo natural
nulo.

Casos mas generales son

U(P) = g(r —Dg)? (4.4.22)

o incluso K k k.
U(r) = 3 (x=D1)*+ £ (y=D2)*+ 5 (- D3)’ (4.4.23)

4.5. Energia mecanica total no conservada

En general la fuerza total que actia sobre un cuerpo puede ser separada en
una suma de fuerzas conservativas mas una suma de fuerzas no conservati-
vas,

ﬁtmal = ﬁc + lfNC (451)

En consecuencia, el trabajo total efectuado desde a hasta b puede ser sepa-
rado,

P P
weel = Fc-dr+ f Fnc - dr
fa fa
= WC +WNC
1
= 5 m (V5 —V3) (4.5.2)
pero
We =Ua—Up (4.5.3)
por lo cual
Kp—Ka=Ua—Up+Wyc (4.5.4)
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de donde resulta que
Wic = (Kp+Up) — (Ka+Uy) (4.5.5)

gue se puede expresar como: el trabajo de las fuerzas no conservativas es
igual a la diferencia: energia mecanica total final, EpT final, menos la energia
mecanica total inicial, EpT inicial,

WNC = EMT final — EMT inicial (4-5-6)

Si se considera el limite en que el tiempo trascurrido entre el momento inicial y
el final es infinitesimal se observa que el trabajo infinitesimal de las fuerzas no
conservativas es dWyc = % dt de donde se ve que la potencia asociada
es
PNC — d\M\IC — dEmec.tot
dt dt

La potencia asociada a las fuerzas no conservativas es igual a la derivada
de la energia mecanica total, Eyt(t). Por otro lado, ya se vio en (4.2.3) que
la potencia asociada a una fuerza se puede calcular como el producto punto
entre esa fuerza y la velocidad del punto material. En el caso actual interesa
resaltar que

(4.5.7)

Pne = Fe -V (4.5.8)

4.5.1. Sistema unidimensional desde dos sistemas de ref-
erencia

Este resultado se puede ilustrar muy sencillamente con el sistema unidimen-
sional descrito en la Fig. 4.7. Es un sistema de dos particulas Q y P unidas
por un resorte. La particula P oscila libremente, mientras que Q es mantenida
a velocidad uniforme debido a una fuerza externa. En el sistema de referencia
en que la particula Q esta fija la energia mecanica es constante

VK
EQ:mT+§(y—D)2, con v=y
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Q k,D P En este sistema de referencia la fuerza externa
o @_%W_@ __no hace trabajo porque Q no se desplaza. Pero
en el sistema de referencia en que Q se mueve

y con velocidad uniforme vg el trabajo de la fuerza

externa es Wyc = fFextemaVo dt. La energia en

Figura 4.7: La particula P oscila _ )
el sistema de referencia en que Q se mueve con

debido al resorte. La particula Q
es mantenida con velocidad uni- Vo €S
forme por efecto de una fuerza ex-

terna no conservativa. Eo = g (V+Vo)> + g (y—D)?

mV2

= EQ+TO+mV\o

Al calcular dEp/dt el Unico término no constante es mv\y cuya derivada es
ma\ = FVp, donde F = —k(y— D) es la fuerza que el resorte ejerce sobre P
(que es la misma en ambos sistemas de referencia). Pero si el resorte ejerce
sobre P una fuerza F, P ejerce sobre Q (via el resorte) una fuerza —F. Sobre
Q actia esta fuerza —F y ademas la fuerza Fexierna Y—COMO Se mueve a
velocidad uniforme—Ila fuerza total sobre Q tiene que ser nula, es decir

dEo

Fexterna=F = at = Fexterna Vo

que es lo que dice (4.5.7). Esta fuerza depende del estado de movimiento
del cuerpo por lo que no puede ser escrita como funcion de punto (distancia
entre O y P) independiente de las condiciones iniciales del problema. Puede
ser vista como una fuerza “normal” actuando en O.

4.6. Problemas

4.1 Una argolla de masa mpuede deslizar libremente a lo largo de una vara
y esta vara gira, en torno a un punto fijo O, barriendo un plano hori-
zontal con velocidad angular ¢ = w constante. Inicialmente es liberada
a distancia pg del origen con p = 0. Determine el trabajo que efectla la
normal desde el instante inicial hasta un tiempo t. Se conocen pg, my
w.

4.2 Si se lanza una particula de masa m verticalmente hacia arriba con ve-
locidad inicial Vo y hay roce viscoso F= —n|V|V, determine el trabajo
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4.3

4.4

total efectuado por F hasta gue la particula vuelve a su punto de parti-
da.

Un ascensor cargado tiene masa total My y otor

estd conectado a través de una polea A a O Q
un motor y por otra polea a un contrapeso
de masa My (M2 < Mj). Las poleas tienen
roce despreciable pero el ascensor tiene roce
viscoso lineal. Para simplificar el problema
suponga que los dos cables nacen del mismo

punto del techo del ascensor, que no hay an- 2
gulo entre ellos y que la inercia de las poleas M 1

es despreciable, de modo que el trabajo que

se busca es el que hace la tension del cable

de la izquierda. i

a) Determine el trabajo que debe hacer el motor para que el ascensor
suba una altura h a velocidad constante vg.

b) Lo mismo que antes pero para que el ascensor suba con aceleracion
constante entre una posicion y otra h metros mas arriba si v(t) = agt, con
ap < g entre esas dos posiciones.

Datos: las masas, g, Vo, ap, €l coeficiente de roce lineal, la altura h.

Dos bloques de masas my y mp estan apoyados en una superficie hori-
zontal con la que ambos tienen coeficientes de roce estatico y dinamico

He'Y Hd-

Los blogques estan
ademas unidos por un
resorte de constante
elastica k y largo
natural D.

m; o~ M,

En el instante inicial el resorte no esta deformado, el bloque de masa m,
estd enreposoy el bloque de la izquierda tiene rapidez v;. (a) Determine
la compresion maxima del resorte para que el bloque 2 no alcance a
moverse. (b) Determine el valor maximo de v para que 2 no deslice si

My =2My Y ud = pe/ 2.
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4.5 Una particula de masa m puede
deslizar sobre una superficie hori-
zontal con la que tiene coeficiente
de roce dinamico u. La masa esta
unida a una cuerda, la cual pasa
por una polea en Q y su extremo

o) m  es recogido con rapidez Vg = cte.

La polea tiene un radio desprecia-
ble y se encuentra a una altura h
del suelo.

Vo Q

a) Determine la tension como funcion de la posiciéon
b) Determine en qué posicion la particula se despega del suelo.

c) Determine el trabajo hecho por la fuerza de roce desde que la particu-
la estaba a una distancia Xy del punto O hasta la posicion en que se
despega de la superficie.
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Capitulo 5

Equilibrio y oscilaciones

5.1. Energia potencial y equilibrio

5.1.1. Punto de equilibrio

La energia mecanica total de un cuerpo cuya fuerza total es conservativa tiene
la forma
1 . .
Emec total= Em +U(P) (5.1.1)

y esta cantidad es fija durante toda la evolucién del sistema, es decir, si se la
calcula en cualquier momento de su historia se obtiene el mismo valor. En par-
ticular, la energia Emec totaiqueda determinada por las condiciones iniciales.

En general el movimiento no puede extenderse en cualquier direccion arbi-
trariamente. Al despejar la magnitud de la velocidad:

VIl = \/% \/Emec total™ U(I”) (5-1-2)

gue obviamente es real y positiva—se observa que en ningin momento la
energia potencial U puede ser mayor que Emec total A partir de ahora se usara
E para querer decir Emec total Si la particula alcanza un punto en el cual se
cumple que E = U, este es un punto con velocidad nula pero la fuerza en
general no es nula en ese punto:

F =-VU(P) (5.1.3)

103
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Esto hace que el movimiento se reinicie hacia puntos donde E > U.

> El gradiente de una funcién escalar cualquiera h(’) siempre apunta en
la direccién en que la funcién h crece mas rapido, esto es, en la direccién
en que su derivada es mas grande y positiva. Por ejemplo si h(x,y) es
la funcién altura sobre el nivel del mar de la descripcion de una zona
de nuestra geografia en un mapa (plano XY), entonces Vh apunta en la
direccion en que la altura crece mas répido.

El gradiente de la funcidn energia potencial apunta en la direccion en que
crece la energia potencial con mayor derivada, pero como en (5.1.3) hay un
signo menos, la fuerza apunta en la direccion opuesta, en la direccion en que
U decrece con mayor derivada.

Se llama punto de equilibrio a una posicién e en la cual la fuerza total es cero:
VU(re) = 0. Para que el equilibrio sea estable se debe cumplir que al colocar
en reposo a la particula en un punto suficientemente cercano a e, la particula
adquiera un movimiento oscilatorio en torno a ese punto.

5.1.2. Andlisis unidimensional

Xe

Figura 5.1: La energia poten-
cial en un problema unidimension-
al puede presentar puntos de in-
terés como minimos y maximos.

En un caso unidimensional la energia poten-
cial es una simple funcién U(X) y la fuerza es
F = —dU/dx La fuerza apunta hacia la izquier-
da en los puntos en que U es creciente y apun-
ta hacia la derecha en los puntos donde es de-
creciente.

En particular, en la vecindad de un minimo Xe
la fuerza que hay a la izquierda de este punto
apunta hacia la derecha (también hacia Xg) y la
fuerza que hay a la derecha de Xe apunta hacia
la izquierda (o0 sea hacia Xg). Esto permite en-
tender porqué un minimo de U es un punto de
equilibrio.

5.1. ENERGIA POTENCIAL Y EQUILIBRIO
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Si una particula esta sometida a
una fuerza total conservativa, se lla-
ma punto de equilibrio estable a un 5
punto e para el cual se cumple que:

e

o . . Figura 5.2: Ejemplo de funcién U(x) con dos
(i) si la particula es dejada en re- minimos. Las lineas a trazos representan al-
POSO en ese punto permanece en gunos valores posibles de la energia mecéni-
reposo en él; (ii) si se la deja en e ca total. Puesto que (5.1.1) asegura que es-
con una velocidad suficientemente ta energia es siempre mayor (a lo sumo igual)

pequefia, la particula oscila en torno a U entonces para los valores indicados de E
a2 ese pur’w to el movimiento no puede extenderse indefinida-

mente en el eje X.

Como la fuerza total es conservati-

va, existe una energia potencial U(X) y la fuerza total es F = —dU/dx En las
zonas donde U es creciente F es negativo (es decir, la fuerza apunta hacia la
izquierda) y en las zonas donde U es decreciente, F es positivo. Esto muestra
gue si Xe es un minimo de U la fuerza en una zona en torno a Xe apunta hacia
Xe Y €S nula justo en Xe. Esto quiere decir que si se da como condicion inicial
X(0) = Xe y una velocidad suficientemente pequefia, entonces la particula va a
ser frenada por la fuerza hasta que invierta el sentido de su movimiento. De-
bido a (5.1.1), en el punto X; en el cual la velocidad se hace cero se cumple
que E =U(Xy). En la figura 5.2 se puede ver graficamente en qué puntos la
particula soltada desde Xe con la energia total indicada por linea de trazos,
llega un punto en que su velocidad se hace cero—los puntos de retorno—y
se devuelve. Para los tres valores de E indicados en la figura 5.2 el movimien-
to ocurre en una zona limitada del eje X. También se puede adivinar que si la
energia es suficientemente alta el movimiento puede ser no acotado.

Ejemplo: La energia potencial debida a la fuerza peso
es mgz Una pelota ideal rebotando ad infinitum con- :
tra el suelo puede modelarse con el potencial mgzpara \ :
Z>7Zpy con I5‘(z+ 20)? para z < 7o donde Zg = mg/(2K) \ e S
representado en la figura 5.3. Dada una energia cinéti- .
ca inicial, la particula tiene una energia total E fijapara | «—= v+ 7
siempre y, como se ve en el diagrama, el movimiento

es acotado entre un zyin y una altura maxima.

Figura 5.3: La energia
potencial asociada a una

Ejemplo: Un caso muy ilustrativo es el del péndulo particula  rebotando  en
un suelo se modela con

plano formado por una vara rigida sin masa de largo y — mgzpara z> 7, y con

R en cuyo extremo hay una masa puntual m. U = X(z+2)? paraz< zo
donde z5 = mg/(2K).
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La energia cinética como siempre es K = %m\/2
pero en este caso V= R¢. La energia potencial
esencialmente es mghy, como se ve de la figura
5.4, h=R(1-cosp). El cero de energia poten-
cial se ha escogido en el punto mas bajo que
tiene el recorrido de la masa m.

De aqui que la ecuacion para la energia total
conservada sea

Figura 5.4: Un péndulo simple
tiene la energia mecanica total
dada en (5.1.4).

EMT:gR2<}52+mg R(1-coss)  (5.1.4)

gque muestra que la energia potencial en este
R (1-cos fi) caso es mgR(1-cosp) y cuya forma se puede
| apreciar en la figura 5.5.

| Se puede comprobar que derivando (5.1.4) una
{1 vez con respecto al tiempo, se obtiene la cono-
| cida ecuacion para el péndulo.

o FRr N W MO O N ®

s 2 41 o 1 2 s Ejemplo: Consideremos un caso con energia

_ potencial U dado por
Figura 5.5: La energia potencial b
. e . - .- a
asociada al péndulo tiene un mini UX) = —=+ (5.1.5)

moen¢=0yunmaximoeng¢=rn. ﬁ

y X siempre positivo. Esta energia potencial,
representada en la figura 5.6 es divergente en
el origen, tiene un Unico minimo en Xe = 2b/ay
tiende a cero cuando X crece indefinidamente.
Para cualquier valor negativo de la energia total
el movimiento esti acotado entre dos valores
Xmin Y Xmax (puntos de retorno)

. a 4|E|b
Figura 5.6: La energia poten- Xmin = 2|E| N 2
cial —;9(‘ + X—b2 tiene un solo minimo,
en x = X = 2b/a, y tiende a cero a 4|E|b
cuando X — co. Xmax = 2/E| (1+ 1- a2 (5.1.6)

Cuando la particula alcanza uno de estos valores extremos la velocidad se
hace cero pero dU/dx # 0, es decir, la fuerza es no nula y la particula tiene
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una aceleracién que apunta alejandose del valor extremo. En una situacion
asi, el movimiento consiste en ir y volver entre estos dos valores extremos de
X. El movimiento es periodico pero en general es diferente a un movimiento
armonico simple.

En cambio, para cualquier valor positivo de la energia el movimiento tiene una
cota inferior Xmin pero no tiene cota superior: una vez que la particula adquiere
velocidad hacia la derecha no cambiard mas la direccién de su movimiento.

Si se escoge un punto cualquiera X = Xg como posicion inicial, ¢ cuél es la min-
ima velocidad inicial para que la particula logre tener un movimiento no aco-
tado hacia la derecha? La respuesta se obtiene exigiendo que en el momento
inicial (y siempre) la energia sea no negativa, es decir, 5 m\/2O +U(X0) >0, es
decir,

2
V%Z—EU(XO). (5.1.7)

En las zona en que U(Xg) es positivo esta relacion no es restriccion alguna
y la particula escapa a infinito siempre; en cambio en la gran zona en que
U(Xp) es negativo (5.1.7) da una cota a la rapidez inicial. Esta cota inferior se
denomina velocidad de escape. «

> Completamente en general la velocidad de escape—que depende de
la posicidn inicial Fp—es la minima velocidad inicial necesaria para que
la particula pueda tener movimiento no acotado.

Para una funcién de energia potencial arbitraria U(X), que tiende a un valor
constante U, cuando X — oo, la velocidad de escape en un punto X cualquiera
esta dada por

Vesd X) = \/% VU —U(X) (5.1.8)

& Determine el valor en metros por segundo de la velocidad para escapar de la
atraccion gravitacional de la Tierra partiendo desde el nivel del mar. En esta pregunta
no se espera que tome en cuenta el recoe viscoso con el aire, lo que hace que la
respuesta no sea realista.
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5.1.2.1. Integracién de caso conservativo unidimensional

La ecuacién (5.1.2) unidimensional en un rango en que la velocidad es

dx 2

puede ser llevada a la forma integral

m O dx

valida, como se ha dicho, mientras la velocidad no cambie de signo. Esta es
una solucion formal de cualquier problema unidimensional.

5.1.2.2. Caso sencillo en que la energia no se conserva

En lo anterior se ha explotado el andlisis en el que las fuerzas son todas
conservativas. Sin embargo si se toma el caso en que se agrega una fuerza
contante no conservativa como es el caso del roce dinamico, también se tiene
un gréafico de energia suficientemente sencillo para poder hacer un analisis
facil de interpretar.

Considérese el caso de un oscilador sobre un plano horizontal: mX = —k x al
que se agrega la fuerza de roce dindmico. Este roce apunta hacia la izquier-
da cuando el movimiento es hacia la derecha (x > 0) y viceversa, es decir,
Froce = —eumgdonde ¢ es el signo de X. Mientras el desplazamiento es hacia
la derecha, la fuerza es negativa y el trabajo que esta fuerza no conservativa
efectla es proporcional a Xx. En efecto, de la ecuacion de movimiento comple-
ta: mX = —kX— eumg se puede integrar una vez para obtener
1 . k ,

— 2:__ -_—
5MX X —eumgx

que se puede escribir como

0
Emr(t) = Ejgr —eumg xt)
Esta ultima relacidén describe la forma como la energia mecénica total inicial
Ef\% va disminuyendo a medida que el sistema evoluciona.

& Resuelva un caso especifico para el cual pueda hacer un grafico que ilustre la
evolucion Eyt(t).

5.1. ENERGIA POTENCIAL Y EQUILIBRIO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECén |Ca 109

5.1.3. Discusion avanzada: Tiempos de frenado en puntos
de retorno

Lo que sigue aqui en §5.1.3 no es necesario para la comprension de los capitulos posteriores,
pero pueden aportar a la compresion de ciertos temas avanzados de este capitulo.

Cuando se analiza la dindmica de una particula usando diagramas de energia en casos
unidimensionales o en tres dimensiones con conservacion de momentum angular, surge el
concepto de punto de retorno. Si la particula tiene una energia constante E, los puntos de
retorno son aquellos donde la energia potencial (o la energia potencial efectiva) se iguala a
la energia U(X*) = E. Al acercarse a un punto de retorno, la rapidez de la particula se hace
cada vez mas pequefia hasta anularse en x*. Una pregunta que surge es cuanto tiempo tarda
la particula en frenarse para luego rebotar y si ese tiempo es finito o infinito. La respuesta
depende de las propiedades del punto de retorno.

5.1.3.1. Primer caso: El punto de retorno no corresponde a un maximo
de la energia potencial U

Se considera el caso representado en la figura

5.7, donde la particula viaja hacia la derecha. Si E
Xo €es la posicion inicial de la particula, se puede
determinar el tiempo que tarda en llegar a x* uti-
lizando la ecuacién de la energia, donde se de-
speja la velocidad

dX_ 2 X
rri \ E(E—U(X)) X

que también se puede escribir como Figura 5.7: Cuando la posicion de la
1 dx particula alcanza un punto en el cual la

i 1 energia total coincide con la energia po-

%(E— U(x)) tencial, se tiene un punto X" de retorno.

Integrando la Ultima expresion entre t = 0 y t*, el instante de detencién, y usando el teorema
del cambio de variable, se tiene

fx*th*
o JAE-UX)]

Para calcular esta ultima integral se necesita conocer la forma explicita de la energia po-
tencial. Sin embargo, es posible decir si es finita 0 no. Como X* no corresponde a un maxi-
mo de la energia potencial, localmente U(X) se puede aproximar por una linea recta U(X) ~
E + U’(x")(x—Xx*). Luego, si se considera una distancia ¢ pequefia, se tiene que

oo fm dx fX* dx
0 JEE-UMD X0 B U () (x-x)]
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Haciendo el cambio de variable y = X* — x en la segunda integral se obtiene

. E U 0 oy
) fx*é dx N 2mo
SN = L)

gue es un valor finito.

Luego, en el caso analizado, el tiempo que tarda la particula en frenarse es finito.

5.1.3.2. Segundo caso: El punto de retorno es un maximo de la e nergia
potencial

Al igual que en el caso anterior, hacemos una aproximacion para la energia potencial cerca
del punto de retorno. Como es un maximo, la aproximacion correspondiente (serie de Taylor)
da una parabola: U(x) ~ E+U” (x*)(x— x*)?/2, con U”(x*) < 0. De esta forma se tiene

dx

X'-6 dx X
dx m * dy
e TEh

La dltima integral diverge, lo que muestra que en esta condicién la particula tarda un tiempo
infinitamente grande en detenerse completamente.

Un ejemplo de esta Ultima situacién corresponde a un péndulo (barra rigida y masa en el
extremo) que es soltado desde el reposo con la particula en la altura maxima. Demuestre
que la particula tarda un tiempo infinito en volver a la posicidn vertical superior. También
tarda un tiempo infinito en despegarse de la cluspide.
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5.2. Pequenas oscilaciones en torno
a un punto de equilibrio.

5.2.1. Oscilaciones 1D.

Consideremos el caso de una energia potencial U(X) que tiene un minimo en
X = Xe. No tendra importancia si U tiene ademas otros minimos. Puesto que se
trata de un minimo, esta garantizado que (dU/dX)x=x, = 0. Supondremos que
el movimiento tiene una energia total levemente superior a U(Xg), es decir,
la energia cinética es siempre muy pequefia y la particula permanece todo
el tiempo muy cerca de X = Xe. El punto Xe tiene a ambos lados puntos de
retorno muy cercanos. En tal caso, la expansién de U(X) en torno a Xe que
solo llega hasta la segunda derivada de la funcion puede ser una excelente
aproximacion para U,

1{d?U
U~ U(xe)+ 5| == (X— Xe)? (5.2.1)
2\ dX /iy,
Esta energia potencial aproximada da como fuerza aproximada
d?u
F(X) = —k(x—xe) con k=|—= (5.2.2)
dX /s

que es la fuerza de un resorte de largo natural Xe y constante elastica dada
por la segunda derivada de U evaluada en el minimo.

Se ha obtenido que un sistema mecanico cualquiera, cuando esta cerca de
una posicion de equilibrio puede ser descrito como el movimiento de una
masa unida a un resorte ideal. Esta aproximacion es valida cuando el de-
splazamiento respecto a la posicién de equilibrio es pequefio. El estudio en
detalle del movimiento de una particula unida a un resorte describe, entonces,
el movimiento de cualquier sistema mecanico cerca del equilibrio.

La ecuacion de movimiento de la particula cerca del punto de equilibrio es
entonces
mMX = —K (X— Xe), donde x = x(t) (5.2.3)

ecuacion que fue estudiada en el capitulo 3. El movimiento que resulta es una
oscilacion arménica en torno a Xe con una frecuencia caracteristica dada por

k
wo = m -
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Luego, cuando una particula se mueve en las cercanias de un punto de equi-
librio, la fuerza puede ser aproximada por la de un resorte ideal y el movimien-
to que resulta es armonico simple. La frecuencia angular de oscilacion en
torno al punto de equilibrio estable esta dada por

wo = - /_U"r:‘e) (5.2.4)

gue se llama la frecuencia de las pequefas oscilaciones. Hay que notar que—
COmo Xe €S un minimo de la energia potencial (equilibrio estable)—Ila segunda
derivada de U es positiva, lo que garantiza que la raiz es real.

En algunas situaciones la derivada U”” en el punto de equilibrio es nula, resul-
tando en oscilaciones no armoénicas; por ejemplo, en el movimiento en torno
al origen en el caso U = ax*. Este caso, sin embargo, no se estudiara en este
curso.

> Cuando una particula se mueve muy cerca del punto en que U tiene
un minimo, U = Uyin, Y la energia total es levemente superior a este valor
Unmin, €l movimiento de la particula es aproximadamente un movimiento
armonico simple en torno al punto de equilibrio.

El movimiento oscilatorio que ocurre en estas circunstancia se denomina
pequefas oscilaciones en torno a un punto de equilibrio.

5.2.1.1. Cuando la coordenada relevante no es una longitud

Si la energia de un sistema se expresa en términos de una coordenada que
no es una longitud, como en,

E= %@2 +U(¢) (5.2.5)

la ecuacion dinamica, dE/dt = 0, aqui resulta ser ¢ = —%U’. Si ¢ = ¢e €S UN

punto de equilibrio estable, se cumple que U’(¢e) = 0y U”(¢pe) > 0 (condicion

de minimo). La ecuacién dinamica en una pequefia vecindad del minimo en
; R Y B 1 _

de apr.(?xmadam(.ente es ¢ ~ qU (qbe) (¢ — ¢e), que Se reconoce como una

ecuacion de movimiento armonico simple con frecuencia

_ {U”(¢e)
w= (5.2.6)

En este caso la prima indica %.
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5.2.1.2. Ejemplo de energia y pequefas oscilaciones

Para ilustrar varios de los conceptos recientes se
analizara el caso de un péndulo que tiene dos masas en
varas que forman un angulo recto, como muestra la figu-
ra 5.8. Veremos cual es el angulo maximo si el sistema
se suelta del reposo con ¢ = 0y también veremos cuanto
vale la velocidad angular cuando ¢ = nr/2. Finalmente se
obtiene la frecuencia en el caso de pequeias oscilaciones
en torno al angulo ¢e de equilibrio estatico.

La energia del sistema es la suma K de las energias Figura 5.8: Dos

cinéticas mas la suma U de las energias potenciales: particulas de masa
m unidas por varas

m, -\2 m \2 ] ideales (masa des-
E = _(a¢) +§( va2+b2¢) —mgasing preciable) de largos a

2
. y b y que forman un
—mg(asing +bcosp) angulo recto.

e Si se suelta desde el reposo (esto es, ¢ = 0) con ¢ = 0 la energia inicial es
Eini = -mgb

y este es el valor que tendra durante todo el movimiento.
El angulo maximo lo alcanza en otro punto en el cual ¢ = 0. Se debe exigir
gue la energia es ese momento sea

—mg(2asing + bcosgp) = —mgb

gue tiene dos soluciones, una es la condicion inicial ¢ = 0y la otra es para el
maximo valor posible ¢\ para el angulo

4ab
432 + b?

Para saber la velocidad angular cuando ¢ = /2 se vuelve a aplicar conser-
vacion de energia:

singy =

g(Za2 +b%) % - mga = -mgh

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias
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Este resultado no tiene sentido salvo cuando 2a > b. Esto se debe a que si
tal desigualdad no se cumple el péndulo nunca llega a ¢ = /2 a partir de la
condicion inicial escogida.

e Veamos ahora cuanto vale la energia si el sistema esta en equilibrio estable.
En tal situacién ¢ = 0y el sistema esta en un minimo de energia potencial. La
derivada de la energia potencial con respecto a ¢ es

U’ = -mg(2acosg — bsing)

gue se anula cuando

2a
tan¢e = F

y se comprueba que para este valor del angulo la energia potencial, que es la
energia total en el caso estatico, vale

Emin = —mgv4aZ + b2

Con lo visto en (5.2.6) resulta muy facil determinar que en el presente ejemplo
la frecuencia al cuadrado es

»  gVdaZ+b?
W= —m—

2a2 + b?

5.2.2. Otra vez el péndulo simple

Ya se obtuvo en (2.3.14) que la ecuacion del péndulo sim-
ple, como en la figura 5.9, es

é=-3sing (5.2.7)
R
Si esta ecuacién se multiplica por ¢, ambos lados de la R
ecuacion son derivadas perfectas y se puede integrar des- ()
de un tiempo inicial t = 0 hasta t arbitrario. Si se escoge
#(0) = ¢o, $(0) = O se obtiene
m

#(0) = 2 (cosi() - cospo) (5.2.8)
Figura 5.9: Pén-

Se ha obtenido la velocidad angular ¢ como funcién del dulo simple.
angulo ¢. El péndulo comienza desde el reposo con amplitud ¢ = ¢o y se
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mueve disminuyendo ¢, pasando por el punto mas bajo que corresponde a
¢ =0y luego llega a ¢ = —¢p. En ese recorrido se cumple la mitad del periodo
T.

En ese lapso % la velocidad angular ¢ es
negativa por lo que se debe escribir

EI mismo pendulo con amplitud diferente

(b:_JZ_F\?\/m con Ostsg

(5.2.9)

angulo phi

Para obtener la dependenciade ¢ ent es
necesario integrar una vez mas. Se inte-
gra desde t = O hasta un valor t menor a

% en el que ¢ toma el valor ¢(t)

o 5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo
Figura 5.10: EI péndulo tiene periodo
diferente para diferentes amplitudes. La "
figura da ¢(t) del mismo péndulo lanzado f 0 d¢ 29
¢

tres,veces con \(elocidad inicial pula des- ® /COS¢ —C0S¢o R
de angulos iniciales ¢(0) = ¢o diferentes.

La integral al lado izquierdo pertenece a
una clases de integrales llamadas elipticas y el resultado no puede expresarse
en término de funciones elementales.

Si en la expresion anterior se escoge t = % la integral angular es desde —¢o
hasta ¢g y se tiene una relacion entre el periodo T y la amplitud de la os-
cilacion.

En la figura 5.10 se muestra graficamente el resultado de integrar numérica-
mente la ecuacion del péndulo en tres casos que tienen el mismo valor para

2,y que parten del reposo. Difieren en el valor de ¢(0).

* * *

En general sing = ¢ — %(]ﬁsi ..., pero si el péndulo tiene oscilaciones de am-
plitud pequefia, el lado derecho de (5.2.7) puede aproximarse por Sing ~ ¢ y
la ecuacion aproximada de movimiento es

b=-24 (5.2.10)
R
gue es la ecuacion de un oscilador arménico con frecuencia angular wg = %.

La solucion de esta ecuacion entonces es muy facil de escribir.
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5.2.3. Equilibrio y pequeias oscilaciones en 2D

5.2.3.1. Generalidades

En dos o tres dimensiones la

NI
N\ asgrarsesagaty,
SN . ., . .
\ \\\\\\\\::\\s*gfg:.:,':,é;',. .'..fi..','i,'i.'.. situacién es mas compleja que en
Rz una dimension pues hay mas casos
»r‘\\\\\\\\“",%@’.'/,' posibles. En la figura 5.11 se repre-
\ X

senta una energia potencial U(X,y)
Y gue tiene dos minimos, es decir, dos
puntos de equilibrio estable, un min-
imo mas profundo que el otro. Si es-
ta superficie se cortara por un plano
horizontal a alguna altura E se ten-
driala zona en la cual el movimiento
puede darse (E > U). En la base de
esta figura se puede ver las curvas de nivel las cuales representan precisa-
mente curvas U =constante. Considérese, por ejemplo, la curva cerrada en
torno al minimo izquierdo que aparece en la base de la figura. Ella corre-
sponde a un cierto valor U = Eg. La zona interior a esa curva cumple con
Eo > U(P). Es decir, si la particula tiene energia total Eg y su posicion inicial
fue dada dentro de esta zona, el movimiento sera todo el tiempo dentro de
esta zona.

7

[ >)

V7

1
RS
(PSS

i NN
TS
N\

N

Figura 5.11: Ejemplo de la forma de una en-
ergia potencial U(x,y) con dos puntos de equi-
librio estable.

Hay otro punto interesante de esta energia potencial: es un punto entre los
dos minimos y €l es un maximo en la direcciéon X y un minimo en la direccion
Y. A tales puntos se les llama punto sillay son puntos de equilibrio inestables.

No veremos en general la forma del movimiento arménico simple en el caso de
una energia potencial U(X,y) y tan solo se dice a modo de complementacién
cultural que es necesario considerar la matriz de valores Map = 92U /9%a0Xp,
se debe diagonalizar y estudiar sus autovalores.

Sin embargo, un caso simple ocurre en el movimiento en dos o tres dimen-
siones de una particula unida a un resorte ideal. En este caso, la energia po-
tencial tiene un sélo minimo que es igual en todas las direcciones. Se tiene,
entonces el oscilador arménico tridimensional.

La ecuacion para un oscilador armoénico tridimensional de largo natural nulo

5.2. PEQUENAS OSCILACIONES EN TORNO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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ubicado en el origen es )
mr(t) = —kr(t) (5.2.11)

Se trata de un problema con fuerza central, por tanto, como el momento angu-
lar respecto al centro de fuerza se conserva, el movimiento es plano, como se
discutié en la seccién 2.5. Todo el movimiento, entonces, ocurre en un plano,
el que queda determinado por las condiciones iniciales. Conviene escoger al
plano XY coincidiendo con el plano del movimiento. En tal caso la ecuacién
anterior se separa en dos ecuaciones independientes,

—k (1)
—ky(t) (5.2.12)

mx(t)
my(t)

Cada una de estas dos ecuaciones tiene solucién del tipo (3.2.6) con con-
stantes determinadas por las condiciones iniciales,

X(t) = Az sin(wot) + By cosguot)

y(t) = Az sin(wot) + B2 cOS(ot) (5213)

Si se da una posicion inicial ry = (Xo,Yo) y una velocidad inicial Vo = (Vxo, W0),
entonces se tiene cuatro condiciones para determinar a las cuatro constantes
A1 .. Bo.

& Demuestre que (5.2.13) implica que la trayectoria en el plano XY es siempre una
elipse con centro en el origen.

5.2.3.2. Un sistema oscilante doble y simétrico

Normalmente una ecuacion con resorte se es-
cribe en la forma % = —w?(x—d) donde d es
el largo natural del resorte. Pero esta expre-
sion se refiere al caso en que el origen coin-
cide con el extremo fijo del resorte. Sin embar-

Figura 5.12: Dos masas unidas

por un resorte y unidas a sendos ] i .
resortes unidos a paredes lat- 90 Si €l origen se desplaza, la ecuacion queda

erales fijas % = —w?(x—A) y A sencillamente es la posicién
de equilibrio estable de la particula.

A continuacion se vera el caso de dos particulas que estan unidas como lo
muestra la figura 5.12: hay un resorte entre ellas y ademas resortes a cada
lado unidos a una particula y una pared.
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Se vera el caso simétrico: las dos masas son iguales y los dos resortes lat-
erales son iguales. Si se toma el origen al centro, se denomina las posiciones
de las particulas X1 y X2 y la frecuencia angular asociada a los resortes lat-
erales es wq Y la del resorte central es w1, entonces las ecuaciones son

%1 = —w?(X1+L)+wi(xe— X —d)
Xo = —wg(xz -L)- w%(xz — x1—d) (5.2.14)

Si el resorte central desaparece (w1 = 0), las ecuaciones son independientes
y sefialan que el valor de equilibrio de X1 es X1 =—-Lyeldeotroes xp =LYy
cada una de ellas oscila con frecuencia angular wq respecto a su posicioén de
equilibrio.

Si los resortes laterales desaparecen (wg = 0), la diferencia de las dos ecua-
ciones da una ecuacién para X= xo — X1 de la forma X = —Zwi(x—d), gue indica
gue la configuracion de equilibrio corresponde a que las particulas estén a dis-
tancia d y las oscilaciones en torno a esa distancia sea V2w. El factor V2 se
origina en que la masa reducida del sistema doble sea u = m/2 y por tanto
w? =ky/u = 2ky/m, esto es, w = V2w1.

Para tratar en forma mas limpia el problema planteado en (5.2.14) conviene
desplazar las variables de modo que el sistema sea homogeneo. Un poco de
algebra muestra que conviene usar

X y dw%+Lw(2)
1 =Y1= 25
.. deiLo? (5.2.15)
X2 =Yt W
con lo que el sistema toma la forma
d® [ y1 Y1
0 )-m( 5219
(nétese el signo menos), con
2,2 2
W+ W —W
1 0" %1

El primer vector propio es & = (1,1) con autovalor

2_ 2
ws = wy
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y el segundo autovector es &, = (1,—1) con autovalor
2_ 2 2
wh = wy+2w]

Las letras sy a se refieren a las palabras simétrica 'y antisimatrica. En el primer
caso las dos particulas se mueven en fase a la izquierda y derecha mientras
que en el segundo se mueven siempre con velocidades de igual valor pero de
signo opuesto (contrafase).

La solucion general tiene la forma
y(t) = (c1Sinwst + C2 COSwst) s+ (C3SiNwat + C4COSwat) E; (5.2.18)

donde, como ya se dijo,
1 1

5.2.3.3. Otro caso de doble oscilador

Un sistema de dos osciladores acoplados reducido a su minima ex-
presion usa particulas de igual masa, resortes de largo natural nulo
y no se pone peso. Ver la figura que sigue. Las ecuaciones son

% = —wixl + w5(X2 — X1) (5.2.20)
Xo = —a)z(Xz - X1) B

Se puede usar una notacioén vectorial/matricial

X=-MX
donde X=(X1,X2) ¥
M_(wgmg _wg)
= 2 2
—W; w5
Los autovalores de M son
b = w2 Wi 1 Aok + b
1 —(u2+7+§ 2+(,()1
2
_ 2,9 1 4, 4
Ao =w5+ 5 —3 4w2+(,u1
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y los respectivos autovectores son

2
8 = ~2-3 24w‘2‘+w‘1‘
Wy
©i_1 4. 4
&=| t7 2 24wZ+w1
Wy

Si se toma resortes iguales: w1 = w2 = w la solucién se ve un poco menos fea:

V5 o
/11’2 = (3 + 5) ?
y los respectivos autovectores son

§1,2:( %(1“11\/3) )wz

Este ejemplo se puede extender agregandole largo natural a los resortes
y la fuerza peso. En tal caso hay que hacer algo parecido a lo hecho en
(5.2.15) (trasladar las viariables de posicion) para volver ecuaciones como
las de (5.2.20).

La solucién, como se ha visto, es un tanto fea.

5.2.3.4. Vision general del oscilador doble

Una vez que se hace el traslado de las dos variables dinamicas la ecuacion

toma la forma 5
(3 )-(2)
dt2\ y2 Y2

donde la matriz M es constante (no depende ni de las coordanadas ni del
tiempo). Si se resuelve el problema de los dos valores y los dos vectores
propios de la matriz M de 2x 2,

(uas €a),  (uB, €g)

se puede escribir la solucion general en la forma

yO = ), vith)§ (5.2.21)

j=AB
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La dependencia temporal esta solamente en las funciones escalares y;j(t); los
vectores 8a y g son linealmente independientes.

Reemplazando (5.2.21) en la ecuacion inicial haciendo uso de que los €j son
autovectores de M, se obtiene que

D V08 =- ) vy

j=AB j=A.B

y, puesto que los &; son linealmente independientes, se tiene que cumplir que

ya(t) = —uaya(t) yque Vg(t) = —upys(t) que son ecuaciones que se sabe
resolver y cuya solucion general es

Yj(t) = @j sinuj t+5j cos/uj t con j=AB

La solucion final del problema es

y(t) = Z (aj sin yizj t+B) cosyij t) & (5.2.22)

j=AB

que tiene la misma estructura que (5.2.18) con cuatro constantes arbitrarias
que fijan las cuatro condiciones iniciales.

5.2.3.5. Variaciones

Habiendo visto los casos anteriores se puede

abordar ejemplos que resulten ser osciladores resotte
dobles tan solo en la aproximacion de pe- \ Y
quefias oscilacioens. \g

Por ejemplo, dos particulas que se mueven en
un mismo riel circunferencial en un plano verti-
cal, como en lay las particulas unidas ademas
por un resorte sin masa.

Por ejemplo se puede considerar un sistema de

dos particulas de igual masa que se muevenen ' : as d

un riel circunferencial de radio R en un plano igual masa desfizan en un riel cir-
) ) ) ) p cunferencial L

vertical en ausencia de roce. La bisectriz de los dos vectores posicion forma

un angulo a con la vertical, y estos dos vectores forman un angulo 28 entre si.

Figura 5.13: Dos particulas de
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5.3. Oscilador forzado

5.3.1. La ecuacion del oscilador forzado

En variadas ocasiones una particula que se encuentra cerca de un punto de
equilibrio estable es forzada externamente. El movimiento que resulta es en
general complejo, dependiendo del tipo de fuerza externa que actua y de la
amplitud de ésta. Si la amplitud de la fuerza no es muy grande, entonces la
particula se alejara poco del punto de equilibrio estable, pudiéndose aplicar el
formalismo de pequefias oscilaciones. La fuerza externa puede ser de muchos
tipos, pero un caso particularmente interesante corresponde al caso en que
ésta depende explicitamente del tiempo. Un ejemplo cotidiano se da con un
temblor que hace vibrar a los edificios en torno a su posicion de equilibrio.

Consideremos una particula de masa men una dimension que se mueve bajo
la accion de una fuerza conservativa que viene de una energia potencial U el
cual tiene un punto de equilibrio estable en Xe, mas una fuerza que depende
del tiempo pero no de la posicion Fg(t). Cerca del punto de equilibrio estable,
la ecuacion de movimiento es

mMX = —K(X— Xg) + Fe(t)

2
= (d_U)
dX /e,

Como el movimiento natural (sin forzamiento) de la particula es armonico,
resulta natural estudiar el caso en que la fuerza externa también es armonica
(sinusoidal). Diremos que la fuerza externa se puede escribir como Fg(t) =
kQsin(wt), donde Q mide la amplitud de la fuerza y w es la frecuencia angular
de la misma, que no necesariamente coincide con la frecuencia angular de
las pequefias oscilaciones.

donde

La ecuacién de movimiento que resulta es
mX = -k [x(t) — Qsin(wt)] (5.3.1)

donde por simplicidad se puso Xe = 0. Si Xe # O, basta con hacer el cambio de
variables y(t) = x(t) — Xe y para obtener la ecuacién anterior.
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5.3.2. Solucién, resonancia y batido

Este tipo de ecuacion lineal inhomogénea tiene la siguiente propiedad. Si dos
funciones X(t) y x(t) la satisfacen, entonces su diferencia,

y(t) = x(t) — x(t) (5.3.2)
satisface la correspondiente ecuacion homogénea
my(t) = —ky(t) (5.3.3)

cuya solucion, como ya sabemos, es de la forma y(t) = Asin(wgt) + B cosgot)
donde wg = Vvk/m.
A continuacion se vera que existe una solucion de (5.3.1), que se denominara

X(t), que tiene la forma
X(t) = D sinwt (5.3.4)

siempre y cuando D tenga un valor muy
2 ‘ ‘ ‘ ‘ preciso. Puesto que X = —w?D sinwt, al
15 | exigir que se satisfaga (5.3.1) se deduce

:E v/\/\v A\/\v U/\U/\v \ . D= wcg(?ciz (5.3.5)

N y la soluciéon x(t) general es x =y + X,
-15

-2

0 20 40 60 80 100

2
Figura 5.14: Un oscilador de frecuen- X(t) = 5 sinwt+ A sin(wot)+ B cosot)
cia natural wg forzado por una fuerza per- wy— w?
iédica con frecuencia w cercana a la fre- (5.3.6)

cuencia wg muestra un comportamiento . L. .
temporal en “paguetes” como se aprecia El primer término de la solucion tiene fre-

en la figura. cuencia angular w asociada a la forzante

y tiene coeficiente fijo, mientras que el
resto tiene la frecuencia wg asociada al sistema masa-resorte (m, k). Se tiene
un resonancia cuando la frecuencia w es muy cercana a la frecuencia wo.

La superposicion de dos dependencias temporales con distinta frecuencia
puede producir el fendmeno de batido que se ilustra en la figura 5.14: las fun-
ciones se suman y restan sucesivamente, produciendo una funcién con una
envolvente de periodo mucho mas largo que las funciones que lo componen.
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Esta solucién tiene una propiedad muy especial. El punto oscilante puede lle-
gar a alejarse bastante de su posicion de reposo debido al primer término

en (5.3.6). Si se comienza a variar lentamente la frecuencia angular w de la
2

.. w; Q . . .
forzante acercando w a wo, el coeficiente —-— Crece indefinidamente, permi-
. . . . 0_ «, . ’ . .
tiendo que la amplitud de las oscilaciones también crezca sin limite. La ampli-
2
w
tud 22

W2—w?
a w > wo.

del término resonante cambia de signo cuando se pasa de w < wg
0

En un sistema real este proceso tiene un limite porque, si bien para pequefias
oscilaciones (amplitud pequefia) un sistema puede comportarse como aquel
gue hemos estado describiendo, para amplitudes méas grandes la ley de fuerza
se hace notoriamente diferente y el sistema deja de comportarse en forma
puramente elastica.

En particular, si a la solucion (5.3.6) se le impone las condiciones genéricas:
X(0) = o y X(0) = vp, las constantes Ay B se determinan y toman la forma

2 2 2
w§(Vo— Q) —w Vo . w .
X = XoCOSwot + — > sinwot + Q 2—0 sinwt
wolwg— w?) wg— w?
Si se toma el limite w — wq se obtiene
Vo . Q .
X = XgCOSwot + — Sinwot + 5 (sinwot — wot coswgt) (5.3.7)
wo

gue es idéntica a la solucion que se obtiene de resolver la ecuacion inicial
reemplazando primero w por wp. La solucion (5.3.7) muestra en detalle la
forma como la solucién es a la larga dominada por el término (Q/2) wot coSwot
gue diverge en el tiempo.

El movimiento descrito por (5.3.6) es una primera forma de ver un fenébmeno
de enorme importancia practica llamado resonancia. Cuando la frecuencia
de una forzante w coincide (0 es muy parecida) a la frecuencia natural wg
del sistema, se produce una resonancia. Desde el punto de vista meramente
matematico (5.3.6) es divergente si w — wg. En la practica, como se discutira
mas adelante, el sistema oscila mucho mas fuertemente.

5.3.3. Ejemplos en la practica

Este fenbmeno se puede ver en numerosos ejemplos de la vida cotidiana.
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o Cuando el ruido de un motor acelerando llega a una ventana, el vidrio

suele, en un determinado momento, vibrar fuertemente. Esto se debe a
qgue el panel de vidrio de esa ventana tiene una frecuencia natural de
vibracion y el ruido que llega a través del aire (ondas de compresion)
actua como forzante. La frecuencia del motor va variando, porque esta
acelerando, y en algiin momento coincide con la frecuencia del panel.

El movimiento de cabeceo de un barco tiene una frecuencia natural de
oscilacion. Si el barco se ve enfrentado a un oleaje suave que tiene
la misma frecuencia, puede llegar a cabecear tan fuerte que podria
hundirse. Hundimiento en dia claro y tranquilo.

Por lo compleja que es la estructura de un edificio, esta tiene varias
frecuencias naturales de vibracion. Si ocurriera que la frecuencia de un
temblor coincide con alguna de las frecuencias naturales del edificio
este se puede llegar a romper. Técnicas actuales permiten que esto no
ocurra.

En un camino irregular no muy duro las ruedas de los automoviles reb-
otan y luego golpean fuertemente al camino. La repeticién de este pro-
ceso termina haciendo una superficie ondulada bastante regular que se
conoce como calamina. Los vehiculos que transitan sobre un camino
calaminado pueden entrar en resonancia y deben cambiar de velocidad
para evitarla.

5.3.4. Un ejemplo sencillo

Un ejemplo mecéanico simple que presenta

forzamiento ocurre en un sistema como el que
ilustra la Fig. 5.15: un resorte unidimension-

y X

al de largo natural nulo y en ausencia de

0)

(1) Xo X(t) gravedad, cuyo extremo A extremo oscila en

torno al origen: xa(t) = Q sin(wt) con frecuencia

Figura 5.15: El punto A se angular w, en general, distinta a wg = Vk/m.
mueve oscilando en torno al ori-

gen: Xa = Qsin(wt).

El resultado efectivo es que aparece un nuevo
término de fuerza en la ecuacién de movimien-

to, y es una fuerza oscilante que llamaremos forzante.
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La ecuacion de movimiento es mX = —k (X(t) — xa(t)). Al reemplazar el movimien-
to del extremo se obtiene

mX = —K (x(t) — Qsin(wt))

gue es la ecuacioén ya vista del oscilador arménico forzado.

5.4. Oscilador amortiguado

Como se vio en las secciones anteriores, cualquier particula cerca de un pun-
to de equilibrio estable presenta oscilaciones arménicas con una frecuencia
bien caracteristica. En muchas ocasiones, ademas de las fuerzas conserva-
tivas que dan lugar a la energia potencial que presenta el punto de equilibrio
estable, hay roce viscoso. Como sabemos, el roce viscoso tiende a frenar a las
particulas y por lo tanto a disminuirles su energia. Si una particula comienza
sSu movimiento cerca de un punto de equilibrio estable Xe y ademas hay roce
ViSC0So, parece natural esperar que haya oscilaciones entorno a Xe y al mismo
tiempo que disminuya su energia, manteniéndose siempre cerca del punto de
equilibrio. La situacién real es mas compleja pudiendo no haber oscilaciones
del todo, pero como se vera, la particula se mantiene cerca del punto de equi-
librio.

De esta forma, la ecuacion de movimiento que describe a una particula cerca
de un punto de equilibrio estable en presencia de roce viscoso es

mX(t) = —k x(t) — cX(t) (5.4.1)

0 equivalentemente c
X() + - X(0) + wEx(t) =0 (5.4.2)

2
K- [9Y
dx2 X=Xe=0

y se ha escogido el origen en la posicion de equilibrio (Xe = 0). Nuevamente,
si no fuese asi, un cambio de variable permite obtener la ecuacién anterior.

donde

Para resolver este tipo de ecuaciones primero se plantea la ecuacién alge-

2
i c 2 i 4 (L) _ 2 _
braica 22+ £ z+w}, cuyas raices son — - + (Zm) w§, que pueden ser com

plejas. En efecto, la naturaleza de las soluciones de (5.4.2) depende del signo
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de

A= (%n)z_wg (5.4.3)

Caso A > 0: Este caso, denominado caso sobreamortiguado, la solucién se
puede escribir en general en la forma

X(t) = (Al e ()"0 +Aze "V (%")z_wé) e 7! (5.4.4)

El factor exponencial que esta fuera del parén-
tesis domina y la funcion x(t) decrece expo-
nencialmente cuando el tiempo crece. Las con-
stantes A1 y Ay se determinan cuando se
conoce las condiciones iniciales. Compruebe

\/ V que se cumple que

X, 0 Vo
A =2t ET o
(5.4.5)

Figura 5.16: Las oscilaciones A, =X__Co _ Vo
: : 2 72 wVa 2VA
de un oscilador amortiguado van m

decreciendo con el tiempo, man- A q b . il
teniendo su frecuencia tal como pesar de su nhombre, este sistema no oscila

se describe en (5.4.6). porque el efecto de la amortiguacién es muy
fuerte.

Caso A < 0: En este caso los efectos de la amortigacion son menos intensos
y el sistema oscila. La solucién podria escribirse practicamente en la misma

forma que antes
() = (At VB +A2e—itm) ot

pero como la solucién debe ser real para que tenga sentido, entonces las con-
stantes A; y Ay deben ser complejas. Al exigir que x= X" paratodo t se deduce
que A1 = AS. Para hacer explicita esta propiedad se cambia de notacion,

D . D _;
A:— B A:—_IB
1 zé 2 26

x(t) = De it cos(t w/LL,(Z)_(%])ZJrﬁJ (5.4.6)
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solucién que esta representada en la figura 5.16.
Se aprecia que la frecuencia angular de oscilacidn en este sistema es

2 [ C
we = A —(—J 5.4.7
que es una frecuencia menor que wg. Si el coeficiente de viscosidad ¢ au-
menta la frecuencia w¢ disminuye aun mas, es decir el periodo de oscilacion
T = Z aumenta si c aumenta.

(&
En este caso las dos constantes que deben ser fijadas una vez que se tiene
las condiciones iniciales son D y 5. Se logra demostrar que

3 1w CXo . _ct
X = (xocosh(uct) + e (wc + mec) smh@ct)) e 2 (5.4.8)

gue en el limite en que w¢ = 0 deviene

CXo _ct
tan = o 10+ ) ) e 5

5.5. Oscilador forzado y amortiguado

Finalmente, consideramos el caso gene-
ral de una particula que se mueve en
proximidad de un punto de equilibrio es-
table, donde ademas hay roce viscoso y
una fuerza externa periédica. La ecuacion
gque describe este movimiento es

mX(t) = —k x(t) — cX(t) + k Q sinwt

o 05 1 15 2 25 3 35 4 que se escribe equivalentemente como

Figura 5.17: La amplitud A(wW), dada C . 2 9~

en (5.5.6) de un oscilador de frecuen- X(t)"‘ax(t)"‘wo X(t) = wy Q sinwt (5.5.1)
cia natural wg, amortiguado y forzado por

una fuerza periddica con frecuenciaw (Ia  E| Gltimo término es el que describe a la
forzante) muestra para dlyerso§ valores forzante periédica.

del parametro de amortiguacién q un

méximo (resonancia) enw = w; (definido Tal como se comento en la seccion 5.3
en (5.5.7)). La amplitud es presentada estas ecuaciones lineales inhomogéneas
como funcion de w/wo.
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tiene una solucién general que se obtiene

de la solucion general de la correspon-
diente ecuacion homogénea (en este caso la del oscilador amortiguado sin
forzar) mas una solucién particular de la ecuacién inhomogénea.

Puesto que ya se conoce la solucion general del oscilador amortiguado sin
forzar solo resta calcular una solucion de la ecuacion inhomogénea (5.5.1).
Esta sera obtenida a partir de suponer que existe una solucién x(t) de la forma

X(t) = Asinwt-9)
= A(Sinwtcoss — coswt sing) (5.5.2)
De donde es directo obtener que
X(t) = Aw (coswtcoss +sinwtsing)
X(t) = —Aw? (sinwtcoss —coswtsing) (5.5.3)

En lo que sigue se va a usar un parametro g para describir el amortiguamiento,
en lugar de c. La relacion, por definicion es

_Cw

m

Al reemplazar estas expresiones en (5.5.1) se obtiene una ecuacién que se
factoriza en dos partes, una proporcional a coswt y otra proporcional a Sinwt.
Puesto que esta ecuacion debe ser valida para todo tiempo, cada una de
estas dos partes debe ser nula independientemente y se obtiene

qcoss = (w}-w?)sing

. 554
w3Q  =A[(w-w?) coss+qsing| (5-5.4)

De la primera de estas ecuaciones se despeja inmediatamente que

tano = ZLZ
(uo —w
y por lo tanto
. q wp— w?

siné = COS) = (5.5.5)

2 ’ 2 )
2 2
\/(“’2 -wp) P \/(“’2 -wf) P
Si el coeficiente de roce viscoso c se anula, es decir, g = 0, entonces el seno
se anulay el coseno vale 1.
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De (5.5.4) resulta (comparar con (5.3.5))

A = “5Q
(¢5-w?) coss+asing i
2 UUUVA VAAAAAAAAMAMAANY
_ wyQ (5.5.6) UUUUUWUU
\/(wg —w?)?+ P

y ahora se ve que el primer término en el
denominador es ,3|er_npre pOSItIVO tal co- Figura 5.18: La funcién x(t) de un os-
mo el segundo término. Mientras Menor jador de frecuencia natural wo, amor-

el amortiguamiento mayor es la amplitud tiguado y forzado por una fuerza periédi-
A. ca con frecuencia w (la forzante) mues-

; . . tra un comportamiento inicial transitorio
De aqui que la amplitud A nunca es di- donde las dos frecuencias compiten, pu-

vergente. Su forma, como funcion de w, diendo haber batido en esta etapa. A

se muestra en la figura 5.17. La funcién A tiempos largos el comportamiento es os-
tiene un maximo cuando cilatorio simple con la frecuencia w de la
forzante como se desprende de (5.5.9).

2
2_ 2 _ 2 c
W =W =w —2(—) 5.5.7
r 0 2m ( )
Esto contrasta con lo que ocurre con el oscilador forzado sin amortiguacion
donde la amplitud que resulta matematicamente es divergente en la resonan-
cia.

El valor de A en el punto w = wy es

woQmM  wo

“0~ e
que diverge en el caso de un oscilador forzado y no amortiguado, es decir,
cuandoc— 0.

A=

(5.5.8)

La solucion general de la ecuacion del oscilador forzado y amortiguado se
expresa como la solucién general de la ecuacion homogénea mas la solucion
particular recién obtenida. Suponiendo que no hay sobreamortiguacion esta

solucién es
2
Xt = Dcos{t\/wg—(%}) +ﬁ)exp[—%nt]
+ w%Q
Vi -o22+ (58]
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La primera parte de esta expresion, que proviene de la ecuacion lineal ho-
mogénea (oscilador no forzado), decrece con el tiempo en forma exponencial.
A tiempos largos, entonces, la solucion que domina sin competencia es la
parte proporcional a sinfwt—¢). A largo plazo la forzante impone totalmente

la frecuencia de oscilacion.

5.6.

5.1

5.2

5.3

Problemas

Una particula P de masa m esta sometida a
la fuerza de dos resortes. Estos dos resortes
de constantes elasticas ka = 2k y kg = k tienen
largos naturales 3d y 2d respectivamente y
tienen puntos fijos, como lo muestra la figu-
ra, en un punto A el primero y el segundo en
un punto B verticalmente sobre €l a distancia
6d. Determinar las frecuencias a pequefias
oscilaciones verticales y a pequefias oscila-
ciones horizontales.

El sistema de poleas sin roce que describe
la figura tiene una masa colgante my a la
izquierda y la masa total al centro es np. Dé
a este sistema una geometria sencilla para la
situaciéon de equilibrio. Encuentre la frecuen-
cia de las pequefas oscilaciones en torno a
ese punto.

Un cubo de arista de largo b esta apoyada
en la parte mas alta de un cilindro horizon-
tal fijo de radio R (ver figura). El contacto es
perfectamente rugoso (no hay deslizamien-
to). Determinar la relaciéon entre Ry b para
gue el cubo esté en equilibrio estable a pe-
queias oscilaciones. Considere que toda la
masa del cubo esta concentrada en su cen-
tro geomeétrico.

k,3a
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5.4

5.5

5.6

Se tiene un péndulo plano que cons-
ta de un hilo de largo D que tiene una
particula puntual de masa men su ex-
tremo inferior. Pero no es un péndulo
comun porque su origen superior esta
en el punto de contacto entre dos cir-
cunferencias de radio R, como lo mues-
tra la figura. Cuando el péndulo oscila
se enrolla un poco en forma alterna-
da en las dos circunferencias, de modo
gue su largo instantaneo no es D sino
(D-R¢) y su centro instantaneo de giro
es el punto P de tangencia (ver figura).

a) Obtenga las ecuaciones escalares de movimiento, una de ellas sirve
para determinar la tension del hilo y la otra es la interesante. b) Es-
criba la energia cinética, K(¢,¢) y la energia gravitacional U(¢). c)
Demuestre que la exigencia de conservacion de la energia mecanica,
dE/dt= 0, conduce a la ecuacién interesante de movimiento. d) Escri-
ba la ecuacion asociada a pequefias oscilaciones.

(a) Calcule el valor de la funcion de energia potencial U definido en
(5.1.5) en el punto de equilibrio Xe; (b) Calcule los puntos de retorno
cuando la energia total es E = (1 - €?)U(Xe); haga una expansion de
estos valores de las posiciones de retorno al mas bajo orden no trivial
en €. Determine el periodo T de estas oscilaciones en la aproximacion
ya usada.

Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve
bajo la accién de la fuerza

F=b(x(2+Ai+y0¢+2) [ +20¢+y))K)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la energia
potencial U(X,Y,2) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el origen.
c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vp, determine la
rapidez en un punto cualquiera (X1,Y1,21).
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5.7 Considere una particula de masa m que esta apoyada sobre un resorte
de constante ky largo natural lp, bajo la accién de la gravedad. El punto
B de donde se sostiene el resorte se encuentra en t = 0 al nivel de la
mesa.

a) Encuentre la altura de equilibrio de

la masa. b) En t = 0, cuando la masa

esta quieta y en la posicion de equilib- m

rio, el punto B comienza a oscilar ver-
ticalmente. EI movimiento de B puede
ser descrito como Fg(t) = Agsin(wt)].
Encuentre la ecuacion que describe el
movimiento de la masa. c) Resuelva la
ecuacion de movimiento para las condi-
ciones iniciales dadas. d) Manteniendo % BE

la amplitud Ag fija, considere que la fre-

cuencia w es menor que la frecuencia

de resonancia.

¢Cual es la frecuencia maxima para que la masa nunca choque con la mesa?

k, lo g
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Capitulo 6

Fuerzas centrales y planetas

6.1. Barrera centrifuga y potencial efectivo  U”*

6.1.1. Lanocion

B alrera ce n'[l’l'fuga es una nocion que puede ser compren-

dida a partir de la conservacion del momento angular. Aparece naturalmente
cuando la fuerza total es central con centro en O. En forma poco precisa
se puede decir que el momento angular £, es proporcional a la distancia R
de la particula al centro O y también es proporcional a la velocidad angular,
to ~ R¢. Puesto que £y es constante, si R esta decreciendo, ¢ tiene que ir
creciendo en la misma proporcion. La aceleracion centripeta, por otro lado es
an ~ V2/R ~ R¢?, es decir, an crece también. En otras palabras, para disminuir
R se necesita cada vez una mayor fuerza hacia el centro (centripeta), lo que
se siente como si se estuviera contrarrestando una barrera que expulsa del
centro: es centrifuga.

Cuando la fuerza total es central, proveniente de una energia potencial U(r),

du
F=-VU =-5 (6.1.1)

el momento angular se conserva y el movimiento es plano. En tal caso se
puede describir todo el movimiento con las coordenadas polares (r, ¢)

135
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r = rf
U = if+rgé (6.1.2)
a = ('r'—rcbz)f+(2r'<'/>+r£/5)<$

= & +38 (6.1.3)

El momento angular con respecto al centro de fuerzas, que sabemos que se
conserva en el caso de fuerza central, es

{=mrx¥=mr’¢k (6.1.4)
Se denominara ¢ al coeficiente que multiplica a K,

t=mr’¢ (6.1.5)

Figura 6.1:A la izquierda el potencial del oscilador arménico U = k(r — Do)?/2 que se anula
enr = Dg y el potencial efectivo U* asociado. A la derecha se compara la funciéon U conU* en
el caso del potencial gravitacional. El potencial gravitacional U es infinitamente negativo en
el origen y crece asintéticamente a cero. El potencial efectivo U* diverge a +oo en el origen,
para ciertor se anula, pasa a valores negativos, llega a un minimo y luego crece acercandose
cada vez mas a U.

Siendo central la fuerza total, la aceleracion &, tiene que ser cero, lo que
equivale a
.o 1d 5.
0=2rp+r¢ = Fa(mr ¢)
gue es cierto porque el momento angular es constante. Usando la definicion
de ¢ dada més arriba se puede hacer el reemplazo

t

¢
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Esta es la velocidad angular expresada como funcion del radio.

La energia mecanica total del sistema es E = K + U donde K = %m(fz + r2<}52)
que ahora se puede escribir, gracias a (6.1.6), en la forma

Evr = 24 £ L um 6.1.7)
MT=2" " ome2 o
El primer término es la contribucion a la energia cinética del movimiento radial
y el segundo es la contribucién a la energia cinética debida a la velocidad
angular ¢.

La ecuacion de movimiento en el caso actual puede escribirse en la forma
ma = —dU/dr:

2 du
mli—-——=|=—— 6.1.8
( n12r3) dr ( )
que se reescribe como
. d 2 d, .. . 2
mr_—a(U+2mr2)_—aU (9] = U =U+2mr2 (6.1.9)

y puede ser deducida directamente de (6.1.7) sencillamente calculando dEypT/dt=

0. Se obtiene una ecuacion (6.1.9) para r(t). Ya se estableci6 la dependencia
de¢penren(6.1.6).

Lo notable es que esta ecuacién de movimiento es equivalente a la ecuacion
de movimiento de una particula en el eje X con energia potencial U* = X—@ +

U(x), siempre que en ambos casos se tome la misma funcién U y A= £2/(2m).

Se ha demostrado las siguientes propiedades del movimiento de un cuerpo
de masa mbajo el efecto de una fuerza total central de la forma (4.4.13):

e La fuerza es conservativa y es —fdU(r)/dr, donde U(r) es funcion energia
potencial.

e Hay momento angular conservado implicando que el movimiento es plano.
Queda ligada la velocidad angular con el radio r por medio de (6.1.6).

e La ecuacién de movimiento, que es en un plano, se reduce a la ecuacion tan
solo para r(t), es decir, se convierte en el problema unidimensional (6.1.9).

¢ Esta ecuacion es matematicamente equivalente a la ecuacion de un movimien-
to unidimensional, solo que en lugar de tener a U(r) como energia potencial,

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias



138 P. Cordero S. & R. Soto B.

juega este papel la funcién potencial efectivo U*,

2
2mr?
—_——

barrera centrifuga

U*(r) = U(r) + (6.1.10)

Al dltimo término en U™ se le conoce como barrera centrifuga.

Para el importante caso gravitacional definido con (4.4.19) el potencial efectivo
tiene un minimo. En efecto, si U* = —$+r% entonces U* es minimo en rg =

2b/a.

6.1.2. Ejemplo sencillo

Una particula libre es un caso trivial de “fuerza central”: F= Oy puede tomarse
U = 0. Sin embargo U* no es nulo. Nada malo hay en ilustrar este caso con el
movimiento descrito en la figuraen §1.3, F=b j +1tvp.

Este movimiento también puede ser descrito utilizando coordenadas (r(t),
o(t): Xx=vot=rsing y y=b =r cosp. Mirando la figura en §1.3 debiera re-
sultar obvio que si la particula inicia su movimiento desde una posicion bien
a la izquierda, la variable r(t) ird disminuyendo con el tiempo, alcanzara un
minimo r = by luego r(t) comenzara a crecer, de modo que si el movimiento
es visto solamente desde el punto de la variable r pareciera que ha habido un
bote a distancia b en una barrera centrifuga para comenzar a alejarse.

De la definicion de las coordenadas usadas se deduce que

. . . Vp CO
F = Vo Sing ¢:°fs¢

de donde es inmediato calcular que

mM\3cos’ ¢ ~ m\3b? Rz d 2

MF =M ¢ COSp = r T T me drame

Es decir, el simple movimiento con velocidad uniforme Vi de una particula
libre puede ser visto como un movimiento bajo los efectos de una barrera
centrifuga. «
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6.1.3. Orbitas circunferenciales

La energia cinética expresada con las coordenadas polares (r,¢) es

LS ENEES

2

m., (2

—r<+ 6.1.11
2 2mr? ( )

En el segundo paso se reemplazé la velocidad angular ¢ por la expresion
(6.1.6) ya encontrada en términos de .

Una orbita es circunferencial cuando su velocidad radial es constantemente
nula, es decir, cuando tanto r = 0 como i = 0. Esto Ultimo implica que debe
encontrarse un radio r =r¢ tal que dU*/dr=0

du*
= =0 (6.1.12)

Si se resuelve (6.1.12) se deduce un valor particular r = r¢ el que depende
paramétricamente del valor £. Este es el radio de la érbita circunferencial.

La energia cinética en el caso de la 6rbita circunferencial se reduce a

52
Korbita circunf= 5—— (6.1.13)
2mr2
Puede verse que esta Ultima expresion coincide con la expresion del término

gue se agrega a U para formar U*, es decir, la barrera centrifuga.

Conociendo el valor de la energia cinética y de la energia potencial, la energia
mecanica total, en el caso de una Orbita circunferencial de radio r¢, es K+ U
y esta dada por

52

mr2

Cuando se conoce el valor del momento angular ¢, ella esta totalmente deter-
minada por el radio r.

E-=

+U(r) (6.1.14)

EsempLo: Si se toma el caso gravitacional U = —-GMny/r la solucion de (6.1.12)
arroja

(6.1.15)
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Aqui se puede apreciar que las oOrbitas planetarias circunferenciales tienen un
radio que esta dado por su momento angular £. Pero tal vez una forma mas
satisfactoria de decir lo mismo se logra recordando que éste es un movimiento
circunferencial con velocidad angular uniforme w = ¢ = f/(mrg) de donde

G M3

=)
w2

que no depende de la masa mdel planeta sino tan solo de su velocidad angu-
lar. Con este valor la energia total es

G>M?2m?

(6.1.16)

Los satélites geocéntricos son satélites alrededor de la Tierra, en el plano
ecuatorial, que tienen una velocidad angular igual a la velocidad angular de la
Tierra. Para un observador en la Tierra el satélite parece estar detenido. Estas
son las orbitas que usan los satélites de comunicaciones. «

Las pequefias oscilaciones de r(t) en torno a una 6rbita circunferencial con un
momento angular ¢ fijo se obtiene de (5.2.4) usando como potencial efectivo
del caso gravitacional,
GMm (2
+ _

r 2mr2
Su segunda derivada con respecto a r es U*” = —2GMmy/r3 + 3¢2/mr*. Si
se reemplaza ¢ = mrlw (donde w = ¢ es la velocidad angular del satélite), el
altimo término ya no depende de r. Si, seguidamente, se reemplaza r por
su valor dado en (6.1.16), se obtiene que la frecuencia de estas pequefias
oscilaciones de r en torno al valor r¢; es

U*=-

Wpeq. osc. = W

Esto significa que el tiempo que tarda el valor de r en tomar dos veces con-
secutivas su valor minimo coincide con el tiempo que tarda el satélite en dar
una vuelta, lo que implica que la orbita r(¢) es cerrada.

& Calcule a qué distancia del centro de la Tierra debe estar un satélite para que
sea geoestacionario. Compruebe que estan a decenas de miles de kilémetros. Los
satélites mas usuales estan a pocos cientos de kilometros sobre la superficie.

& Sila fuerza total sobre un cuerpo es F = kraf + aVx P, ¢Cémo varia la energia
mecanica total con el tiempo? (K, a y @ son constantes conocidas).
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6.1.4. Ecuacion de Binet
Si se considera la ecuacion genérica con fuerza central
mrP = F(r)f
y se la escribe en coordenadas polares, reemplazando ¢ = #, se obtiene

52
mi=——=+F(r 6.1.18
R (61.18)

El método de Binet consiste en reemplazar esta ecuacion para r(t) en una
ecuacion en que se considera tan solo la dependencia de r en el angulo, r(¢).
La razén para hacer esto es que es mas facil resolver la nueva ecuaciéon que
se obtiene que la ecuacion original. Para obtener la dependencia en ¢ se hace
uso de laregla de la cadena (%’ = % g—g = ¢d). En lo que sigue la prima indica
derivada con respecto a ¢,

d ,
=0)
0
con lo cual
Po=¢r _tr
- " mr2
) L ¢ r’ ’ 52 " 2r/2 (6119)
f =——| — = —
mmrz(rZ) mzrz(r2 r3 )
A continuacion se define la funcion
1
W(g) = —
r(¢)
de modo que
v w o w'+2w2
Y oW wl

Si se hace estos reemplazos en (6.1.18) se obtiene

_ MF/w)

W’ =-w 2 W2

(6.1.20)

gue es la ecuacion de Binet.
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6.2. Planetas y todo eso

6.2.1. La ecuacion de la érbita y su integral

Ya se sabe que la ecuacion de movimiento reducida a la ecuacion sélo para
r(t) es

GMm (2
2 Tme
Al reemplazar todo esto en (6.2.1) resulta la ecuacion de Binet para el caso
gravitacional

mi' = (6.2.1)

V\/’+W:GMm2
£2

gue es un tipo de ecuacién que ya se conoce, como por ejemplo: mX = -k X+
Mg Su solucion general es,

(6.2.2)

GMn?

2 (6.2.3)

W(¢) = Acos(¢p +6) +

donde Ay 6 son las dos constantes de integracion. Siempre se puede escoger
el eje a partir del cual se mide ¢ de tal modo que 6 = 0 que es lo que se hace
a partir de ahora. Tal eleccién corresponde a conicas orientadas en forma
simétrica con respecto al cambio y — —.

Puesto que el inverso de wes r, (6.2.3) implica que

52
r(¢) = —SM™ (6.2.4)

1+ G/?A"fnz COSp

Antes de continuar se hace un repaso de la forma como se puede escribir una
conica.

6.2.2. Cobnicas

A continuacién se va a demostrar que r(¢) dado por

R

r(¢) = T+ecoss (6.2.5)
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define diversas conicas segun el valor de la excentricidad e. El parametro R
define la escala de longitud de la cénica.

Si (6.2.5) se escribe como r +ercosp = R o equivalentemente como X2 +y? =
(R-eX? donde se ha usado

X=Tr COSp y=r sing (6.2.6)

se obtiene
(1-)x°+2eRx+y* = R? (6.2.7)

gue es una de las formas conocidas que describe conicas. En efecto, todo
polinomio cuadratico Poli(X,y) = O representa una conica en el plano XY.

Si en (6.2.7) se hace el desplazamiento, valido tan solo si € # 1,

_ eR
X=X— 6.2.8
e (6.2.8)
la ecuacion puede ser reescrita como
72 2
X Yy
=t = 1 (6.2.9)
-2 1-&

Esta forma describe elipses e hipérbolas centradas en el origen. En efecto,
si € < 1 esta es facilmente reconocible como la ecuacién de una elipse. En
particular, si e = 0 se obtiene una circunferencia. Si € > 1 lo es de una hipér-
bola. La ecuacién (6.2.7) en cambio deja a uno de los focos de la cénica en el
origen.

6.2.2.1. Elipses: € <1 \ th,
mi

max

Una elipse es una curva que se carac-
teriza porque la suma L1 + Lo de las dis-
tancia de cualquier punto P de la elipse
a dos puntos especiales llamados focos,
vale siempre lo mismo. Estos dos focos Figura 6.2: Una elipse tiene dos
estan en el interior de la elipse sobre su focos, un didmetro mayor y uno
eje mayor. El caso particular en que los menor.

dos focos se funden en un solo punto produce una circunferencia.

2a
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En la forma original descrita en (6.2.7) esta es una elipse con uno de sus focos
en el origen y tiene sus radios minimo y maximo sobre el eje X. Se tomara el
caso e> 0.

El area A de la elipse planetaria se calcula de

2n r 7R2

donder = ﬁ. Se sabe que A= rabdonde aes el semieje mayory b es el
semieje menor. Para ¢ = 0 se obtiene rmin y para ¢ =  se tiene r'max
R R
Mmin = —— lmax= —— 6.2.11
min 1+e max 1_e ( )

El semieje mayor es sencillamente a = %(rmin +I'max). Conocido ay el area es
trivial obtener b. Los semiejes mayor y menor resultan ser

6.2.2.2. Hipérbolas: € >1

Una hipérbola es una conica disconexa, constando de dos ramas. Al igual que
en el caso de una elipse, hay dos puntos especiales llamados focos. Esta vez
la diferencia de las distancias: |L1 — L| entre cualquier punto P de la hipérbola
y los dos focos es una constante. Las hipérbolas son curvas infinitas que
tienden, a grandes distancia, a coincidir con dos rectas llamadas las asintotas.
La distancia entre ambos focos es 2e R/(€? — 1). La menor distancia entre las
dos ramas de una hipérbola es 2R/(€? - 1).

6.2.2.3. Parabola: €¢=1

Una parébola tiene un solo punto llamado foco, el cual esta sobre el Gnico eje
de simetria de la curva. La distancia entre el punto de maxima curvatura y el
foco es R

Si en un punto P de la pardbola se traza la recta hasta el foco y la paralela al
eje de simetria, la bisectriz es perpendicular a la tangente a la parabola. Esta
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propiedad es la que hace tan tiles los espejos parabdlicos para hacer desde
focos de linterna hasta telescopios y antenas.

El caso € = 1 debe ser analizado antes de dividir por € — 1. Por ejemplo de
(6.2.7) se tiene cone=+1
y? = RR+2RxX (6.2.13)

gue son ecuaciones para dos parabolas.

6.2.3. El caso planetario

Puesto que se sabe la forma de describir las conicas, se puede identificar
e oo Al?
- GMne’ - GMn?

A continuacién se vera como relacionar A con la energia total E y el momento
angular €.

(6.2.14)

La energia esta dada por

- g\h Us(r) (6.2.15)
pero de (6.1.2) y luego de (6.1.19)
o222 - G a2 21
=f +r¢_mzr4(r +r ) (6.2.16)
entonces
? ;5 , GMm
E = 2mr4(r +r )——
2 >
= En(w%w )-GMmw (6.2.17)

Al reemplazar la forma explicita de la funcion w se obtiene

2A> m(GMm)?
=— = — 2.1
2m 2 ( ¢ ) (6.2.18)
lo que permite establecer que A depende de E y £ en la forma
_GMn? M m2 2E (2
(6.2.19)
(G (GMm?Zm
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excentri- radio medio

cidad de la Orbita

e [108xKm]
Mercurio 0.206 0.58
Venus 0.007 1.08
Tierra 0.017 1.50
Marte 0.093 2.28
Japiter 0.048 7.78
Saturno 0.056 14.27
Urano 0.047 28.89
Neptuno 0.008 44.98
Pluton 0.249 59.00
Cometa Halley 0.967 ~26.00 visto cada 75.3 afos

proxima vez el afio 2061

Cuadro 6.11os planetas y otros objetos, las excentricidades de sus 6rbitas y el radio medio
de las respectivas Orbitas. Las dos ultimas apariciones del cometa Halley fueron el 20 de abril
de 1910 y el 9 de febrero de 1986. La préxima, el 20 de agosto de 2061, sera mucho mejor
visto. La primera vista segura registrada es del afio 240AC.

No es de interés considerar la raiz negativa.

De todo lo anterior se reconoce que

% or |1, 2EC
- (G M)2m3

(6.2.20)

Si se reemplaza el valor (6.1.17) de la energia de una Orbita circunferencial
se comprueba que e= 0. Los demas casos:

para elipses, e<1 yentonces E<DO.
para pardbolas, e=1 yentonces E=0.
para hipérbola, e>1 vyentoncesE >D0.

EsempLo: Desde una distancia rg del centro de fuerza se lanza un satélite con
velocidad Vp, perpendicular al vector posicion inicial rp.
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, _mp2_GMm,, /2 _ 12,22
La energiaes E = Fvi— M0y ¢ = mPrava.

El caso limite es el de la parabola, es decir, el caso con E =0,

V3 = V3 = 2GM/ro.

Si Vo < vp la drbita es una elipse. Para el caso particular vop = vVGM/rg se ob-
tiene una circunferencia. Para Vg > Vp la Orbita que resulta es una hipérbola. «

6.2.4. Latercera ley de Kepler

De la segunda ley de Kepler, (2.5.4), se desprende que el periodo T del
movimiento planetario se relaciona al area de la elipse, S = rab,

2mS 2mwab  2nw R2
T = = =
¢ ¢ t (1-€2)32

pero se sabe que ¢? = GMn¥R. Calculando T2 se puede reemplazar £2 por la
relacion recién escrita, resultando
2 47T2a3
GM

que es la tercera ley de Kepler expresada con el semieje mayor, a.

6.3. Problemas

6.1 Reestudie el problema de la argolla sin roce en una vara horizontal re-
suelto en 82.1.4. Obtenga la forma de la trayectoria, es decir, p(¢) y
calcule el trabajo que la normal ejerce sobre la argolla cuando ésta da
una vuelta completa.

6.2 Determine la fuerza F que implica la funcion de energia potencial
k
U==(r—-B)r
5(r=B)

donde B es una constante positiva. ¢ En qué situacion realista se puede
tener una fuerza como esta?
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6.3 Considere una particula que se mueve en la region x> 0 bajo la influen-
cia de la fuerza que proviene de la energia potencial U(X) = % (1+ ax2)
con Ug > 0. Encuentre puntos de equilibrio y discuta la estabilidad de
ellos.

6.4 Una particula se mueve sin roce por la superficie interior de un cono de
eje vertical, vértice abajo y angulo a entre una generatriz y la vertical.
Demuestre que la energia potencial efectiva U* es

22 sirfa

+mgp cotany
2mp? &

donde p es la coordenada radial de coordenadas cilindricas. Encuentre
la frecuencia de las pequeias oscilaciones cuando p oscila levemente
en torno a un valor pg.

6.5 Se tiene en drbita geoestacionaria una gran esfera hueca. Al centro de
esa esfera flota una pequefia masa. Si se le da un pequefio impulso,
¢.cudl es su frecuencia de oscilacion en torno al centro de la gran esfera?

6.6 Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve
bajo la accion de la fuerza

F = b(x(P+2)i+y(€+2) [ +20E+YK)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la energia
potencial U(X,Y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el origen.
c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vp, determine la
rapidez en un punto cualquiera (X1,Y1,21).

6.7 Un satélite artificial tiene una distancia maxima y minima a la superficie
terrestre de Ry 3R, siendo R el radio de la Tierra. Determine el periodo
de rotacion en funcion de la masa de la Tierra y de su radio. Suponga
que en el momento en que el satélite estd en su punto mas bajo se
activa su sistema de propulsién que lo deja en Orbita circunferencial.
¢, Cudl es el periodo de esta nueva orbita?

6.8 Una particula P esta sometida a la fuerza central dada por

b al? .
(7 113

F(r) = —128(
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6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

donde B y a son constantes positivas conocidas. Si ésta es la Unica
fuerza sobre P determine, a) cudl es la rapidez minima que debe tener
P enr = apara que la particula pueda escapar sin retorno; b) cuél es la
distancia maxima (o minima) entre P y el centro de fuerzas si P se esta
moviendo radialmente de tal modo que pasa por r = a con una rapidez
que es la mitad de la encontrada en la pregunta anterior.

Un satélite esta describiendo una orbita circular de radio R alrededor
de la Tierra. En cierto momento los cohetes del satélite se encienden
brevemente dandole una aceleracion puramente tangencial. Si el perio-
do de la nueva orbita es %7 del periodo que tenia antes, determine la
rapidez de la nave cuando pasa por el punto en que se encuentra mas
alejada de la Tierra (apogeo).

Un satélite es colocado en o6rbita alrededor de la Tierra desde una al-
tura de 600 Km sobre la superficie con una velocidad inicial de 30 mil
kilbmetros por hora, paralela a la superficie terrestre. Suponiendo que
el radio de la Tierra es de 6378 kilémetros y su masa es de 5,976x10%*
Kg, determine la excentricidad de la oOrbita y la velocidad del satélite en
Su apogeo.

Desde muy lejos y con rapidez Vg se dispara una particula de masa m
contra un blanco que esta definido como un campo de fuerza central
repulsiva de magnitud Am/r2. La recta en la que la particula inicia su
movimiento pasa a distancia b del centro de fuerza. Calcule la distancia
r* minima que logra tener la particula con el centro de fuerza.

Dos satélites de la Tierra, S1 y S», cada uno de masa m, estan descri-
biendo érbitas cerradas en un mismo plano y en el mismo sentido. S;
esta en una orbita circunferencial de radio Ry S, esta en una 6rbita elip-
tica caracterizada por rmin = RY 'rmax = 8R. En un cierto instante ambos
satélites se acoplan (la duracién del proceso de acoplamiento se supone
nulo) formando un satélite compuesto S12. Durante el acoplamiento se
conserva el momentum total pero no la energia. Determine a) el cuo-
ciente entre la suma de las energias cinéticas K1 + Ko y K12. b) Deter-
mine las caracteristicas de la 6rbita de S1o.

Sea Ry el radio de la Tierra. Una nave espacial gira en torno a la Tierra
en orbita eliptica de radio minimo 8Rg y radio maximo 16Ry. Para regre-
sar a la Tierra procede como sigue: en t = 0 se encuentra en su apogeo
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6.14

(ra = 16Rp). Al llegar a su perigeo (rg = 8Rg) enciende sus cohetes por
un instante para frenar tangencialmente quedando en una 6rbita eliptica
con radios maximo y minimo: 8Rg y 4Rp. Tan pronto alcanza por primera
vez r = 4Ry nuevamente frena de igual manera quedando en una ter-
cera Orbita eliptica caracterizada por 4Ry y 2Ry. Finalmente, la primera
vez que se encuentra en r = 2Ry frena para estar el una 6rbita [2Rg, Ro]
con lo que logra terminar su misién. Obtenga las variaciones de energia
cinética cada vez que frena y obtenga el tiempo que tarda en llegar a la
Tierra.

Un satélite esta en Orbita circunferencial de radio ro sometida a una
fuerza central que implica la funcién de energia potencial U(r) = —k/r.
En un instante recibe un impacto que produce un cambio en la direccion
de la velocidad, sin cambiar su magnitud. El cambio de direccién es en
un angulo /3. Determine las distancias minimay maxima que el satélite
pasa del centro de fuerzas en su nueva orbita.

6.3. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Capitulo 7

Algoritmos para integrar
ecuaciones diferenciales
ordinarias

En este capitulo se entrega una primera vision de un par de al-
goritmos sencillos, muy conocidos y faciles de codificar: los de
Runge-Kutta y los del tipo Verlet incluido leapfrog.

7.1. Reduccion a ecuaciones de primer orden

El problema de resolver
d’g

ﬁ = F(t’g’g,) (711)
puede ser replanteado en la forma
day -~ R
Frie f(t,y) + alguna condicién inicial (7.1.2)
donde
g o[ Y2
= , f= 7.1.3
=(n) (7 719
es decir q g
a9 _ 9 _ e

151
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Se puede adivinar de lo anterior que siempre se puede reducir un problema
de ecuaciones diferenciales ordinarias a un sistema de ecuaciones de primer
orden.

Por ejemplo X = %If puede plantearse definiendo

X > Y
y:( ) f:( ) (7.1.5)
v iF
con lo que el problema consiste en resolver
dx dav 1
- @ m (7.1.6)

A continuacion se vera meétodos para atacar (7.1.2).

En lo que sigue se supondra que el “eje tiempo”, t, esta segmentado en inter-
valos de tamafio hy se usa la notacion:

ti=h, to=2h, tn = nh

El valor de una funcién f(t) evaluada en t, se designa fp,.

7.1.1. Algoritmos Runge-Kutta

Esta vez (7.1.2) se plantea en la forma

dy >
2 _ f
5 = ey
¥(0) = Yo
Y se usa dos expansiones de Taylor,
Vn+1=>7n+h)7n’+§)7n”+0(h ) (7.1.7)
’ ’ h 144
Yney =Y'+5¥n +0(h?) (7.1.8)

De la Ultima, multiplicada por h, se obtiene

h;yn" - (ym% / -yn') h+0(h%) (7.1.9)
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. - ,
Que se reescribe escribiendo fn+% en lugar de Y+l

h2 17 > ’

= n :(fn+%—)7n )h+0(h3) (7.1.10)
Al reemplazar esta expresion en (7.1.7) se cancelan las primeras derivadas y
se obtiene

> h h -
yn+1:yn+hf(tn+§,yn+§ fn) (7.1.11)

Este resultado final conocido como RK2, tradicionalmente se reescribe en la
forma . .
ki =hf(th,¥n)
RK2{ k2 =hf(ty+ 35,90+ 1K) (7.1.12)
Va1 =Yn+ko+O(h3)

Se trata de un método explicito, el error es orden h® y puede ser inestable.
Otra desventaja es que la funciéon f debe ser llamada dos veces en cada
iteracion. Una ventaja es que, puesto que avanza paso a paso y no requiere
de informacién anterior, se puede ir ajustando el tamafio del paso h a medida
gue se avanza en la integracion.

Siguiendo un camino semejante se obtiene algoritmos de mas alto orden.

ki =hf(tn,Vn)
ke =hf(tn+ 3,9+ 3k)

RK3 ks =hf(th+hVh—Kp +2ko) (7.1.13)
Yi1 =Y+ %3 (lzl + 4E2 + ES) +0(h*)
l21 =h f_ttn,yn)
ke =hfltn+Dyh+3k)
RK4{ k3 =hf(ty+3,90+1ko) (7.1.14)
Ke  =hfltn+hyn+Ks)
Vi1 =Y+ 3 (K + 2ko+ 2Kg + Kg) + O(h°)

Ventajasde RK4: es h°, es estable, permite adaptar el paso. Tiene amplia
aplicabilidad.

Desventajas: se debe calcular f cuatro veces en cada iteracion.

Sobre el paso variable. Para que el método sea preciso las magnitudes de los
>
Ka deben ser mucho menores que 6 = ||Vn+1 — Ynll-
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7.2. Metodo de Verlet y variaciones

Se trata de resolver ecuaciones de Newton
X =a(xt) (7.2.1)

sin convertir el problema en otro con ecuaciones de primer orden como se
hizo antes. Estos métodos se definen cuando a(x,t) no depende de las veloci-
dades.

L. Verlet presentd su algoritmo por primera vez en su trabajo Computer “exper-
iments” on classical fluids. I. Thermodynamical properties of Lennard-Jones
molecules, Phys. Rev. 159, 98-103 (1967).

7.2.1. Propiamente Verlet

La primera definicion de derivada que a menudo ve un estudiante es un limite
del tipo
df -

(x) _ lim f(x+e€)—f(X)

X e—0 €

f/(x) =

Si se borra el proceso de limite la expresion anterior puede conectarse con
una expansion de Taylor:

f(xte)=F(X)xef’(X)+ 2f"(x)+ 3f”’(x)+ ¢ S0+ (122)

y de esta Ultima se puede despejar que

M:f'(x)Jref"(x)Jr...

gque puede escribirse
f(x+62 f(X) ~ () +0(e)

Sin embargo de 7.2.2 también se obtiene que

f(x+€)—f(x—¢)
2¢

=f'( )+ f”’(x)+—f"(x) = f’(x)+0(62)
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Comparando las dos formas anteriores vemos que si la derivada se expresa
en forma simétrica (f(x+ €) — f(X—€)) se gana en precision.

También se obtiene que

f(x+€)+ f(x—e) = 2f(x)+62f”(x)+i—;fi"(x)+...

por lo cual
f(x+e€)—-2f(X) + f(x—¢€)
€2

f7(X) = +0(€)

La segunda derivada que contiene (7.2.1) se puede escribir en forma dis-
cretizada como derivada de una derivada

Xn+1—=Xn _ Xn—Xp-1

X~ — - o) =

Xn+1 — 2Xn + Xn-1
h2

En el numerador de la izquierda se ha escrito, en forma aproximada, la deriva-
da de x centrada en X, 1 menos la derivada de x centrada en x,_1
2 2

+0(h?)

La ecuacion (7.2.1) discretizada queda

Xn+1 — 2Xn + Xn-1

= +0(h?) = a,

con lo cual,
Xna1 = 2% — Xn-1+h2an+O(hY  « Verlet (7.2.3)

En cada iteracion se evalua a una sola vez y el error es orden h*. La velocidad
no aparece.

En cada iteracion se obtiene un Xpy1 a partir de los dos puntos anteriores:
(Xn-1, Xn) = Xn+1, Pero si las condiciones iniciales son Xg y Vo se puede integrar
con RK4 desde Xg hasta X1 y luego se procede con (7.2.3) o bien usando

h? h3
x(h) = x(0) + hv(0) + Ea(O) + Ea’(O)

El algoritmo de Varlet (7.2.3) también se puede escribir para Xn_1

Xn-1 = 2% — Xn+1+ 2 an + O(h?)
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y la ecuacion es la misma, es decir, el algoritmo es reversible en el tiempo.
Para evaluar la velocidad conviene usar

_ Xn+l — Xn-1

o +0(h?) (7.2.4)

Vn

gue tiene un error dos érdenes de magnitud dos 6rdenes de magnitud menos
que el algoritmo de Verlet para los Xp.

Si bien (7.2.3) aparece con un error de truncamiento pequefio, suele tener
error de redondeo grande porque a una diferencia de dos numeros grandes
(orden 1), 2x, — Xn—1, Se le suma una cantidad de segundo orden, h?a,. Para
evitar esta fuente de error existe el método leapfrog.

7.2.2. Estabilidad del método de Verlet
Sea X la solucién exacta de (7.2.3) con h fijo y definamos
Xp = )?n + €n

donde los € representan desviaciones que se han introducido. La sustitucion
de esta definicidén en la ecuaciéon de Verlet da

€n+1 — (2+ h2 aﬁ) entéen-1= 0 (725)

donde a,, se escribié como a(X, + €n) ~ a(Xn) + €n ap.

7.2.2.1. Caso de fuerza armonica:
A continuacion se analiza el caso de una fuerza armonica,
a(x) = —w?x ad(X) = —w?

entonces
€n+]_—2(l— R) En+€n_1:O (726)
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donde 2R = h?w?. Se reemplaza e, = eg A" A im

lo que inmediatamente conduce a
2-2(1-R1+1=0 (7.2.7) Ay

cuyas raices son Re >)\
1: =1-R+ VR2-2R (7.2.8)

por lo que A puede ser complejo.
Si R=0entonces A, = 1.

Si R=1entonces A, = +i.

Si R=2entonces 4. = —-1.

Si R— o entonces 4. =1-R+R 1—% concluyéndose que A, =0y que
A_ = —o0.

En resumen, cuando R crece desde cero hasta infinito, A, recorre primero la
semicircunferiencia Im A > 0 unitaria del plano complejo y luego avanza desde
A+ = =1 hasta 1, = 0 mientras que A_ recorre primero la semicircunferiencia

Im A < O unitaria del plano complejo y luego avanza desde A- = -1 hasta A_ =
—OO,

Si R< 2 se tiene |A+| = 1 que garantiza estabilidad, mientras que R> 2 implica
|4-| > 1 que garantiza inestabilidad.

2 2 . g
Puesto que R= hT‘” la condicién R< 2 corresponde a

he2
w
y si se reemplaza w = ZT—” entonces la condicion es
T
h<— (7.2.9)
T

7.2.2.2. Otros casos:

Si se trata de otras fuerzas que provienen de un potencial U(X), la cota maxi-
ma para h esta dada por el periodo minimo, es decir, por la frecuencia maxima,

gue es proporcional a VU” (Xmin)-
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Si bien de esta manera se obtiene estabilidad, eso no quiere decir que se
tenga confiabilidad, es decir, precision aceptable. Normalmente se debe usar
un h bastante menor que el que garantiza estabilidad.

7.2.3. Leapfrog

Puesto que
P o) -
se obtiene que
Vpei =Vp 1 +han+O(h°)
Ademas
X343 ;Xm%—% O = v,y

que conduce a
Xne1 = Xn-1+ DV, 1 +0(h%)

En resumen las ecuaciones que siguen deben usarse en el orden indicado
Viri =Voi +ha,+0(hd)
(7.2.10)
Xl = Xat+hv,s +0(h3)

Las posiciones se determinan con nenteroy las velocidades con indice semien-
tero.

Para saber si la discretizacion es suficientemenete fina,
esto es, si h o e son lo suficientemente chicos, se debe
comprobar que escogiendo un intervalo de la mitad del
original los resultados son esencialmente los mismos.
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7.3. Problemas

1. Considere la ecuacion de un oscilador armoénico forzado
X+ w? x = Asin(kx— Qt) (7.3.1)

Ella proviene de la ecuacion de una particula cargada moviéndose en un
campo magnético uniforme a lo largo del eje Z al que se superpone una
electrostética plana que se propaga a lo largo del eje X. Ver Physcis
Today de noviembre 1988, p27. Esencialmente la misma ecuacion es
mencionada también en Physics Today, marzo 1987, p9.

2. Integrar la evolucion de la ecuacion de van der Pol
%= (1-x%) %X— X (7.3.2)

Representa a un oscilador armoénico mas un término que podria repre-
sentar un freno viscoso, pero para |X| < 1 ese término acelera en lugar
de frenar.

3. Obtener la evolucion del oscilador de Duffing

% = x— x> —aX+b coswt (7.3.3)

4. Se trata de calcular, usando RK4, el comportamiento de un péndulo
amortiguado por un roce viscoso (coeficiente ) y forzado. Este sistema
consiste en una vara ideal rigida de largo L, de masa despreciable, en
cuyo extremo hay una masa m. El punto de apoyo O no esta fijo sino que
oscila verticalmente con amplitud Ay frecuencia v. Se puede demostrar
gue la ecuacion para el angulo ¢ es

(27v)% A

3 cos(zvt)

§b+7]gb+w(2)5in<p: -
donde w3 =2, g=9,81y L =1m.

a) Tome A =0,07m, vy = 0,1seg™!, ¢(0) = 10° y ¢(0) = 0 y estudie la
amplitud angular asintética (t — o0) como funcion de la frecuencia
en el rango: 0,9 <v < 1,1 con 6v = 0,001 (Amplitud angular es el
valor maximo que toma ¢(t)).

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias



160

P. Cordero S. & R. Soto B.

b) Tome A =0,3m, y = 04seg~?, ¢(0) =0y v = 3seg~. Obtenga la
evolucion de ¢ tanto cuando ¢(0) esta alrededor de 10° como cuan-
do esta alrededor de 17C.

5. Estudie el movimiento de un péndulo plano, que en lugar de hilo tiene

un resorte de constante elastica k y largo natural R. La masa del punto
material es m= 1. Use coordenadas cartesianas para integrar usando el
algoritmo de Verlet. Las ecuaciones son

_k(r —rR)x
4 —rR)y_ .

X =

i

Use: k=5 R=4, g=1, tome condiciones iniciales: (x =0,y = -R—
9/k,vx = 0,1, = 0) e integre hasta t = 20. Calcule la evolucion del punto
material con RK4 y con Verlet usando el mismo dt = . Escoja este incre-
mento de modo que ambos algoritmos den soluciones parecidas pero
distinguibles (al menos en la parte final). Para hacer esta comparacién
dibuje x(t), y(t) y y(x). Compruebe que usando un dt varias veces mas
chico ambos algoritmos dan esencialmente la misma solucion. ¢ Cual
de las dos soluciones originales estaba mas cerca de la solucion mas
precisa?

Integre la ecuacion

SV
r(t) = —r—3
directamente en coordenadas cartesianas (X(t), y(t)) usando como condi-
ciones iniciales: A

r0)=27 v(0)=01]

En todos los casos integre hasta poco mas alla de completar una vuelta
y dibujando la érbita en el plano (x,y) usando N < 5000aun cuando el
resultado sea insatisfactorio.

Convierta las ecuaciones a un sistema de primer orden e integre usando
RK4.
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Capitulo 8

Movimiento relativo

8.1. Cinematica relativa

8.1.1. Fuerzasy seudofuerzas

LaS fu erzas gue se han estudiado hasta ahora son: las de contac-

to (que abarcan normal, roce estatico, roce dinamico, roce viscoso, tension),
elasticas y gravitacional. Y se podria agregar fuerzas eléctricas, magnéticas,
nucleares y unas pocas mas.

Se conocen pocas fuerzas independientes en la naturaleza y de ellas solo
tenemos acceso directo a las fuerzas gravitacionales y electromagnéticas. Se
deja afuera las fuerzas nucleares y subnucleares que sélo se pueden observar
en laboratorios muy especializados.

Casi todas las fuerzas mencionadas en el primer parrafo son consecuencias
de las interacciones electromagnéticas entre las moléculas que componen la
materia. Tan solo la gravitacion es una fuerza aparte. Todas las fuerzas de
contacto se deben a las fuerzas intermoleculares que ocurren en el contacto.
La tension en una cuerda es una fuerza debida a la cohesion electromagnética
entre las moléculas que constituyen la cuerda. La fuerza elastica que ejerce,
por ejemplo, un resorte, se debe a estas fuerzas intermoleculares que tratan
de mantener el orden en que estan las moléculas en el sélido.

No hay més fuerzas en los sistema de referencias que se denominan iner-
ciales. Sin embargo, la experiencia en un vehiculo que aumenta o disminuye
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fuertemente su velocidad es de una fuerza que no esta entre las anteriores.
El pasajero también siente una fuerza cuando el vehiculo toma una curva a
cierta velocidad. Estas fuerzas son propias de los sistemas de referencias no
inerciales. Ellas no se deben a fuerzas moleculares o gravitacionales, sino a
gque nuestro sistema de referencia no tiene una velocidad uniforme.

En un sistema de referencia no inercial ya no vale la ley

ma = ot

propias de sistemas inerciales

La aceleracion definida con respecto a un sistema de referencia no inercial
obedece una ley mas complicada y este capitulo describe esta nueva ley y
SUS USOS.

8.1.2. Sistemas de referencia y su relacion

Siempre un sistema de referencia sera descrito por su origen de
coordenadas y por ejes cartesianos asociados a él.

No importa qué sistema de coorde-
nadas se use (cartesianas, cilindric-
as, esféricas. . .), un sistema de ref-
erencia esta definido por su origen
Oy sus ejes cartesianos X,Y,Z. Los
ejes cartesianos X,Y,Z son fijos en
el sistema de referencia en el cual
se definen. Lo mismo se puede de-
cir de los vectores unitarios asocia-
dos (7, J, k).

Si los ejes X’,Y’,Z’ de un sistema

de referencia S’ estan rotando con _. , ,
0 2l s XY 7 d . Figura 8.1: Dos sistemas de referencia cuyos
respecto a los €jes A, Y,£ @ UN SIS~ hones de coordenadas se conectan por el

tema § entonces, por ejemplo, el yector R(t).

vector k' asociado al eje Z' de S’ cambia en el tiempo con respecto al sis-
tema S pero, como ya se dijo, no cambia con respecto a S’. Formalmente
esto se expresa

(dR'

- =0
dt S/

—) #0 pero, por definicion, (dk )
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llustrdndose asi que las derivadas temporales calculadas en sistemas de re-
ferencia distintos pueden ser diferentes.

Para definir la relacion entre un sistema de referencia S y otro S’ se utilizan
dos vectores:

- el vector R(t) que va desde el origen de S al origen de S’ y

- el vector ﬁ(t) gue describe como giran los ejes de S’ con respecto a los ejes
de S.

Una buena forma de comprender el significado de Q se logra considerando
una réplica de los ejes {X’,Y’,Z’} que se obtiene por traslacién paralela de
los ejes de S’ hasta O, El vector Q es la velocidad angular de estos ejes—
representados con lineas a trazos en la figura adjunta—con respecto a los
ejes de S.

EJEMPLO. Se puede tener ejes fijos a una mesa (sistema S). El sistema S’ puede ser
un libro que es movido en circulos sobre la mesa, manteniendo sus aristas siempre
paralelas a las de la mesa. En tal caso Q=0 porgue los ejes de S’ no rotan con
respecto a los ejes de S. El movimiento circular del libro es descrito por ﬁ(t).

Una notacion compacta es
(S.S") ~ [R(t). A(t)] (8.1.1)

Los vectores F_éy Q estan definidos en S. Por otro lado, desde S’ los ejes de
S rotan en —Q(t) y la posicién de O con respecto a O’ es —F_é(t). Entonces

(S’,S) ~ [-R(), -G(0)]

8.1.3. Derivadas temporales en distintos sistemas de refe-
rencia

En esta seccion se define movimiento entre sistemas de referencia que tiene
movimiento relativo muy general.

Se hace notar que la derivada con respecto al tiempo depende del sistema
de referencia. Un caso obvio en que se aprecia esta afirmacion es el caso
de dos sistemas de referencia que difieren tan solo en que S’ se mueve con
velocidad V = Vg7 con respecto a S. Un cuerpo que esta en reposo en S’ se
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mueve con velocidad V con respecto a S, es decir, mientras (dx /dt)s, = 0, se
tiene que (dx/dt)s = vo.

La aplicacion mas sencilla de la ley (1.3.6) es la de variacion de los vectores
cartesianos (7', J’,k’) propios de S’ con respecto al sistema de referencia S.
El resultado es

dt
y relaciones similares para los otros vectores base en S’.

(di,) = Q(t)x 7’ (8.1.2)
S

Una vez que se tiene esta relacion resulta facil obtener la derivada de una
funcién vectorial cualquiera

B(t) = by(t)i +ba(t) |’ + ba(t) K

Al hacer la derivada de este vector hay dos
tipos de términos: aquellos en que aparecen
las derivadas de los coeficientes ba(t) y otros
en que aparece la derivada de los vectores uni-
tarios. Al agruparlos se obtiene

pero el primer paréntesis a la derecha es la
Figura 8.2: Un vector visto des- derivada de Ben S’ yaque en S’ los vectores
de dos sistemas de referencia que unitarios prima son fijos. De aqui que el resul-

comparten el mismo origen. tado final sea
dB) _(dB) 5.5 (8.1.4)
dt ) (dt)g,

Por ejemplo: el vector CD gue describe la longitud de un sistema de dos
particulas unidas por un resorte que se mueve en el plano XY de S giran-
do con velocidad angular ¢(t). Este vector tiene longitud variable h(t). Este
vector también puede ser descrito con respecto a un sistema de referencia S’
gue tiene el mismo origen que S pero cuyo eje X’ se mantiene paralelo al sis-
tema, es decir, CD = h(t)7’. En S’ por definicion el vector es siempre paralelo
a X’, y solo su longitud cambia en el tiempo, (dCTD)/dt)S/ = hi’, mientras que
en S también cambia su orientacion.
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AFIRMACION: Si (So,Sl) ~ [ﬁl,ﬁoﬂ y (S1,S?) ~ [ﬁg,ﬁlﬂ se puede afirmar que
(So, So) ~ [F_\$1+ F_éz, Qo2 = Q01+Q12] En palabras: si la veIomdad angular de S1
es Q01 con respecto a Sg y la velocidad angular de Sy es le con respecto a
S entonces la velocidad angular de Sy con respecto a Sg es

Oz = Go1+ G2 (8.1.5)

Lo anterior se puede resumir diciendo que las velocidades angulares relativas
se suman vectorialmente.

Para demostrar esto se hace uso de (8.1.4) con B un vector variable cualquiera

(d_ﬁ) _ (d_ﬁ) + Gy x B
dt S dt s,
= F§]+ﬁwx§ (8.1.6)
dt S,
pero también es cierto que
(d_B’) :(d_B’) +§12><I§ (8.1.7)
dt s, dt s,

Si esta ultima relacion se reemplaza en la primera y el resultado se compara
con la segunda relacion se concluye (8.1.5).

8.2. Velocidad y aceleracion en un sistema no in-
ercial

La formula general (8.1.4) seré utilizada para relacionar la cinematica descrita
desde dos sistemas de referencia diferentes.

Consideremos la descripcién del movimiento de un punto P visto desde los
sistemas de referencia Sy S’ que tienen una velocidad angular relativa Q. La
posicion de P es (t) con respecto a Sy es r’(t) con respecto a S’ y la relacién
entre ambos vectores posicion es

P(t) = R(t) + 7' (t) (8.2.1)

El vector Res el que va desde O a 0.
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P Directamente de (8.1.4) se obtiene que

dr(t >
( " )) VO +BOXFE)  (8.2.2)
r(t r'(t) dt /g
Combinando las dos ultimas relaciones se
R(t 0’
0 deduce que
Figura 8.3: El punto mévil P es visto v(t) = R+ V() + (1) x (1) (8.2.3)

desde un sistema de referencia S con
origen en O y desde un sistemade ref- Al tomar la derivada de la relacion anterior

erencia S’ con origen en 0" tal que el ¢ raspecto al tiempo en el sistema S se
vector posicion RdeO'. Los ejes de .
debe calcular primero

S’ rotan con respecto a S con veloci-

dad angularﬁ. (d\7’) ) (d\_/"
S

™ ™ )s'+QX\7 (8.2.4)

El primer término de la derecha es la aceleracion &’ en S’. La derivada del
segundo término en (8.2.3) es

dQ x 77 ag) |, - (d
It = _t X+ QX it
S S S

= éx?’+ﬁx(V’+(§x?’)) (8.2.5)

Entonces la aceleracion es

d_\7

|'3+(d\7) +(dQ><r )
dt /g dt s

= F_é+§’+§><\7’+§><?’+§><\7’+§><(§><F’)

a

gue se puede ordenar para obtener finalmente
&' = d-R-Gx(3xr)-28xv" -G xr” (8.2.6)

H Z . = =
De los cinco términos del lado derecho, el tercero, —Qx(Qx?'), se llama

.7 Ve 2 . s - .
aceleracion centrifugay el cuarto, —2Q x V’, se llama aceleracion de Coriolis.
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8.3. Laecuacion de movimiento en un sistema no
inercial

La ecuacion de Newton m3 = F_', valida en el sistema de referencia inercial S,
toma en el sistema de referencia arbitrario S’, la forma

ma’ = F~mR-mGx (3x ) —2mBx v/ —m@x (8.3.1)

El primer término de la derecha es la fuerza total que se tiene en el sistema de
referenciainercial S. A cada uno de los cuatro términos restantes a la derecha
se les suele llamar seudofuerzas. De ellos, aquel que es cuadratico en Qes
la (seudo) fuerza centrifugay el que sigue es la (seudo) fuerza de Coriolis. El
altimo término se denomina (seudo) fuerza trasversal.

En un sentido estricto la Tierra no es un sistema inercial y se vera algunos
ejemplos que muestran los efectos asociados a las seudofuerzas. Sin embar-
go para muchos otros fendmenos los efectos noinerciales de la Tierra son tan
pequefios que es razonable despreciarlos.

EsemrLo: El sistema de referencia S’ de un ascensor al que se le acaban de

cortar los cables es no inercial. Cae a lo largo del eje Z con aceleracion R= g.
Respecto al edificio S no hay rotacion, esto es, Q=0 por lo que la ecuacion
de movimiento de un objeto P soltado dentro del ascensor S’ que cae es
ma’ = mg—mg = O, es decir, P se mueve con velocidad V' uniforme. En S’ el
cuerpo flota libremente. «

EsempLo: Normalmente una plomada es un péndulo en reposo y sirve para de-
terminar la direccion vertical: la direccion de la tension—péndulo en reposo—
define la vertical.

En el caso de un vehigulo S’ con aceleracion

horizontal constante R = & = a7, con respec- —a -
to a un suelo S inercial, la masa en el ex-
tremo del hilo de un péndulo en reposo—
con respecto al vehiculo—esta sometida a
las fuerzas: tension f del hilo y a su pro-
pio peso, mg = —mgk. La ecuacion (8.3.1), Figura 8.4: £n el interior de un car-

tomando en cuenta que & = 0 se reduce a ro que tiene aceleracién constante &
hay una plomada.

(ONO) QO
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T = —-m(g-4&). Es decir, la plomada deter-

mina una “vertical’ que apunta en diagonal

hacia atras si a > 0. Si alguien camina hacia adelante dentro del vehiculo ten-
dra la sensacion de estar subiendo por un plano inclinado caracterizado por
una pendiente « tal que tana = a/g. «

EsempLo: Consideremos un sistema S’ de ejes
coordenados con origen en el centro del Sol
y tal que un satélite (puede ser la Tierra) esta
siempre sobre el eje X'.

Este sistema S’ esta rotando a la velocidad an-
gular ¢ del satélite. Esta vez Q= g}sR mientras
que R =0 todo el tiempo. Entonces /' = X'1’,
pero es natural llamarr a X, porlo cual 7" =r7’,
V' =r1"ya =rt1’, es decir, por eleccion de las
coordenadas en el sistema S’ la aceleracion

s6lo apunta en la direccién del eje 7’ Figura 8.5: Se puede describir
el movimiento de un planeta des-
de dos sistemas de referencias
d centrados en el Sol. Uno de ellos
. on ‘2 ., M . S - i -
mii 7’ = 'fgravit"' m¢2r M (¢r2) i’ (8.3.2) es inercial y el otr? gira de modo
r dt que el planeta esta siempre sobre
el gjie X',
Al igualar separadamente los coeficientes de
los dos vectores unitarios se obtiene que d%(qﬁ r2) =0, es decir, m¢r2 = es
constante y la ecuacion de movimiento en S’ se reduce a

Trabajando la ecuacion (8.3.1) se obtiene que

mi' =

(8.3.3)

GMm ¢ d GMm 2
r2  mr3 dr r 2mr2

Asi se ha obtenido la ecuacion de movimiento unidimensional de una particula
. . 2 . . . .
sometida a un potencial _GMm | £ gque contiene al potencial gravitacional y

r 2mr2
al potencial asociado a la seudofuerza centrifuga. «

8.4. Nave espacial que rota
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Para hacer largos viajes es-
paciales parece conveniente
que los astronautas vivan en
un ambiente que simule la
gravedad terrestre. Esto se lo-
gra con una nave que es-
té rotando. Consideremos una -
nave que se mueve en el es-
pacio interestelar con veloci-

dad uniforme, esto es con R =
0, que tiene forma de un gran
anillo de radio ro como la que
se describe en la figura adjun-
ta.

suelo

Se considerard ejes carte- Figura 8.6 Nave e§pacial en la forma de un gran
anillo que rota. El radio desde el centro al suelo es rg

sianos X Y para el sistema in- y hay un “techo” a altura h del suelo, como lo muestra

ercial y ejes X’ Y’ fijos a la Ilafigura. La nave gira con velocidad angular & perpen-

nave. Ambos sistemas de ejes dicular al plano de la figura. Los ejes (X’,Y’) estan fijos

tienen su origen en el centro @ /anave.

de giro de la nave. La veloci-

dad angular de la nave, con respecto a un sistema de referencia inercial, es

O =0k

Sobre un cuerpo soltado muy cerca del suelo no esta actuando fuerza real

alguna. Le ecuacion de movimiento (8.3.1) para este caso es

X = 0Q%rg (8.4.1)

y numéricamente se desea que esta sea precisamente la aceleracion de
gravedad terrestre, es decir, el disefio tiene la condicién

Q%rg=g (8.4.2)

Puede verse que si rg es de alrededor de un kilbmetro entonces la nave debe
girar aproximadamente dando una vuelta por minuto.

Un cuerpo que se mueve por el “corredor central” de la nave mantiene p =rg
constante (p = 0) y tanto la seudofuerza centrifuga como la de Coriolis apuntan
radialmente: _

Ifcentrof + IfCoriolis =mQro (2¢ + Q) p
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y puede hacerse cero. La ecuacién de movimiento completa tiene aceleracion
y fuerzas solo en la direccion p, incluyendo la normal N = -Np, yes

—m(ro¢?) = -N+mQro(2p+Q) = N=mro(p+Q)>?

de donde se ve que la normal se anula cuando ¢ = —Q.

Sin embargo, si se deja caer un cuerpo desde el “techo” de la nave, se puede
deducir que la caida no es vertical (radial).

8.5. Efectos de la rotacion de la Tierra

8.5.1. Cuestiones generales

La Tierra tiene un movimiento bastante complejo: (a) gira en torno al Sol—
movimiento que se suele llamar “de traslacion”—, (b) gira sobre si misma;
(c) su eje de rotacién tiene un movimiento de precesion con un periodo de
aproximadamente 27 767afios (el eje barre un cono de apertura de 47°) y (d)
el eje también tiene un movimiento de nutacion con periodo de 18,6 afos.
Este dltimo es un movimiento del eje definiendo un movimiento cénico que a
Su vez oscila.

Si nos imaginamos un plano alejado de la Tierra, paralelo al plano de su Orbita
eliptica, el eje de rotacion de la Tierra forma un angulo de 23° con la normal
a ese plano y el movimento de precesion dibujaria una circunferencia es ese
plano. El movimiento de nutacion determina que sea una “circunferencia on-
dulada”.

El efecto que tienen esos movimientos en la calidad de sistema no inercial de
la Tierra en experimentos que se hacen a escala humana son despreciables
excepto por el movimiento de rotacion de la Tierra en torno a su propio eje.
El lo que sigue, por tanto, se supondra que existe un sistema inercial S fijo al
centro de la Tierra y un sistema no inercial, también fijo al centro de la Tierra,
tan solo que este Ultimo tiene ejes fijos a la Tierra, girando con ella.

Asi el sistema S’ = {0, (X’,Y’,2)}, fijo a la Tierra, rota con velocidad angular
Q) constante con respecto al sistema inercial S ={0,(X,Y,2)}, y R=0yZ =2,
entonces Q = QKk. Los vectores posicion, velocidad y aceleracién de un cuerpo
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P en la Tierra son, como siempre,

P = zk+pp
V = Zk+pp+ppd (8.5.1)
& = zk+(p —pd?)p+(200+pd) §

donde p es la distancia desde el eje de rotacion
de la Tierra al punto mévil Py el angulo ¢ define
el meridiano en el cual esta P, es decir, es la
coordenada cilindrica ¢ de P con respecto al
eje X’ fijo al sistema noinercial S’.

Se considerara a la Tierra como un sistema con
velocidad angular Q constante con respecto a
un eje fijo—que une al polo norte con el polo
sur. La velocidad angular de la Tierra es aprox-
imadamente

5 _ Figura 8.7: Coordenadas esféri-
Qt ~ 7x10°° = 0,00007 [radianes/segundos]  cas sobre Ia superficie de la Tier-

ra.
El radio de la Tierra es Ry = 6,37x 10Pm.

Las Unicas seudofuerzas en S’ (descritas en coordenadas cilindricas) son

'fcentrif = mQZPIA), IfCoriolis =2mQ (pd’ﬁ _p‘i) (8.5.2)

La aceleracion centrifuga en el ecuador es RTQ$ =0,03 ﬁgz-

Todo el andlisis se hara como si la Tierra estuviese aislada de toda influencia
externa y su centro puede ser considerado fijo en un sistema de referencia
inercial. En particular se despreciara los efectos que pudieran provenir de la

rotacion de la Tierra alrededor del Sol, los que son muy pequefos.
El vector radial desde el centro de la Tierra y el vector unitario, tangencial

a la superficie esférica y hacia el Sur, expresados en la base de vectores
asociados a coordenadas cilindricas son

K+ pp ~  zp—pk
PP h= L_PE (8.5.3)

iR R

El vector ¢ comun a coordenadas cilindricas y esféricas apunta en direccion
Este.

f=
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Se analizard los efectos de la rotacion de la Tierra sobre un cuerpo que se
mueve cerca de la superficie de ella, es decir, se toma g con valor fijo. La
fuerza total sobre este cuerpo, entonces, es

Fo@l = 4 mg (8.5.4)
donde f es la suma de las fuerzas reales: de resorte, de roce, de viscosidad

etc excepto el peso que se ha escrito aparte.
La ecuacién de movimiento del cuerpo es

ma’ = f+mg-mGx(Gxr’)-2mAx v’ (8.5.5)

La fuerza centrifuga: Si se analiza el término centrifugo se vera que es una
fuerza perpendicular al eje de la Tierra, apunta hacia afuera y depende de la
latitud, es decir, depende del &ngulo 6 de coordenadas esféricas. Esta fuerza
solo depende de la posicion en la Tierra del objeto y resulta natural sumarla
con el término de peso produciendo:

Giocal = g—fﬁx(fﬁxt’”)
= g+Q%p
9z 9 2]
Wk [\/m Q)pp (8.5.6)

que define la aceleracion de gravedad que efectivamente actla en ese lugar.
Notese que Jiocal N0 apunta hacia el centro de la Tierra debido a la aceleraciéon
centrifuga. En particular, por tanto, una plomada apunta hacia el centro de la
Tierra solo en el Ecuador y en los Polos. A la aceleracion de gravedad se le
agrega un vector en la direccion p que es perpendicular al eje de rotacién de
la Tierra. El denominador +/z2 + p? puede ser aproximado al valor Ry del radio
de la Tierra.

& De lo anterior justifique que la desembocadura del rio Mississippi esta mas dis-
tante del centro de la Tierra que su superficie varios kilometros “rio arriba”.

& Calcule, para un punto a nivel del mar, la razon entre el valor de la aceleracion
centrifuga en el ecuador, debido a la rotacion de la Tierra sobre su gje, y la aceleracion
de gravedad.

& Compruebe que al comparar numéricamente los dos términos que hay en el gran
paréntesis redondo en (8.5.6), el primero es mas de 200 veces mas grande que el
segundo.
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La fuerzade Coriolis: Lafuerza de Coriolis es ﬁCorioIis = -2mQxV’. La Tierra
gira hacia el Este, por lo que la regla de la mano derecha da que 9 apunta
del polo Sur al polo Norte. La expresion para esta fuerza en coordenadas
esféricas es

F coriolis = ZmQ(fr '$Sinf 6+ 0r’$singcost — ¢ {f ’sing +r 'écosﬂ})

Los vectores unitarios apuntan: [ =
f hacia arriba, 6 hacia el Sury | '
¢ hacia el Este.

Cuerpo que sube: Este es un
casoenelcual i >0, 0=0y
¢ =0y la fuerza de Coriolis se
reduce a

¢ (-2mQi ' sing)

que es una fuerza que apunta Figura 8.8: La fuerza de Coriolis es la responsable
hacia el Oeste. Por ejemplo, el principal del sentido de las corrientes marinas en los

. . grandes océanos.
aire que se calienta en contacto

con el suelo caliente en las zonas tropicales sube y la fuerza de Coriolis hace
gue se desvie hacia el Oeste. En todo el globo, los vientos que dominan en el
Ecuador van hacia el Oeste. Si, por el contrario se deja caer un cuerpo desde
el reposo, la fuerza de Coriolis lo desvia hacia el Este.

Combinada con el efecto sobre los aires que en latitudes polares se enfrian y
bajan se obtiene el efecto neto que los vientos y océanos en zonas de tamafio
continental tienden a tener un movimiento rotatorio que es (mirado en un ma-
pa) tipo punteros de un reloj en el hemisferio Norte y en el sentido contrario
en el hemisferio Sur. Ejemplo, la corriente de Humbolt. El efecto sobre costas
Oeste es que acercandose al tropico los aires son cada vez mas secos y de
ahi la existencia del desierto de Atacama, el de California y el de Namibia.

Cuerpo que se mueve hacia el Sur: Este esuncasoenelcualr=0,0>0
y ¢ =0y la fuerza de Coriolis se reduce a

&(—2mQr ’écos@)

gue apunta hacia el Oeste en el hemisferio Norte (6 < 7/2) y apunta hacia el
Este en el hemisferio Sur (1/2 < 8 < ). En torno a una maxima de presion
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los vientos en el hemisferio Sur tienden a girar contra los punteros del relo;.
Esto refuerza el efecto ya dicho en torno a los aires que suben o bajan y que
determinan los vientos y corrientes marinas dominantes.

Por ejemplo, el tren que va de Santiago a Concepcion se apoya mas en el riel Este. Las aguas
del Nilo, que en el hemisferio Norte fluyen hacia el Norte (6 < 0) sienten una fuerza hacia el
Este las aguas en esa rivera estan un poco mas altas.

Cuerpo que se mueve hacia el Este: Esteesuncasoenelcualr=0,6=0
y ¢ > 0y la fuerza de Coriolis se reduce a una expresion que se escribe en
forma muy sencilla en coordenadas cilindricas

2mQgpp

Esta fuerza es paralela a la fuerza centrifuga y aumenta o disminuye el efecto
de la centrifuga segun el signo de ¢. En efecto, un cuerpo que se mueve
horizontalmente de Oeste a Este experimenta una fuerza de Coriolis paralela
a la fuerza centrifuga. Si se mueve de Este a Oeste estas dos fuerzas son
antiparalelas.

> De todo lo anterior se puede comprender que Buenos Aires tiene
clima humedo y Santiago tiene clima seco.

& Tomese un sistema de referencia S’ con origen en el centro O de la Tierra y
que gira solidariamente con ella, y otro sistema S con el mismo origen pero que
no gira. Si un cuerpo, en reposo con respecto a la Tierra S’, es soltado desde una
altura h del suelo, tiene un momento angular en S que es ¢ = (Ry+ h)2Q donde Ry
es la distancia desde O hasta el suelo. Se sabe que ¢ se conserva porque solo esta
actuando una fuerza central, pero h va cambiando a medida que el cuerpo cae, por
tanto la velocidad angular del cuerpo, visto desde S, también va a ir cambiando para
poder conservar el valor de £. Analice desde este punto de vista en qué direccion se
desvia de la vertical el movimiento a media que cae (norte, sur, este, oeste).

> PinpuLo pe Foucaurr: El siguiente problema es sélo para quienes les
atrae hacer analisis prolijos y complejos. Ya se sabe que un péndulo
plano es un péndulo que oscila en un plano fijo. Este resultado, sin em-
bargo, es valido tan solo en un sistema de referencia inercial. La Tierra al
girar, sin embargo, hace que el movimiento sea diferente. Un caso trivial
de analizar es el de un péndulo oscilando justo en el polo Sur. El péndulo
mantiene su plano fijo mientras el terreno bajo el péndulo gira en torno

8.5. EFECTOS DE LA ROTACION DE LA TIERRA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECén |Ca 175

al eje que pasa justo por el punto fijo en el extremo superior del hilo.
Para alguien parado junto al péndulo le va a parecer que el plano del
péndulo va girando (es la Tierra y no el péndulo quien gira) y completa
una vuelta completa en 24 horas. Analice el caso de un péndulo en San-
tiago y compruebe que el plano del péndulo hace un giro completo en
un tiempo T = 2r/(Q cosd) donde Q es la velocidad angular de la Tierra
y 5 —6 expresado en grados es la latitud de Santiago. Un péndulo sufi-
cientemente estable que permita observar este fendmeno se denomina
péndulo de Foucault.
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8.6.

8.1

8.2

8.3

Problemas

Una vara con un extremo en un punto O

fijo al sistema inercial S, gira con veloci-

dad angular constante fil en torno a O A
en el plano XY de S. El otro extremo de
la vara de largo Ry es el punto O'. Se
pide escribir la ecuacion de movimien-

to (8.3.1) para el punto masivo P, masa O;QZ
m, que gira, en torno a O’ con veloci-

dad uniforme ﬁz con respecto a la vara,
como lo indica la figura. (a) Obtenga la (o
ecuacion de movimiento de P en el sis-

tema de

referencia S’ centrado en O’ y que mantiene sus ejes paralelos a los del
sistema inercial S; (b) idem para el sistema S”’, también centrado en O/
pero con sus ejes girando de tal modo que P siempre esta sobre el eje
X",

y

Dos particulas de masa m, unidas por un alambre rigido de masa des-
preciable y largo R, pueden moverse a lo largo del interior de un tubo. El
tubo esta girando barriendo un plano horizontal con velocidad angular
constante w.

a) Decida si la posicion simétrica (las

particulas en reposo y a igual distancia del

centro de giro) es estable o no. b) Si el pun- 00

to medio del alambre ahora es colocado a |

una pequefia distancia d del centro de giro ‘
¢, Qué rapidez, con respecto del tubo, tiene
el sistema cuando esa distancia crece hasta
el valor R? c) Compare la energia inicial y
final del movimiento anterior y comente.

En dos dimensiones la posicion de O siempre puede escribirse como
I_fl: R(t) (icosy + jsing) donde ¢ = ¢(t). Se escoge j’ en la direccion de
R es decir, por definicién R= Rf’. Es tal caso la velocidad angular Q,
apunta en la direccion perpendicular al plano y su magnitud es a donde
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8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

A

cosa =
caso ¢

- ]’. Determine Q en general. Luego especialice su resultado al
wty R=RyexpBwt], donde B es una constante cualquiera.

Il —=

Un anillo de masa mse puede mover solo a lo largo de un vara que tiene
un extremo fijo O y gira en el plano XY del sistema inercial S. El anillo
esta unido a un resorte (enrollado a lo largo de la vara), de largo natural
0o Y constante elastica k. Escriba la ecuacién de movimiento del anillo
en el sistema S’ que gira junto a la vara (la vara es el eje X’), obtenga
su punto de equilibrio y las pequefias oscilaciones en torno a él.

En el caso de la nave espacial descrita en el texto principal, compruebe
gue cuando un astronauta sale a trotar a lo largo del gran corredor cen-
tral, el peso que sus piernas deben soportar puede aumentar o disminuir
considerablemente si lo hace en un sentido o el otro del corredor.

Desde un punto B en el techo se suelta un cuerpo en reposo con respec-
to a la nave y cae sobre en el punto A’ del suelo. Luego se coloca una
plomada en B y se determina el punto A del suelo justo bajo B. ¢{Qué
distancia hay entre Ay A’? Calcule todo numéricamente suponiendo
gue el techo esta 5 metros sobre el suelo, ro = 1000 metros, que la
“aceleracion de gravedad” en el suelo es g. ¢ Cuanto tarda el cuerpo en
golpear el suelo?

Una vara gira horizontalmente a velocidad angular Q constante. Una
cuenta de collar puede deslizar a lo largo de la vara. El contacto tiene
asociados los coeficientes de roce ue y 4. Sila cuenta es soltada desde
una distancia pg del eje de giro con velocidad relativa nula con respecto
a la vara, determine el movimiento.

Una vara gira en un plano con velocidad angular constante Q = Qk bar-
riendo un plano fijo. Una cuenta de collar de masa m puede deslizar por
la vara. El contacto cuenta-vara se caracteriza por los coeficientes de
roce ue Yy ug. No hay gravedad. Si S es un sistema de referencia inercial
fijo al plano de giro y S’ es un sistema de referencia noinercial cuyo eje
X’ coincide todo el tiempo con la vara, determine (a) la fuerza centrifuga
y de Coriolis que actlan sobre la cuenta en el sistema de referencia S’.
(b) Obtenga la ecuacién de movimiento de la cuenta y la ecuacion que
determina la fuerza normal. Decida bajo qué condiciones (si es que hay
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alguna) la cuenta podria estar estatica con respecto a la vara. (c) Re-
suelva la ecuacién de movimiento suponiendo que en el instante t =0 la
cuenta parte del centro de giro con rapidez Vg, con respecto a la vara.

8.9 Setiene una cufia de angulo a, oscilando horizontalmente tal que 00 =
X = Asinwt. Sobre la cara inclinada de la cufia, a altura h sobre el eje X,
hay un cuerpo de masa m que tiene, con la superficie inclinada, un co-
eficiente de roce estatico u. Se da como dato que si la cufia no oscilara
el cuerpo no deslizaria. Si se conoce A, se pide una condicion sobre w
para que el cuerpo no se mueva con respecto a la cufia.
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Capitulo 9

Dindmica de sistemas de
particulas y solido rigido

9.1. Repaso

En 82.2 se present6 una serie de conceptos para el caso de un sistemas de
particulas, el momento angular de estos sistemas fue presentado en 82.3.1y
la energia cinética de sistemas fue vista en 84.3. Un sistema de dos particulas
fue visto especialmente en §2.4.

9.1.1. Centro de masa Gy posiciones conrespectoa G
En la seccion 82.2 se dio algunas de las definiciones basicas necesarias para

describir sistemas de muchas particulas. Entre ellos, la masa total del sistema
y la posicion y velocidad del centro de masa,

N N N

1 . 5 1
M=) ma, Re=1:)> mifa, Vo=or ) mala  (9.11)

k=1 a=1 a=1
El centro de masa tiene como ecuacion de movimiento
dVe otal ot N ot
M—2=F" donde  F'="f} (9.1.2)
dt .
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G y se demostro que la fuerza a la derecha es la suma

N de las fuerzas externas sobre el sistema.
a

La posicion de de la particula a se puede descom-
poner segun
Pa=Rg +fa (9.1.3)

de masa, ﬁG es la posicion R

de G y g, es el vector posi-
cion de la particula a des-

de G.

En 82.2 también se definio el momento angular total
del sistema y se vidé que obedece a la ecuacion

%%:zﬁﬁgﬂ (9.1.4)
a

Hasta aqui se ha trabajado s6lo con un sistema inercial S.

También se define

-

lc = Zmaﬁaxva

> Meflax fa (9.1.5)

y el momento angular de la masa total ubicada en el centro de masa

5 = MRs x Vg (9.1.6)

de modo que se cumple que

lo=05+105 (9.1.7)

La dinamica de ZG se obtiene a partir de tomar la derivada FG = Y Myfa xﬁa

y hacer uso de que Myoa = Myl — maF?‘G El primer término es la fuerza total
Ifa sobre la particula a mientras que el segundo, al sumar sobre a se anula

porque queda (3,5 mMyda) X Rg por lo cual

%:%smea (9.1.8)
a

9.1. REPASO
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Todo esto fue visto en el capitulo 2. También se vié que

Rox ) 4+ > fax £
a a

S+ 7 (9.1.9)

TO

de modo que también _
=15 (9.1.10)

9.2. Momento angular y matriz de inercia

9.2.1. Generalidades

Por el momento se supondré que se tiene
un sistema rigido que consta de N masas
puntuales, m,, con posiciones Iy con re-
specto al sistema inercial S y posiciones
Fa’ en el sistema S’. El sistema es rigido
en el sentido que las distancias entre las
particulas se mantienen fijas.

Si se designa R al vector que va desde O O

al origen O’ se tiene que
) Figura 9.2: Se tiene un sistema iner-
Py = ﬁ"‘?a' = V= F_\$+Q><?a' (9.2.1) cial S con origen en O y dos sistemas
con origen en el punto O’ fijo al sistema
movil: S’ y S”. El primero, S’, tiene
ejes que se mueven solidariamente con
el sistema extendido mientras que S”
También se define el sistema de referen- mantiene sus ejes paralelos a los de S.
cia S” que tiene el origen en el mismo
punto O’ que S’, pero que mantiene sus

- - . . . =2
ejes paralelos a los del sistema inercial S, es decir Q" =0.

debido a que V;” = 0 porque las a estan
enreposoen S’.

Relaciones similares pero usando S’ en lugar de S’ se obtiene
Pa=R+F” = Va=R+V,” (9.2.2)

ya que la velocidad angular asociada a S”” es cero. Comparando ambas rela-
ciones es claro que V" = Q xy’.
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De 9.2.1 se desprende que
o = ZmaF_\‘x F_\$+Zmaﬁx(ﬁxr"a')+2mar"a' X I3+Zmar’a’ x(fﬁxr"a')
a a a a
(9.2.3)
En el segundo y tercer término del lado derecho hay factores que no dependen
del indice a, por lo que pueden ser factorizados fuera de la suma y las sumas

guedan reducidas a Y ;Mg 3" que no es sino Mﬁe’, donde If\‘G’ es la posicion
del centro de masa del sistema en el sistema S’, de modo que

ZO:Zmaﬁxlliﬂ Mﬁx(ﬁxﬁe’)+Mﬁe’x.ﬁ+2mar"a’x(ﬁxr"a’) (9.2.4)

()

El altimo término puede ser reducido a una forma de gran interés. Se comien-
za haciendo uso de la identidad vectorial @x (bxC) =&-Cb-4d-bC.

()= (ra?B-ra"-Gr2’)
a

Tomando la i-ésima componente de la expresién anterior y usando que Fy” -
=

—yv3 O i
Q=27_1"ajQj se tiene

(*);

(9.2.6)

N 3
ZZ fa’ 5'] M aj) Qj (9.2.5)
S4n

donde la matriz de inercia IfJ) del sistema con respecto al origen O se define
por

Zma (ra’%8i) = rjr4;) (9.2.7)

Con esto el momento angular del sistema con respecto al origen O del sistema
intercial S es

ZO:MF_\fo_\‘+MF_\‘><(ﬁ><I3@’)+Mﬁe’xf\‘ﬂo'ﬁ (9.2.8)
El formalismo esta disefiado para que la matriz de inercia siempre

sea calculada en el sistema S’ fijo al cuerpo. De este modo, ya que
el cuerpo es rigido, la matriz de inercia no depende del tiempo.
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9.2.2. Elcaso O =G

En sl caso O’ = G el vector Rg’ = 0 mientras que Fa’ = 3a Y €l vector R= Rg.
El momento angular se escribe

lo = MR x Vs + g (9.2.9)
donde
lc=1°G (9.2.10)

9.2.3. Sistemarigido con punto Pfijoen S

En este caso es conveniente escoger P =0 = O’ por lo que R=0 y (9.2.8) se
simplifica a
lp=1PQ (9.2.11)

La expresiéon (9.2.11) permite ver que en general el momento angular no es
paralelo a la velocidad angular. En el caso particular en que la veI00|dad an-
gular es proporcional a uno de los autovectores de I” los vectores fp y Qsi
son paralelos.

9.3. Energia cinética y la matriz de inercia

9.3.1. General

=

Utilizando la descomposicion (9.2.1) fa = R+Fa’ la energia cinética del sistema
se puede escribir

K = %Zmaa
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En el segundo término se puede aislar Y, mafy’ = MRg’ donde Rg’ es la
posicion del centro de masa en el sistema S’. El dltimo término puede ser

reescrito:

altimo = %Za:nla(ﬁx?a’)z
= %Za:nhva'-fixr"a’

1 R > ’
a

1—) -
= EQ'KO/
1 - o’ =
= EQ-I Q (9.3.1)
Se uso que
by =198 (9.3.2)
Con lo anterior L ‘ 1
K:EMR2+MI3-§><I30’+§§~IO'§ (9.3.3)

Dos casos especiales:

a) Si O =G setiene que Rg’ =0y R=Rg por lo que
1 1 1 1

2 e G =2 2 2 =2
KZEMVG'FEQI QZEMVG'FEQKG (934)
b) Si el sistema tiene punto fijo P en S se escoge P =0 = O’ con lo cual
ﬁ:Oy
K=18.P3=13.7 (9.3.5)
T2 2P =

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular
9 que se le dé al sistema, y puesto que K > 0 entonces la matriz I” es
positiva semidefinida. Como ademas es simétrica esto implica que I” es
diagonalizable y sus autovalores son nonegativos. Ellos se denominan
los momentos de inercia principales del sistema rigido.

Los ejes X’ Y’ Z’ del sistema solidario S’ tal que I” es diagonal, se lla-
man los ejes principales del sistenma de particulas. Los vectores a lo
largo de tales ejes son autovectores de Ip.
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9.4. La estructura de una matriz de inercia

9.4.1. Su forma matricial

Las matrices de inercia en el caso de sistemas de muchos puntos masivos
tiene la forma tipica

N
lij = Zma(razdij —rairaj) (9.4.1)
a=1

Por ejemplo

l11= Zma(ré—xg) = Zma(y§+zg)

y los tres elementos diagonales son:

l11 = Yama(yz+22)
l2o =Y ama(ZZ+ X3) (9.4.2)
laz = aMa(X3+Y2)

La matriz de inercia en forma matricial es

Va2 +Za2  —Xa¥a = —XaZa
1= "Ma| —XaYa ZP+X®  —YaZa (9.4.3)
a ~XaZa  ~YaZa Xa’+Ya’

gue es real y simétrica. Se vera también que sus autovalores son nonegativos.
Los tres autovalores de | se denominan los momentos de inercia principales
del sistema mientras que los autovectores definen los ejes principales.

Si se trata de una distribucion continua de masa la matriz de inercia se define
como sigue

lij = fﬂ(?) (rzdij - xixj) ds caso lineal
lij = fa(r") (r26ij - Xin) ds caso laminar (9.4.4)
lij = [p(P) (rzdij - X xj) dv caso volumétrico

0 mas econdémicamente

lij :f(r25ij—Xin)dm (9.4.5)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias



186 P. Cordero S. & R. Soto B.

donde el elemento de masa dmes producto de la densidad de masa por el
elemento de linea, superificie o volumen segun lo que corresponda,

Ads
dm=<{ ocdS (9.4.6)
pdV

El caso de I es

—pxoy  P+PE  —pypz | dm (9.4.7)

. PP +p —pxby  —pxPz
16 = f

2 2

—PxPz —PyPz  Px TPy

El centro de masa en estos casos continuos es una integral de ﬁ?multiplicado
por la densidad que corresponda y se integra sobre todo el cuerpo,

Rg = %fr*dm (9.4.8)

La matriz de inercia es aditiva : La definicibn de matriz de inercia, (9.4.1),
contiene N sumandos, uno por cada particula del sistema En algunos ca-
sos puede ser util separar a un sistema rigido en dos sistemas con N1 y No
particulas cada uno, N = N1 + N2 y en tal caso la matriz de inercia se puede
separar en dos, una con indices a que toma Nj valores y la otra que toma el
resto de los valores. La matriz de inercia del sistema completo no es mas que
la suma de las dos matrices de inercia parciales,

P_ (1P , (P

Iij = Iij + Iij (9.4.9)
De la misma manera, la matriz de inercia de un sistema sistema continuo
puede definirse integrando separadamente volimenes escogidos del cuerpo
en cuestion.

9.4.2. Teorema de Steiner

Consideremos la matriz de inercia I9 con respecto a ciertos ejes con origen
en un punto Q y veamos su relacién con la matriz de inercia con respecto

9.4. LA ESTRUCTURA DE UNA MATRIZ DE INERCIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECén |Ca 187

al centro de masa G y ejes paralelos a los anteriores. La relacion entre los
vectores posicion es

Fa= I3(3"‘/3%

Zmara2 = Zma(/?a%"‘Ré"‘zﬁa'ﬁG)
D Meoi+ MRG

mientras que
Zmaxaixaj = Zma(PaiPaj +RGipaj +paiRcj+ RGiRGj) = Zmapaipaj+ MRGiRG
a a a
lo que determina, al reemplazar en la definicion de las matrices de inercia
(todas de la forma (9.4.1)) que
Ii? = Ii(j3 +M (Rééij - RGiRGj) teorema de Steiner (9.4.10)

donde
Ii(j3 = Z ma(P§5ij —paipaj) (9.4.11)
a

y Rg es el vector QG.
Si se usa la notacion Rg = (X,Y,Z) el teorema de Steiner toma la forma

)an2 +par —PaxPay —PaxPaz Y2472 XY -XZ
IQ = Z Ma| —paxtay Par +pax’ —Paywaz |+M| -XY Z+X2 -vZ
a —PaxPaz —PayPaz pax®+ loay2 -XZ -YZ X+ Y(2 )
9.4.12

BEjercicio: Escriba la relacion (9.4.10) para dos puntos Q1 y Q2 y reste ambas
relaciones. Vea que obtiene una relacion entre 1Q1 g Q2
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9.5. Ejemplos de matrices de inercia

9.5.1. Ejemplo 1: triangulo

Tres masas puntuales mforman un triangulo
equilatero de lado a en el plano Y’Z’ centra-
do en G, y con vértices en los puntos g1 =
_a_ay Rz _(0a_2a B = _a
tal como lo indica la figura adjunta. Se com-
prueba que Yapax’ =0y Za/oay2 = Yapar =
2 .z
%. También se comprueba que };pay0az =

Figura 9.3: Matriz de inercia de un
0. triangulo equilatero de lado a con re-

Con todo esto y las expresiones generales Specto asu centro G.
dadas mas arriba, la matriz de inercia resulta ser

100
I°=me&| 0 1 0
001

Si se trata de una lamina triangular de densidad uniforme o = 4M/( V3a2), se
debe hacer la integral (9.4.7) con px = 0 (ya que la lamina esta en el plano
Y’Z"), (para simplificar la notacion se usara X = py, etc.)

4AM a/(2V3)| ra/3+z/ V3 y2 +22 0 0
G f f 2

= 0 -yz |dy|dz
V32 J-av3 |J-azzv3 g _yz ¢
1 00
Ma?
00 3

9.5.2. Ejemplo 2: cilindro

A continuacion se calcula la matriz de inercia de un cilindro de masa M con
respecto a su centro de masa. El cilindro tiene radio R, altura h, los ejes carte-
sianos de S’ se escogen de modo que el eje de simetria es el eje Z'. La
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densidad pg del cilindro se toma uniforme,

M
z = —
/JTL\ " v
~_ @ El elemento de volumen y el rango de
z:p las variables son dV = pdpdgdz, 0<
Yl =~ p<R, 0<¢<2r, -B<z<8 porlo
G que
A;C/ E d M dod¢d
V ﬂRth g ¢

El vector posicion de un punto interior
Figura 9.4: La matriz de inercia de un cilin- - cualquiera del cilindro es
dro es fécil de calcular.

P=X’+y] +2k’ con X=pcospyy=

psing. De aqui que

M p2sifp+72 —p?singcosp —zpcosp

G = ﬁf —p?singcosp p?cosp+72 —zpsing |pdodpdz
T

~ZpCOS$ ~zpsing P
Usando que
2 ik
R4
fpsdp = Z fdp =R
fsinqudqb 7 [d¢ =2n
se obtiene
R, I
| Gilindro = M 0 T+t1 0 (9.5.2)
0 o %

En el limite R — 0 se obtiene la matriz de una vara de largo h y en el limite
h — 0 resulta la matriz de un disco de radio R. En ambos limites la expresion
para la densidad ya no es aplicable.
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El sistema es una vara si se toma R=0,

100
Mh?
I%fﬁ 010 (9.5.3)
000

y es un disco si se toma h=0,

100
I _ MR 010 (9.5.4)

disco —
41002

Usando el teorema de Steiner se puede calcular la matriz de inercia IP, a partir
de 1%, con respecto a un punto P con tan solo saber el vector R que va desde
P hasta G.

9.5.3. Dos ejemplos para hacer

P (a) En el primero caso se trata de una vara de largo
Y X h, (0 < z< h) con densidad variable dens=3Mz?/h®.
La matriz de inercia de esta vara, con respecto a su

extremo P resulta ser

T oo

P 2

Nara inhom. = M| 0 % 0 (9.5.5)
0O O O

(b) Demuestre que la matriz de inercia del cono de la

Z figura 9.5 es
Figura 9.5: Un cono con % + 3_22 0 0
vértice en P, altura h y ra- P_ 3R2 . 3K2
dio basal R. El angulo de "=M 0 20 T 5 22 (9.5.6)
apertura del cono es 6 = 0 0 31—0

arctarf. . L . .
Los dos primeros términos diagonales son iguales

porque las direcciones X e Y pueden ser rotadas sin que nada cambie.

El el limite R— O se recupera la matriz de inercia de una vara dada en (9.5.5)
porque, efectivamente, el cono tiene, a altura zuna masa
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9.6. Dinamicay ejemplos

9.6.1. Las ecuaciones basicas

Las leyes necesarias para resolver la dinamica de cuerpos rigidos son las del
. . ., . = =
movimiento del centro de masa y la dinamica de ¢y y de {g:

ZO :Mﬁgx\_/)(;+{?e ZG e
dg)o _ N ext dZG _ > ext
=X & S u L e
M 12 cx d?Rg
K =—V24+Z0-1°0 MG _ Plot
2673 de

En algunos casos conviene utilizar conser-
vacion de energia mecanica.

9.6.2. Péndulo coénico doble

9.6.2.1. Descripcion en sistema S’

Consideremos un péndulo cénico doble como
el de la figura. Se trata de dos masas m; y
My que estan en los extremos de una barra
de largo b+ c. La barra gira en torno al eje Z
con velocidad angular Q = Ok manteniendo un
angulo 6 fijo con el eje Z. El sistema S’ tiene
Z' =Z vy XY’ son ejes horizontales tal como Figura 9.6: Un péndulo cénico
sistema inercial pero esta rotando con la mis- doble. La proyeccién de la bar-
ma velocidad angular Q que el péndulo, de mo- ra al plano horizontal que pasa
do que los vectores Py y F» siempre estan en el Por P define la direccion de vec-
tor acompariante 1
plano X’Z y son

P, =7bsingd+kbcoss,

P, = —i’csing—kccosd
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expresados con los vectores base asociados a
S’. En esta base se obtiene, de (9.4.3), que

(myb? + mpc?) cos o 0 —(myb? + mpc?) sind cosd
1P = 0 myb? + mpc? 0
—(mb? + mpc?) sinfcosd 0 (myb? + mpc?) sinf o

mientras que Q = Qk. Se determina entonces que

—co¥
p=1PQ = Q(mb?+mcdsingl 0
sing
= Q(mb?+mc?) sin@(f(sine ~7' cosy) (9.6.2)

- ~ - - . - =2 Ve
Si se expresa i’ en la base del sistema inercial se obtiene que ¢p varia en el
tiempo. En efecto i’ = i cosQt + j SinQt.

9.6.2.2. Descripcion en el sistema S

Ahora se describira lo mismo pero usando, por un lado, la matriz de inercia
descrita en otro sistema referencia S”.

Este sistema S’ se define de modo que su eje Z”
coincide con la direccion de la barra del péndulo y
se escoje el eje X" en el plano ZZ”. La matriz de
inercia de la barra con dos masas en sus extremos
es particularmente sencilla en el sistema S”” porque
las coordenadas de las dos masas son i’ = (0,0,b)
y 2’ =(0,0,—c) lo que da la matriz de inercia

mb? + myc? 0 0
1P = 0 mb? + mpc2 0
0 0 0

Figura 9.7: Vista lateral

del péndulo doble. La matriz de inercia que se definié con respecto a los

ejes de S’ es correcta pero conduce a una descrip-
cibn mas complicada. En la base de S’ la velocidad angular es

A —sing
Q=0 (k" cosd—1" sin@) =Q 0
cosd
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con lo cual el momento angular es

mb? + myc? 0 0)( —-Qsind
Zp = 0 m1b2 + m202 0 0
0 0 0 Qcosy
—Qsind(mb? + mpc?)
= 0
0
= -0 (m1b2 + mzcz)sine 7’ (9.6.3)

expresion que es equivalente a (9.6.2).

Si se desea que la unica fuerza externa que ejerza torque desde P sea el
peso, entonces Q debe tener un valor muy preciso. Para determinar Q se

exige que &p = Tp.
De (9.6.3), y puesto que (4) =Qx7’ = Qj” codd se tiene que

f’p =-0? (m1b2 + mzcz)sinecose j
Por otro lado, puesto que § = —gR =g (i”sin@— k'’ cos@) por lo que
2p = (Mb - myc) sindgj”
Asi, se obtiene que la condicién para que el péndulo sea conico es

2 __ (mpc—mib)g
(M b? + mpc?) cosy

Pareciera que el numerador pudiera ser negativo, pero se puede ver que tal
situacion es inestable. En efecto, para que este sistema sea estable el centro
de masa G, que esta en la recta que une a las dos masas, tiene que estar
debajo de P.
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9.6.3. Cilindro rodan-
do pendiente abajo

Un cilindro de radio R rueda
sin deslizar por un plano in-
Figura 9.8: Un cilindro rueda pendiente abajo. clinado que forma un angu-
lo @ con la horizontal. Si bi-
en este problema se puede re-
solver razonando en forma el-
emental, aca se usara los con-

ceptos recién definidos.

En el problema hay tres fuerzas: el peso Mg(isina — kcosa), la normal N = Nk
y el roce estatico que impide que el cilindro deslice: F=-Fi La posicion del

centro de masa es Rg = Xi + Rk, por lo que I3<3 Xi. La velocidad angular es
Q= ¢J pero como el cilindro rueda sin deslizar se cumple que X= R, lo que
permite escribir

2 Xoo
_RJ_

O xTix O

mientras que la matriz I° es esencialmente aquella dada en (9.5.2) pero
tomando en cuenta que ahora el eje es en la direccion Y:

[
5 T F\?Z 0
Icnlmdro M 0 2 = 0 5
h
0 0 T+1_2
porlo que { = 1S, O =3IMR?E] = IMRX].

El torque 7 se calcula sumando los productos del vector posicion (desde
G) del punto de aplicacion de cada fuerza cruz la fuerza que corresponda.
El peso y la normal no producen torque, de modo que solo se debe hacer el
producto cruz entre el vector posicion de C donde actia la fuerza de roce cruz
dicha fuerza:

76 = (-RK) x (-Fi) = RF]
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La ecuacion dinamica que se obtiene es

) 1 M
I)=RF = SMRk=RF = F=2% (9.6.4)

La componente 7 de la ecuacion MRg = F°

. M .
MX:—F+Mgsma:—E X+ Mgsina (9.6.5)
de donde se concluye que
29 .
% = gg sina (9.6.6)

Otra forma de analizar el mismo problema: La energia cinética del cilindro es
(ver (9.3.4)) K = Mx2/2+1¢2/2, pero como ¢ = X/R, se tiene que K = (MRZ +
1)%?/(2R?). Por otro lado la energia potencial es U = -mgxsine. Puesto que
K + U es constante, su derivada es nula. Tal ecuacién permite despejat X
reobteniéndose (9.6.6).

9.6.4. Unasemicircunferencia con densidad lineal uniforme

La densidad de masa lineal es uniforme, A = % donde Res el radio de la semi-
circunferencia. Se toma como P el centro de curvatura por lo que el vector que
sefiala los puntos de la curvaes =R (k’ COSp+1’ sin¢) donde ¢ = —n/2...¢/2.

El elemento de arco es Rdyp, por lo que dm= Ads=
ReR 0P = 1 dg

R‘G:iMfR(R'cow+i’sin¢) d¢:2—RIA<’zO,64RR'
M m

Puesto que P = R(K cosp+7sing) entonces X = .
a ( Sp+i ¢) Figura 9.9: Semicircun-

Rsing, y =0y z= Rcosp. La matriz [rzéij - Xin] €S  ferencia de radio Ry masa
M.

0 R2 0

R2cog ¢ 0 -R?singcosp
[—stinqbcos(p 0 R2sirf ¢
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por lo que

R2cog ¢ 0 -R?singcosp 100
|P=f 0 R? 0 Md¢:@ 020
~R?singcosp 0 R2sir’ ¢ d 001

Si este sistema es un péndulo que oscila en torno al eje Y’ =Y estonces
2 . R . . .

Q =« )’ donde a es el angulo que forma Z’ con el eje vertical Z (que en este
ejemplo apunta hacia abajo. EIl momento angular en tal caso es

lp=1PQ = MR ]
Por otro lado el torque es

MgR

2R" r 2 . 2
T:MR‘Gxg:M—k’xg(k’cow—i’):— sina |
T
lo que conduce a
29

@ = —Sina
R

Con todo lo anterior también puede resolverse en forma semejante el caso en
gue el arco oscila en torno al eje X’ = X, lo que lleva a un resultado parecido
pero no indéntico.

9.6.5. Sistema oscilante sin punto fijo

Se plantea estudiar el movimiento oscilatorio de un arco como el de la figura
9.10, de densidad lineal de masa uniforme, masa total M y radio Ry. Ya se ha
visto que la matriz de inercia del arco es

100
M
|0—R(2’020

0 01

2

cuando se escribe con respecto a las direcciones X'Y’Z’. En su oscilacion el
arco rota con velocidad angular

—
Il
—

6=4].

9.6. DINAMICA Y EJEMPLOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



version de 2012 marzo MECé.n |Ca 197

El vector posicion de O’ desde el sistema inercial con ejes (i,k) y origen en O
es

R=00" = —Ry(¢i +K)
Por otro lado la posicién del centro de masa desde O’ es
> 2Ror, 2Rp - .
Rs' =0G= ;Rok’ _ 2o (kcos¢+ism¢)
/e v/
En (9.3.3) se vio como escribir la energia

cinética en un caso como el actual, en tér-

minos de R R, Rg’, O y de 19°. A los tres
sumandos en (9.3.3) los denominaremos
K1, K2 y K3 respectivamente. Es facil de-

terminarlos
MR? -
R
Ko =240 (9.6.7)
MRZ -
Ks =504

Figura 9.10: Un alambre semicircular Por otro lado, la energia potencial gravita-
se mantiene en un plano vertical oscilan- cional depende de la masa, la posicion de
do de tal modo que su punto central C se Gvde

levanta (como en esta figura), desciende, y 9
haciendo contacto en O y luego levantan- ~
dose por el otro lado. En la figura el ar- U= —I\/Ig(I3+ |':\§G ’) k=
co tiene contacto con la horizontal en el

punto B y esta inclinado en un angulo ¢ ge depe exigir que la energia total: E =

con respecto a su posicion de equilibrio K +U es constante, es decir dE/dt = 0, lo
estatico. En el equilibrio estatico ¢ =0, y ’ !

C coincide tanto con O como con B. que conduce a

MgRo

T

(m—2cosp)

(7r—200$¢)<'23+&;:¢+¢28in¢: 0

Para oscilaciones pequefias tanto ¢ como ¢ son chicos y la ecuacién puede

aproximarse a
g

GEEEN

que implica pequefias oscilaciones con frecuencia

w= [—9
(m1-2)Ro
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9.6.6. Disco que rota en circulo sobre un plano

Se tiene un eje perpendicular a un plano horizontal. De este eje nace, a altura
R sobre el plano, un brazo horizontal de largo L—en la direccion del eje Z'—y
en cuyo extremo hay un disco de radio R. El disco tiene densidad uniforme,
masa total M y gira en torno a su eje Z’ con una velocidad angular dada @1.
Puesto que no desliza sobre el plano, ademas gira en torno al eje vertical
con velocidad angular &>, totalmente determinada por la anterior. Se desea
determinar el momento angular del disco.

Se escoge coordenadas polares,
con lo cual

01 =Kw1, @2 =—] w>

lo que determina que la velocidad
angular total del disco sea

0
Q=Kw1-Jwr=| —w2 | (9.6.8)

Figura 9.11: Una rueda gira sobre un plano w1

sin resbalar. Su eje mantiene un punto fijo sobre
el eje Z.
El punto material C del disco que en

el instante actual esta apoyado sobre el plano tiene velocidad nula en ese

instante, pero, porque es parte de un sistema rigido con punto fijo, tiene que
-

valer Vc = QX ¢, esto es,

- ~ ~ ~ ~ R
0=Qxfc=(Kor-Jw)x(LK-R}") = w2=r w1

X

Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del disco,

IS;SCO a la que hay que agregar la matriz [R26ij -RR;j]. donde R= (0,0,L),
1 00 1 00
MR?
|§’isc0=7010+|\/||_2010
0 0 2 00O
v (A2 +R 0 0
= 7 0 42+R% 0 (9.6.9)
0 0 R?
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. . =2 . - - -
y se la va a multiplicar por 2 y como matriz de inercia se va a usar directa-

mente (9.6.9). Entonces f= Idiscoﬁ se escribe

M 42 + R? 0 0
7 = 7 0 Jd2+R2 0
0 0 R2
0
= % ~(4L2 + R?) Ry
2R2wq
MRw1 [~ . 42 + R
= ! k’2R—J’—+
4 L

9.6.7. Trompo en movimiento conico

Se considera un trompo que con-
siste en un brazo de largo L que
nace de un punto P en cuyo extremo
hay un disco de densidad uniforme,
radio Ry masa M que rota en torno 7’
al eje Z’ de la figura con velocidad
angular da magnitud w;. Esto es
I-:éG = —LK usando la base asociada
al sistema {P, X’,Y’,Z’} de la figu-
ra 9.12. Excepcionalmente se esta
considerando un sistema S’ que no
rota con el cuerpo (el disco). Esto
es posible debido a la simetria del
disco.

0

Ry

w1

(9.6.10)

Y!

brazo de largo L

disco

El brazo mantendrd un &ngulo Figura 9.12: Un disco gira en torno a un eje

6 =constante con la vertical tal co-
mo indica la figura. En cada instante
el disco esta girando con velocidad
angular @1 con respecto a un sis-
tema fijo al brazo, pero el brazo mis-

de largo L. El otro extremo del eje esta fijo al
punto P. El sistema S’ tiene eje Z’ que coincide
con el brazo de largo L y el eje Y’ esta en el
plano de Z' y la vertical.

mo esta girando con una velocidad angular &> en torno al eje vertical. Estas

velocidades se expresan en la forma

Universidad de Chile
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B1=wik, @y=w,y(K coss+]'sing) = Q = K (w1 +w2c08) + | wpsing

Este movimiento es posible tan solo si w1 Yy w> satisfacen una condicién que se
deduce mas adelante. En general el &ngulo 6 no es constante y el movimiento
del trompo es mas complicado.

La matriz de inercia I” = [L%6j; — RR;] +1° hace uso de I® dado en (9.5.4) y
de R=(0,0,-L). Expresada con respecto al sistema S’ = (P: X',Y’,Z’) es

M 42+ R? 0 0
'P:Z 0 H2+R2 0
0 0 R2

- =
por lo que el momento angular {p = I°PQ es

Op = % [(4L2 +R) wzsing |’ + 2R (w1 + w2 COSY) R’]

En esta expresion todas las cantidades son constantes en el sistema de refer-
encia inercial excepto por dos vectores unitarios asociados a S’, de modo que
- . .

{p se calcula sencillamente usando producto cruz con la velocidad angular del
sistema S’, esto es, @y:

5 > M . . n
lp =By xtp= " [— (4L2 + Rz)wgsmecose + 2R (w1 + w2 COSY) w2 sm6’] 7

que debe igualarse al torque que produce el peso

MRg x §

M (LK) x (-g) (K cost + ' sino)

—MgLsing?’ (9.6.11)

N
7

por lo que finalmente puede escribirse que

M . . .
7 [—(4L2 + R?)w3 SiNGcost + 2R (w1 + w2 COS) w2 sme] = —MgLsing (9.6.12)
gue es la relacion que deben satisfacer w; y w2 para que el trompo tenga

un movimiento conico. Notese que si se cambia el signo de w; y de w2 la
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ecuacion no cambia. Esta ecuacién implica que el caso w2 = 0 es posible tan
solo si 6 = 0, lo que es intuitivo.

Suponieneo que 6 # 0 la ecuacién anterior se puede reescribir en la forma

R? 1
(Z—Lz)wgcose+§R2w1w2+gL:O (9.6.13)

A continuacion un par de casos especiales.
El caso 6= 73:

29
W102= "
Elcaso L=0:
w1
cosf=——=
w2

Notese que para pasar de (9.6.12) a (9.6.13) se eliminé un factor global sing,
lo que supone que 8 # 0. Sin embargo si en (9.6.12) se impone que wy =0 se
desprende que necesariamente 6 = 0.

El caso w1 = 0: En este caso el disco no gira sobre su propio eje y el proble-
ma se reduce al de un péndulo cénico estandar. Se puede comprobar que se
obtiene un resultado equivalente al visto en (2.3.10).

9.7. Nocion del momento de inercia |pp y aplica-
ciones
9.7.1. El concepto

Si se define i como el vector unitario que en cada instante apunta en la direc-
., =2 .
cion de Q, es decir,

Q=0n
entonces 1 1
Z0%A-1IPA= Z1pp 02 9.7.1
donde el escalar Ipp es
lpa=n-1PA (9.7.2)
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y es el momento de inercia relativo al eje que pasa por Py tiene direccion N,
(P,A). Por componentes es

lpa =) My (rd—(fa- f)?) (9.7.3)
a
Es util notar que
(PxA)-(PxA) = P-(Ax(PxA))
= P-(P—A-PR)
= r2—(F-n)? (9.7.4)

lo que permite ver que otra forma de escribir la matriz de inercia es

IpA :Zma(r’axﬁ)-(r"ax A) (9.7.5)

9.7.2. Nuevamente el teorema de Steiner

Si G es el centro de masa, el que suponemos que no
esta en el eje (P,N), se puede relacionar los momen-
tos de inercia lpp ¥ I 4 donde el segundo se define
relativo a un eje (G,N) con la misma direccion n. Si
se denota por I, la posicion de m, desde Py g, la
posicion desde G, y Rg es el vector de P a G

Fa=Rs +Pa
A partir de (9.7.5) se obtiene que
lpa = > ma(faxn)?
a

= > ma(Fax )+ > ma(Rex )2 +2 " ma(Re x )« (Fax )

Figura 9.13: Se puede |4 (ltima de las sumatorias se anula debido a (2.3.24)

establecer ~una sencilla 1, o6 finalmente conduce a
relacion entre el momento

] 1 A\2
de inercia con respecto al lps = loa+M (":\;G % n) (9.7.6)
punto fijo P y el momento

de inercia con respecto al . . . R .
centro de gravedad G. Si G estuviese sobre el eje (P,n), entonces Rgxf=0

y ambos momentos de inercia resultarian iguales.

Esercicio: Escriba la relacion (9.7.6) para dos puntos Q1 y Q2 (ejes paralelos)
y reste ambas relaciones. Vea que obtiene una relacion entre Ig, 4 € 1, a.
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9.7.3. Ejemplos

De la expresion (9.5.2) para la matriz de inercia del cilindro con respecto a su

G . .
centro de masa, |3, ., S€ obtiene directamente que

1
E|\/|R2 (9.7.7)

2

15 (9.7.8)

donde R es el radio del cilindro y h su altura.

Para calcular la matriz con respecto a un eje paralelo al eje X’ que pasa por el
punto P se debe calcular Rg xfcon Ai=1"y Rg = -LK/, con lo cual Rgxfi=-Li’
por lo cual

RZ h?
lps = gy + ML%2 = M| — + — + L?
Pr=leirt (4+12+)

En el limite de un disco resulta

- R?
195° =g + ML? = M (Z + L2)
e En el caso en que el eje que pasa por P es en la
direcciéon j,hi=jy ﬁij = Lk por lo que

R K
lps = M(Z+1—2+L2)
Figura 9.14: La matriz
Un caso particular es un disco que gira en torno a un con respecto a un eje par-

tangente horizontal tangente al disco (L = R) en que 2alélo al eje X" que para por
resulta el punto P

|disco —

5
P ZMRZ eje horizontal tangente al disco (9.7.9)

e En el caso N = k se obtiene

R
i = 'V'(? + L2)

de donde puede verse el caso particular de un disco oscilando en su propio
plano en torno a un punto en su perimetro (R= L) que arroja

: 3
Ig'z‘fo = ZMRZ punto fijo en el perimetro del disco

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias
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Figura 9.15:Se considera también un cilindro cuyo eje es horizontal yumt@P que esta a
distancia L sobre G. Se estudia el caso en que el eje de rotasdaralelo al eje Y(perpendic-
ular al eje del cilindro y caricaturizado en el dibujo izqui®) y el caso en que el eje de rotacion
sea paralelo al eje del cilindro y caricaturizado en la figute la derecha. En ambos casos el
vector quevade PaG éb=—L7".

La dinamica en casos como los anteriores, en los cuales la direccion del eje

~ e 7 - - s - =4
N de rotacion esta fija se obtiene una ecuacion escalar a partir de {p = 7p.
Primero

A brd
tpn =n-lp
=h-1I°PAQ
= lppQ2
por lo cual
tpa=Tpa=Tp-N (9.7.10)
P Y’
z el
R \
. )
G
X
<

Figura 9.16:Lamina circular que se mueve como un péndulo en torno a unopBren su
perimetro. Los ejes™ Y de S’ son solidarios al circulo y este giraen torno &Y
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En el caso representado en la figura 9.16 ya se vio algo mas arriba, en (9.7.9),
que Ig';ico = 2MR2 de modo que el momento angular es

5 )
lp; = 21MR2 ¢
Por otro lado el torque del peso es
Zp; =1"x (Mg)(?’ cosp +k’sing) - | = —~MgRsing

por lo cual

. 4g_
b =-gosing

9.8. Problemas

9.1 Una placa cuadrada de lado a y masa to-
tal M puede girar libremente en torno a
un eje perpendicular al plano de la figu-
ra y que pasa por su vertice P (ver figu-
ra). Inicialmente el cuadrado esta sujeto por
un hilo horizontal como indica la figura. (a)
Obtenga la tension del hilo. (b) Si el hilo se
corta obtenga la velocidad angular maxima p
gue puede alcanzar el sistema. (c) Obtenga
la frecuencia de pequefias oscilaciones en
torno a su posicion de equilibrio.

9.2 (a) Considere una barra rigida de masa de-
spreciable que tiene N masas m a distancia
a entre ellas. La barra esta apoyada en el
suelo e inicialmente en posicién vertical. Es-
tudie el movimiento de la barra cuando el-
la es levemente desviada de esa posicion.
Suponga que el roce estatico con el suelo es
suficiente para que el punto de apoyo nunca
deslice. ¢ Existe algin momento en que
el punto de apoyo se despega del suelo? Estudie ademas el limite si-
multaneo N — o0, a — 0, m— 0 tal que permanecen fijas las cantidades
R=NayM=Nm

hilo a

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria 'y Ciencias



206

P. Cordero S. & R. Soto B.

9.3

9.4

9.5

9.6

(b) Resuelva ahora el caso anterior con una sola variante: el sistema
tiene dos masas diferentes my y mp en los extremos de la barra. Re-
sponda las mismas preguntas que antes excepto, naturalmente, la del
limite.

Una escalera de masa M y largo L esta apoyada en el suelo y en una
pared vertical formado un angulo a con la pared. El coeficiente de roce
estatico entre la escalera y las superficies de apoyo es u, lo que per-
mite que la escalera esté estatica. Si una persona (puntual) de masa m
comienza a subir la escalera muy lentamente, calcule hasta qué posi-
cion puede llegar antes que la escalera comience a deslizar.

Una placa rectangular de masa M, lados
ay by espesor despreciable se hace gi-
rar con velocidad angular constante Qg por
un eje que pasa por la diagonal del rec-
tangulo. EI movimiento ocurre en ausen-
cia de gravedad. Determine las fuerzas que
ejercen los soportes en cada extremo del
eje. Comente.

Sistema: un disco de densidad uniforme, ra-
dio Ry masa M y un eje de masa desprecia-
ble que une un punto fijo de un plano hori-
zontal con el centro del disco. El disco gi-
ra apoyado en el plano horizontal. (a) Deter-
mine el momento angular. (b) Determine el
torque total que actta sobre el disco.

Una barra de largo L y masa M y densidad

lineal uniforme, puede girar libremente so- g

bre un eje horizontal colocado en uno de sus ~N m M
extremos. En el punto medio de la barra se J

encuentra un anillo de masa mque tiene un

coeficiente de roce estatico u con la barra.

Si el sistema se libera desde el reposo con la barra en posicién horizon-
tal, se observa que el anillo comienza a deslizar cuando la barra forma
un angulo m/4 con la horizontal. Determine (a) el momento de inercia
del sistema antes que el anillo comience a deslizar, (b) la velocidad an-
gular y aceleracion angular de la barra en el instante en que el anillo va

9.8. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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9.7

9.8

a comenzar a deslizar, (c) la fuerza que ejerce sobre la barra el punto

de apoyo.

Se tiene una especie de péndulo que consta
de una vara de masa despreciable y largo L
que solo puede girar en un plano vertical en
torno a un punto fijo P. En su extremo libre
la vara tiene un disco de densidad uniforme,
radio Ry masa M en forma perpendicular a
la vara. El disco gira, con respecto a la vara
(ella como eje), con velocidad angular uni-
forme &. (a) Determine el momento angular
del sistema. (b) Si el sistema se suelta cuan-
do la vara estéa vertical apuntando hacia ar-
riba, una ecuacion para la velocidad angular
de la vara con respecto al angulo que ella
forma con la vertical.

Sobre una plataforma horizontal esta apoya-
do un aro de radio Ry masa despreciable.
El aro tiene soldada una barra de masa my
largo R en la forma que muestra la figura. El
sistema se libera desde el reposo con la barra
en posicién horizontal.

(a) Determine la magnitud minima que debe tener el coeficiente de roce
estatico entre el aro y la plataforma para que el aro ruede sin resbalar
desde la posicion inicial; (b) estudie el movimiento en el caso en que el
roce con el suelo es nulo. Describa cualitativamente el movimiento del
centro de masa del sistema y calcule la velocidad angular maxima que

experimenta el sistema.
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Capitulo 10

Ecuaciones de Euler-Lagrange

10.1. Principio de Hamilton

Este principio establece, en forma muy general, que la dinamica—esto es,
la evoluciéon de un sistema fisico—se determina por medio de un principio
variacional basado en una funcién propia para cada sistema. Esta funcion
L—llamada lagrangeano—que contiene informacion sobre las variables del
sistemay las fuerzas que actuan sobre él.

Para ser descrito, un sistema de N particulas que evoluciona tridimensional-
mente necesita en principio un conjunto de 3N coordenadas X,i(t), con a =
1,2,...Nyi=123. Sin embargo se puede requerir menos. Por ejemplo, en
el caso de un péndulo de largo R, se tiene N = 1, se necesita sélo los angulos
esféricos (1) y ¢(t). Aungue el movimiento es tridimensional, esto es, hay tres
coordenadas (XY, 2), existe una condicion

AX+Yy2+72-R=0 (10.1.1)

que reduce el numero de coordenadas necesarias de tres a dos.

En lo que sigue se quiere describir un sistema de N particulas puntuales para
las cuales se necesita, en lugar de las 3N coordenadas Xgj, tan solo de n
coordenadas (s. A estas ultimas se las llama coordenadas generalizadas 'y n
es lo que se denomina numero de grados de libertad del sistema. Asi, en el
caso del péndulo de mas arriba, existen solo dos coordenadas generalizada,
g1(t) = ¢(t) y g2(t) = 6(t) y hay dos grado de libertad.

209
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Por lo dicho, la evolucién de un sistema de N particulas se describe por un
conjunto de n coordenadas generalizadas qs(t) con s=1,2,...n, con n < 3N.
Suele denotarse {(t) al conjunto ordenado g1 (t), go(t),. .., qn(t),

q(t) = (qu(t), g2(t), . .., an(1)) (10.1.2)

El principio de Hamilton establece que la evolucion dinamica—de un sistema
con n coordenadas generalizadas—entre el estado inicial i(t1) y el estado
final dx(t2) corresponde a un extremo (minimo, maximo o punto estacionario)
del funcional de accién S[{]. La condicién de extremo se expresa matemati-

camente en la forma
oS

—— =0 (10.1.3)
odi(t)
gue, en mas detalle, significa que se deben satisfacer las n condiciones
0S 0S 0 0S
sou(t) 7 s T T aan(t)

Genéricamente se define el funcional de accion por medio de la integral

to .
S[q] = ft L(d(0), 4(t),1) dt (10.1.4)

1

de la funciéon L(q, (ﬁ(t),t), llamada lagrangeano.

Mas adelante se vera como debe construirse la funciéon L(G(t), q(t),t) asociada
al sistema que se desee estudiar. Por el momento basta decir que interesa
saber para qué q(t) especifico el funcional de accién S[q] es extremo. Ese
qg(t) particular es la trayectoria del sistema en el tiempo.

A continuacién veremos las condiciones que debe cumplir el lagrangeano L
para que la integral de accion S sea extrema y se adelanta que tales condi-
ciones se denominan ecuaciones de Euler-Lagrange.

Sea ((t) la solucién que se busca, es decir, S[] es un valor extremo. Usemos
como argumento en (10.1.4) un q’(t) = ¢(t) + &(t) donde &(t) es una pequefa
perturbacion que se anula en los extremos:

&(t1) = &(tz) = 0 (10.1.5)
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A continuacién se usa ¢S = S[G+ &] — S[q] que, en mas detalle, se puede
escribir en la forma

t2 . :
oS = f (L@+& d+& t-L(d. g 1) dt
_ oL - oL 2
= fﬁ( 2 q)dt 0(&?) (10.1.6)

Como se indica, se ha hecho una expansion hasta primer orden en & = 0.
Pero, puesto que
d oL aL 2. d (oL
dt[ aq] aq dt[aq]
el ultimo término en el integrando que aparece en (10.1.6) puede ser reem-
plazado por una derivada total y otro término. La integral del término con

la derivada total d%[g- %E] puede calcularse trivialmente y es cero debido a
£
(10.1.5), por lo que se concluye que

55:[ g [@—9@] dt (10.1.7)
6]

El principio de Hamilton consiste en exigir que ¢S sea cero para cualquier
perturbacion &(t) que cumpla (10.1.5), esto es, se exige que q(t) sea un punto
estacionario de la integral de accion S, lo que soélo se satisface si

—=_2--0 (10.1.8)

Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange En forma més béasica se escribe
una ecuacién por cada valor del indice s.

doL oL

— =, s=12,...n 10.1.9
dtods 00s con ( )

En la ecuacion (10.1.7) los &4(t) son los §0s(t)
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Pequefio ejemplo :

Toémese el caso de la clase de funciones ((t) continuas y diferenciales
tales que g(a) = cy q(b) = d. Se plantea encontrar la funcién q(t) partic-
ular de esta clase, tal que el funcional S(q) que describe el largo—en
el plano (g,t)—desde el punto (a,c) hasta (b,d) sea minimo. En un arco
infinitesimal el arco es la hipotenusa del triangulo con cateto paralelo al
eje X =t de largo dt y cateto paralelo al eje Y = g da largo (t)dt, esto es

S(g) = f " Sl

esto es, L = /1+3(t), por lo que dL/dq = O mientras que dL/6q =
g/ V1+ g2(t) por lo que la ecuacién de Euler-Lagrange se reduce a d%q =
0, esto es, el largo total se minimiza cuando (] es constante lo que, da

_ad-bc+(c-d)t

cuando se impone las condiciones de los estremos.

10.2. Lagrangeano para las ecuaciones de New-
ton

Se supondra que se tiene un sistema de N
particulas descritas por sus vectores posicion
Facona=1,2...N. Para cada una de ellas se
tiene una ecuacion de Newton

—

MaFa = fa (10.2.1)

Puede ocurrir que los vectores posicion no

puedan tomar valores cualesquiera, porque es-

Figura 10.1: Péndulo plano. ~ tan condicionados por ciertas restricciones (por

ejemplo, en el caso del péndulo) de modo que

en efecto hay tan solo n grados de libertad que se denotaran (q,...,0n). Se

supondra que estas restricciones son tales que pueden expresarse en la for-
ma

Fa=Ta(0L,....0nt) (10.2.2)
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Tales restricciones se denominan holondémicas. En el caso de un péndulo
plano de largo R se tiene la restriccion /x2+y2—R= 0 que se puede escribir
como las dos condiciones holondnicas

x = Rsing y=Rcosq (10.2.3)

donde, en este caso, q = ¢ es el angulo que forma el hilo con la vertical. El
sistema tiene un solo grado de libertad.

En este capitulo se considera el papel de los “trabajos de los desplazamientos
virtuales” 67, desplazamientos compatibles con las restricciones que, debido
a (10.2.2) son

Estos trabajos se llaman trabajos virtuales.
Ciertamente que se cumple

Z(f;—ma%a) - oPa=0 (10.2.5)

a

Las fuerzas f; pueden descomponerse en la forma
fa=Fa+Fa (10.2.6)

= . . . ., .
donde las ¥4 son las que imponen las restricciones (como la tension del hilo
7 . - -7 = Ve .
en el caso de un péndulo). Por definicidn las 5 no efectuan trabajo, esto es,

> Fa-6la=0
a

por lo cual

S (Fa-mafa) - 67a=0 (10.2.7)

a

de modo que el trabajo virtual de las fuerzas F, asociado a los desplazamien-
tos o6y puede, gracias a (10.2.4), escribirse

N =
5W:Zlf’a-ar*azzzn:lf’a-%iéqs:i(?séqs
a s=1

a=1s=1
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donde se definen los Qg
or.
=) Fa-— 10.2.8
Qs= Z o (10.2.8)

los que se denominan fuerzas generalizadas asociadas a las coordenadas
generalizadas Qs.

Por lo dicho .
Z rnar_.)a . 6r)a = Z Ifa'é‘r_.)a = Z Qséqs (1029)
a a s=1

Igualando los extremos y usando (10.2.4)

Zmara Z— QS—ZQ55QS
s=1

Intercambiando el orden de las sumas se obtiene
Z [Z Mafa ] Qs = Z Qs00s (10.2.10)
s=1la=1

A continuacién se va a demostrar que el término en el corchete a la izquierda
se puede expresar como derivadas de la energia cinética

1 = =
K= > Z Mala-Ta
a=1
Es claro que
N :
—_—= rnar - —_
dQs aZ;i 2 dQs

Ahora se demostrard, y no es trivial, que

Oa  OF%
— = 10.2.11
Qs Qs ( )
Debido a (10.2.2) se tiene que
. Hf)a . ar)a
fa= ) — — 10.2.12
2300 3t (10.2.12)
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se puede afirmar que las velocidades F; dependen no tan solo de los gs sino
también de los Qs

iT)a = ‘?a(QI, ..On, A1, --On, t) (10.2.13)

por lo que la regla de la cadena implica que

dP Oy, 0P\ OFa

— = — — — 10.2.14

at Zs:(aqs 9 36.0 " ( )
mientras que derivando (10.2.12) resulta

dP; Oy, OFa. | OFa

— = — — — 10.2.15

at Zs:(aqs 9 50 ( )

Comparando estos dos ultimos resultados se ve que (10.2.11) es verdadero.

Se puede ahora escribir
N
— = ) Myly-— 10.2.16
dQs ; 2 d0s ( )

A partir de esta expresion se obtiene que

N N :
— === Fg: — Fg- — 10.2.17
il s G Y g @021
a=1 a=1
pero el ultimo término es dK/dqs, de donde
d(oK) 0K < - dFa
—=—=]-—= Fq- — 10.2.18
dt(@qs) Qs ;mara Qs ( )

expresion que se sustituye en (10.2.10) obteniéndose
n
d (oK) oK
—| = |-~ 00s=0 10.2.19
;[dt(aqs) 30 Qs] Qs ( )

Puesto que las variaciones 6(s son independientes, se obtiene
d (0K) oK
—|=|-7—-Qs=0, s=12,...n 10.2.20
G 5)- e (10.2.20)
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gue se cumple siempre que las restricciones sean holonémicas sin importar
si las fuerzas son conservativas o no.

Si todas las fuerzas Qs son conservativas, esto es, si Qs = -2 |a ecuacion

ogs’
(10.2.20) es
E(%)_%_F@— 5—12 n
dt\ads) 0qs 0ds ’ S
esto es d (oK) o0K-U
—|—=|-———==0, s=12,...n
dt(aqs) 00s
pero como dU/d(s = O la ecuacién anterior puede escribirse
d (oL oL
—| ===, =1,2,... 10.2.21
dt(aqs) Qs S " ( )
donde
L=K-U (10.2.22)

es el lagrangeano para sistemas conservativos en mecénica. Las ecuacio-
nes. (10.2.21) son precisamente las ecuaciones de Euler-Lagrange (10.1.9).
En casos no conservativos las ecuaciones son las que estan dadas por (10.2.20).

Ejemplo: el péndulo plano una vez mas
En el caso del péndulo plano K = g(x2+y2) y la energia potencial es U =
—mgy Utilizando (10.2.3) se tiene que K = PR%g% y U = -mgRcosq y el la-
grangeano es m

L= ERZq2 +mgRcosq (10.2.23)
de modo que dL/dq = —mgRsing y dL/q = mRq por lo que la ecuacién de
Euler-Lagrange es
9
R

Obsérvese que la fuerza generalizada en este caso es

mR§=-mgRsing = §=-=sing
0 :
Q= a9 (-mgRcosg) = -mgRsing

gue no tiene dimensiones de fuerza. La razén es que g no tiene dimensiones
de longitud.
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Ejemplo: Se resolverd, usando la nocién de lagrangeano, el problema de una
particula deslizando sin roces por el interior de una superficie conica caracte-
rizada por un angulo 8y eje vertical, que ya fue visto en 82.3.1.3. La velocidad
de la particula es _
V=Fr+¢reosing
de modo que la energia cinética es
m,. o
K= (F2+1r2+¢?sirf o) (10.2.24)
y la energia potencial trivialmente es U = mgrcosé por lo que
m,. o .
L= E(r2+r2+¢25|n29)—mgrcose (10.2.25)

Puesto que L no depende de ¢, esto es, dL/d¢ = 0, la ecuacion de Euler-
Lagrange asociada a ¢ conduce directamente a que r2¢ es constante durante
el movimiento, lo que permite escribir

b= C
T mr
La ecuacion de Euler-Lagrange asociada ar es
F = r¢?sinf0—gcosd
y como se puede eliminar ¢ se obtiene finalmente que

t
= Cr—f—gcose (10.2.26)

que corresponde a (2.3.21).

10.3. El caso de N particulas sin restricciones

Se considera un sistema de N particulas de masamy, a=1,2,...N enlos que
no hay restricciones. Sea Fa la fuerza total, conservativa, sobre la particula
a. Mejor aun, sea Ugp(Fa—p) la energia potencial entre la particulaaylaby
Ua(Fa) la energia potencial de la particula a con agentes externos (el peso es
un ejemplo tipico). La energia potencial total es

U= %ZZ Uab(r)a—r)b)"'z Ua(fa)
a b a
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En tal caso el lagrangeano es

N
1 1 o )
L=5 2 maB=5 > > Uanlra= o)~ ). Ualra) (103.1)
n=1 a b 2
entonces la ecuacion para la particula a es
doL L
dtovy  O%qi

Al lado izquierdo solo contribuye el término de energia cinética y para el lado
derecho solo contribuye la energia potencial

oL OUap 0Uq L 1 a2
—- = — =Fai, I mMa—2 = mMaVai
O0Xai Zb: ai ey O OVaj Zmaavai M Vai
ergo, ‘
MaVai=Fai = MaVa=Fa (10.3.2)

que son las ecuaciones de Newton para cada una de las particulas.

10.4. Caso sencillo con cuerpo rigido

El movimiento de un sistema extendido rigido

0 cuerpo rigido, ya descrito en el capitulo 9, g B
tiene a lo mas seis grados de libertad: tres se l \
refieren a traslacion y pueden estar indicados o O >
por el movimiento del centro de masa, esto es, p . 2T e Y
por descrito por R y otros tres que pueden \gv_ p
asociarse a la velocidad angular instantanea 9 \

del cuerpo. Pero en los casos en que el cuer-

po tiene un punto fijo a un sistema inercial no X

hay dinamica de traslacion no trivial y tan solo v

interesa estudiar la rotacion del cuerpo. Figura 10.2: Alambre semicir-

Consideremos el caso ya visto en §2.3.3.2. de cunferencial que oscila debido a
.. . Su propio peso.

un alambre semicircunferencial que puede os-

cilar en torno a su centro de curvatura. Para
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obtener la energia cinética se ve que la velocidad tangencial de cualquier
elemento de masa dmes v = Ra, mientras que dm= %dqﬁ, de modo que

1 T/ 2+ . M MR2 ‘
K= —f (Ry)? —d¢ = ——a?
2 —n/2+«a T 2

mientras que

7r/2+a/ M 2M R
U=g Rcosp—d¢ = g cosw
-/ 2+« T
esto es, 2
MR< . 2MgR
L= p2 2MOR o,
2 n

Se puede ver que la ecuacion de Euler-Lagrange en este caso es (2.3.37).

10.5. Problemas

10.1 Se tiene una polea (que se modela aqui como una rueda ideal sin
masa ni roces con eje horizontal fijo) en cuyo perimetro se apoya un
hilo. En los extremos del hilo cuelgan sendas particulas de masas m
y mp. Determine el lagrangeano L del sistema teniendo como datos las
dos masas y la aceleracion de gravedad, obtenga las ecuaciones de
movimiento y la aceleracion con que cae la masa mayor.

10.2 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un péndulo esférico.

10.3 Ecuaciones para el péndulo doble plano: una particula de masa m
pende de un hilo de largo R;. El otro extremo de este hilo esta fijo a un
punto P. De la particula nace otro hilo de largo Ry en cuyo extremo hay
una particula de masa nmyp. Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange
en el caso en que el movimiento ocurre en un plano fijo.

10.4 Escriba el lagrangeano de un sistema vertical suelo-resorte (ky,d1)-particula
(my)-resorte (kp, dp)- particula (np) en presencia de gravedad.

10.5 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un cilidro de radio R,
largo h que rueda sin deslizar por un plano inclinado (angulo «).
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