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Capitulo 1

Tratamiento de Senales y Datos

1.1. Generalidades

El tratamiento de seiiales es una disciplina indispensable para un experimentador, donde uno de los
objetivos principales es de extraer el maximo de informacién dtil desde una sefial perturbada por el
ruido. Aparecen entonces los conceptos basicos de senal, ruido, informacion, perturbacion que seran
explicados en los préximos capitulos [7].

El concepto de sefial es extremadamente vasto:

= una tensidn voltaica producida por el accionamiento de un interruptor
= una emisién de ondas de radio o televisidn
= una imagen fotografica

= el dolor cutdneo producido por la picadura de un insecto...
... y asi una infinidad de senales diferentes.

En este curso nos limitaremos al caso en que la sefial = depende de la variable tiempo ¢ € R con lo cual,
x(t). Sin embargo, x(t) puede perfectamente ser una sefial compleja, z(t) € C.

1.1.1. Senales de tiempo continuo y discreto

En el caso de tiempo continuo, la sefial x es una funcién continua del tiempo ¢ y la escribiremos x(t)
En el caso de tiempo discreto, la sefial = es un conjunto enumerable de puntos (€ Z), y la escribiremos

(n)




8 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

X(t)

Tiempo

Figura 1.1: Senial analégica a tiempo continuo

x()

IMM

Figura 1.2: Senal analégica a tiempo discreto

Tiempo

1.1.2. Valores continuos y discretos

En el caso de valores continuos, la senal x puede adoptar todos los valores posibles de un conjunto dado.
Se le denomina sefal analdgica, en referencia a la electrénica.
En el caso de valores discretos, la sefial = puede adoptar sélo un niimero finito (enumerable) de valores.

Se le denomina sefal digital o numérica

R

Tiempo

x()

Figura 1.3: Senal de valores discretos (digital) a tiempo continuo

Hay que notar que las 4 combinaciones son posibles. Sin embargo en este capitulo estudiaremos prin-
cipalmente sefiales analdgicas a tiempo continuo, aldn cuando éstas se pueden transformar en sefales

digitales por medio del muestreo de sefiales.
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1.2. DISTRIBUCIONES 9

1.2. Distribuciones

Dentro de las herramientas matematicas dtiles que veremos en este curso, se encuentra la llamada funcién
§ de Dirac !. Esta funcién, que Dirac llamaba funcién impropia, posee propiedades bien interesantes
e inusuales. Actualmente este tipo de funciones se denominan Distribuciones porque no son funciones
matematicas bien definidas, es decir, no poseen un valor definido en cada punto de su dominio de
existencia. Sin embargo, cuando la § aparece como un factor en el integrando de una integral, ésta
altima si tiene un valor definido. Vamos a introducir una herramienta de base denominada distribucion.
En particular hablaremos de la distribucién de Dirac.

Antes de eso, para tener una idea de la §, considere una funcién de una variable real x que es nula en
todos lados salvo en un pequefio dominio de ancho € alrededor del origen = = ¢, donde vale 1/e. La
integral de esta funcién en ese dominio es unitaria, es decir, fEDE(:r)dx = 1. La forma exacta de esta
funcién no tiene interés, salvo que debe ser de orden ¢! para que todo esto tenga sentido y ello permite
encontrar una familia de funciones que al tomar el limite ¢ — 0 convergen a la 6(z) 2.

El objeto mas simple es una funcién cuadrada, es decir, un rectangulo angosto y alto de ancho € y altura

¢! centrado en z, definido como:

. 1
€ si|z — xg| < 5€
Di(e—z)=4 ¢ STl
0, si no
El drea bajo la curva D.(x — x) es efectivamente unitaria.

Consideremos ahora una funcién F(z) e integremos lo siguiente:

/OO F(x)De(x — zp)dx = 1/:0+6/2 F(x)dx

—00 € Jxo—e/2
1 zo+€/2 1 xo+€/2
= / F(zo)dx + — / F'(z0)(z — mo)dx
€ Jxo—e/2 € Jxog—e/2
1 wo-‘re/Q
+ — F"(20)(z — 20)%dz + ...
2e zo—€/2
62
— F(o) + —F"(x0) + ... (1.1)

24

Aqui hemos desarrollado en serie de Taylor la funcién F'(x) alrededor de x, i.e,
1
F(z) = F(x) + F'(z0)(z — x0) + §F”(:L‘g)(z —x0)% ...

Donde los términos impares en (z — x() se anulan.

'Paul Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, 4 Ed. Clarendon Press, 1958
Zhttp://mathworld.wolfram.com/DeltaFunction.html

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



10 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

Si tomamos el limite € — 0, que corresponde a transformar D.(z) — d(x), obtenemos que la integral
anterior es simplemente F'(z(), es decir, la integral adopta el valor de la funcién F'(x) en la posicién de

la delta de Dirac. Entonces,

Sz — o) = HH(l) D¢ (z — )

Con lo cual tenemos que

+o0
/ F(2)d(z — zo)dx = F(xo)

—00

1.2.1. Definicién

Sea T una distribucién. A toda distribucién ¢, T asocia el nimero T'(¢), que escribiremos como (T, ¢),

el cudl posee las propiedades sgtes:

T(¢r+d2) = T(¢1)+T(2) (1.2)
T(A¢) = AT(¢) (1.3)

(T + 1o, ¢) = (I1,¢) + (T2, ) (1.4)
(AT, ¢) = MT.,9) (1.5)

El ndmero (T, ¢) se denomina producto escalar de T con ¢. Si T fuese una funcién, entonces:

ro - [ T Tt - () do

Paul Dirac introdujo la Distribucién de Dirac que se define:

La ditribucién de Dirac en un punto dado del eje de las abscisas a, estad definida por:

<5(a)? ¢> - ¢(a)

Una manera de interpretar fisicamente las distribuciones, es imaginar una distribucién de cargas puntuales

eléctricas o materiales (masas).

1.2.2. Funcién ) de Dirac y sus propiedades

Aqui veremos algunas propiedades simpaticas de la funcién §(x) de Dirac. Evidentemente su dominio de

existencia puede ser cualquiera, distancias x, tiempos ¢, frecuencias w etc.

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



1.2. DISTRIBUCIONES 11

0 six#0
dz) =< d(z) =0 siz=0
J oo 0(z) =

Como vimos anteriormente, la funcidén de Dirac se puede definir matematicamente tomando el limite de

=1 z € (—00,00)
una familia de funciones. Esta aproximacién hace aparecer la funcién de Dirac como una impulsién breve.
Existen muchas familias, D(x), de funciones que convergen hacia esta funcién :

= Una funcién de duracién D y amplitud 1/D

= Un tridgulo de duracién 2D y amplitud 1/D

= Un seno cardinal, normalizado: 4 sinc(wt/D) = L sin(rt/D) cuando D — 0
= y muchas otras...

La funcién 6(t) tiene las propiedades sgtes:

=0t#0 (1.6)

/ 5(t)dt =1 (1.7)

/ _F®30dt = £(0) (18)

| 1wat - o) dt = sia0) (1.9)

/_Z FO)(t—0)do = 6 = f(1) (1.10)

De la dltima relacién se desprende que la distribuciéon de Dirac es el elemento neutro del producto de

Convolucién. Ella posee ademads otras propiedades interesantes, como el corrimiento de la funcién original,

F@E) % 8(t — to) = f(t — to) Shift

Y también la llamada localizacion,

f(t)-6(t) = f(0)4(?)
f()-8(t—to) = f(to)d(t —to)

El producto de varias funciones § se puede calcular de la forma:

localizacién {

0 si ta £t
5(t—t1):5(t—t2) si t2:t1

S(t—t1)-0(t —ta) = 0(tg — t1) = {

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



12 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

Supongamos que tenemos una funcién y(t). Si escribimos z(t) = y(to), z(t) vale y(to) para todo valor
de t (cf. Figura 1.4). Pero, utilizando las propiedades de la 0: z(t) = y(t)d(t —to) valdrd simbdlicamente
y(to) parat =togy 0 en el resto del eje. Esto nos permite formalizar el valor de y(t) en el instante ¢ = t.
Tengamos bien en cuenta este procedimiento, porque lo utilizaremos en la seccidén de Teoria del Muestreo

de Senales.

A A A R}
y(t) y(t,) y()3(t-t,)

\q\/
t, t

Figura 1.4: Como extraer el valor de una funcién a un instante dado con la distribucién de Dirac

Ejercicio-Dirac I

Demostrar las propiedades sgtes:

0(—z) = d(x) (1.11)

zé(z) = 0 (1.12)

0(ax) = o(x)/|al (1.13)

§(z® —b*) = {6(x—b)+6(x+Db)}/2|b| (1.14)

F@)ilo(e)) de = T (1.15)
oo |9’ (o)

La dltima propiedad o identidad es vélida si g(z) tiene una sola raiz o cero en x. Su pendiente ¢'(z) =
dg(x)/dx debe ser distinta de cero en xg. Cerca de ¢ la funcién g(x) se comporta como (x — x¢)g’ (o
(Expansién de Taylor). Por otro lado, si g(z) tine N ceros (simples) en x = x;, donde g(z) ~ ¢'(z;)(x—=x;

con pendientes distintas de cero, entonces se cumple que:

Sg(ay) = 32— o)

2 g

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



1.2. DISTRIBUCIONES 13

1.2.3. Peine de Dirac

Un peine de Dirac es, como su nombre lo indica, una serie infinita de funciones de Dirac regularmente

espaciadas. Si T es el intervalo entre dos Diracs sucesivos, Tj es el periodo del peine.

oty = " 6(t—kTp)

Consideremos z((t) y lo convolucionamos con el peine:

mo(t) % Op1(t) = wo(t)« Y Ot —kTp) (1.16)
k=—0o0
zox Y 6(t—kTo) = Y woxd(t—kTp) (1.17)
k=—0o0 k=—oc0
00 400 0
Z/ 2o(0)5(t —kTh—0)d0 = > mo(t—kTh) (1.18)
k=—o0” ~® k=—00

Esto indica que podemos obtener una funcién periddica a partir de valores discretos de la funcién original.
Este teorema es facila de demostrar. Sélo hay que recurrir a las propiedades de la § y a la definicién de

producto de Convolucién, que puede generalizarse:

1 * / / /
(G*R)(z) = W/@G(m—a:)]%(x)dw
Interprételo como el producto acumulativo de dos funciones, donde una desliza sobre la otra.

Ejercicio—Dirac I1

Este problema clarifica la representacién de la delta de Dirac en tres dimensiones y en coordenadas

cilindricas.

Considere la identidad en Coordenadas Cartesianas:
/5(r —r)d*' =1 (1.19)
En una dimension : [d(x — 2')d2’ = 1y d®r' = da'dy'dz’. Asi, la ecuacién 1.19 se satisface si:

S(r—1')=68(x— 2oy —y)o(z — 7))

Se desea encontrar esta misma equivalencia en Coordenadas Esféricas:

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



14 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

En coordenadas esféricas, dr' = 1'% sin 6'dr'dé’d¢’. Como [d(r —')dr' =1y [§(0 — 6')d8' =1, la

ecuacion 1.19 es valida si:

(= )30~ 656~ &)
r'“sin @

Entonces las ecuacién 1.19, se transforma en coordenadas esféricas en:

S(r—1')=

/ S(r —v)d3¥ = / v’ sin 0/ dr'dg/dg’ — (=)0 — 8)5(6 — &)

r'“sin 0’

/5(1‘ —r)d> = /OOO §(r —r')dr’ /Oﬂ 5(0 —6")deo' /027r 5(¢p — ¢')do

/5(1’ —rYd*' =1

Este préoximo problema le ayudard a acordarse de los cambios de escala. Para demostrar la propiedad de
cambio de escala usando la delta de Dirac, escribimos:

L alL
i@t = 1 [ sy = 1
L —alL

Resuelva los siguientes problemas:

/+0<> e %5(z% — a?) da
/ T e (sin () da

Representacion simbdlica

Para aclarar atin mas el rol de estas funciones, vamos a recurrir a los diagramas de la figura 1.5. El

simbolo * denota producto de convolucién.

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



1.3. SISTEMAS LINEALES Y FUNCION DE TRANSFERENCIA 15

(a)
1 _
SXO_S[X_XU]
X, X
(b)
8X, Rec,
1 1 1
X, X -e/2 +el2 5 i
(c)
A =X Sxka) Rec, |
AAAKAAA 1
a X /2 +€/2 X 4 X

Figura 1.5: Representacion simbdlica de: (a) La funcion 0, y del efecto de la convolucién entre: (b)

La 6 con una funcién cuadrada y (c) El peine y la funcién cuadrada

1.3. Sistemas Lineales y Funcién de Transferencia

Estos sistemas son dtiles como transformadores de sefiales y. Pueden actuar sobre sefiales andlogas o

digitales (numéricas) sin fabricacién de arménicos.

Definicion

Consideremos un sistema sometido a una sefial de entrada (input) x(¢). El sistema entregard como
salida (output) una sefial y(t). El sistema serd LINEAL si la relacién entre las sefiales de entrada y salida
constituye un sistema de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes. De forma equivalente,
el sistema serd LINEAL si cumple simultdneamente las propiedades de : Aditividad y Homogeneidad.

Homogeneidad Si al input () le corresponde un output y(t), entonces al input ax(t) le corresponde
un output ay(t), donde « es una constante.

Aditividad Si a dos inputs x1(t) y z2(t) le corresponden dos outputs y1(t) y y2(t) respectivamente,
entonces al input 1 (t) + x2(t) le corresponderd el output y1(t) + ya(t).

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



16 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

De esta manera el sistema sera lineal si:

z1(t) — y1(t) (1.20)
IL‘Q(t) — yg(t) (1.21)
a1 (t) + oo (t) — Y (t) + ang(t) (1.22)

Ahora bien, el sistema es INVARIANTE EN EL TIEMPO si se cumple que: Si se efectiia un corrimiento en
el tiempo de duracién 6 en la senal de entrada, obtendremos un corrimiento del mismo valor en la sefal

de salida.

Input Output (1.23)
z(t) BN y(t) (1.24)
x(t —0) — y(t —0) (1.25)

Asi, si un sistema es lineal e invariante en el tiempo, tendremos las siguientes correspondencias:

xl(t) — Y1 (t) (1.26)
za(t) — wa(t) (1.27)
Oél:El(t — 91) + CMQJJQ(t — 02) h— Oélyl(t - 91) + agyg(t — 02) (128)

1.3.1. Respuesta Impulsional y Funciones Propias

La funcidn respuesta impulsional h(t) nos resuelve la pregunta sgte: Si tenemos un sistema desconocido,
como podemos conocer la salida y(t) correspondiente a una entrada cualquiera x(t) ?.
Supongamos que la entrada es una delta de Dirac §(t), la salida correspondiente h(t) se denomina

respuesta impulsional o a la impulsién

5() — h(t) (1.29)
S(t—0) — h(t—0) (1.30)
2O0(t—0) — z(O)h(t—0) (1.31)

/Oo 2(0)5(t — 0)d) — /Oo SOt — 0) do (1.32)

Pero como una de las propiedades de la distribucidn de Dirac es:

/OO 2(0)5(t — 0)d6 = (1)

—0o0

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



1.3. SISTEMAS LINEALES Y FUNCION DE TRANSFERENCIA 17

obtenemos que la salida correspondiente a x(t) sera:

/Oo 2(0)h(t — 0) do

Es por eso que es importante conocer la respuesta impulsiva o impulsional h(t) de un sistema. Para toda
entrada z(t), la salida y(t) serd la convolucion de la senal de entrada con la funcién de respuesta

impulsional.

() = /OO S(O)h(t — 0) db (1.33)

—0o0

o0
y(t) = / h(0)x(t — ) do (1.34)

—0o0
Nota: Si inyectamos al sistema una sefial de dimensién D, obtenemos a la salida una sefial de dimensién
D (ej. sefial eléctrica de voltaje, v). Por lo tanto la respuesta impulsional h tiene la dimensién del inverso
de un tiempo s~ 1.

Consideremos una entrada z¢(t) = Ae?™ift donde Ay f son constantes:

ys(t) = /_fo(t—e)h(é)dﬁ (1.35)
() = A / ZeZ"jf(te)h(G)dG (1.36)
yr(t) = Ae?mift / O;h(e)e%jf@de (1.37)
yr(t) = xp(t)H(S) (1.38)

Donde H(f) es un coeficiente tal que:

H(f) = /_ " h(0)e2mi0 g

Vemos que la exponencial compleja es una funcién propia de los sistemas lineales e invariantes en el

tiempo.

Definicion de Funcion de Transferencia

Como hemos visto una funcién x(t) puede descomponerse naturalmente en una base de funciones propias,
gracias a que el sistema es lineal e invariante en el tiempo. La descomposicién de la sefial en una base de
exponenciales complejas, no es otra cosa que la Transformacién de Fourier, que veremos mdas adelante.

Asi, la funcién H(f), que se escribe:

H(f) = /_ " h(0)e g

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



18 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

corresponde a la transformada de Fourier de la respuesta impulsional h(t). También se le denomina
Ganancia compleja o Funcién de Transferencia. Notar que aqui la dimensién de la funcién de transferencia

es 0, por lo tanto podemos representarla en decibeles (su médulo, |H(f)]).

1.3.2. Medicién de la Funcién de Transferencia

En el método temporal, aplicamos una impulsién de Dirac a la entrada y medimos la respuesta impulsional
a la salida. El método arménico nos entrega la ganancia compleja. Existe otro método, denominado
estocdtico, donde la entrada es una senal de tipo aleatoria con una cierta densidad espectral de potencia
(Ej. ruido blanco, Gausiano, etc.).

Principio del método armédnico

Consideramos un sistema lineal, invariante en el tiempo, o equivalentemente, regido por ecuaciones
integro—diferenciales a coeficientes constantes A una sefal de entrada Acos2mft le corresponde una
sefal Bcos(2mft — ¢). La razén B/A, que es una funcién de f, es la Ganancia de la Funcién de
Transferencia; el angulo de fase ¢ se denomina desfase.

Este resultado se puede encontrar simplemente si consideramos como sefial de entrada Ae?™7t. Asi, en

la salida tendremos Be?™ /1% Si hacemos la razén salida/entrada,

Be2mift—¢ B
Ae2mift = Z
Claramente el médulo de esta funcién, B/A, es la ganancia y ¢ el desfase. Entonces bastaria medir

¢

para cada frecuencia, la razén de amplitudes (peak—to—peak) y el desfase, para tener punto por punto la

Funcién de Transferencia del sistema en estudio.
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Nociones Adicionales de Funcién de Transferencia

Aqui veremos la forma de la funcidén de transferencia utilizando nicamente los diagramas de bloque de
la figura 1.6.

(¢ S (¢ S
—» H |— «— H |«—
(a) )

e S, S,

(c)
e S, S
e Hl —V+®+—>
SZ
L I_I2
(@)
e e, S
—'®—| H, ]—>
eZ
H,
(e)

Figura 1.6: Diagramas de bloque mostrando propiedades de Funciones de Transferencia

Consideremos el sistema H (Figura 1.6 a) con una entrada e que provoca una salida s. Es evidente que

la relacién entre entrada y salida puede escribirse como H - ¢ = s 0 mejor,
S
H=-
e

Donde H es la funcidn de transferencia del sistema, asi como vimos anteriormente.

Entre las propiedades importantes de esta funcidn de transferencia esta la denominada irreversibilidad.
Los diagramas de la figura 1.6 nos ayudaran.

La figura 1.6 a), indica que:
s=H-e

pero si cambiamos el sentido de las flechas, como en la figura 1.6 b), tendremos que e = H; - s y por lo
tanto,
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con lo cual concluimos que hay que precisar el sentido de las flechas sobre el diagrama de bloque: Un

sentido de flecha corresponde a una funcién de transferencia dada.

Consideremos una funcién de transferencia en série, como aparece en la figura 1.6 c). Tenemos que

H,-e=s1y s1 es la entrada de Ho, entonces reemplazando s; por su valor anterior:

s9 = Hy - Hye
Donde la funcién de transferencia global es H = Hs - Hy y ademds (demostrar en casa) H = Hy - Hy =
H, - H, (conmutatividad).
Ahora consideremos una funcién de transferencia en paralelo. Aqui se pueden distinguir dos casos que
se aprecian en las figuras 1.6 d), e):
1. En la figura 1.6 d) tenemos que
s = 81+ 82
s = Hje+ Hse
s = (Hy+ Hy)e
H = Hi+H

2. En la figura 1.6 €) tenemos que

s = Hje
e1 = e—ey
es = Hy-s =
s = Hjle— Hs]

— s[1+ H H] = Hye
;- i-Tam

H
= 1+7HI1HQ (1.39)

si en el sumador hubiésemos tenido dos signos + en lugar de un signo + y uno —, entonces la

funcién de transferencia global hubiese sido:

Hy

H=_—""1
1— H1Hy
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1.3.3. Introduccién a los sistemas discretos

Estos sistemas se caracterizan por senales digitales o numéricas, que son representaciones discretas de
sefales continuas.

Las sefales naturales son representadas por funciones continuas del tiempo: sefales andlogas. Actual-
mente, para utilizar microprocesadores, uno muestrea esas sefiales extrayendo una série de valores de esa
sefal (se dicretiza). En general uno realiza un muestreo regular y perfecto de la sefial andloga, asociando
a la sefial andloga esta série de valores discretos en instantes de tiempo nT, siendo T, el periodo de
muestreo utilizado. Esta série discreta z:(nT,) serd la sefial digital, z(n). Estas sefiales, asi como las
sefales andlogas que vimos anteriormente, pueden ser usadas en sistemas lineales e invariantes en el

tiempo, los llamados sistemas muestreados o discretos.

Definicion de sistemas muestreados

Consideremos un sistema muestreado (discreto) sometido a una entrada discreta x(n). El entrega en
al salida y(n). El sistema es lineal si posee las mismas propiedades de homogeneidad y aditividad men-
cionadas anteriormente. Ademads el sistema serd invariante en el tiempo si también cumple la propiedad
correspondiente para sistemas continuos.

Podemos resumir esas correspondencias como:

z1(n) — yi(n) (1.40)
xa(n) — ya(n) (1.41)
arz1(n —ng) + agxe(n —ng)  —  ayr(n —ng) + azyz(n — ng) (1.42)

En este tipo de sistema discreto, las sefales de entrada pueden ligarse a través de una ecuacién de

diferencias, que veremos mas adelante.

Respuesta Impulsional

Consideremos ahora, la entrada como una funcién de Dirac discreta:

0 sin#0

o(n) =dpn =
(n) 0 1 sin=0

Asi como lo vimos anteriormente en sistemas continuos, la respuesta impulsional es la salida correspon-

diente a la impulsién de Dirac aplicada a la entrada. Sea h(n) la respuesta impulsional.Entonces:

y(n) = h(n—p)z(p) =>_ h(p)z(n—p)
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Esta relaciéon es la Convolucién a Tiempo Discreto. Estos sistemas muestreados, pueden ser descritos
en funcién de las frecuencias; Nosotros volveremos a ese punto mas adelante, luego de haber introducido
la Transformada en Z. Con ello uno puede describir estos sistemas a través de ecuaciones de diferencias

que son el equivalente a ecuaciones diferenciales para los sistemas a tiempo continuo.

Ecuacién de Diferencias

La relacién lineal e invariante en el tiempo mas general que permite relacionar dos senales a tiempo

discreto z(n) y y(n) es la ecuacién de diferencias:

+oo +o0
Z ary(n — k) = Z brx(n — k) (1.43)
k=—o0 k=—0o0

Uno considera generalmente que el sistema descrito por esta ecuacién es causal y ademds no puede

involucrar sefiales de salida futuras. Si normalizamos por ag tenemos:

y(n)+ > ary(n—k) =Y bpz(n —k)
k=0

k=1
Esta relacién describe de manera general los sistemas lineales y estacionarios causales.

En la practica, uno se limita a valores del retardo sobre las variables y(n) y z(n), lo que conduce a:

P M
y(n) + Y ary(n—k) =Y bya(n — k)
1 0

Esta expresidn de la relacién salida/entrada es muy (til, porque nos entrega un algoritmo de facil im-
plementacién para calcular la salida en el instante n cuando uno conoce las P y M salidas y entradas
precedentes respectivamente.

En la literatura técnica sobre estos sistemas, encontramos la clasificacién sgte [2]:

= Filtros Autoregresivos (AR): en estos sistemas discretos, la salida en el instante n se calcula a partir
de las P salidas precedentes y sélo de la entrada al instante n, es decir: by = 0 para k > 0.

Se elige casi siempre by = 1 que significa una normalisacién de la entrada. El filtro autoregresivo

(AR) se describe con la ecuacién de diferencias:
P
y(n) + > apy(n — k) = z(n)
1

» Filtros de Promedio Ajustable (PA). es el caso simétrico de los filtros que cumplen: a;, = 0 para k >

1y nos dan la relacién:

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



1.3. SISTEMAS LINEALES Y FUNCION DE TRANSFERENCIA 23

M
y(n) =" bgr(n — k)
0

En estos filtros la salida en el instante n es un promedio de los valores de la entrada en el instante

n y en los instantes precedentes.

La respuesta impulsional h(n) de estos filtros (PA) se obtiene haciendo z(n) = §(n) con lo cual
se obtiene h(k) = b, lo que muestra que la respuesta impulsional tiene una largo finito (M). Se
les llama también filtros de respuesta impulsional finita (RIF). Por el contrario, se puede apreciar
que los filtros AR tienen una respuesta impulsional infinita, de donde proviene la denominacién de

filtros de respuesta impulsional infinita (RII).

= Finalmente, los filtros descritos por la relacién 1.43, el caso mas general, se denominan filtros
ARMA, que son filtros RII.
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1.4. Transformacion de Senales

La naturaleza nos entrega sefales continuas en el tiempo. En los sistemas modernos esas sefiales son
muestreadas para producir sefales a tiempo discreto que sean accesibles para los métodos numéricos
actuales. Nosotros veremos tres tipos de descripciones de esas sefiales y sus respectivas transformaciones.
La dualidad entre sefiales discretas y continuas y la dualidad de la representacién tiempo y frecuencia
nos entrega cuatro clases de sefnales asociadas a cuatro familias de transformaciones.

Las sefiales a tiempo y frecuencia continua estdn relacionadas a través de la Transformada de Fourier
(TF) o la Transformada de Laplace (TL) que hacen transitar la sefial t = v. Las sefiales periédicas poseen
un estatus particular. Son sefiales a tiempo continuo y frecuencia discreta (fundamental y arménicos).
Su representacién tiempo—frecuencia esta relacionada a través de las Series de Fourier.

Ahora bien, las sefiales a tiempo discreto hacen aparecer la denominada Transformada en Z. Lamenta-
blemente la nocién de frecuencia no estd bien representada en la Transformada en Z, con lo cual uno
debe incorporar la Transformada en Frecuencias Reducidas para poder recuperar la nocién intuitiva de
frecuencia. Estas senales a tiempo discreto dependerdn de una variable continua en frecuencia.

Por ultimo, las senales a tiempo y frecuencia discretos serdn representadas a través de la Transformada
de Fourier Discreta (TFD) que posee una versién (algoritmo) muy conocido denominado Fast Fourier
Transform, FFT.

1.4.1. Transformada de Fourier

Transformada de Fourier Directa

Sea x(t) una sefial transitoria (no periddica) que verifica:

+o0
/ |z(t)|> dt FINITA

—0o0

La transformada de Fourier nos entrega el Espectro complejo de x(t):

X(v) = /+OO z(t)e 2 dt — X (v) = TF[z(t)] (1.44)

—00

Este espectro es una funcién de valores complejos. Las partes Real e Imaginaria del espectro son:

+oo

Re[X(v)] = / x(t) cos(2muvt) dt (1.45)
+0o0

Im[X(v)] = —/_ x(t) sin(2wvt) dt (1.46)

Son componentes en Fase (cos) y Cuadratura (sin) a la frecuencia v. Tipicamente el espectro se escri-

bird en médulo (espectro de amplitud):
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X ()| = {Re[X ()] + Im[X (v)]*}'/*

y en fase (espectro de fase):
Im[X (v)]
— t - - ~ 7-
bx(v) = arc an{ R

Transformada de Fourier Inversa

Una de las propiedades esenciales de la TF es que es invertible. Se puede reconstruir una sefial a partir
de su espectro complejo:
o0 )
x(t) = X ()™ df — x(t) = TF X (v)] (1.47)

—00
La TF inversa (TF~!) permitira interpretar a x(t) como una suma de componentes de frecuencias puras

(€2™¥%) donde el médulo y la fase estdn determinados (fijos) a través del espectro complejo X (v/).

Otras notaciones

Generalmente la TF se representa usando la frecuencia fisica v en unidades de ciclos/segundo (Hertz,
Hz). Hay gente que prefiere representar la TF usando la frecuencia angular w = 27v en unidades de

rad/segundo. En ese caso, la TF y la TF~! se pueden escribir como:

+o00 )

X(w) = (27:)1/2/_00 z(t)e ™ dt (1.48)
+o0 )

z(t) = (27:)1/2 N X (w)e™ dt (1.49)

Sin embargo el algebra resultante es la misma.

Significado Fisico

X (v) y z(t) representan el mismo observable fisico en dos representaciones diferentes. Para z(t) la sefial
se desplaza en un dominio amplitud—tiempo y para X (v) la sefial se desplaza en un dominio amplitud
compleja—frecuencia.

Es importante notar que ambas relaciones 1.44 y 1.47 son complemetarias. Una senal localizada en el
plano de Fourier correspondera a una senal totalmente des—localizada en el espacio directo. A la inversa
es lo mismo. Esto se explica por una relacién de Incerteza que nos obligard a predecir con un cierta

precisién una componente en ambos espacios (Heisenberg).
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Condiciones de Existencia

Se puede demostrar que, para que una funcién f(¢) tenga una TF, funcién de v definida por 1.44 es

necesario y suficiente que:

1. La funcién f(t) sea acotada (no diverja)

2. La integral de |f(t)| entre [—00, +00] tenga un valor finito

3. Las discontinuidades de f(¢) y sus maximos y minimos sean, en nimero, finitos.

Es decir para que la TF de f(t) exista es necesario que la sefial contenga una energia finita (observar en

un intervalo de tiempo o ventana temporal).

Algunas Propiedades de la TF

LINEALIDAD

La TF es una operacién lineal:

g(t) = G(v) (1.50)

Estas dos relaciones permiten ver la linealidad:

af(t)+bg(t) = aF(v) + bG(v)

PARIDAD
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Relaciones de paridad de la TF

x(t)

H X(v)

Real y Par
Real e Impar
Imaginaria y Par
Imaginaria e Impar
Compleja y Par
Compleja e Impar
Real Cualquiera
Real Cualquiera

Imaginaria Cualquiera

Parte Real Pary
Parte Imaginaria Impar

Parte Real Impar y

Parte Imaginaria Par

Real y Par
Imaginaria e Impar
Imaginaria y Par
Real e Impar
Compleja y Par
Compleja e Impar
Parte Real Par
Parte Imaginaria Impar
Parte Imaginaria Par

Parte Real Impar

Real

Imaginaria

Si z(t) es cualquiera (por ej. compleja) tenemos las relaciones siguientes, donde el asterisco significa

complejo conjugado:

X(v)

X*(~v) (1.51)

Aqui vienen otras relaciones simples entre la TF de x(t), *(¢) y x(—t):

Relaciones Simples de la TF
(t) | 2*(t) = X*(—v) | 2(~t) = X(-v)
Real X(v) X*(v)
Imaginaria —X(v) —X*(v)
Par Cualquiera X*(v) X(v)
Impar Cualquiera —-X*(v) —-X(v)
Cualquiera X*(—v) X(—v)

Las relaciones de paridad pueden quedar mas claras si analizamos un ejemplo: Suponga que la funcién

q(t) es REAL y posee una transformada de Fourier Q(v) dada por :
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Donde

Si identifica los términos haciendo:

+oo
Ulw)+jV(v) =
+o0 +oo
cos(2nvt)dt —j / q(t) sin(27vt)dt

—00

.
/

q(t)e_%j”tdt
(t)

—00

U(v) V(v)
(1.52)

Esto implica que U(rv) = Re[Q(v)] es PAR y V(v) = Im[Q(v)] es IMPAR. Con ello tenemos que:
U(v)=U(-v)y V(v) ==V (—v). Al usarlo en Q(v) obtenemos que:

Q-v) = U(=v)+ V()
= U(—v) - V()
= UW) - V()
—_——

Q)
(1.53)

Esto se resume diciendo que si ¢(t) € R entonces Q(—v) = @Q*(v) donde el simbolo * representa el
complejo conjugado. Este es el principio de reflexion. También es vélido al revés: Si se cumple este

principio, entonces la funcidn ¢(t) es real.

SIMILITUD

La ecuacién f(t) = F(v) conduce a una relacién de escala:

1 v
flat) = —F (%)
a \a
Una agrandamiento de la escala de tiempo conduce a una contraccion de la escala de frecuencias (ver
figura 1.7).
TRASLACION

La ecuacién f(t) = F(v) conduce a una relacién de translacién:
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Sefial Temporal
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Ambas TF de f(t) y f(t — a) tienen el mismo médulo pero la TF de f(¢t — a) sufre una rotacion de fase

e—QWjaVF(V)

Transformada de Fourier

0.5
0
-20 -10 0 10 20
Hz
1
0.5
0
-20 -10 0 10 20
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1
0.5
0
-20 -10 0 10 20
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1 .
0.5
0
-20 -10 0 10 20
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Figura 1.7: Ilustracién de la Propiedad de Similitud

f(t—a) = cos(2nva)F(v) — jsin(2rva)F(v)

en el plano de Fourier de —2mav.

En el caso de una funcién cualquiera dada, una translacién crea una deformacién de las partes Real e
Imaginaria de la TF, pero mas importante aun, la translacién puede modificar la pendiente de la fase de
la sefial de origen. Esta propiedad es obviamente reciproca, es decir que si F'(v) = f(t) entonces

F(v—a) = f(t)et?mat
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Como ejemplo tomemos la Distribucién de Dirac §(v), que posee una TF cosntante:

v)=1

Si efectuamos una translacién en la Delta en —a y +a tenemos:

S(v—a) = er?ma
d(v+a) = e~ 2miat
d(v+a)+d(v—a) = 2cos2mat (1.55)

TRANSLACION EN FRECUENCIA Y MODULACION

Sabemos que la relacién f(t) = F(v) conduce a:

f(t)e_%j”f’t = F(v—1p)

Esto corresponde a una Modulacién de la sefial e =277%! por la sefial f(t), muy utilizado en telecomunica-
ciones. La sefial f(t) es la sefial Modulante y la sefial oscilatoria e ~2™/%#! es |a Portadora (Carrier Wave),
cuya frecuencia depende del canal utilizado en la comunicacién. La translacién en frecuencia en una sefial
f(t) se hace multiplicando por una frecuencia pura. En el caso de sefiales reales, la multiplicacién se hace

con coseno O seno:

f(t) — f(t) cos2mupt

Evidentemente, la TF de la senal modulada es:

TFLf(t) cos 2mu,t] — %{F(V — )+ P+ 1)}

Esta operacién queda clara en la figura 1.8. La sefial de baja frecuencia f(t) luego de la multiplicacién por
cos 2mvpt queda localizada alrededor de las frecuencias +1, y —14,. No le recuerda esto la localizacién
de una funcién cuando le aplicamos una Delta de Dirac ? ( Vea la ecuacién 1.55).

DERIVACION

Si tenemos :

de(t) ,
i (2mjv) X (v)

d*z(t)  \n
el (2mjv)" X (v)
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2.
ft) = eV F(v)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
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f,(®) = f(t) cos(2r0t) F,O)
1 1
0.8
0.5
0.6
0
04
-0.5
0.2
-1 0
-1 -0.5 0 0.5 -15 -10 -5 0 5 10 15
t[s] v [Hz]

Figura 1.8: Ilustracion de la Propiedad de Modulacién. Aqui la frecuencia de la portadora es v, = 10

Hz

Esta propiedad se aclara con una Gaussianna:

677#2

te—ﬂ't2

Detalle del Proceso de Modulacion

—TV

2
- —TV
—jre

Como dijimos anteriormente, la modulacidn es la alteracién de alguna propiedad de una onda portadora
(carrier wave) producida por otra sefial la cual contiene informacién relevante. Las portadoras pueden ser

sinusoides o trenes de pulsos. En el caso de las sinusoides, la sefal modulante puede alterar la amplitud
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o la frecuencia de la portadora. Para los pulsos, la sefial modulante puede modificar la amplitud o la
duracién de ellos provocando alteracion de fase.

La modulacién es usada en tres areas:

1. Seiiales de TV, radio, cintas magnéticas. Cuando la sefial modulante no puede ser transmitida

directamente en un medio dada su baja frecuencia.

2. Sefiales Multicarrier. Cuando se necesita transmisién de muchos canales sobre un sélo medio. Se

usan muchas portadoras a diferentes frecuencias. El caso de la fibra éptica.

3. Mejorar razén sefial/ruido. En mediciones eléctricas, dpticas. Aqui la modulacién es usada para
mover el ancho de banda correspondiente a la sehal que contiene informacién a una porcién del

espectro donde el ruido es menor.

Para que la modulacién tenga utilidad, debe ser un proceso reversible. Esto se denomina demodulacién.

Modulacién de Amplitud, DSB y AM

La sefial modulante (la informacién) alterard la amplitud de una portadora sinusoidal. La frecuencia de la
onda portadora es en general mucho mas grande que las frecuencias contenidas en la sefal modulante. Con
este procedimiento, la informacién en la sefial modulante es trasladada (shift) hacia las altas frecuencias,
logrando llevarla a regiones del espectro libres de ruidos, como el ruido tipico 1/v, el ruido asociado a
los 50 Hz alterno y sus armédnicos etc.

Dentro de la modulacién de amplitud existen dos tipos: Modulacién DSB (Double Side Band) y Mo-
dulacién AM (Amplitude Modulation). Consideremos el caso particular de una onda modulante sinu-
soidal de la forma f(t) = A, cos(w,t). La portadora es en general también sinusoidal, de la forma :
p(t) = Apcos(wpt), con wy > w,.

Comenzamos con la modulacién DSB, que consiste en multiplicar ambas sefiales directamente (a través
de un dispositivo electrénico, ej AD554). El resultado es una sefial de la forma:

M) = 71) - p(t) = 22

Donde sélo aparecen las frecuencias suma y diferencia: (w, £ w,). Esto se verd reflejado en el espectro.

(cos(wp + wo)t + cos(wp — wo)t)

Sélo apareceran estas frecuencias, no veremos las rayas espectrales ni de f(¢) ni de p(t). Por este motivo
a este tipo de modulacién se le denomina DSB, dos rayas espectrales a ambos lados de la frecuencia de
la portadora w), sin que esta aparezca directamente.

Ahora veamos el proceso de modulacién AM. Este es el proceso de modulacién usado en seiales radio.
La dnica diferencia con la modulacién DSB es que aqui se agrega (suma) a la sefal resultante M (t) la

onda portadora p(t):
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Sefial modulante f(t) = cos (mo t) Sefial Portadora p(t) = cos(mp t) (mp >> wo)
1 . . . - 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 w, = 6.28 1/s -0.5 Jp = (T
-1 -1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Modulacion DSB: M(t) = f(t)Cp(t)

Modulacion AM: M(t) = f(t)Cp(t) + p(t)

1 2
0.5 1
0 0
05 -1
0 02 04 06 08 1 20 02 o0a 06 o8 1

Figura 1.9: Procesos de Modulacién tipo DSB y AM

M(t) = f(t) - p(t) + p(t)

Aunque esto parezca una diferencia insignificante, tiene profundas consecuencias en el proceso de de-
modulacién. La gracia de la modulacién AM es que la envolvente de la sefial M(t) es exactamente la
sefial modulante f(t). En general esto no es cierto para la modulacién DSB, porque alli los cambios de
signo de f(t) se codifican en cambios de fase de M (t) y esto complica la demodulacién. Los circuitos
para demodulacién AM son mdas simples que para modulacién DSB, con lo cual se explica la popularidad
de la modulacién AM (demuestre que un cambio de signo en una sefial f(¢) produce cambis de fase o
inversién de fase en la sefial M (t)).

En la figura 1.9 se aprecia que sélo en el caso de la modulacién AM, la envolvente de M () coincide

exactamente con la sefial modulante f(¢). La sefial resultante de la AM es entonces:

M(t) = [1 + A, cos(wot)] cos(wpt)

Con ello, aparecen en el espectro tres rayas espectrales asociadas a: w, £w, y a wp. Note que el proceso de
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modulacién es No Lineal, y en el curso vimos que la aparicién de las frecuencias wy, £ w, es caracteristico

de este tipo de procesos.

Demodulacion

El método general para demodulacién de amplitud, DSB o AM, es la multiplicacién sincrona con una
sefial sinusoidal, d(t), de igual frecuencia y fase que la portadora p(t), seguido de un filtraje pasa-baja
(electrénico). Este proceso traslada la sefial M(t) hacia las bajas frecuencias en el espectro hacia su
ubicacién original, pero genera algunas componentes de alta frecuencia (2w,). De esta manera es posible
decodificar la informacién transmitida en el proceso de modulacién. Note que si no puede crear una senal
d(t) de igual frecuencia y fase con p(t), entonces tendrd que transmitirla junto a M (t) para poder realizar
la demodulacién (especialmente en el caso de DSB).

En la figura 1.10 se aprecia el proceso de demodulacién, usando la referencia d(t) = A, cos(wpt).

Multiplicador Filtro Pasa-Baja

S S

— X =\ —

e=A cos(® t) A cos(® t)

d(®) s :(AOA /2) [cos(oau t) +cos(2w t)cos(oau t) ]

s=(AU A /2) [cos((;)o t) ]

Figura 1.10: a) Proceso de Demodulacién para casos DSB y AM

En los experimentos de laboratorio se usa preferentemente la modulacién DSB, en particular para mues-

treo sincrono de senales luminosas y sonoras.

Casos particulares

Funcién Ventana (Window)
Esta funcién, Mp(t), se aprecia en la figura 1.7, vale 1 dentro del intervalo [—-T/2,4+T/2] y cero fuera
de él. Su TF es la siguiente (Ejercicio para la casa):

sin(mvT)

|_|T(t) =T T

—mjvT

Si efectuamos una translacién, My (t —1'/2), su TF es la TF de Mz (¢) multiplicada por e , 0sea :
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i T
gt = 1/2) = T3 1o e T) — G sin(moT)
0%
Distribucién de Dirac
La TF de la Delta sabemos que es: it) =1 , Con lo cual:

5(t —tg) = e 2™t

Peine de Dirac

El peine de Dirac se escribia :

sty = i §(t — kT)

k=—o0
con la ayuda de las relaciones siguientes:

> 1 & t

Z 0t —kT) = T Z exp(fQijn)
k=—o00 k=—00

> 1 « 1

D 0t—kT) = = ) - )
k=—00 k=—00

Asi la TF del Peine es:

Frecuencias Negativas

La TF de una funcién esta definida para frecuencias tanto positivas como negativas. No es facil dar una
interpretacion fisica a las frecuencias negativas, aunque hay casos como en la velocimetria Laser Doppler
(http://en.wikipedia.org/wiki/Laser_Doppler_velocimetry), donde el sentido fisico de dichas frecuencias
se asocia al efecto de una modulaciéon de la sefial de interés producto del movimiento de particulas
dentro de un fluido, produciéndose un corrimiento (shift) de la componente espectral de la sefial. Un
ejemplo mas cotidiano son los cambios en la frecuencia audible de un mévil que se acerca o se aleja de un
observador (ambulancias), producto del efecto Doppler (http://en.wikipedia.org/wiki/Doppler_effect)

Generalmente, las sefales usadas en experiencias de laboratorio son reales, y si calculamos la transformada
de Fourier de una sefal real, el espectro de Fourier es una funcién par. Ahora bien, si quisiéramos construir
una sefial compleja a partir de una senal real dada, podemos, a partir de la TF para v > 0, tratar de

reconstruir por simetria la TF a frecuencias negativas. A esta técnica se le denomina Sefial Analitica.
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Transformada de Hilbert

En tratamiento de senales, generalmente se necesita relaciones entre la parte real e imaginaria de una
sefal. Esas relaciones son normalmente descritas con ayuda de la transformada de Hilbert. Esta trans-
formacién, muy utilizada en teoria de comunicaciones, permite describir la envolvente de una senal real
(portadora) y su frecuencia instantanea.

En el diagrama de la figura 1.11 se muestra el proceso de modulacién de una sefial z(t) usando la

portadora cos(wt) entregada por el oscilador. EI médulo de transformacién de Hilbert crea una sefial

Filtro
@ Pasa Baja | 1z

sin(wt) a partir de la sefial cos(wt).

cos( t)
Oscilador
X(t)
Transformada
Hilbert
l sin(w t)
Filtro
@ PasaBaja | =~ H2F

Figura 1.11: Rol de la transformada de Hilbert en el proceso de Modulacion

Este diagrama entrega dos componentes (R, |, real e imaginaria) de la sefial modulada.

La transformada de Hilbert (TH) se define como

1 1 [ x(0
THz(t)] = x(t) * — = V.P./ 20) 4o
mt T ) ot —0
donde V.P. es el valor principal de la integral, es decir, el valor de la integral al evitar las singularidades
enf=tyf==xc0.
Al escribir la transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de la funcién x(t) y usando el teorema

del producto de Convolucién, tenemos
1 1 1 .
TF <x(t) * ) =TF (> X(v) donde TF <> = —jsgn(v)
Tt Tt Tt

Un truco es expresar la funcién signo como sgn(v) = 20(v) — 1, donde O(v) es la funcién escalén

unitario en el dominio frecuencial. De esta manera,
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1 —j X)) v>0
TF <x(t)*>: X ()
mt +jX(v) v<O0
Esto se traduce en que la transformada de Hilbert produce una rotaciéon de —90° en las componentes de
frecuencia positivas y una rotacién de +90° en las componentes de frecuencia negativas de la sefial x(t)

(al multiplicar por +j).

Algunos ejemplos:

Transformada de Hilbert
Sefial z(t) | TH[x(t)]
sin(t) — cos(t)
cos(t) sin(t)
1 _t
1442 14¢2
sin(t) 1—cos(t)
¢ ¢
4(t) ol

Senal analitica

Cuando uno considera una sefial real, su espectro es par, por lo que los valores del espectro para las
frecuencias negativas son superfluos y pueden no considerarse sin tener ningun efecto sobre la sefial de
interés. Sélo nos interesan las frecuencias positivas. Si es necesario construir una sefial compleja z,(t)
que represente a x(t), tal que Z,(v) = TF[z,(t)] sea idénticamente nula para v < 0 e igual a 2X (v)
para v > 0, tenemos que la sefial andlitica de x(t) es Z,(t) dada por

Zy(t) = x(t) + j TH[x(t)] y en Fourier Zy(v) = X(v) + X (v)sgn(v)

Donde la funcién sgn se puede re-definir por:

+1 siv >0
sgn(v) =4¢ 0 siv=0
-1 siv <0

Ahora la funcién z,(t) es compleja:

2:(t) = TF [ Z,(v)] = 2(t) + jTF [—jsgn(v) X (v)]

Lo cual nos entrega:
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Asi, nuestra funcién analitica queda representada por

ze(t) = x(t) + jTH[2(t)]

Note que la TH equivale a filtrar la sefial con un filtro de ganancia compleja, dado por: j sgn(v) como

vimos anteriormente.

Ejemplo 1: Si x(t) = cos(wot) entonces T'H[x(t)] = cos(wot — §) = sin(wot). Y la sefial analitica es

entonces Z,(t) = cos(wot) + 7 - sin(wpt) = 7«0t

Ejemplo 2: Si z(t) = cos(wit) + cos(wat), entonces Z,(t) = e/l1lt 4 eilwzlt,

Nota para fandticos de Matlab: Si Ud. tiene una funcidn real v,(t) y quiere encontrar la sefial analitica,

vq(t), correspondiente, puede usar, en Matlab, el comando siguiente:
Vg = vr + J * Imag(hilbert(v,))

Transformada de Fourier del Producto de Convolucion

La idea es determinar cual es el aspecto del producto de convolucién en el espacio de Fourier.

El producto de convolucién entre dos funciones g(t), r(t) esta definido por la relacién:

(g*71) = /Oo gt —tr(t)dt

—00

Si calculamos la T'F' del producto de convolucién, obtenemos lo sgte:

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



1.4. TRANSFORMACION DE SENALES 39

TF[gxr] = /e—%ﬂ'”t </g(t — t’)r(t’)dt’) dt
TFlgxr] = / g(t — e 2=t gt — ¢/) / e~ 2m v (¢ dt!

G(v) R(v)
TF[g*xr] = G)R(v) (1.56)

Esto es, la TF del producto de convolucién en el espacio real de dos funciones, se transforma en el
producto simple entre las T'F' de cada una de las funciones.

Lo mismo ocurrird, en sentido inverso, si calculamos la TF~! del producto de convolucién entre dos
funciones en el espacio de Fourier. Obtendremos el producto simple de ambas funciones en el espacio
real. Es decir:
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1.4.2. Transformada de Laplace

Como hemos venido viendo, la funcién de transferencia de un sistema lineal es la razén entre la salida y
la entrada del sistema. Cuando el sistema estd descrito por ecuaciones diferenciales es dificil calcular esa

razén s/e. Por este motivo hemos introducido ya la TF y ahora la Transformada de Laplace.

Definicion

Sea f(t) una funcién de variable real ¢t y NULA para t < 0, osea una funcién causal. La transformada de
Laplace (TL o L) es:

F(s) = /0 T (et dt — F(s) = TL(1)] (1.57)

En esta integral, s puede ser una variable real o compleja. Si s es compleja se supone que la parte real de
s es superior a un cierto valor g y que en esas condiciones la integral converge. Osea que si s = 0 + jw

entonces o > 0y.

Si s es imaginaria pura (s = jw), F(s) se reduce a la Transformada de Fourier de la funcién f(t), y
serd igual a 0 sit < 0y a f(t) si t > 0. Escribiremos continuamente F'(s) = T'L[f(t)]. Ademds esta

transformacion es LINEAL, con lo cual:

TLfi(t) + fo(t) = TL[fi(t)] + TL[fa(t)]
TLlaf(t)] = oTL[f(t)] (1.58)

La transformada inversa de Laplace estd dada por la integral

c+joo
f(t) ! / F(s)e*tds — f(t) = TL7Y[F(s)] (1.59)

B 27 —joo
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Demostracion

Mostramos anteriormente que la TF de una funcién f(t) existe si la integral [*_|f(t)|dt es finita. Esto

requiere que f(+oo) = 0. Pero si f(t) tiene las sgtes. propiedades:

1. f(t)=0parat <0

2. limy_oo f(t)e =0 con Re(c) >0

Podemos deducir la integral que representa la TL de f(t). La propiedad 2 no requiere que f(co) =0 o
incluso finita, sino que requiere que f(t) se aproxime a su limite al infinito en forma mds lenta que .

Definimos:

a(t) E{ g(t)ec zzg

Donde c es real y mayor que cero. Ademds conocemos la funcién escalon de Heaviside ©(t) definida por:

1 ¢
@(t):{ >0
0 t<0

Al usar ©(t) podemos escribir la funcién ¢(t) como:

q(t) = O(t) f(t)e™
Le calculamos la transformada de Fourier a ¢(t) que gracias a ©(¢) nos entrega en realidad la TF de f(¢)
Q) = / O(t) f(t)e~cr2mmlt g — / f(t)e et gy (1.60)
oo 0
Escribimos también la transformada inversa de Fourier como:

q(t) = f(t)e " = /OO Q)e*™ "y t>0

t

Multiplicamos por e a ambos lados, con lo cual nuestra funcién f(¢) queda definida por:

f(t) = /_ ” Q)elt2miMitg, >0 (1.61)

Si hacemos el cambio de variables

s=c—+2mjv

La integral 1.60 se transforma en:
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Fo)= [ et = Fls) = TL{f(0)

Y la integral 1.61 se transforma en:

c+joo s
f@=/ F(s)et 2 p(s) = TL Y f(0)

—joo 27Tj

En la tabla siguiente se resumen algunas de las propiedades de la Transformada de Laplace.

Propiedades de la Transformada de Laplace
Transformada de Laplace H Funcién Temporal ‘ Comentario
F(s) f(t) Par de transformacién
aFi(s) + BFa(s) afi(t) + Bfa(t) Superposicién
F(s)e flt—=2X) Shift temporal
ﬁF (%) f(at) Escala
F(s+a) et f(t) Shift frecuencial
sF(s) — f(0) d];g) Derivacién
s2F(s) — sf(0) — £(0) deJ:gt) Derivacién
1F(s) + L[ f(H)dtlo [ f@®)dt Integracién
Fi(s)Fa(s) f1(t) * fa(t) Convolucién
—d%F(s) tf(t) Multiplicacién por ¢
% fffj?;o F1(0)Fy(s — 0)do f1(t) f2(t) Producto de funciones

A continuacion se presenta una lista de TL's de las funciones tipicas. Mds adelante veremos que la gracia
de la TL aplicada a una funcién del tiempo es que convierte la ecuacidén diferencial que gobierna el
sistema en una ecuacién algebraica. La TL va a ser usada para encontrar la solucién (en el dominio s)

de las ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes (para ¢ > 0).
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Tabla de pares transformados de Laplace
F(s) H ft)t>0 Comentario
1 o(t) Dirac
1/s O(t) Escalon unitario
1/ t Rampa unitaria
21/s? t2 Parabola
31/s* t3 Cubica
m!/smtt tm Potencia m
1/(s+a) et Exponencial
1/(s + a)? te= ot Exponencial
1/(s+a)? yt2eat Exponencial
1/(s+a)™ ﬁtme%t Exponencial
s(s‘ia) 1—e o Exponencial
Wﬂ-a) Llat —1+ e Rampa-Escalon-Exp
(.SJFZ)_% e~ — bt Exponencial
(Sfa)g (1 —at)e™ Exponencial
ﬁ 1—e %1+ at) Exponencial
% be 0 — ge~ Combinacion
ﬁ sin at Sinusoide
@ cosat Sinusoide
% e cos bt Modulacion
W e~ % sin bt Modulacion
% 1 — e (cosbt + ¢ sin bt) Combinacion
82+2228+a2 \/;“_?6*4‘” sin(ay/1 — (2t) Sist. 2° orden
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Casos Interesantes

Aqui veremos algunos trucos asociados al cdlculo de Transformadas de Laplace y que serdn utilizados en

el andlisis de sistemas de control en los capitulos siguientes del curso.

Considere la TL de la Delta de Dirac §.

e=sto to >0

TL[6(t —to)] = /Ooo 6(t —to)e™*" dt = { 0 to <0

Si ahora calculamos la TL~!, obtenemos otra representacién integral de la &

L[ o)
(5(t—t0):% ' e ds t()>0
c—joo

Considere ahora la TL de la funcién escalén (step) de Heaviside ©(t — tp):
o0 o0 1
TL[O(t —ty) = / Ot — to)e St dt = / e Stdt = —e~sto
0 to S

con lo cual la funcién escaldn se puede representar en forma integral como:

ct+joo
@(t _ tO) — 1/ es(t—to)@
27’[‘] c—joo s
Si tomamos la derivada de esta ecuacién con respecto al tiempo:

d 1 etjoo
el _ - s(t—to) o — _
7j@(t to) 5 j/c ; e ds = §(t — to)

Parece mds o menos claro que la derivada de una funcién escaldn es nula alrededor del punto de quiebre

y es justo alli donde la derivada se hace infinita, asemejandose a una linda Delta de Dirac. Este caso se

puede estudiar en detalle al modelar el punto de quiebre con una funcién suave, a la cual le hacemos

tender el radio de curvatura a cero.

Considere la funcién f(t) que posee una TL dada por F(s). Su derivada c/r al tiempo es df /dt. Calcu-

lemos la T'L[df /dt]:

. |:df:| _ /Ooo %efﬁtdt _ efstf(t)‘zo n S/OO e,stf(t)dt

dt 0
= (€5 f(00) — F(0)) + STL[f (1)
=0
(1.62)
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Ojo que el primer término del lado izquierdo de la ecuacién anterior es nulo siempre y cuando Re(s) > 0.

Finalmente, tenemos que:

TL[?H — sF(s) — (0)

Para la derivada de segundo orden, el célculo es también simple y nos entrega:

2
TL [‘jltf] = s?F(s) — sf(0) — f(0)

Se advierte que gracias a la TL, aparecen naturalmente las condiciones iniciales asociadas a los operadores
de diferenciacién, f(0), f/(0).

Calculemos ahora la TL de una integral. Sea R(t) una funcién del tiempo dada por:

R@-Af@#

Calculamos sabiendo que T'L[f(t)] = F(s):

TLIR(t)] = /0 Ooe—stR(t)dt

o) t
= / e st / f(tat' dt
0 0
t

1 o 1 [ dR
= (—=e*" — R(¢ - —
<se R()>‘0+5/0 ST

—_—

F(s)

(1.63)

Evaluacion de Integrales de Laplace

Obtener la TL de una funcién del tiempo es simplemente calcular una integral. En la mayoria de los casos
para obtener la transformada inversa se usa una tabla, pero no siempre funciona. Hay casos en que se
debe evaluar la integral a través del célculo de la integral por integracién compleja (Teorema de Cauchy)
usando el calculo de residuos que aprendid en los cursos de Variable Compleja. Si ud. estd interesado en

entender esta técnica de evaluacién de integrales, le sugiero revisar algln texto de Variable Compleja.

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



46 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

Ejemplo

Tenemos la sgte. ecuacién diferencial de un oscilador (péndulo) efectuando oscilaciones de pequefa

amplitud.

mi + kx = f(t)

Aplicamos la T'L a dicha ecuacién término por término, usando la tabla de pares transformados dada en

clases, y obtenemos:

TLm# = m(s*X(s) — sz(0) — &(0))
TLkz] = kX(s)
TLIf(t)] = F(s)

Con lo cual, ordenando, obtenemos:

(ms® 4+ k)X (s) — msz(0) — ma(0) = F(s)

Despejamos X (s):

F(s msz(0 max (0
X(s) = ms;—z k 75222++k o
——

Sol. Particular  Efecto Condiciones Iniciales
Evidentemente si queremos la solucién temporal x(t) debemos calcular la transformada de Laplace Inversa
TL~!'. Esta la calculamos utilizando la tabla de pares transformados de Laplace dada en clases. Pero
antes de ello, debemos definir cual es la funcién f(t), funcién forzante del oscilador. Supongamos (algo
simple) que es una funcién escalén de Heaviside ©(t), cuya T'L estd dada en la tabla, y es F(s) =
TL[O(t)] =1/s. Con lo cual,

} o [msa:fSL—iTr;:k(O)}

2(0) cos \/E + aa(O)ﬁ sin \/E]

s(ms? + k)

LN L
2 ]{,‘COS m

x(t) = TL_l[
1

_l’_
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1.5. Transformacion de Senales a Tiempo Discreto

Las sefiales a tiempo discreto son usadas en el tratamiento numérico de datos. Se obtienen a través de un
muestreo de sefales analogas. Para poder expandir la representacién frecuencial a las senales de tiempo

discreto, se introduce Is Transformada en Z y la Transformada en Frecuencias Reducidas.

1.5.1. La Transformada en Z (T7%)

La transformada en Z de una sefial a tiempo discreto x(n) es la funcién de variable compleja z:

o0

X(2) =TZ[z(n)] = > _a(n)z™"

—0o0
Esta funcion estd definida en un disco del plano complejo. Entre sus propiedades poder mencionar la
Linealidad, es decir, si X (z) = TZ[x(n)] y Y(z) = TZ]y(n)] entonces:

TZ[ax(n) 4+ by(n)] = aX (z) + bY (2)

También existe la translacién en iempo discreto, que nos permite dar un significado fisico a z71:

TZx(n—mng)] = X(z)z7 "
TZ[z(n—1)] = X(2)z!

Con esto 2~ ! representa la operacién retardo unitario. Esta propiedad hace que la T'Z sea tan (til en

teoria de muestreo de senales.

Funcion de Transferencia

Sea un sistema discreto (muestreado) de respuesta impulsional h(n). Le aplicamos x(n) a la entrada y

en la salida obtenemos y(n). Nosotros conocemos la ecuacién de convolucién,

y(n) =Y h(n—p)z(p)

Si le calculamos la T'Z a esta ecuacidn, obtenemos:

Y(z) = ) yn)z" =Y hin—pap)z"
p n p
= 2D Mn=p) " Pa(p)er

n—p p
Y(z) = H(2)X(z) (1.64)
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Asi como vimos en la transformada de Fourier y la transformada de Laplace, también en la transformada
en Z el producto de convolucién se transforma en un producto simple en el espacio transformado. Ojo

que sera H(z) la funcidn de transferencia de nuestro sistema discreto.

Polos y ceros

La salida y(n) y la entrada z(n) de un sistema discreto pueden relacionarse a través de la ecuacion de

diferencias vista anteriormente.

P M
y(n) + Y ary(n—k) =Y bya(n — k)
1 0

Si tomamos la T'Z a esta ecuacién y usamos las propiedades de linealidad y translacién en el tiempo,

entonces obtenemos:

P M
Y(2)(1+ Z arz ") = X (2) Z brzk
1 0

Si ademads sabemos que el sistema debe tener un funcién de transferencia H(z) tal que:

_NE) _ et
D(z) 1+ Zf apz=k

Esta es una funcién tipo fracién racional en z. Si factorizamos el numerador y el denominador, tenemos

que:

M
_ o pom 1Lz (2 — 200)
H(z) =byz 5 4
Hj:l(z — Zpj)
Los ceros del numerador zp; son CEROS del sistema o de H(z). Los ceros del denominador son z,; son
POLOS del sistema o de H(z). Los polos y ceros van a describir toda la dindmica del sistema alrededor

de un factor de amplitud (bp) y un retardo (27~).

1.5.2. Transformada en frecuencias Reducidas, (T'R)

Esta transformacién, originada por la T'Z, permite extender el concepto de frecuencia a las sefales a

tiempo discreto.
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La TR

Si escribimos la transformada de Fourier (T'F') de una sefial a tiempo continuo:

X(v) = /_ T (e Ty

Para llevar esta T'F a sefiales a tiempo discreto hay que hacer lo sgte: Reemplazar la integral | por
una sumatoria > (una série discreta) y cambiar la variable temporal ¢ continua por un tiempo discreto
n. Para una sefal muestreada con un periodo de muestreo Tg, el producto vt se trasnforma en vnlg.

Ahora introducimos la frecuencia reducida

A=VI1g
que es un nimero sin dimensién, con lo cual:
+00 A
X(\) =TR[z(n)] = Y z(n)e 2"
n=—oo

Esta transformada en frecuencias reducidas esta relacionada a la transformada en Z, al hacer:

5= 627r])\

la TR es la TZ obtenida al describir, en el plano complejo de z, un circulo de radio 1 (cf. Figura 1.12).

Esto se puede interpretar diciendo que la frecuencia estd contenida en la fase de z : 2w .

4 Im(z)

M
1 27h

\\/ Re(2)
G

Figura 1.12: Plano complejo de z y la frecuencia reducida

Frecuencia y frecuencia reducida

A partir de la T'R, uno puede encontrar la senal a tiempo discreto dada por:

+1/2 A
z(n) = / X(N)e2mAn g
+1/2
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Esta expresién permite de re encontrar la interpretacidén frecuancial que habiamos dado a las sefales
a tiempo continuo. La sefial a tiempo discreto es una suma de sefiales a frecuencia pura e2™*". Para
asociar a A una dimensién de frecuencia, hay que introducir el periodo de muestreo, con lo cual, la
frecuencia es: A\/T. en [Hertz].

En la ecuacién anterior, la integral no fue tomada entre 00 sino que enfrecuencias reales de —1/(27g)
a 1/(2Tg). Esto porque debe cumplir el teorema de Shanon del muestro de sefiales que veremos mds

adelante.

Propiedades de la TR

Esta es lineal (como la TF, TL, TZ)

TR[ax(n) 4+ by(n)] = aX (\) + bY ()

La translacién en el tiempo conduce a:
TR[z(n —ng)] = X (\)e 2miAno

1.5.3. Algunos ejemplos

Integradores

R

e(t C _|_I s(t)

Figura 1.13: Integrador analdgico

El INTEGRADOR ANALOGICO clasico estd formado de una resistencia Ry de un condensador de capacidad

C'. La salida s(t) estd relacionada con la entrada e(t) a través de la ecuacién diferencial:

ds(t)
dt
Es también representado como un filtro de entrada z(t) y salida y(¢) tal que:

e(t) = s(t) + RC

o(®) + 7280 _ 41

Donde 7x es la constante de tiempo (RC'). La respuesta impulsional del integrador analdgico es:

h(t) = TlRet/TR@(t)
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Donde u(t) es la funcién escalén de Heaviside: ©(t) = 1(t > 0) y O(t) = 0(t < 0).

Se obtiene de dos maneras: (a) Mirando Iso pares transformados de la tabla de transformadas de Fourier
o (b) Por integracién Compleja utilizando el célculo de residuos ([?]).

La funcién de transferencia en frecuencia H(v) es:

. 1
_ jou () —
H(v)=|H(v)|e 15 2njorm

Este filtro calcula la integral de la sefial de entrada en un intervalo de tiempo 7x.
El INTEGRADOR DISCRETO se usa para sefiales discretas (muestreadas). También se comporta como un

filtro, pero esta vez como filtro de tipo AR1 (Autoregresivo de retardo unitario).

y(n) —ary(n — 1) = z(n) 0<a; <1

La respuesta impulsional de este integrador es:

h(n) = afu(n)

Obviamente con u(n) = 1(n > 0) y u(n) = 0(n < 0).
La funcién de transferencia se puede calcular usando la T'Z sobre h(n) considerando la relacién )" br™ =
b/(1—r)

o0 [e.e]

T2b0] = HG) = 3 afulo)s =S a1 =

n=—00 n=0

También se puede calcular tomando la T'Z de la ecuacién del filtro AR1, con el lado derecho z(n) = d(n).

H(z) —a1H(z)z" ' =1

Con lo cual la funcién de transferencia en Z es:

1 z
H(Z) = _1 =
1—a12 Z—aq
Y la funcién de transferencia en frecuencias reducidas se obtiene haciendo: z = e =24 con lo cual:

HO) = [HOen ) = L
El POLO de este filtro es : z, = a; (cf. Figura 1.14).

El médulo de la funcién de transferencia en Z puede deducirse GEOMETRICAMENTE a través de la
posicién del POLO:

627rj/\ 1
[H(A)

= |627rj)\ _ a1’ T €A — q|
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4 Im(z)

M —
LR
P/\ »
\y Re(2)
C,

Figura 1.14: Polo del integrador discreto

Sea M un punto que describe el circulo de radio 1, e2™*. Sea P el punto a; (cf. Figura 1.14).

1
-~ PM
El médulo de la funcién de transferencia del filtro se VE como el inverso de la distancia del segmento

[H (V)]

MP. El tiempo de integracién puede relacionarse de manera simple al MODULO DEL POLO.

h(nTg) = u(n)e™o8!=!

Donde el tiempo de integracién es : T = _WFZ\
P
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Ejercicio—Transformaciones

R L
e(t cI s(t)

Figura 1.15: Resonador Analdgico

Resonador Analégico

El circuito resonante analdgico de la figura 1.15 estd constituido por una resistencia R en série con una

inductancia L y un condensador de capacidad C'.

1. Encuentre la ecuacién diferencial que gobierna la salida s(t) en funcidn de la entrada e(t).

N

. Calcule la respuesta impulsional h(t)
3. Calcule la funcién de transferencia H(s) y H(jw).

4. Calcule la frecuencia de resonancia. Para ello, Ud. debe saber que la frecuencia de resonancia w;

hace diverjer la funcién H (jw).

Resonador Numeérico

El circuito resonante de la figura 1.15 puede ser descrito por una ecuacién de diferencias tipo filtro AR2
que relaciona la entrada e(n) con la salida s(n).
s(n) —ais(n —1) —ags(n — 2) = e(n)

Para obtener un filtro resonante debe considerar a; = 2pcosf, as = —p? (0 < p < 1, con p cercano a

1).

1. Escriba la respuesta impulsional del filtro AR2, h(n)

N

. Escriba la funcién de transferencia en Z
3. Escriba la funcién de transferencia en frecuencias reducidas TR

4. Encuentre los polos de H(z) y estime geométricamente el médulo de la funcién de transferencia
[H(A)]-
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Transformada de Fourier

Encuentre la TF de :

f(t){o t<0

e sin(bt) x>0

2. Si G(v) =TF[g(t)], calcule la TF de
f(at)eibt

en funcién de G(v) con a > 0

3. Si f(t) = dg/dt, [} f(t')dt' = g(t) — g(to). Encuentre la TF[[; f(t)dt] en funcién de G(v) y
R(to).

4. Demuestre que la funcién delta se puede expresar como
o .
ot —to) = / e =to) gy
—00

Calcule la T'F del producto de convolucién entre §(t — o) y cos(2mrpt)
5. Determine la primera derivada de la funcién-d de Dirac do(t — t,)/dt.

6. Use el teorema del producto de convolucién aplicado a las trasnformadas de Fourier para evaluar

la integral

ft) = /00 e~ (=) /20122 g1

En Matlab: (a) Cree un eje temporal ¢t. Construya la funcién z(t) = zocos(2mvot + ¢) para un valor de
1o, ¢ que Ud. elige. Usando la funcién FFT de Matlab, calcule la transformada de Fourier (TF). Grafique
versus frecuencia la amplitud del espectro complejo, | X (v)|, y la fase de X (v). Observe como varia la

posicién del maximo de amplitud para diferentes valores de v y la forma de la fase para diferentes valores

de ¢.

En Matlab: (b) Cree un eje temporal ¢. Construya la funcién y(t) = yocos(2mupt) + y1 cos(2muit).
Considere vy ~ 1q. Usando la funcién FFT de Matlab, calcule la TF. Grafique versus frecuencia la
amplitud del espectro complejo, Y ()|. Que observa ?. Ahora calcule la TF(y?(t)). Que observa ?.

En Matlab: (c) Para la funcién z(t) = e~“% cos(2mvpt) construya la funcién analitica correspondiente que
llamaremos z,(t). Grafique la envolvente, |z,(t)| y la fase de z,(t) versus tiempo. Explique la forma de
la envolvente y de la fase. Le adelanto que la fase crece linealmente en el tiempo. Realice un fit usando

la funcién POLYFIT de Matlab, para encontrar la pendiente de la fase. Explique su valor.
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Transformada de Laplace

Calcule las funciones de transferencia del circuito de la figura 1.16 a). Use las leyes de Mallas y Nodos

de Kirchhoff y acuérdese que

V= R ley de Ohm
= C % condensador
V= L% inductancia

V. =V_ en laentrada del AmOp

C
RJ I
R C
+ o—AA—]H v .
(a) \4 v \
Bl

Figura 1.16: a) Circuito con AmOp b) Circuito RC' con componente No Lineal

Linearizacion

1. El sistema de la figura 1.16, es un filtro pasa baja, donde e(t), s(t) son voltaje de entrada y salida
respectivamente. (a) Considere una resistencia constante R y encuentre la ecuacién diferencial del
sistema. (b) Calcule la funcién de transferencia del filtro. (c) Suponga que ahora la resistencia es
no-lineal; Si la diferencia de voltajes entre sus bornes, fuese Av, entonces R = Av~!. Considere
que la entrada y la salida son perturbadas en torno a una condicién de equilibrio (e, s,) (d/dt = 0),
de forma que

e(t) — e, + €(t) s(t) — so+7(t)
(d) Escriba la ecuacién diferencial entre €(t) y (t), despreciando los términos cuadraticos en las
perturbaciones, bajo la hipdtesis que € < e, y 7 < so. () Si llamamos K = (e, — s,), encuentre

la constante de tiempo del sistema. (c) Cudl es el orden del sistema ?7.

2. El estanque cénico de la figura 1.17 a) recibe un caudal de agua ¢(t) y evacia a través del orificio

inferior a una tasa g (t). Suponga que el estanque estd funcionando en régimen estacionario donde
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la altura de liquido es hg, y el volumen es Vj. Encuentre la ecuacién diferencial que gobierna la
variaciéon de volumen del estanque. Esta es una ecuacién no lineal. Si Ud. quiere estudiar el
comportamiento del sistema frente a perturbaciones de altura h(t) = ho + he(he < hg), y de
caudal de entrada ¢(t) = qo + ¢e(qe < qo) debe linealizar las ecuaciones. Encuentre la funcién
de transferencia del sistema. Dibuje el diagrama de bloque, considerando las perturbaciones como

entradas adicionales al sistema.

Wioa®

h(t)

ey @

\Y ax(t)

()

Figura 1.17: a) Estanque cénico b) Curvas caracteristicas

1.6. Energia y Potencia de una Senal

Cualquier transmisién de informacién estd ligada a una transmisién de energia. Cuando se realiza una
medicién de una variable, el sistema medido sufre una pérdida de energia, provocada por el dispositivo
de medicién.

Asi, la energia de una sefial es un concepto importante, que puede ser descrito o representado ya sea en

el tiempo o en frecuencia.

1.6.1. Concepto de energia

Sea s(t) una sefial (Real o Compleja) que transporta una cierta cantidad de energia. Si s(t) es compleja,
s(t) = a(t) + 7 b(t).
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De manera general la energia de esta sefal serd

E, = K/ |s(t)|* dt

Donde K es un factor de normalizacién que depende del tipo de sefal.

Por ejemplo, suponga un circuito eléctrico simple: una resistencia R en cuyos extremos se aplica una
diferencia de potencial o tensién v(t), que a su vez hace transitar una corriente i(t) por R. Aqui la sefial
de interés puede ser la corriente i(t) o el voltaje v(t). La energia es asociada a cada una es

B = R/|i(t)|2dt
B, = ]1%/|v(t)|2dt

Suponga ahora una onda acustica propagandose en un medio fluido de densidad en reposo pg y velocidad
del sonido c. Si p(t), u(t) corresponden a las fluctuaciones de presién y velocidad asociadas al paso de la

onda, entoces la energia acdstica es

Eo = / p(tyu(t) dt = poc / fu(t)? di = pf) / p(t)[2 dt

La misma nomenclatura aparece para una onda electromagnética propagandose en un medio de impe-

dancia Zj,
1
Eon = — [ [E@)|?dt
o =5 [IBO)

Donde el subindice s indica que es la energia que atraviesa las superficies perpendiculares al vector de
Poynting [3].

Energia de interaccién

La energia puede ser escrita como la integral del producto de dos cantidades fisicas. En forma general,

para dos sefiales z(t), y(t) la energia se escribe
Eny = [ a0y ) dt

Donde * indica complejo conjugado. En el caso de la resitencia tenemos
Er = /v(t)i*(t) dt

que correpsonde a la energia disipada en R.

Asi la energia de una sola sefial puede entenderse como la energia de interaccién entre ella misma.
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1.6.2. Energia en frecuencia

En teoria de sefiales, el teorema de Parseval [?] entrega una equivalencia entre la representacién energética

de una sefial en el espacio directo (t) y en el espacio de frecuencias o de Fourier (v).

+oo +o00o
Ez:/ \:c(t)]th:/ X ()2 dv

Si aplicamos el teorema de Parseval a la energia de interaccién entre z(t),y(t), tenemos

+oo +o0o
E,, = / x(t)y*(t) dt = X(w)Y*(v)dv

—00 —00
Donde X (v) e Y (v) son las transformadas de Fourier de x(t) e y(t) respectivamente.
Esta representacidn permite calcular la energia, o el contenido energético de una sefial, en ambos espacios.

1.6.3. Concepto de Potencia

La potencia es la energia por unidad de tiempo. Sin embargo se puede monitorear la potencia en funcién
del tiempo, a condicién de definir previamente la potencia instantdnea.
En regla general, uno va a evaluar la potencia promedio en un intervalo de tiempo T, que en general

corrresponde al tiempo de respuesta del aparato de medicidn.

Potencia instantanea

Dada una sefial z(t), la potencia instantanea es

Py(t) = |2 (t)?

Ex:/|x(t)|2dt:/Pzdt

De igual forma, la potencia instantdnea de interaccién es

Con lo cual la energia es

Ppy(t) = x(t)y*(t)
Para obtener la potencia promedio en un intervalo de duracién 7', tenemos

1 t+T 1 t+T
PT) =5 [ leoPa= [ poa

A veces es preferible utilizar una definicién simétrica [?]

1 t+T/2 )
Pat )= [ 0P
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Para obtener la potencia promedio general, tenemos

También se puede usar la definicién simétrica anterior.

Note que cuando posee una sefnal cuya energia es finita, que es el caso de senales transitorias, tenemos

+o0o
Ex:/ lz(t)|>dt finita

—00

Asi que la potencia promedio P, es cero.
Ud. se dard cuenta que si tenemos una sefial periddica su energia es infinita, son sefiales no localizadas

en el tiempo. Sin embargo, su potencia promedio es finita.

1.6.4. Densidad espectral de energia [EED] y potencia [PSD]

Asi como la potencia instantdnea estd distribuida en el tiempo, las relaciones de Parseval [2] permiten

entender cédmo esta distribuida la energia en el espacio de frecuencias.

Senales transitorias

El término densidad espectral de energia (EED) se usa para SENALES TRANSITORIAS [2], cuyo espectro
es continuo, pero que tienen una potencia constante (finita).
Las sefiales periddicas, poseen potencia promedio finita, pero su energia es infinita.

En términos de energia, una sefial posee una EED de la forma

+oo
S.()=|Xw*= E, = / Sx(v)dv caso de una senal
—00
Para el caso de interaccién,
+o0o
Say(V) = XW)Y * (v) = Epy = / Szy(v)dv  dos sefiales en interaccién
—0o0

Entienda en el espacio de Fourier, el eje de frecuencias va v € (—o0, +00), asi que podemos calcular,

por ejemplo, la densidad espectral de energia, asociada a una banda de frecuencias B.

1 V+B/2
Sm(V,B):B/ i Sy (v)dv
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Senales periddicas

Cuando la sefial posee potencia promedio finita y energia infinita (las relaciones de Parseval diverjen),
debemos considerar la reparticién de potencia en funcién de la frecuencia, lo que nos lleva a la densidad
espectral de potencia, PSD.
Una definicién corriente para la PSD es tomar el cuadrado del médulo de la transformada de Fourier de
la sefial temporal y normalizarla por una constante apropiada.
Si tenemos una sefial z(t) de energia infinita, podemos llevarla a energia finita si troncamos la sefial en
un intervalo temporal. Usemos la funcién ventana cuadrada, definida con la ayuda de 2 funciones de
Heaviside

Sqr(t) =0(t —tg) — O(t — t1) T = (t1 — to)

Sqr(t) vale 1 en el intervalo de duracién T, asi, definimos una sefial a energia finita, zp(¢),

xp(t) = Sqr(t)z(t)

La densidad espectral de potencia se obtiene al tomar el limite,

So(v) = lim %]X(V)P

T—o00
Donde X (v) es la transformada de Fourier de z(t).
Los equipos de medicién que estiman la PSD lo hacen considerando 1" muy grande, con lo cual la
diferencia entre EED y PSD se reduce a un factor constante: 1 o 7.

1.6.5. Correlacién

El concepto de correlacién entre dos sefiales (distintas o iguales) esta directamente ligado con las densi-

dades espectrales.

Correlacion

El proceso de correlacién consiste en comparar la senal x(t) con copias retardadas de ella misma (u
otra sefal diferente, en cuyo caso se denomina intercorrelacién). Ello conduce a la nocién de retardo.

[i] Si z(t) es una sefial transitoria a energia finita, la correlacién es

+oo
Cy(1) = / x(t)x™(t —7)dt

— 00
Donde 7 es la variable de retardo.

Claramente C,(7) tiene dimensiones de energia, y si tomamos 7 = 0, obtenemos la energia de la sefal

x(t).
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[ii] Si z(t) es una sefial periddica a potencia promedio finita, la correlacién es

Co(r) = lfm = / T et — ) e

C(7) es ahora una potencia y C(0) es la potencia promedio.

En general se cumplird la desigualdad de Schwartz [2] que nos dice que

|Ca(7)] < Ce(0)

La correlacién a retardo nulo es maxima.
Ejercicio-Correlacién
1. Considere una sefal periddica x(t) y demuestre que C,(7) es también periddica.

x(t) = acos(2mpt + @)

2. Demuestre, en forma rigurosa, que para sefiales periddicas x(t) a potencia promedio finita, se

cumple
Use el teorema de Parseval.

3. En Matlab:

Intercorrelacion

Para dos sefiales x(t) e y(t) tenemos

[i] Para sefiales transitorias a energia finita

+oo
Coy(r) = / sy (L — 7) dt

—00

[ii] Para sefiales periédicas a potencia promedio finita

t+T/2
Cry(T) = lim / z(t)y*(t —7)dt
t

La intercorrelacién es extremadamente Util para encontrar los retardos entre dos sefiales. Si Ud. supone
que
y(t) =zt —1) = Cuy(r) = Cra(t —10)

R. H. Hernandez - 2012-1 U. de Chile



62 CAPITULO 1. TRATAMIENTO DE SENALES Y DATOS

Con ello, como el maximo de de correlacién se encuentra para Cy;(0) entonces Ud. puede encontrar ese
retardo, osea T = 7. Aqui la notacién C, es lo mismo que C,,.

Al usar las relaciones de Parseval [2] para la intercorrelacién se accede a otra manera para calcularla.

+oo .
Cory(T) = / eXIVT X (V)Y *(v) dv

— 0
La cross-correlacién o intercorrelacién es la transformada de Fourier inversa de la PSD de interaccién,
que constituye la relacién de Wiener-Khintchine [?].

Ejercicio-intercorrelacion

1. Usando los resultados del ejercicio anterior, demuestre que la transformada de Fourier de la funcién

de correlacién C,(7), es la densidad espectral de potencia PSD.

2. En Matlab: Genere un eje temporal t, luego una onda correspondiente un pulso cuadrado unitario
de duracién a, x,(t — t1) y otro de igual duracién pero partiendo en to, y,(t — t2). Calcule la
intercorrelacién Cy, (T) numéricamente, y encuentre el retardo entre ambos pulsos. Para ello puede

utilizar la funcién XCORR de Matlab. Grafique C,, versus retardo .

3. En Matlab: Idem al ejercicio anterior, pero esta vez calcule C;, usando la relacién de Wiener-

Khintchine. Para ello use la funcién FFT de Matlab. Debe encontrar el mismo valor para el retardo.
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1.7. Probabilidad y Estadistica

Considere dos grandes grupos de observables o procesos fisicos, P, P,. Cada uno de ellos estard repre-
sentado por muchas realizaciones del observable, denominadas x4 (t), yx(t). Estos eventos indexados por
la variable k£ son series temporales.

x(t) podria ser la energia cinética de la k-ésima bolita de acero (de una série de N bolitas fabricadas)
cayendo dentro de un liquido desde una altura dada en funcién del tiempo. yx(t) podria ser la energia
cinética para el caso de la k-ésima piedra (recogida de un rio) cayendo en un recipiente de similares
caracteristicas (liquido, altura).

Esta claro que N realizaciones (curvas) zx(t) van a entregar un resultado similar entre ellas. Lo mismo
para N realizaciones de y(t).

Uno se puede preguntar: Existe o no una relacién entre los grupos de observables P, y P, ?. Es una
pregunta con sentido, ya que para ambos observables hay sélo (en promedio) un cambio de forma en el

cuerpo.

1.7.1. Promedios de Ensemble y PDF

Si existe una relacién entre P, y P,, entonces existe un coeficiente a, tal que a un instante dado %, las
realizaciones de P, y P, se superponen o mds bien, se asemejan bastante.

Considerando una pareja de realizaciones [z (to), yx(to)], el coeficiente a se define segtin la relacién lineal

xi(to) — ayk(to) = ex(to) minimo

Si calculamos el promedio (media aritmética) para todos los pares de realizaciones k, tenemos

1 o 1
N Z z(to) — s Z yi(to) = €(a, to) minimo
k=1 k=1

Si N es muy grande, €(a,ty) — 0 con lo cual

(z(t0))
(y(to))

y este promedio () significa que es un promedio sobre todas las realizaciones N, o promedio de

a(to) =

ensemble.
Este promedio de ensemble da origen al concepto de esperanza matematica o valor esperado. Si N — oo,

entonces, la esperanza matematica de z(ty) es m, = E[x(to)],

1 N
N Zwk(to) = My
k=1
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Esto da origen, a su vez, al concepto de Probabilidad: Si los valores de x4 () observados son divididos
en intervalos iguales Az, la variable z(ty) podra tomar valores que son mdltiplos de Az. La probabilidad

que esta variable alcance el valor mAzx es

ProbmAzx < xp(to) < (m + 1)Ax]

Con ello
+o0
Elz(ty)] = Z mAx - ProbjmAx < x(to) < (m + 1)Ax]
O simplemente
+oo
Elz(t))] = Y mAz-P(m)

Esta definicidn origina el concepto de Funcién de Densidad de Probabilidad de primer orden (En inglés,
PDF, Probability Density Function).

Densidad de probabilidad de 1°" orden

La nocién de probabilidad aparece cuando Az — 0. Por definicién, la probabilidad que una variable
aleatoria X tome valores comprendidos entre x y x + dx es p(x)dx; Donde p(x) es la densidad de
probabilidad.

p(x) 4  P(m)

\ .
mAx (m+1)Ax X

(a) (b)

Figura 1.18: (a) Funcién densidad de probabilidad. (b) Ilustracién de la funcién densidad de proba-

bilidad con un histograma

La probabilidad que x(t() esté comprendido entre mAx y (m + 1)Ax es simplemente (Figura 1.18 (a)),

(m+1)Az
/ p(a) dx = P(m)

mAx
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La funcién de densidad de probabilidad es siempre normalizada, tal que

/+OO p(z)dx =1

—0
Esto se explica asi: En una caja de dimensiones (a,b,c) hay una particula (se mueve) que no puede
salir de ella. La probabilidad de encontrar la particula en una regién del espacio (dentro de la caja) es
p(r)dx dydz.

Si integramos en toda la caja, la probabilidad de encontrar la particula debe ser 1

a/2  pb/2  pc/2

/ p(r)drdydz =1
—a/2J—b/2 J—c/2
En la figura 1.18 (b) se ilustra la nocién de funcién de densidad de probabilidad. Imagine que cada linea
horizontal del grafico izquierdo es un hilo donde hay bolitas. La curva negra es construida por una serie
de bolitas seguidas. Luego lo gira en 90 grados, y las bolitas se deslizan y acumuldndose en la base del
gréfico. Esto indica que alli donde hay mds bolitas el valor de la funcién (curva negra) es mas probable.

Esta curva se denomina histograma.
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Ejercicio-PDF1D

[1] El programa en Matlab listado a continuacién, es una funcién que calcula la PDF de una serie de

datos de manera eficiente. Escriba el cddigo en un archivo cuyo nombre debe ser Pdf1D.m vy ejecitelo

sobre una serie temporal dada. Los simbolos % indican comentarios en Matlab. [pdf,axis] corresponden

a la PDF y al eje de variacién de ella. [Data, bins| son la série de datos y el nimero N de casilleros en

los que Ud. divide los valores observados de la série de datos( tipicamente bins = 100, 200 etc.)

96*********************************************************************

% Routine: [pdf,axis] = Pdf1D(Data, bins)
% Compute The 1D Normalized Histogram (PDF) of Data with arbitrary Bins
% rhp 1996

96**********************************************************************

function [pdf, axis] = pdf1lD (Data, bins)

AVG = mean(Data); SDEV = std(Data);

Data = (Data - AVG)/SDEV,

ma = max(Data); mi = min(Data);

delta = (ma-mi)/(bins-1);

pdf = zeros(1,bins);

for i=1:length(Data),

j = floor( bins - (bins - 1)*((ma-Data(i))/(ma - mi)) );
pdf(i) = pdf(j) + 1.0;

end;

axis = mi:delta:ma;

C = trapz(pdf)*delta; % pdf normalization using Trapezoidal Rule
pdf = pdf/C;

%*HF*End of Program ¥*¥kkkkkikrkikikk
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Densidad de probabilidad de 2° orden

La probabilidad que la variable aleatoria z(t) se encuentre (mida) entre x; y x1 + dz1 en el instante t;

y que en el instante to se encuentre entre xo y x3 + dxo es por definicidn
p(x — 1, tl; xTo, tQ)dﬂj‘ld.rQ

La probabilidad que x;(t;) esté entre a; y by y que x5 esté entre as y by es

b1 rbe
P[a1 < xl(t1> < bjjas < iL'Q(tQ) < bg] = / / p(xl,tl;ZL’Q,tg) dl‘lo,dlbz
ay a2
Y asi como en el caso de 1¢" orden, la esperanza matematica queda definida, por ejemplo para el producto
xr1 - T2, COMO,
o0 o
Rlor(tn) - aafto)) = [ [ araap(ontisoasta) don do
—00 J —00

Si se trata de dos procesos distintos x(t) e y(¢), hablamos de probabilidad conjunta,
De igual forma, se pueden considerar densidades de probabilidad de orden superior, lo cual informa adn

mas sobre la naturaleza de un proceso aleatorio.

Ejercicio-PDF 2D

[1] Escriba un programa en Matlab, similar al cédigo anterior, que sea capaz de encontrar la PDF conjunta
(de 2° orden), sobre dos series de datos diferentes. La representacién de la PDF conjunta es un gréfico

en dos dimensiones, un contorno. Para ello use la funcién CONTOUR de Matlab.
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1.8. Deteccion de senales

Las aplicaciones de la funcién de correlacién y de las densidades espectrales (energia o potencia) son
super utiles cuando se quiere detectar, extraer, medir sefales, por ejemplo periddicas, sumergidas en un
ruido. También es posible, a través de estas técnicas, reducir el ruido y aumentar asi la razén sefial /ruido
de una medida experimental.

Antes de entrar en materia, comenzaremos una descripcién de los tipos de ruido mds comunes presentes

en senales.

1.8.1. Ruido

El ruido asi como fluctuaciones aleatorias y no correladas, es el ingrediente presente siempre en un proceso
de medicién. Mientras mas ruido hay presente en una medida, menor serd la precisién que tenemos sobre
ella. En general se desea realizar la medida con maxima precisién posible, lo cual nos lleva a maximizar
nuestra sefial con respecto al ruido presente en ella. Asi, aparece el concepto de razén senal-ruido o

signal-to-noise ratio en inglés, S/N.

Algunos tipos de ruido

Ruido térmico o thermal noise: También denominado ruido Johnson o ruido Nyquist, el ruido
térmico es causado por la agitacién de los portadores de carga en conductores, resistencias, detectores
de fotones, condensadores y celdas eletroquimicas. Su origen proviene de las fluctuaciones térmicas de
la densidad de electrones dentro del conductor. En la formulacién, atribuida a Harry Nyquist en 1928,
se supone una resistencia ideal que contiene un generador interno que causa una fem fluctuante en
los terminales de ésta. Como para cualquier variable de promedio nulo, se expresa como el promedio

cuadrético del voltaje (o también podria ser rms: root mean square),

(v?) = 4kTRAf

Donde k, T, R corresponden a la constante de Boltzmann (k = 1,3807 x 10~23JK 1), la temperatura
absoluta en K, y la resistencia e €2 respectivamente. Af es el ancho de banda o band width del detector,
como si éste fuese un filtro pasa-banda. Este ruido, que existe incluso en ausencia de corriente, es
independiente del material del conductor. Ademds es constante con la frecuencia, dentro de Af, por lo
que se parece a un ruido blanco, o un ruido cuyo espectro de potencia es plano (Espectro de una delta de
Dirac). Esto es vélido hasta el rango de frecuencias de las microondas. Mas alld de estas frecuencias, la
naturaleza cuantica de las oscilaciones aleatorias de los portadores de carga, hace necesario modificar la
férmula de Nyquist. Para minimizarlo podemos disminuir la temperatura 7', enfriando los componentes
electrénicos. Tipicamente, los detectores UV-visible, se enfrian hasta 77 K con nitrégeno liquido. También

es posible reducir la resistencia R. Observe que Af, el ancho de banda del detector que estd midiendo
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este ruido molesto, y es inversamente proporcional al tiempo de respuesta de éste. Asi, mientras mas lento
responde el detector, menor serd el ruido térmico, pues Af serd mas angosta (Amplificador selectivo).

Ruido Shot o Shot noise: Otro tipo de sefiales aleatorias y ruidosas, se deben a fluctuaciones de
corriente i4,. Tipicamente, aparece en diodos, diodos Zener, resistencias calientes y descargas de gas en
tubos. Este ruido obedece a la naturaleza cudntica, de los portadores de carga, por ejemplo electrones.
Ocurre cuando se establece un flujo de electrones a través de una unién o contacto (junction en inglés).
La tasa a la cual la corriente fluye por el contacto, depende de fluctuaciones estadisticas, como se aprecia

en la ecuacién siguiente.

(i%,) = 2igeeAf Férmula de Schottky

Donde ig4. es la corriente promedio, e la carga del electrén y Af es el ancho de banda del detector.
Este ruido es Gaussiano e independiente de la frecuencia desde pocos kHz hasta cientos de MHz. Los
componentes tipicos donde se manifiesta son uniones en fotoceldas, uniones semiconductors p-n en diodos
y transistores y en algunas fuentes luminosas (hollow cathode lamps). Al igual que el ruido térmico, es
un ruido blanco (no depende de la frecuencia).

Ruido Flicker (f) o Flicker noise: Si bien los ruidos anteriores no dependen de la frecuencia, es
decir, son no correlados con la frecuencia, el ruido Flicker si depende de la frecuencia f. Su magnitud
es inversamente proporcional a la frecuencia observada, oc 1/f. Claramente domina el espectro a bajas
frecuencias y es super molesto. A veces se le denomina ruido 1/f o ruido rosado. En general, se origina
por fluctuaciones de resistencia en un conductor por donde transita una corriente (u otro componente)

y su expresion detallada es,

(v)? = AR**Af/ f

Donde A es una constante sin dimensiones (10_11 para carbén), R es la resistencia, i la corriente, Af
el ancho de banda del detector, y f la frecuencia a la cual el detector de ruido es sintonizado.

Ruido ambiente o Environmental noise: Como su nombre lo indica, se origina en el ambiente. Un
ruido tipico de éstos son las oscilaciones o fluctuaciones de voltaje de alimentacién de 50 Hz. Tenga en
cuenta que los ascensores, motores eléctricos, ondas de radio y TV etc, transito de vehiculos, son fuentes
de ruido ambiental.

Todos estos ruidos son incoherentes, y el ruido total de un sistema (en rms) es la raiz cuadrada de la

suma Y de los cuadrados de todos ruidos presentes.

Derivacién de férmula de Nyquist

Tarea
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1.8.2. Cémo incrementar S/N

Aqui presento algunas recetas para aumentar la razén sefial-ruido S/N.

[1] Lo primero es aislar eléctricamente (y contra vibraciones) el instrumento de medida, conectando su
carcasa a la masa o tierra, o a través de un blindaje metélico (caja de Faraday). Asi es posible reducir el
efecto del ruido ambiente.

[2] Suponga que usa amplificadores de instrumentacién (no de potencia), para amplificar una sefal
muy pequena. En general usard el amplificador junto con un sensor o transductor para medir la sefial.
Los amplificadores de instrumentacién (SR 560) son disefiados en base a amplificadores operacionales
(AmOp) para permitir que la ganancia en la primera etapa de amplificacién pueda ajustarse usando una
resistencia variable o potenciémetro. Asi entregan un rechazo al modo comin (CMRR, common mode
rejection ratio) alto, antes de entrar a otras etapas de amplificacién. Asi el ruido es estadisticamente
eliminado en lugar de amplificarlo junto con la senal.

[3] Puede usar filtros andlogos (RC) para filtrar |a sefial de interés, siempre y cuando el contenido frecuen-
cial de la sefal que a Ud. le interesa, no se vea filtrado. Por ejemplo un filtro pasa alta, podra eliminar
el ruido 1/f, sin embargo Ud. eliminara el contenido dc de su sefial, es decir el voltaje continuo (dc), y
puede ser que a Ud. le sea fundamental.

[4] Puede usar filtros digitales para eliminar ruido. Estos filtros usan la transformada de Fourier para
convertir la sefal desde el dominio temporal al de frecuencias. Luego en el espacio de frecuencias Ud.
puede multiplicar el espectro por la funcién de transferencia transformada de un filtro adequado. Esto
es lo mismo que convolucionar en el tiempo la sefal con la funcién de transferencia temporal del filtro.
Esto puede aumentar significativamente la razén S/N.

[5] Otra manera es modular la sefial de interés, s(¢), si un filtro no tuviese efecto. Modular la sefial
s(t) por una sefial portadora p(t) de alta frecuencia, significa multiplicar, es decir, la sefial resultante es
r(t) = s(t)p(t). Al pasar al espacio de Fourier, el contenido espectral de la sefial s(t) estara ubicado
en torno a la frecuencia de la portadora. Luego puede filtrar pasa baja r(t) y asi eliminar el ruido de
baja frecuencia, por ejemplo, el ruido 1/f. Para volver al espacio temporal, la sefial r(¢) es demodulada.
Asi Ud. se libra facilmente del ruido de baja frecuencia. Esto se realiza, generalmente, con un amplificador
Lock-In.

[6] Otra manera de aumentar S/N frente a ruido no correlado, es realizar Promedios de Ensemble. Esto
es eficiente cuando el ruido es aleatorio. Se adquiere un conjunto de sefiales sy (t), representativas de un

conjunto de N experimentos idénticos y luego se promedian.

N

(5()) = 3 i)

i
Cada sefial contendrd ruido, sin embargo, el ruido en cada sefial s;(t), que denominaremos b;(t), no

estard correlado, es decir que la correlacidn entre dos series de ruido, i, 7, serad tipicamente nula,
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Ciy(r) = /t vtf bi(1)by (1 — T)dt ~ 0

Si t;,ty son muy grandes, C;;(7) — 0. Asi, en promedio, el ruido se cancelard y con él, todo aquello que
no esté correlado, o que sea incoherente. La razén sefial-ruido serd proporcional a v/N.

[7] Uso de Promedios Boxcar. Este es un tipo de promedio deslizante y est4 relacionado al anterior. Es una
manera de realizar un promedio mévil sobre una serie de datos, de manera de ir alisando progresivamente
intervalos consecutivos de la sefial original. Su desventaja es deformar excesivamente los eventos de

interés presntes en la sefal.

1.8.3. Deteccion por auto-correlacién

El uso de la funcién de auto-correlacién, puede ayudar bastante a extraer una sefial de interés periddica
p(t) (desconocida) sumergida en un ruido b(t¢). Supongamos que ambas poseen promedio nulo, es decir,
se les sustrajo la componente dc.

Sea la sefial resultante r(t) = p(t) + b(¢), asi, su inter-correlacién es

T—oo T

T
Con(r) = Ifm —~ /0 [p(t) + b(®)][p(t — 7) + b(t — 7)] dt

Como la inter-correlacién es una operacién distributiva,
Crr (1) = Cpp(7) + Cpp(7) + Cpp(7) + Cry(7)

Si el ruido es independiente de la sefial, los términos Cyp,(7) y Cpp(7) son nulos. Evidentemente, para
una medida experimental, el tiempo de integracién T' no es jamas infinito, con lo cual dichos términos
no son exactamente nulos, sino que muy pequefios.

La funcién de auto-correlacién del ruido, Cy,(7) tiende a cero cuando 7 — oo. Si 7 es grande, incurriremos
en un pequeio error de estimacién adicional. Asi es que esos tres términos pueden representarse por une

error de estimacién dado por €(7). Asi, nuestra funcién de auto-correlacién serd

Crr(7) = Cpp(7) + €(7)

Mientras mds grande sea nuestra ventana de integracién 7', menor serd (7).

En resumen, este método permite encontrar o extraer la sefial p(t) sumergida en el ruido. Sin embargo,
cuando la sefal p(t) posee varias componentes espectrales, dado que la auto-correlacién entrega valores
cuadraticos de las componentes espectrales de la senal de origen, se pierde toda informacién de la fase

relativa entre dichas componentes. Evidentemente esto no ocurre cuando la sefiales una sinusoide pura.
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Ejercicio—Rudio

[1] En Matlab, genere una serie temporal b, (%) correspondiente a un ruido cuya funcién de distribucién
es Gaussiana (RANDN). Luego genere una serie de ruido b,(t), cuya funcién de distribucién es uniforme
(RAND). Calcule la auto-correlacién de cada ruido y grafiquela. Luego calcule la inter-correlacién Cy,, 4, (7)
y grafiquela. Explique los valores maximos de las correlaciones asi como los retardos asociados.

[2] En Matlab, calcule y luego grafique los hstogramas de series de ruido largas, creadas con RAND y
RANDN. A partir de los gréficos, que tipo de distribucién observa ?.

[3] En Matlab, genere una sefal sinusoidal z(t) = cos(2mv,t). Suponga que ha realizado N mediciones
de z(t) pero estdn sumergidas en un ruido b(¢) Gaussiano o Normal. En un ciclo FOR simule las N
realizaciones de z(t) (unas 500), que llamard ri(t) = x(t) + b(t), es decir, cada medicién posee un
ruido no correlado con las demds. Una vez que tenga las N realizaciones de r(t), efectue promedios de
ensemble sobre n de las N realizaciones, (r),(t) donde n = 1,2,3...k,..N. A medida que n — N, el
promedio de ensemble se parecerd cada vez mis a la sefial z(t), es decir (r),(t) — x(t). Esto porque las
series de ruido estardn in-correladas entre ellas (salvo a retardo nulo, 7 = 0). Para cada (r),(t) calcule
la inter-correlacién con z(t) y construya un gréfico para el maximo de inter-correlacién y el nimero n de

promedios. Luego, calcule la diferencia de energia de las sefiales

E, - / 22(t) — ()2 (8)|dt

Grafique F,, versus n en un gréfico lineal y luego en uno LOG-LOG. En el grifico LOG-LOG obtendra una

recta. Que quiere decir que sea una recta ?. Calcule la potencia del ruido Cy,(0) en funcién de n.

La identificacién de un evento particular en una serie de datos muestreada en el tiempo, puede servir
como patrén de bisqueda de otros eventos similares que ocurrieron en la misma serie temporal. Si
ademds dicha serie temporal ha sido adquirida en forma simultdnea con otra serie, por ejemplo velocidad
y presion en un flujo, entonces es posible obtener informacién de la segunda serie a través de estadisticas

condicionadas a la aparicién del patrén de la serie principal.

1. Indentificamos y luego aislamos, arbitrariamente, un motivo s,(t) (periédico o no) que contiene
ruido. Su largo temporal es ¢, y se encuentra en la sefial s(t). Dicho motivo representa una
estructura coherente sp(t).

2. Podemos calcular la correlacién cruzada

deslizando s,(t) sobre la sefial s(t).
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3. Todos los motivos locales en s(t) para los cuales I'(7) sea maxima (de hecho I'(7) > I'.) y ademds
aquellos cuya norma sea similar al motivo de bisqueda s,(t), son promediados coherentemente,

obteniéndose el motivo promedio (s¢).

El resultado es un modelo representativo de un patrén promediado coherentemente en el tiempo. Este
podra servir como evento condicionador para estadisticas sobre otras sefiales adquiridas simultdaneamente
con s(t).

Ademas, dicha técnica puede ser adaptiva cuando el patrén de bisqueda es promediado sistematicamente
con los motivos o eventos similares encontrados en la sefal s(t).

En teoria de procesamiento de sefiales esta técnica se denomina AN OPTIMAL LINEAR FILTER [2].
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