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Nota Inicial (1)

Este es el primer curso en este departamento que considera de manera formal y

sistemadtica los problemas de Procesamiento Estadistico de Sefales.
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Nota Inicial (1)

Este es el primer curso en este departamento que considera de manera formal y

sistemadtica los problemas de Procesamiento Estadistico de Sefales.

Aunque los tépicos que cubriremos en este curso han sido tratados parcialmente
en otros cursos, nos concentraremos en las técnicas y algoritmos de detecciéon y

estimacién que puedan ser aplicados en problemas de ingenieria.
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Nota Inicial (1)

Este es el primer curso en este departamento que considera de manera formal y

sistemadtica los problemas de Procesamiento Estadistico de Sefales.

Aunque los tépicos que cubriremos en este curso han sido tratados parcialmente
en otros cursos, nos concentraremos en las técnicas y algoritmos de detecciéon y

estimacién que puedan ser aplicados en problemas de ingenieria.

El procesamiento estadistico de sefiales es una subdisciplina del procesamiento

de sefiales dedicado a dos objetivos:

» la extraccion de informacion de sefiales, posiblemente ruidosas.

> la deteccion de sefales - deterministicas o aleatorias - en presencia de ruido.
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Nota Inicial (2)

La relevancia de los temas de este curso va mads alla de los &mbitos de la teoria de

informacién y comunicaciones, y abarca dreas de importancia estratégica como:

» defensa: radar y formacion de imédgenes
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Nota Inicial (2)

La relevancia de los temas de este curso va mds alla de los &mbitos de la teoria de

informacién y comunicaciones, y abarca dreas de importancia estratégica como:

v

defensa: radar y formaciéon de imagenes

v

medicina: detecciéon de patologias via sefiales bioléctricas o imdgenes
» mineria: prospeccion no invasiva

» comunicaciones digitales
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Nota Inicial (2)

La relevancia de los temas de este curso va mds alla de los &mbitos de la teoria de

informacién y comunicaciones, y abarca dreas de importancia estratégica como:

» defensa: radar y formacién de imégenes

» medicina: deteccién de patologias via sefiales bioléctricas o imagenes
» mineria: prospeccion no invasiva

» comunicaciones digitales

» control automaético

» geofisica

» finanzas
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Organizacién del Curso (1)

El curso estéd organizado en dos partes relacionadas pero independientes.
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Organizacion del Curso (1)
El curso estéd organizado en dos partes relacionadas pero independientes.

La primera se focaliza en los problemas de estimacién y profundiza en los temas
de:

» estimacion insesgada (minima varianza)
» estimadores lineales

» estimacion de maxima verosimilitud

» estimacion bayesiana

» filtrado estadistico
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Organizacion del Curso (2)

La segunda parte del curso se focaliza en los problemas de detecciéon y
modulacién asociados a determinar si una sefial dada o un patrén dado se

encuentra presente en una determinada medicién.
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Organizacion del Curso (2)

La segunda parte del curso se focaliza en los problemas de detecciéon y
modulacién asociados a determinar si una sefial dada o un patrén dado se

encuentra presente en una determinada medicién.

Entre los temas que tratermos se encuentran los siguientes:

» Test de hipétesis (binario y multiple)
» Deteccién de sefales deterministicas en presencia de ruido

» Deteccion de senales aleatorias en presencia de ruido
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Parte I

Estimacion
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1.1 Problema de Estimacion
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Contexto

Antes de comenzar es importante ser precisos respecto del tipo de hipétesis que

vamos a asumir ciertas para nuestro analisis.
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Contexto

Antes de comenzar es importante ser precisos respecto del tipo de hipétesis que

vamos a asumir ciertas para nuestro analisis.

H1. Existe una variable aleatoria, vector aleatorio o proceso estocastico (de
tiempo discreto o continuo) X cuya medida de probabilidad p(x; ) esta

parametrizada en términos de un término desconocido 6.
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Contexto

Antes de comenzar es importante ser precisos respecto del tipo de hipétesis que

vamos a asumir ciertas para nuestro analisis.

H1. Existe una variable aleatoria, vector aleatorio o proceso estocastico (de
tiempo discreto o continuo) X cuya medida de probabilidad p(x; ) esta

parametrizada en términos de un término desconocido 6.

H2. Tenemos acceso a realizaciones de esta variable {x[0], x[1],...,x[N — 1]} que

siguen la ley de probabilidad p(x; 6).
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El problema de estimacion

Problema de Estimacion

El problema de estimacién corresponde a construir una funcién g(x), con x € RN,
tal que
ezg(X[O],X[l],,X[N—l]) (1)

es un estimador de un parametro desconocido #, donde el argumento de g(-) es
un conjunto de observaciones {x[0], x[1], ... ,x[N — 1]} de proceso relacionado

con el parametro.
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;Como sé si un estimador es “bueno”? (1)

Este es un problema central en teorfa de estimacién: bajo que circunstancias un

estimador es es bueno, regular o malo.
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;Como sé si un estimador es “bueno”? (1)

Este es un problema central en teorfa de estimacién: bajo que circunstancias un

estimador es es bueno, regular o malo.

En general, la medida de desempefio que se emplea en este tipo de problemas es

de cercania entre el valor real del pardmetro y el de la estimacion.
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;Como sé si un estimador es “bueno”? (1)

Este es un problema central en teorfa de estimacién: bajo que circunstancias un

estimador es es bueno, regular o malo.

En general, la medida de desempefio que se emplea en este tipo de problemas es

de cercania entre el valor real del pardmetro y el de la estimacion.

Por ejemplo, la Ley de los Grandes Nuimeros (versiéon débil) establece que “dado

un conjunto de realizaciones de una variable aleatoria X ~ P, con E[X] = 1, y

realizaciones i.i.d., xg, x1, ..., Xy_1, entonces
N-1
1
N=y E Xn )
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;Como sé si un estimador es “bueno”? (2)

es un estimador de 1 en el sentido que

lim iy = p

P. Parada, DIE-UCh EL7002, Clase No.1: Introduccién 13/37



;Como sé si un estimador es “bueno”? (2)
es un estimador de 1 en el sentido que
lim iy = p

o bien

lim |fin — p| = 0.
i =
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Criterios de Calidad para la Estimacion

En muchas ocasiones, la calidad de un estimador estd intimamente ligada a un

criterio arbitrario de seleccién del estimador.
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Criterios de Calidad para la Estimacion

En muchas ocasiones, la calidad de un estimador estd intimamente ligada a un

criterio arbitrario de seleccion del estimador.
Los criterios méds empleados son los siguientes:

» Ennorma p:
lim E[||6y —0]F] =0, p € [1,00]. (3a)
N—oo
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Criterios de Calidad para la Estimacion

En muchas ocasiones, la calidad de un estimador estd intimamente ligada a un

criterio arbitrario de seleccién del estimador.
Los criterios méds empleados son los siguientes:
» Ennorma p:

lim E[||6y —0]F] =0, p € [1,00]. (3a)
N—oo

» En probabilidad (en medida)
lim Prf||fy — 0] < ¢ =1, Ve > 0. (3b)
N—oo

» En discriminante de Kullback-Leibler

Jim D(p(x; 0)[p(x;6)) =0. (3c)
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Modelos para los Datos

El primer paso para construir un estimador es conocer, aplicar o forzar un

modelo a los datos observados.
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Modelos para los Datos

El primer paso para construir un estimador es conocer, aplicar o forzar un

modelo a los datos observados.

Dado que los datos son naturalmente aleatorios (en el caso deterministico el

problema es trivial), vamos a utilizar un modelo de la densidad de probabilidad

p(x[0], x[1],...,x[N —1];0). 4)
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Modelos para los Datos

El primer paso para construir un estimador es conocer, aplicar o forzar un

modelo a los datos observados.

Dado que los datos son naturalmente aleatorios (en el caso deterministico el

problema es trivial), vamos a utilizar un modelo de la densidad de probabilidad
p({0], (1], x[N — 1];0). @

Al parametrizar la funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) en términos de

lo que estamos haciendo es considerar la familia de distribuciones con 6 € ©.
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Modelos para los Datos

El primer paso para construir un estimador es conocer, aplicar o forzar un

modelo a los datos observados.

Dado que los datos son naturalmente aleatorios (en el caso deterministico el

problema es trivial), vamos a utilizar un modelo de la densidad de probabilidad
p({0], (1], x[N — 1];0). @

Al parametrizar la funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) en términos de

lo que estamos haciendo es considerar la familia de distribuciones con 6 € ©.

Ejemplo

P{0:6) = —o—exp (— 55 (x[0]  0)7)

2no
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Ejemplo: Actividad Bursatil (1)
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Figura: Precios al cierre del dia de la accién de Apple Inc., c6digo AAPL en NYS
Exchange. Periodo: 01.0ct.11 - 31.Dic.11.
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Ejemplo: Actividad Bursatil (2)
Podemos aplicar el siguiente modelo a los datos:
Xy =a+bn+W, 5)

donde a y b son constantes (desconocidas) y {W,,} es un proceso gaussiano i.i.d.
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Ejemplo: Actividad Bursétil (2)
Podemos aplicar el siguiente modelo a los datos:

donde a y b son constantes (desconocidas) y {W,} es un proceso gaussiano i.i.d.

En este caso, los parametros del modelo son 8 = [a; b]T y
N—
1 1
p(X,e):(ZTz)N/zeXp(——z 2 —a—bn > (6)

donde x = (xg,x1,...,XN—_1) s un conjunto de observaciones (precios de cierre

en este caso).
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Algo mas sobre modelos

En general, la calidad o flexibilidad de un estimador estard intimamente ligada a

la familia de f.d.p.’s que uno haya considerado.
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Algo més sobre modelos

En general, la calidad o flexibilidad de un estimador estard intimamente ligada a

la familia de f.d.p.’s que uno haya considerado.

En el caso del ejemplo, s6lo consideramos distribuciones gaussianas con un valor

medio dependiente del tiempo.
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Algo més sobre modelos

En general, la calidad o flexibilidad de un estimador estard intimamente ligada a

la familia de f.d.p.’s que uno haya considerado.

En el caso del ejemplo, s6lo consideramos distribuciones gaussianas con un valor

medio dependiente del tiempo.

Importante

El tipo de estimadores que uno desea construir es robusto, en el sentido que
pequeiios cambios en la f.d.p. generan pequefias degradaciones en el desempefio

y no cambios abruptos.
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Estimacion clésica (1)

La estimacion basada en el cdlculo de pardmetros de un modelo recibe el nombre

de estimacidn clésica.
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Estimacion clésica (1)

La estimacion basada en el cdlculo de pardmetros de un modelo recibe el nombre

de estimacidn clésica.

En ella, 8 es un vector de pardmetros deterministico pero desconocido.
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Estimacion clésica (1)

La estimacién basada en el cdlculo de pardmetros de un modelo recibe el nombre

de estimacién clésica.
En ella, 8 es un vector de pardmetros deterministico pero desconocido.

Cuando se adquiere informacién adicional sobre el pardmetro (via
observaciones), se puede asumir que 8 es aleatorio y que los pardmetros que

estamos buscando son una realizacién particular de un determinado proceso.
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Estimacion clésica (1)

La estimacién basada en el cdlculo de pardmetros de un modelo recibe el nombre

de estimacién clésica.
En ella, 8 es un vector de pardmetros deterministico pero desconocido.

Cuando se adquiere informacién adicional sobre el pardmetro (via
observaciones), se puede asumir que 8 es aleatorio y que los pardmetros que

estamos buscando son una realizacién particular de un determinado proceso.

Notemos que en este caso, 6 y x se relacionan mediante la ecuacién

p(x,0) = p(x|0)p(6) 7)
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Estimacion clésica (2)

donde p(0) es la informacién a priori que se conoce de 0 y p(x|@) es la

verosimilitud de x condicional al valor de 6.
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Estimacion clésica (2)

donde p(0) es la informacién a priori que se conoce de 0 y p(x|@) es la

verosimilitud de x condicional al valor de 6.

Este tipo de enfoque se conoce como estimacién bayesiana.
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Estimacion clésica (2)

donde p(6) es la informacion a priori que se conoce de 6 y p(x|@) es la

verosimilitud de x condicional al valor de 6.
Este tipo de enfoque se conoce como estimacién bayesiana.

Notar que
p(x(0)p(0) p(x[0)p(0)

() /p (x|0")p(6")d0’

p(O)x) =
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Estimacion clésica (2)

donde p(6) es la informacion a priori que se conoce de 6 y p(x|@) es la

verosimilitud de x condicional al valor de 6.
Este tipo de enfoque se conoce como estimacién bayesiana.

Notar que
p(x(0)p(0) p(x[0)p(0)

() /p (x|0")p(6")d0’

p(O)x) = (8)

Luego, podemos decir que un estimador es una regla que asigna un valor 6 por

cada realizacion x.
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Desempefio de un Estimador (1)

La calidad de un estimador es extremadamente importante para determinar el

mecanismo de célculo de
0 = g(x[0], x[1], ..., x[N —1]), )

asi como su calidad generalizadora.
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Desempefio de un Estimador (1)

La calidad de un estimador es extremadamente importante para determinar el

mecanismo de célculo de
0 = g(x[0],x[1],...,x[N —1]), )
asi como su calidad generalizadora.

La calidad de un estimador la vamos a medir definiendo una funcién de cercania
entre 8 y 6, lo que nos permitird en algunos casos préacticos, establecer reglas

para construir mejores estimadores.
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Desempefio de un Estimador (2)

Por ejemplo, si un conjunto de valores puede ser descrito mediante el modelo
x[n] = A+ win| (10)

con {w(n]} un proceso guassiano, entonces es posible determinar A como:

N-1

Ai(N) = % > xfn). (11)

n=0
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Desempefio de un Estimador (2)
Por ejemplo, si un conjunto de valores puede ser descrito mediante el modelo
x[n] = A+ win| (10)

con {w(n]} un proceso guassiano, entonces es posible determinar A como:

N-1

Ai(N) = I\l] > xfn). (11)

n=0

Pero puedo emplear un segundo estimador

Ay (N) = x]0]. (12)
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Desempefio de un Estimador (3)

Si Ap es més cercano que A en un caso particular, jes suficiente para concluir

que A, es mejor estimador que A;?
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Desempefio de un Estimador (3)

Si Ap es més cercano que A en un caso particular, jes suficiente para concluir

que A, es mejor estimador que A;?

No: debemos conocer el desemperio en un conjunto de realizaciones, no una o

unas pocas.
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Desempefio de un Estimador (3)

Si Ap es mds cercano que A; en un caso particular, jes suficiente para concluir

que A, es mejor estimador que A;?

No: debemos conocer el desemperio en un conjunto de realizaciones, no una o

unas pocas.

Por ejemplo, si A = 1y w[n] sigue una distribucién normal N(0, 1) entonces
podemos calcular varias realizaciones de la secuencia {x[0],...,x[N — 1]} y
determinar la dispersién de ambos estimadores para determinar cual de los dos

entrega, en promedio, una mejor estimacion.
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Desempefio de un Estimador (4)

1 1
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
g 05 g 05
0.4 0.4
0.3 03
0.2 0.2
0.1 0.1 s
0 0
1 0 1 2 3 1 0 1 2 3
a a

Figura: Dispersion de los estimadores Ay y A, asumiendo que w[n] ~ N(0,1), N =100y
con un total de S = 100 simulaciones.
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Varianza del Estimador (1)

En muchas ocasiones, resulta conveniente estudiar la varianza de un estimador

como una manera de comparar su grado de cercania al pardmetro bajo estudio.
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Varianza del Estimador (1)

En muchas ocasiones, resulta conveniente estudiar la varianza de un estimador

como una manera de comparar su grado de cercania al pardmetro bajo estudio.

En el caso del estimador A; tenemos que su valor esperado es
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Varianza del Estimador (2)

Similarmente, en el caso del estimador A, su valor esperado es
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Varianza del Estimador (2)

Similarmente, en el caso del estimador A, su valor esperado es

= A + E[w[n]])
0

=A.

Ambos estimadores se dicen que son insesgados.
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Varianza del Estimador (2)

Similarmente, en el caso del estimador A, su valor esperado es

= A + E[w[n]])
0

=A.
Ambos estimadores se dicen que son insesgados.

(Qué hay de sus varianzas?:
N-1

. 1 1 N-1
Var(Ay) = Var( > xfn)) = NG > Var(x[n))
n=0

n=0

z| %
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Varianza del Estimador (3)

Por otro lado,
Var(A,) = Var(x[0]) = 62 > Var(A;)

Este resultado es vélido independiente del tipo de distribucién que siga {w[n]}.
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Varianza del Estimador (3)

Por otro lado,
Var(A,) = Var(x[0]) = 0% > Var(A;)

Este resultado es vélido independiente del tipo de distribucién que siga {w[n]}.
Lo tinico que necesitamos es que

Elw[n]] =0

Cov(w(n], wm]) = 028,m.

)
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1.2 Estimador de Minima Varianza
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Hoja de Ruta

A partir de este momento comenzaremos a ver criterios y técnicas para
determinar buenos estimadores de un parametro (o conjunto de ellos) que son

desconocidos.
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Hoja de Ruta

A partir de este momento comenzaremos a ver criterios y técnicas para
determinar buenos estimadores de un pardmetro (o conjunto de ellos) que son

desconocidos.

El criterio que veremos en esta clase se denomina de varianza minima, ya que

utiliza como funcién discriminadora la varianza del estimador bajo estudio.
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Hoja de Ruta

A partir de este momento comenzaremos a ver criterios y técnicas para
determinar buenos estimadores de un pardmetro (o conjunto de ellos) que son

desconocidos.

El criterio que veremos en esta clase se denomina de varianza minima, ya que

utiliza como funcién discriminadora la varianza del estimador bajo estudio.

Vamos a considerar una clase particular de estimadores denominados

insesgados, que tienen un buen desempefio y son realizables (causales).
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Estimadores Insesgados (1)

Un estimador es insesgado si - en promedio - entrega el valor correcto del

pardmetro desconocido.
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Estimadores Insesgados (1)

Un estimador es insesgado si - en promedio - entrega el valor correcto del

pardmetro desconocido.

Si 0 € © entonces podemos restringir nuestra atencién al caso en que

~

E[6] =6, 0 c ©. (13)
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Estimadores Insesgados (1)

Un estimador es insesgado si - en promedio - entrega el valor correcto del

pardmetro desconocido.

Si 0 € © entonces podemos restringir nuestra atencién al caso en que

A~

E[8] =6, 0 c ©. (13)

Ejemplo 1: consideremos el problema de estimar un parametro desconocido
A € R a partir del modelo

x[n] = A+ win| (14)
donde {w[n]} es i.i.d. ~ N(0,1).
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Estimadores Insesgados (2)

Asumamos que tenemos N observaciones de x[n] de forma tal que definimos el

estimador
1 N1

A== xln (15)
n=0

Es fécil mostrar que A es insesgado, ya que
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Estimadores Insesgados (3)

Ejemplo 2: Considere X ~ N (0,0?) y las realizaciones x[0], x[1], . ..

Definimos el estimador de la varianza de X como:
1 N-1
“2 Z 2
o- = N 2 X [N]

Luego,

(16)
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Estimadores Insesgados (4)

0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
<<( <Nb
= QU
0.1 0.1
0.05 0.05

0 0
-0.1  -0.05 0 005 0.1 0850909 1 1.051.11.151.2

a o2

Figura: Distribucién empirica (histograma) de los estimadores A y o2 producidos via
simulacién con N = 1000 y 500 simulaciones; los pardmetros realesson A = 0y 02 = 1.
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Distribucién de un Estimador (1)

En general, si conocemos el modelo paramétrico que relaciona las observaciones
con el pardmetro desconocido, podemos hacer algo de dlgebra y determinar en

forma analitica la distribucién de probabilidad del parametro en cuestion.
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Distribucién de un Estimador (1)

En general, si conocemos el modelo paramétrico que relaciona las observaciones
con el pardmetro desconocido, podemos hacer algo de 4lgebra y determinar en

forma analitica la distribucién de probabilidad del pardmetro en cuestion.

Si el estimador es insesgado, es habitual que la distribuciéon del parametro sea

simétrica y centrada en torno al valor real del pardmetro.
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Distribucién de un Estimador (1)

En general, si conocemos el modelo paramétrico que relaciona las observaciones
con el pardmetro desconocido, podemos hacer algo de 4lgebra y determinar en

forma analitica la distribucién de probabilidad del pardmetro en cuestion.

Si el estimador es insesgado, es habitual que la distribuciéon del parametro sea

simétrica y centrada en torno al valor real del pardmetro.
Sin embargo, existen casos donde esto no se cumple:

72 = 2(2[0] + 22[1) (17)

se distribuye en forma exponencial con pardmetro 1/02:
o

(@) = 1 exp < - J—i) (18)

_02
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Distribucién de un Estimador (2)

0.35 0.45
03 0.4
0.35
0.25 03
A 0.2 025
= 0.15 = 02
0.15
0.1 01
0.05 0.05
0 0

0.850.9095 1 1.051.11.151.21.25 2 0 2 4 6 8 10 12

0.2 0.2

Figura: Distribucién empirica (histograma) de los estimadores o2 y 02 producidos via

simulacién con N = 1000 y 500 simulaciones; los pardmetros realesson A = 0y 02 = 1.
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Ideas para madurar

» Un estimador es una variable aleatoria. Ello requiere que utilicemos

mediciones estadisticas de desemperio.
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Ideas para madurar

» Un estimador es una variable aleatoria. Ello requiere que utilicemos

mediciones estadisticas de desemperio.

» Aunque el uso de simulaciéon computacional resulta muy ttil al momento

de calcular el desempefio de un estimador, en muchos casos no es sufciente.
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Ideas para madurar

» Un estimador es una variable aleatoria. Ello requiere que utilicemos

mediciones estadisticas de desemperio.

» Aunque el uso de simulaciéon computacional resulta muy ttil al momento

de calcular el desempefio de un estimador, en muchos casos no es sufciente.

» La complejidad computacional asociada al cdlculo de un determinado
estimador puede ser un factor en contra que uno debe tomar en cuenta al

momento de seleccionar una determinada funcion.
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Lecturas

» Steven M. Kay. Fundamentals of Statistical Signal Processing: Volume 1 -
Estimation Theory, Capitulo 1.
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