Cl 4101 - H DRAULI CA

REPASO DE Cl 3101, MECANI CA DE FLUI DOS

Prof. ALDO TAMBURRI NO TAVANTZI S

1. | nt r oducci on.

1.1 Transporte de nmsa
1.2 Transporte de cal or

1.3 Transporte de nonment um

1.4 Analogias en el transporte de nmmsas, calor vy
tum

.4.1 Transporte de nmonent um
.4.2 Transporte de cal or
.4.3 Transporte de nmasa

N

2. Repaso de Mecani ca de Fl ui dos.
2.1 Ecuaciones deduci das nedi ante el enfoque diferenci al

2.1.1 Ecuaci ones de conti nui dad
2.1.2 Ecuaci ones de nopvim ento
2. 1.3 Ecuaci ones de enegia

2.2 Ecuaci ones deduci das nedi ante el enfoque integral.

2.2.1 Teoremn del transporte de Reynol ds
2.2.2 Ecuaci 6n de conti nui dad

2.2.3 Teoremn de la cantidad de novi m ent os
2.2.4 Teoremn general de |la energia

Cl 4101 — Hi DRAULI CA Repaso del curso Cl 3101, Mecanica de

Fl ui dos

Prof. ALDO TAMBURRI NO TAVANTZI S

DEPARTAMENTO DE | NGENI ERI A CI VI L Pé. 1
UNI VERSI DAD DE CHI LE g.



REPASO DEL CURSO Cl 3101, MECANI CA DE FLUI DOS

1. | NTRODUCCI ON

Cuando estudianps el conportamento dindmco de |os
flui dos, usual nente estanos interesados en al gun aspecto de |o
gue se denom na "fendnmenos del transporte” del fluido, es
decir la capacidad que tienen |os fluidos en novimento de
transportar materia y propiedades de un lugar a otro y el
mecani sno por el cual es nmateria y propiedades se difunden y
transmten a través del medi o fl ui do. Es conveniente
cat egori zar | os nmétodos analisis disponibles en térmno de | os
diferentes tipos de procesos de transporte. En otras pal abras,
el método de analisis debe elegirse de tal manera que se
apliquen las leyes fisicas que correspondan el problema en
estudi o.

Los fenonenos de transporte fundanentales que estéan
asoci ados con el movimento de un fluido son el transporte de
masa, de cal or y nonmentum

Cada uno de estos procesos estan asoci ados con una |ey
fisica basica que ha sido fornulada conmpb un resultado de la
observacién y l|la experiencia. Los procesos y |eyes pueden
resumrse de | a siguiente manera:

Proceso

Conservaci 6n de
la materi a.

Transporte de
masa.

Conservaci on de
| a energia (prinera
|l ey de | a ternodi nam ca).

Transporte de
cal or.

Transporte de
moment um

Segunda | ey de
Newt on (ecuaci 6n del
novi m ent o)

Las |l eyes anteriores no son |as unicas. Tanbi én tenenps,
por ejenplo, l|a segunda ley de la ternmpdinamca, I|a que
requi ere introducir una nueva propiedad del sistema de fl uido,
la entropia. Ora ley es la dada por las ecuaciones de l|a
el ectrodi nam ca de Maxwell. Estas |eyes universales son de un
"rango"” conparable a las tres prineras, pero su aplicacioén es
mas restringida en |las aplicaciones de necanica de fluido que
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nos i nteresan.

Ademas de las Ileyes "universales" anteriores existen
| eyes subsidiarias para |as propiedades del nedio continuo,
las que nos pernmiten describir |os fenénmenos nol ecul ares en
térm nos de cantidades nacroscopicas. Ejenplos de estas |eyes
subsidiarias son las |leyes que relacionan el esfuerzo con la
def ormaci 6n (l ey de Hooke para sélidos elasticos y |la ecuacidn
de la viscosidad de Newton para los fluidos) o |a ecuaci 6n de
estado para un gas i deal

1.1 Transporte de Masa

En nmecanica cléasica, el movimento de todos |os fluidos
debe satisfacer el principio de conservacion de la materia. S
vanbs a analizar el novimento de un fluido, tendrenps que
preocuparnos del transporte de nmsa. Una discusion mas
det al |l ada requi ere que distinganos entre fluidos honbgéneos y
no- honogéneos.

Un fluido honbgéneo es aquel que existe conbp una especie
Unica en toda |la regi on de intereés.

Por ejenplo, el aire puede experinentar canbios de
densi dad, vel oci dad, t enper at ur a, pero se mant i ene
identificable conmo una nezcla estable de gases que || anmanos
aire. Del m snm nodo, el agua, benceno, o nmercurio pueden ser
conprim dos, calentados y acel erados, pero a nenos que ocurra
su canmbio de fase, los liquidos pueden considerarse
honogéneos.

Un fluido no-honobgéneo es uno en el que dos o mas
especies identificables existen en |a regi én de interés.

Fl ui dos no-honogéneos se caracterizan por variaciones en
la cantidad de una substancia relativa a la otra de punto a
punto del sistenmn.

Las especies pueden ser de fases iguales o distintas. Por
ejenmplo, si un chorro de dioxido de carbono descarga en la
at nbsfera, |a concentraci on de CO, en el aire varia de punto a
punto, y el fluido es no-honogéneo, pero de una sola fase
Oro ejenplo es |a descarga de agua fresca en el océano. Una
corriente que Illeva particulas de sedinmento en suspension es
un ejenplo de un flujo no-honpbgéneos bifasico. Una nezcla de
burbujas de aire y agua es otro ejenplo de flujo no-honpbgéneo
bi f &si co.

En los fluidos honogéneos, |la ley de conservacion de |la
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materia |leva a una expresi on conocida cono |a ecuaci 6on de
continuidad, que liga |as variaciones espacio-tenporales de |a
densidad y vel oci dad.

Si el fluido honpbgéneo se considera inconpresible, la
ecuaci on de continuidad se reduce a una relacidén para |as
vari aci ones espaci ales de | a vel oci dad.

Para un fluido no-honmogéneo, el principio de Ila
conservacion de la materia debe satisfacerse para cada
conponente o0 especie de la nezcla. Ademas del transporte de
masa debido a la velocidad |ocal del flujo de |la nezcla, hay
un proceso de transporte de masa independiente debido a la
tendencia de cada conponente de la mezcla a noverse en la
direccion en que la concentraci 6n dism nuye. De este nodo,
cada especie individual se nueve con una velocidad relativa a
la velocidad |local de la nezcla. Este proceso se conoce cono
di fusi on nol ecul ar.

Dentro de las aplicaciones de |la teoria de transporte de

masa Yy difusion se encuentran: probl emas de pol uci 6n
at nosférica, de aguas superficiales y subterraneas por nedio
de contam nantes; evaporaci on de oceanos, |agos y enbalses;

ai reaci on (transferencia de oxigeno) de rios con un consuno de
oxi geno debi do a procesos biol 6gicos, intrusi on de agua salida
de |os océanos en estuarios, separacion de nezclas por
destil aci on, etc.

1.2 Transporte de Cal or

Aplicando el principio de conservacion de energia
(tambi én conocido cono |la primera ley de |la ternodinamca) a
un flujo, derivanmps una ecuaci 6n que nos da una relacion entre
presi on, densi dad, tenperatura, velocidad, cota, trabajo
mecanico y calor. En el caso de liquidos y flujos de gases a
baja vel ocidad, |las |eyes de conservaci 6n ternodi nam ca pueden
sinplificarse ya que |a capacidad caldérica del fluido es
grande conparada con su energia cinética. De este cono, la
tenperatura y densidad pernmanecen esenci al nente constante aln
cuando grandes cantidades de energia cinética puede ser
di si pada por friccion.

Las formul aci ones mas general es basadas en | as ecuaci ones
de conservacion de energia involucran variaciones de
tenperatura de punto a punto en el flujo. De este nodo, ademas
de transferencia de cal or por convecci 6n debido a |l a vel oci dad
del flujo, existe una transferencia de cal or por conducci 6n,
gue es la tendencia que tiene el calor de noverse en la
direccion en que la tenperatura decrece. (Esto es anal ogo al
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transporte de msa en l|la direccion en que la concentracion
di sm nuye).

Todas |las nmaquinas tales conpb conpresores, bombas,
turbi nas, involucran transferencia de energia. En el canpo de
| os recursos hidraulicos, se encuentra el problenma de pol ucién
térmca y uso Optino de agua conp refrigerante de plantas que
utilizan vapor. Procesos de circulacidén y nmezcla en océanos,
| agos y enbal ses estan influidos en gran nedida por pequefias
vari aci ones de densidad causados por estratificacion térm ca.

1.3 Transporte de Monentum

El monentum se define conmo el producto de |la nasa de una
particula y su vector velocidad. En nmecéanica cléasica es la
segunda ley de Newton |la que provee |la relacién fundanental
entre la resultante de l|as fuerzas que actlan sobre una
particula y |la variacion tenporal del canmbio de nonmentum Las
ecuaci ones resultantes se conocen cono |as ecuaciones del
nmovi m ento. Los fenonenos de transporte de nonmentum son de
prinmordial interés en nmecanica de fluidos ya que ellos
engl oban | os necanisnobs de resistencia, esfuerzos de corte
internos y de frontera, propulsion y fuerzas en cuerpos
suner gi dos.

A modo de ejenplo, considerenos el novimento producido
por una placa plana que se desliza sobre otra (flujo de
Couette Fig 1.1). Las particulas de fluido en contacto con | as
pl acas tienen |a velocidad de |as placas, de acuerdo a la
condi ci 6n de no-deslizamento. El fluido adyacente a |la placa
superior adquiere un nmonmentum |longitudinal, el que a su vez
hace que las particulas de fluido contiguos tanmbi én se nuevan
Con el objeto de satisfacer l|la condicion de velocidad nula
i npuesta por las particulas adyacentes a la placa inferior, la
vel oci dad decrece en |la nedida que nos acercanps a |la placa
inferior. De este nodo, se ve que las particulas de fluido
adqui eren un nmonmentum | ongi tudi nal. Este nonentum se obtiene a
través de un transporte de nmonentum en la direccion
transversal. El transprte transversal de nmonentum se realiza
en la direcci 6n de nmonentum | ongi tudi nal decreciente (hacia |la
placa inferior). Este transporte de nonentum es analogo al
transporte de calor en la direcci 6n de tenperatura decreciente
y al de masa en | a direcci 6n de concentraci 6n decreciente.
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Fig 1.1 Flujo de Couette

1.4 Analogias en el Transporte de Masa, Calor y Monentum

Hast a ahor a henos menci onado dos mecani snos de

transporte:

10

20

Pr of .

Convecci 6n: Este es un proceso directo en el que el
fluido y cual quiera de sus propi edades mAsi cas se nueve
de un lugar a otro por efecto del flujo.

Conducci 6n o difusion: Este es el proceso de novimento
de masa, o calor o nmonentum en la direccidén en |la que
exi ste un gradi ente negati vo de concentraci on

tenperatura o nmonentum Esta caracteristica comin de

transporte, debido a wuna "fuerza" que surge de un
gradiente, |leva a expresiones anal ogas que ligan la tasa
de transporte y la magnitud del gradiente, |os que pueden
escribirse cono:

1 dP _ K d &Po

- - k—&xX (1.2)
A dt ds 8Vﬂ
donde P indica | a propiedad transportada.
A es la area normal a la direccién de transporte.
S es |la direcci 6n de transporte.
t es el tienpo.
Vv el vol unen.
K es un coeficiente de difusion.
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el térmno -% %F es |la tasa de transporte de P por unidad de

area nornmal a la direccién de transporte vy ji_&Pg es el

ds éVg
gradiente, en la direccién de transporte, de la propiedad P
por uni dad de vol unen.

El coeficiente de difusién de la Ec.1.1 depende del tipo
de escurrimento, o sea si el flujo es lamnar o turbul ento.
Si el flujo es lamnar, entonces el proceso de transferencia
se debe exclusivanente a un proceso de difusion nolecular. S
el flujo es turbulento, es escurrimento puede caracterizarse
como formado por vortices, |os que contribuyen en la nmezcla
del fluido, increnentando |os procesos de transferencia vy
haci éndol o mas efectivo. Cominnente este proceso se denoni na
de difusion turbul enta.

Con el obj eto de ejemplificar est as anal ogi as
consi deranmos el proceso de difusion nol ecular entre dos placas
pl anas. Este m snm enfoque puede extenderse para el caso de
di fusi én turbul ento.

1.4.1 Transporte de Monmentum

En este caso P=?mu es el nomentum donde u es la
velocidad local y ?m la masa de un elenmento de fluido. La
direccion del gradiente de nonentum s, corresponde a la
direccion y. La Ec. 1.1 se escribe cono:

1 d(Dnu) _ K_g_zf Dmu 0

a2 (1.2)
DxDz  dt dy &DxDyDz g
De acuerdo a | a segunda | ey de Newt on:
d
DF, = —(Dnu
m (Dmu)
por | o que Ec. 1.2 puede escribirse cono:
DF - d 2 bm 9 (1.3)
DxDz dy &éDxDyDz g
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El lado izquierdo de la Ec. 1.3 corresponde al esfuerzo
de corte en la direccion x que actua en un plano con nornal
paralela a la direccion y. Defininps densidad cono:

r = Dm
Dx DyDz
por | o que podenobs escribir:
ty = K-EL(ru) (1.4)
Xy dy .

Si |l a densidad es constante;

d
= Kr —u 1.5
dy (1.5)

txy

Si conparampbs la Ec. 1.5 con |la ecuacion de Newton-
Navi er:

du
t = m—
dy
resulta que podenobs identificar K con |a viscosidad

cinematica,n (nt/s). De este nodo, |la viscosidad cinematica no
es mas que un coeficiente de difusién nolecular de nmomentum
Si | os efectos turbul entos son inportantes, K dependera de | as

caracteristicas del flujo y se tendra que K >> n.

1.4.2 Transporte de Cal or

Consi derenps nuevanmente |as dos placas planas, pero esta
vez ellas se mantienen a tenperaturas diferentes. La propiedad
a transportar en este caso es l|la cantidad de calor, o sea

P =0Q. En un elenento de nmasa
Q=Dmc, T (1.6)

La Ec. 1.1 se transform en:

1 dg __, d éDmgc,Tu
DxDz dt dy &DxDyDz{

(1.7)

El signo negativo indica que hay un transporte positivo
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de calor en la direccion de tenperatura decreciente.

El flujo de calor por unidad de area en la direccidén y se
denota por @,. Si ? y c, son constantes, entonces:

g = -r CpKW (1.8)

El producto ?c,K puede identificarse con el coeficiente de

conductividad térmca, k (Joule/s/m°k). La constante de
di fusi vi dad nol ecul ar de cal or, K es:
K = K (1.9)
rcp

de este nmpdo K corresponde al coeficiente de difusividad
térmca a (nt/s).

1.4.3 Transporte de Masa

Consi derenos ahora que las dos placas corresponden a
menbranas pernmeabl es que separan zonas con concentraci ones
di stintas.

_ La propiedad P corresponde en este caso a la masa
di suelta en un elenento de volunen, o sea:

P=DmC (1.10)

donde C es | a concentraci 6n definida como | a masa de sustancia
disuelta por wunidad de nmasa de fluido. La Ec. 1.1 se
transform en:

Li(DmC):_Kiaeﬂg (1.11)
DxDz dt dy &DxDyDz g

_ La tasa de transferencia de masa por unidad de area en la
direcci6n y | a denotanos cono:

1 d
iy = — (D0)
DxDz dt
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El signo negativo indica un transporte positivo en l|a
di recci 6n de concentraci 6n decreciente.

Para concentraciones pequeiflas y densidad del fluido
constante se tiene:

j, = -r K 9€ (1.12)

dy

En este caso, la constante npolecular de nmasa, K se
identifica con el coeficiente de difusion nmolecular D (n?/s).

De este nodo, henmos visto que los tres procesos de
transporte nolecular pueden describirse por nmedio de una

propi edad del fluido que tiene dinensiones de L2/T: n, ay D.
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2. REPASO DE MECANI CA DE FLUI DOS

En este capitulo repasarenns |as principales ecuaciones
derivadas en la parte de Dinamca del curso de Mecéanica de
Fl ui dos.

En general, |a deduccidén de |as ecuaciones se hacia
medi ante dos enfoques, el enfoque diferencial y el enfoque
integral. En el enfoque diferencial analizabanmpbs un el enento
di ferencial de volumen de fluido, mentras que con el enfoque
integral, analizabanmos el sistema fluido conp un todo. ElI uso
de cada enfoque dependera de |o que se quiera conocer en el
probl enra, de | os datos que se di spongan, etc.

2.1 Ecuaciones deduci das nmedi ante el Enfoque Diferencial

2.1.1 Ecuaci 6n de Conti nui dad

Medi ante el balance de |la msa que entra, sale y se
acumula en un elemento diferencial de volunen se obtuvo |a
Ecuaci 6n de Conti nui dad:

Nx(rv):-g—::

Si el fluido es de densidad constante y el flujo
permanente, |a ecuaci 6n anterior se reduce a:

(2.1)

N:V:O (2.2)

En el caso de tener un flujo con mas de una fase, la
ecuaci on de continui dad debe sati sfacerse tanto para cada fase
conp para |la nezcl a.

2.1.2 Ecuaci ones del Movim ento

Las ecuaciones del novimento se derivan a partir de la
segunda Ley de Newton aplicada a un elenmento de volunen
(hacerl o conmp ejercicio), resultando:

Du
=R T I R
Dt fix Ty 1z
Dv 1 ) T
F—=rfy+—ty+_—s, + -t
Dt y ﬂX y ﬂy yy ﬂz y
r-ﬂv: rfz+itxz+ltyz+iszz (23)
Dt X Ty iz
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donde:

— o — +V xN (2. 4)

fvw fy, f, son las fuerzas masicas en las direcciones X, y, z
respecti vanmente:

Si; representa |os esfuerzos normales y ti; |os esfuerzos
t angenci al es.

Medi ante el equi librio del nmonento de las fuerzas
superficiales, se denuestra que t;;=t;;.

La ecuacion 2.3 es general y puede aplicarse a cual quier
tipo de fluido. Sin enmbargo dicha ecuaci 6n aun no es capaz de
determ nar |as ecuaciones del nmovimento. ElI problem se

resuelve si sonpbs capaces de ligar |os esfuerzos con |as
def or maci ones que experinenta el volunmen de fluido. Para poder
hacer esta ligazén es necesario definir el conportamento

reol 6gico del fluido. Para un fluido Newtoniano |a conponente
segun x esta dada por:

Du _ e 291 uu
"ot T 3‘Hx[nN ‘Hém‘ﬂXH

1 é &u WdJ T éeaddu  Twa
+ —
érg ﬂX A ﬂZ é g'ﬂz M %

Si la viscosidad es constante y el fluido inconpresible
| a ecuaci 6n anterior se reduce a | a ecuaci 6n de Navi er - St okes.

fip

(2.5)

e DU rf, - — + nN% (2. 6)
Dt X
En general:
r g? = rf - Np + mN?V (2.7)

donde V =(u v, W y f =(f,f,f,)

La mani pulacién de la Ec. 2.7 nos conducia a ciertos
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casos particulares. Por ejemplo si el fluido es ideal, se
obt enian | as ecuaci ones de Eul er:

ﬂ+VxNV:f- 1

it r

Si las fuerzas masicas son originadas sélo por el canpo

gravitacional, podenps definir una presion nmotriz p =p + ch,
donde g es el peso especifico del fluido y h un eje vertical

positivo hacia arriba. Asi la ecuacion de Euler puede
escri birse cono:

Rip (2.8)

DV 1 -
— = - =N 2.9
- P (2.9)
Si  suponenps que el canpo de velocidades deriva de un
potencial F, podenos obtener |a Ecuacion de Bernoulli. En
efecto, si:
V = NF

entonces N~ V=0 y el término V:NV se reduce a %NVZ,

resul t ando:

debe ser constante en todo el espacio y sd6lo una funcion del
tienpo (denostrarlo), resultando:

TF V2 p
= = 2.11
it tporoh = A (2.11)

Si el flujo es permanente, obtenenos |a ecuacion de
Bernoul i :

V2
B=—+ Py h = constante (2.12)
29 ¢

La Ec. 2.7 puede aplicarse tanto a flujos |am nares conp
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turbul entos. Hay que tener presente, sin enbargo, que por su
naturaleza el movimento turbulento es inpermanente, por |o
gue la aplicacion directa de la Ec.2.7 a tales flujos no es
posible. En la préactica uno trabaja con cantidades nedias
tenporales, utilizando |as ecuaciones de Reynolds. Estas
ecuaci ones se obtienen al descomponer Vy p de Ec. 2.7 en dos
conponentes: wuna conponente nedia tenporal y una fluctuante
gue es funci on del tienpo; o sea:

(u,v,w) =(u, v, w) +(u¢ v( wo

, (2.13)
p=p+tp

donde la prima indica |a conponente fluctuante. Al reenplazar
Ecs. 2.13 Ec. 2.7, usar |a ecuaci6on de continuidad y pronediar
en el tienpo se obtiene:

Do T ~ ey (- 1 — | [y
rE:-ﬂ_s+mN2U-r%(uz)+W(UV)+E(UW)H
Dv Tp 8 61 —\ T SN
rE:-W+mN2V—_r%(uv)+w(v_z)+—Z(VW)8 (214)
Dw _ Tp o ef (— T (— 1 (=)
r— =- —+mMN°wW- ra=—(Uuw)+ — (VW) + — W},
Dt 1z Sﬂx( ) 'ﬂy( ) 'nz(_)H

Los térm nos en paréntesis cuadrado que aparecen en |as
Ecs. 2.14 corresponden a |los esfuerzos aparentes o de
Reynol ds. Hay que insistir que estos "esfuerzos" indican un
flujo de nomentum

2.1.3 Ecuaci 6n de Energia

Aunque |a ecuaci6n de energia desde el punto de vista
diferencial no se deduce en el curso de Mecanica de Fluidos,
se presentara aca para conpletar las tres |eyes fundanmental es
que nos interesan.

La prinera |ley de |la ternodi nam ca indica que:
dQ- dw= dE (2.19)

donde dQ es el calor agregado al sistema dwW es el trabajo
realizado por el sistema de dE es el increnmento de energia del
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sistema. La notacidn para indicar incrementos de calor o
trabajo es diferente que |a usada para indicar increnento de
energia (dE). Esto es para indicar que el increnento de cal or
o trabajo depende del proceso, mentras que l|la variacion de
energi a depende solo del estado inicial y final

El térm no de energia en Ec. 2.15 debe incluir |la energia
interna (que depende de la tenperatura y fase del fluido), la
energia potencial (que depende de la posicion) y |la energia
cinética (que depende de la velocidad). Si suponenps que |as
fuerzas masicas actuando sobre el volunmen de control derivan
de un potencial de fuerzas W, entonces la Ec. 2.15 puede
escribirse cono:

.
dQ- dw = deé%i w2 (2. 16)

2 g

donde e; representa la energia interna. Ec. 2.16 es por unidad
de masa. Al analizar la variacioén de |los térmnos de Ec. 2.16
es por unidad de tienpo ( /dt) 'y suponiendo que I|la

transferencia de calor por unidad de area, q, puede
expresarse nediante |la Ley de Fourier:
g=kDT (2.17)

donde k es la conductividad térmca y T la tenperatura, |a
primera ley de |la ternodi nAm ca puede escribirse cono:

De & Tu
r =& = R xkDT) + ¢;, -4 (2.18)
Dt L x
donde:
. u o .
ti; = -pdij + 2, ﬂ_'i_ Emdij N xV (2.19)
‘ﬂxj X & 3

En Ecs. 2.18 y 2.19 se ha utilizado la notacidn de
Ei nstein (suma sobre subindices repetidos) y di; es el delta de
Kronecker (dij=1 si i=j y di;=0 si i_j)
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Se define la funci on de disipaci 6n:

L Awsl v up _+m5e@+mﬁ
2 § %ﬂx o 2y &Mz X o g

Q IC
QIIO
7
N

Q -l
o\

El térm no que contiene |la presion en:

u.
tij ﬂ—l

X

puede escribirse comp - pN :V, generando asi un térm no:

D apo
Dtgrﬂ

(dermostrarlo) al que al sumarse al |ado izquierdo de Ec. 2.18
traduce | a ecuaci 6n de energia en:

rD—h=D—p+NX(kDT)+F (2.21)
Dt Dt

donde h = g, + P representa | a ental pia.
r

Hay que notar que Ec. 2.21 corresponde a |la energia total
del sistema. Es posible obtener una expresién para |la energia
mecanica del sistema al hacer el producto punto entre la
ecuaci 6n de nonentumy |a vel ocidad, resultando:

2 é au
D?iL.EUPL%€L_Lm (2. 22)

4] Xi ﬂxi é T[Xj ﬂ (%8|
Al igual que la ecuaci6n de nomentum (Ec.2.7), las Ecs.

2.21 y 2.22 pueden aplicarse tanto a flujos lamnares o
t ur bul ent os.
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En la practica; sin enmbargo, su aplicacion en flujos
turbul entos se hace después de desconponer |as variables en
una conmponente nmedia tenporal mAs otra fluctuante y tomar un
promedi o tenporal después de nmani pul ar | as ecuaci ones.
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2.2 Ecuaci ones Deduci das nedi ante el Enfoque |ntegral

2.2.1 Teoremn del Transporte de Reynol ds

En el curso de Mecéanica de Fluidos |as ecuaciones de
continui dad, mnonentum y energia eran deducidas conb casos
particulares de una ecuaci6n de transporte mAs (genera
obt eni da por O. Reynol ds.

El teorema del transporte de Reynolds se enuncia a
conti nuaci on:

Sea un sistema de particulas que en un instante dado
ocupa un volumen " Sea ? el valor especifico (valor por
uni dad de masa) de una propiedad cual quiera en un punto de
vol umen " La magnitud de |a propiedad en el sistema de
particul as sera:

N = ghr d" (2.23)

El teorema del transporte establece que la tasa a |la que
cambia N corresponde al flujo de |a propiedad a través de |as
superficies que definen el volunen V mas |a variaci én tenporal
de dicha propiedad dentro del volunen, o sea:

dN _ T .
— = QhrV xndS + — ghrd" 2.24
dt Qr it O ( :

A ? se |le denomna |a propiedad intensiva del sistema y N
es |la propiedad extensiva. Notar que no se ha puesto ninguna
restricci on sobre ?, pudiendo ser un escalar o un vector.

ldentificando N con |a propiedad adecuada, podenos
deducir a partir de la Ec. 2.24 las |eyes basicas que nos
i nt er esan.

2.2.2 Ecuaci 6n de Conti nui dad

En este caso N se identifica con |la masa, de donde
resulta que ?=1. Al aplicar Ec. 2.24 y considerando que la
masa de un sistema de particulas no varia (dmdt=0), se
obti ene:
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al ord" + Orvxh =0 (2.25)
Tt . S

Si el flujo es inconpresible podenps escribir:

1 _
ﬂ—t+Q-QE—O (2.26)

donde @ es el caudal que sale del volunmen de control y Q es
el que entra.

2.2.3 Teorenmn de |la Cantidad de Movim ento

En este caso |a propiedad extensiva es un vector vy
corresponde al nmonmentum N = nV. La propiedad intensiva se
indentifica con la velocidad (h = V). La segunda Ley de Newt on

indica que la variacion de la cantidad de novimento es igua
a la resultante de | as fuerzas externas.

d
F., = — 2. 27
ext dt(rTV) ( )
La aplicacion de Ec. 2.24 se traduce en:

al

F. = T ovrd" + QWrV xh) dS (2.28)
" S
El primer térmno del | ado derecho de Ec. 2.28

corresponde a |la variacion de |a cantidad de noviniento dentro
del volumen de control y el segundo cuantifica el flujo de
nmonment um transportado por el escurrim ento.

El gasto nmasivo se define cono:
rv:ndsS

por o que si el escurrimento es permanente, |la Ec. 2.28 se
reduce a:

F

ext

= OV dG (2.29)
S

Al aplicar la Ec. 2.29 a un tubo de flujo con vel ocidad
constante tanto en l|a seccion de entrada conmp de salida,
t enenos:
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Foo =(V, - %) G =rQ@V (2.30)

Hay que tener presente que, en general, la distribucidn
de velocidades en el tubo de flujo no es uniforme. En este
caso, puede utilizarse |la velocidad media, U, nultiplicada por

un coeficiente que toma en cuenta la no uniform dad de |as
vel oci dades. Este coeficiente esté por:

ou?dS
u’s

b = (2.31)

y se denom na coeficiente de Boussinesq. En la Ec. 2.31 S es
| a area del tubo de flujo, transversal al novim ento.

Para un flujo lam nar en una tuberia cilindrica (flujo de

Poiseuille) B=4/3 y si el escurrimento es turbulento R»1, 01-
1, 03.

Si el volunen de control tiene varias entradas y salidas,
cabe recordar que para densidad constante y flujo permanente
se cunpl e:

Fext =T (?é. biUiQ| - é btiI

Bsal e entra

(2.32)

Q 0o

2.2.4 Teoremn CGeneral de |a Energia

En este caso N=E es |la energia total del sistema y ?=e es
la energia especifica. Podenpos considerar que |la energia de
las particulas de fluido en el canpo gravitacional estéa
V2 0
25
energia potencial (ep=gz) y energia interna (e/). De este nodo,
reenpl azando en | a Ec. :

p L &
compuest a de tres conmponent e: energlia clnetica gec =

dE _ 1 .

— = —ore d" + eV xn dS 2. 33
at 9 0 (2.33)

donde e=e.t+e,+e,. La variacion de |la energia, dE esta dada por

la primera ley de la ternodinam ca (Ec.2.15): dE = dQ- dw. El
trabajo efectuado por el sistema general nente se divide en dos
conponentes: WW+W, donde W es el trabajo que realiza el
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flujo al desplazarse (las particulas de fluido deben vencer
fuerzas de presion y tangenciales) y W es el trabajo util
produci do hacia el exterior. De este nodo, Ec. 2.33 queda:

ﬂ Y VZ " I V2 p — dQ dVVt dw
g X9z* 5 reld +So(gz+ oty Tervmds =t h T a

(2.34)

El prinmer térmno de la Ec. 2.34 representa l|la variacioén
de la energia del fluido en el interior del volunen de
control, por unidad de tienpo. El segundo térmno es el flujo
neto de energia que atraviesa el volunen de control
transportado por el flujo mas el trabajo nmecanico que hace el
fluido al desplazarse en un canpo de presiones. ElI tercer
térmno es el calor que absorbe el fluido. ElI cuarto térm no
es el trabajo necanico que realiza el fluido por unidad de
ti enpo para vencer | os esfuerzos de corte debido a |os efectos
viscosos. ElI dltim térmno de |a ecuacion corresponde al
trabajo atil que realiza el fluido y que es aprovechable cono
trabaj o mecani co por unidad de tienpo.

Al aplicar Ec. 2.34 a un tubo de flujo de velocidad
uni fornme permanente y fluido inconpresible, tenenos:

dQ dW, dwy x €s €.0

—_~_ "t _ _° = - + —=—= 2.35

It dt at g QEBS B g ( )
donde | os subindices s y e del |ado derecho de |a ecuacion
indican la seccion de salida y |la de entrada respectivanente.
B es el Bernoulli, definido en la Ec. 2.12.

Si se considera que el fluido es un Iliquido, no hay
transferencia de calor ni se efectla trabajo externo y el
fluido es ideal, entonces la Ec. 2.35 se transforma en |a
ecuaci on de Bernoul |i.

En flujos paralelos de fluidos reales con fronteras, |a
condici 6n de no-deslizamento en las paredes significa la
exi stencia de vorticidad y el Bernoulli no se nmantiene
constante (denostrarlo). Es por esto que en flujos paralelos
se define en Bernoulli nmedio basado en |la vel oci dad nedi a de
escurrim ento.

Una expresion para el Bernoulli nedio, B, se logra al

cal cular |l a potencia total en un tubo de flujo, resultando:

Cl 4101 — Hi DRAULI CA Repaso del curso Cl 3101, Mecanica de

Fl ui dos

Prof. ALDO TAMBURRI NO TAVANTZI S

DEPARTAMENTO DE | NGENI ERI A CI VI L Pé. 21
UNI VERSI DAD DE CHI LE g.



_ \? P
B a-z? +-§-+z = constante (2. 36)

donde V es la velocidad nedia y a el coeficiente de Coriolis,
que toma en cuenta la no uniformdad de l|la distribucién de
vel oci dades y que se define cono:

ou*dS
a = 2.37
TS ( )

Para escurrimento lam nar en tuberia cilindrica (Flujo
de Pouseille) a=2. En escurrimentos turbulentos a,1l.03 -
1.08.

Apliquemos ahora la Ec. 2.35 a un tubo de flujo con

fluido real. En este caso V;; es distinto de cero. Conp el
fluido es real, debenpbs consi der ar un Bernoul |i medi o,
resul t ando:
d
- IV - B - B)
dt
1 .dw,
.= = - 2.38
0 dt B - B ( )
En general denotanos:
= _!L.Enﬁi_;> 0
gQ dt

y liganps este térmno a |las caracteristicas del escurrimento
y del conducto a través de un factor de friccion o coeficiente
de rugosidad. Se define |la pérdida de energia por unidad de
| ongi tud J:
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(2.39)

(&
Il
—|r

donde L es la longitud del tubo de flujo.

En el caso de tuberias, J se evalla a través de la
ecuaci 6n de Darcy-W esbach

2
3 =L (2. 40)
D 2g
donde el coeficiente de friccion f depende del réginmen del
flujo y la rugosidad de |la tuberia. Existen expresiones para f
deri vadas de suponer di stribuci ones | ogaritm cas de
vel oci dades, las que se encuentran sintetizados en form
grafica en el diagram de Mbody.

En el caso de canales, una de |os rel aci ones mas conunes
para evaluar J es |a ecuaci 6n de Manni ng:

_n?V

donde R es el radio hidraulico de la seccion y n el
coeficiente de rugosi dad de Manning. No hay que ol vidar que la
Ec. 2.41 es valida para escurrimento turbulento con paredes
hi dr odi nam canente rugosas. En caso de no ser asi, e

coeficiente n ya no es una constante, sino que exhibe una
dependencia con el nuanero de Reynol ds.
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