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Parte I
Contornos errados
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Capítulo 1
Análisis hidráulio de sistemas detuberías
En etapas �nales del urso de Meánia de Fluidos del Departamento de Ingeniería Civil dela Universidad de Chile (CI3101), se obtuvo que al integrar la primer ley de la termodinámiaen un tubo de �ujo, y onsiderando régimen permanente, la siguiente euaión permite ligarla dinámia entre dos seiones (1 y 2) ubiadas en los extremos del tubo de �ujo

B̄1 = B̄2 + Λf + Λs ±
|P |
γQ

(1.1)donde B̄ es el Bernoulli promedio de la seión, Λf denota las pérdidas singulares que expre-samos omo:
Λf = J L =

f

D

v̄2

2g
L (1.2)donde J es la pendiente del plano de arga, L la distania entre los puntos 1 y 2 (siguiendola línea de orriente), D el diámetro de la tubería y f el oe�iente de friión. Además, Λses la altura de arga perdida por pérdidas singulares, la ual expresamos omo:

Λs = ks
v̄2

2g
(1.3)donde ks es el oe�iente de pérdida singular. Finalmente, |P | en (6.15) denota la poteniade la bomba o turbina, tal que el signo ± queda determinado si es una bomba (−, tal que

B2 > B1 en el aso invisido) o si es una turbina (+, tal que B2 < B1 en el aso invisido).Además, se determinó que el fator de friión f es una funión del número de Reynoldsen la tubería Re = v̄Dν−1, y de la aspereza relativa ǫ/D, y a partir de ambos númerosadimensionales de�nimos tres tipos regímenes de esurrimiento para �ujos turbulentos entuberías: 2



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías
• Tuberías de pared hidrodinámiamente lisa.

1√
f

= 2 log10

(

Re
√

f
)

− 0.8 = 2 log10

(

Re
√

f

2.51

) (1.4)
• Tubería de pared hidrodinámiamente rugosa.

1√
f

= 2 log10

(

3.7
D

ǫ

) (1.5)
• Tubería de pared hidrodinámiamente en transiión lisa-rugosa.

1√
f

= −2 log10

(

ǫ

3.7D
+

2.51

Re
√

f

) (1.6)Cabe reordar que en aso de tuberías hidrodinámiamente lisas o en transiión lisa rugosa,el fator de friión y la o las euaiones de balane de energía en la tubería (Bernoulli), seresuelven iterativamente dado que el valor de f depende depende del número de Reynoldsen las tuberías. Una manera para iterar es mediante el ábao de Moody que se muestra enla Fig. 6.6.En esta primera parte del urso de Hidráulia veremos en detalle P , ks.

©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 3



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías

Figura 1.1: Ábao de Moody. Fuente wikipedia.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 4



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías1.1 Pérdidas singulares en tuberíasLos sistemas de tuberías onsisten de distintos elementos omo uniones, odos, válvulas,además de ambios en el diámetro. Estos elementos dan origen a pérdidas de energías dis-tintas a las friionales, y se loalizan donde se enuentran estos elementos. Estas pérdidasse denominan pérdidas singulares y están generalmente asoiadas a la desaeleraión delesurrimiento.Por ejemplo, veamos el ejemplo de la Fig. 1.2 donde, debido a que no son posibles quiebresbrusos de las líneas de orriente, existe una separaión aguas abajo del ensanhamiento, laque da origen a zonas de aguas muertas. Esto da también origen a una disipaión loal deenergía en forma de alor, en la zona de la estela.
(1) (2)

Q

Figura 1.2: Ejemplo ensanhe.Para disutir las pérdidas de energía en el ensanhe, onsideremos dos puntos 1 y 2 tal que:
B1 = B2 + Λs (1.7)De esta forma, podemos de�nir omoΛs omo:

Λs = ks
v̄2
1

2g
= k′

s

v̄2
2

2g
(1.8)y omo el audal es onstante, los oe�ientes de pérdida singular ks y k′

s están relaionadosentre sí por:
ks

S2
1

=
k′

s

S2
2

(1.9)donde S1 y S2 son las áreas de las seiones 1 y 2, respetivamente. Es así que, desde el puntode vista prátio, el problema de las pérdidas singulares se tradue en determinar el oe�iente
ks (o k′

s) araterístio de la singularidad analizada. Si bien existen un gran número de piezasque ausan pérdidas singulares de energía, en los siguientes puntos analizaremos algunos delos asos más omunes.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 5



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías1.1.1 Pérdidas por ensanhe brusoÉste orresponde a uno de los poos asos que son posibles de ser analizados en formaanalítia. Para determinar el valor del oe�iente de pérdida singular, de�nimos los puntos 1y 2 ubiados aguas arriba y aguas abajo del ensanhe, y el volumen de ontrol que se muestraen la Fig. 1.3. Entones, del teorema de antidad de movimiento obtenemos que:
∑

Fx = ρQ (v̄2 − v̄1) (1.10)donde∑Fx denota la sumatoria de las fuerzas externas que atúan en el volumen de ontroligual a
∑

Fx = Fp1 + Fp3 − Fp2 (1.11)donde Fp1 = p1S1 y Fp2 = p2S2 son fuerzas de presión. A diferenia de los �ujos aeleradosdonde la fuerza Fp3 era desonoida, en el aso de los denominados horros omo el que seforma en el ensanhe, la fuerza que Fp3 se debe a la misma presión p1, y por lo tanto,
∑

Fx = Fp1 + Fp3 − Fp2 = p1S1 + p1(S2 − S1) − p2S1 = S2(p1 − p2) (1.12)Luego de agrupar términos, el teorema de antidad de movimiento nos permite obtener:
p1 − p2 = ρv̄2

2

(

1 − S2

S1

)

= ρv̄2 (v̄2 − v̄1) (1.13)

(1) (2)Figura 1.3: Pérdidas por ensanhe brusoPor otro lado, de Bernoulli sabemos que
B1 = B2 + Λs (1.14)y entones

p1 − p2

γ
=

v̄2
2

2g
− v̄2

1

2g
+ Λs (1.15)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 6



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberíasDe esta forma, demostramos la onoida omo fórmula de Borda.
Λs =

(v̄1 − v̄2)
2

2g
(1.16)de donde se obtiene que∗

ks =

(

1 − S1

S2

)2 (1.17)y
k′

s =

(

S2

S1

− 1

)2 (1.18)1.1.2 Pérdidas de entradaEstas pérdidas de energía ourren a la entrada de las tuberías omo se ve en la Fig. 1.4, enpartiular, uando el �ujo se desaelera aguas abajo del angostamiento de la seión 1. Deesta forma, el oe�iente de pérdida de energía singular queda determinado a partir de lafórmula de Borda, donde
Λs = ke

v̄2

2g
=

(

S2

S1

− 1

)2
v̄2

2g
(1.19)donde S1 queda determinado omo:

S1 = µS2 (1.20)donde µ es el oe�iente de ontraión de�nido por Kirhho� igual a
µ =

π

π + 2
≈ 0.611 (1.21)De esta forma obtenemos que:

ke =

(

S2

µS2
− 1

)2

≈ 0.44 (1.22)si bien en la prátia se utiliza ke = 0.5.1.1.3 Otras singularidadesEn este punto, es posible extender el listado de posibles singularidades que induen pérdidasde energía de �ujo, entre las uales se uentan:
• Pérdidas en odos y urvas
∗reordar que S2 > S1©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 7



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías

(1) (2)

Q

Figura 1.4: Pérdidas de entrada.
• Pérdidas en válvulas
• Pérdidas por bifuraiones
• Pérdidas por empalmes
• Pérdidas por ensanhes graduales
• Pérdidas por entradas en ángulos y en diferentes geometríasLos oe�ientes de pérdidas singulares asoiados a ada una de estas singularidades se ob-tienen de tablas de álulo, algunas de las uales se muestran en los doumentos omple-mentarios a este apítulo o bien en la bibliografía reomendada para el urso. En términosgenérios, una buena tabla de álulo debe espei�ar laramente si el oe�iente de pérdidasingular es ks o k′

s, según si la altura de energía perdida se expresa en funión de la altura develoidad de la seión de aguas arriba o de aguas abajo de de la singularidad (1 o 2 siguiendonotaión de Fig. 1.2).1.2 Bombas1.2.1 Coneptos generalesLas bombas son piezas de ingeniería diseñadas para elevar agua. Como vimos el semestreanterior, el efeto de las bombas se uanti�a omo un trabajo externo ejerido sobre el©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 8



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberíassistema termodinámio, que queda desrito por una potenia P entregada a sistema (energíapor unidad de tiempo), de manera tal que al plantear Bernoulli entre dos puntos 1 y 2 (talque B2 > B1), ubiados aguas arriba y aguas abajo de la bomba, respetivamente, (Fig.1.5), obtenemos
B̄1 = B̄2 −

|P |
γQ

(1.23)
B ojo con este caso

(I)

(II)

(1) (2)

a
lt
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 e
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ti
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(H
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d
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 i
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p
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ls
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n

altura estática 
de aspiración (Ha)

Figura 1.5: Sistema hidráulio de bombas.En la Fig. 1.5 se de�nen tres alturas que permiten araterizar el sistema hidráulio: laalturas estátia de impulsión, altura estátia de aspiraión (Ha), y altura estátia total He.
• La altura estátia total es la diferenia de ota geométria entre los puntos de omienzoy término del sistema hidráulio de tuberías, siguiendo un linea de orriente (I y II deFig. 1.5). Si planteamos Bernoulli entre ambos puntos I y II, obtenemos que:

H = He + Λs + Λf (1.24)donde H es la altura de elevaión de la bomba. De esta forma, vemos que la bombatrabaja elevando siempre una altura igual a la altura estátia total (He), más las pérdi-das friionales y singulares que dependen del audal. Por lo tanto, He de�ne el valormínimo que debe ser apaz de elevar la bomba. Ojo que en aso que la entrada alestanque II sea a presión atmosféria, es neesario onsiderar la altura de veloidad enII.De�nimos en este momento el rendimiento de la bomba (η) omo:
η = H

γQ

|P | (1.25)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 9



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberíasque nos india que no neesariamente toda la potenia entregada al sistema (proveniente,por ejemplo, de la eletriidad) se tradue en una real elevaión meánia del �uido,sino que parte de ese �ujo de energía suministrado se pierde irreversiblemente en formade, por ejemplo, alor debido al roe entre piezas.
• Altura estátia de aspiraión (Ha). Corresponde a la altura geométria entre el extremode entrada al sistema hidráulio de tuberías y aguas arriba de la bomba (punto 1). Estaaltura está relaionada on la máxima distania a la ual podemos ubiar la bombaantes que ourran problemas de avitaión. Esto se ve en que si apliamos Bernoullientre I y 1, obtenemos (Fig. 1.6)

p1

γ
= −

(

Ha + J L + Λs +
v̄2

2g

) (1.26)que nos india que la presión aguas arriba de la bomba disminuye proporionalmenteon L, de manera que existe un máximo de L tal que p1 sea mayor que la presión devapor (pv). en general se requiere que p1 > pv para evitar problemas de avitaión. Sinembargo, este análisis es simpli�ado y se ha visto que en la prátia, es neesario unextra adiional de presión para haer esurrir el líquido haia la bomba, para lo ual sede�ne la arga neta de suión (HPSH, net positive sution head) tal que:
p1

γ
≥ pv

γ
+ NPSH (1.27)Esta arga mínima es de�nida por el fabriante de las bombas, e impone una restriiónadiional para la ubiaión de bombas en un sistema hidráulio de tuberías. Entre otrasonseuenias, la existenia del NPSH ondiiona el que a vees no sea posible instalarbombas en super�ie, siendo neesario busar alternativas adiionales omo bombassumergidas.

B

Ha

L

ke

(I)

(1)
kc Q

Figura 1.6: Ubiaión de bombas.Finalmente, se de�ne el ebado de la bomba omo la operaión que onsiste en extraerel aire de la tubería de aspiraión y de la bomba, para que queden llenas del líquido aimpulsar. En aso ontrario (que haya aire dentro de la tubería de aspiraión), no vaa ser posible su funionamiento ya que la densidad del agua es 3 órdenes de magnitudmayor que la densidad del aire.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 10



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías
• Altura estátia de impulsión. Se de�ne omo la altura geométria entre la bomba y eltérmino del sistema hidráulio de tuberías.1.2.2 Bombas entrífugasSi bien este tipo de bombas es sólo uno de los tantos que existen disponibles†, es el tipo debomba más omún de enontrar en apliaiones de ingeniería hidráulia ya que el prinipiobásio que entrega energía al �ujo, es lo su�ientemente versátil omo para trabajar enun amplio rango de audales y alturas de elevaión. Las bombas entrífugas son aquellasque entregan energía meánia al �ujo mediante un rodete on paletas, que gira dentrouna araza metália. De esta forma, el �uido que ingresa por el eje de giro del rodetees impulsado haia afuera por la fuerza entrífuga (altura de veloidad). Usualmente, lasbombas entrífugas se omponen de dos seiones: un motor que hae girar el rodete, y labomba propiamente tal (ver Fig. 1.7).

MOTOR

BOMBA BOMBA

Figura 1.7: Esquema de bomba entrífuga.Curvas araterístiasLa adeuada eleión de una bomba requiere onoer sus urvas araterístias, que relaionanel audal elevado y tres parámetros neesarios para diseñar un sistema hidráulio de tuberías:altura de elevaión, potenia y e�ienia; ada una de las uales debe ser espei�ada por elfabriante de la bomba.
• Curva araterístia para altura de elevaión. Esta urva es onoida omo urva

Q − H y relaiona el audal de elevaión y la altura de elevaión, o bien la difereniade Bernoulli antes y después de la bomba. Esta urva araterístia debe mostrar unarelaión inversa entre Q y H (Fig. 1.8A) ya que en aso ontrario (Fig. 1.8B) labomba es inestable porque aumentos de Q produirían aumentos de H , y por onsigu-iente mayor audal de auerdo on Bernoulli.
†otros tipos inluyen bombas de vaío, bombas peristáltias, ventiladores, et©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 11



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías
• Curva araterístia para la potenia. Esta urva onoida Q − potencia relaiona elaudal on la potenia (onsumo elétrio), por lo que es importante onoerla portemas presupuestarios.
• Curva araterístia para la e�ienia. Esta urva es onoida omo urva Q-rendimiento(η en (1.25)), la ual muestra un máximo valor que determina el punto óptimo de op-eraión de la bomba (Fig. 1.8C).
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Figura 1.8: Esquema de urvas araterístias. A) Ejemplo de urva Q−H estable. B) Ejemplode urva Q − H inestable. C) Ejemplo de urva Q − rendimiento.Estas urvas suelen presentarse en un solo grá�o omo se muestra en la Fig. 1.9, el queondensa la informaión neesaria para el diseño, vale deir, NPSH (r india requerido), lasurvas araterístias Q−H , Q− potencia (urvas on unidades de aballos de fuerza, HP),y e�ienia (urvas urvas uyo rendimiento se india en urva Q − H superior. Además,una búsqueda en los diferentes fabriantes de bombas les va a permitir identi�ar que ex-iste una gran antidad bombas disponibles para diferentes apliaiones. Por ejemplo, men-ionamos on anterioridad que existen bombas super�iales y sumerjibles en funión delHPSH y la disponibilidad de espaio físio en super�ie para instalar de manera segura elequipo de bombeo ompuesto por la bomba, el motor, tuberías, válvulas, oneión elétria,et. Además, la naturaleza del �uido a bombear determina si es neesario materiales demayor o menor resistenia a ompuestos químios (agua dule o marina), o resistentes a laerosión por material suspendido (arena) que puede dañar las aspas del rodete. Por otrolado, en funión del rendimiento, las bombas tienen diferentes rangos de operaión óptimadeterminado por la urva Q − rendimiento.Punto de funionamientoEl punto de funionamiento de una bomba queda determinado numériamente de resolver laeuaión de Bernoulli entre dos puntos 1 y 2
B̄1 = B̄2 + Λf + Λs − H (1.28)donde H = H(Q) es la altura de elevaión de la bomba, la ual es funión del audal. Dadalas apaidades omputaionales atuales, es fáil pensar en parametrizar las urvas Q − H ,©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 12



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías

Figura 1.9: Familia de urvas aratertístias de bombas omeriales.y resolver iterativamente el problema ompleto, inluyendo las pérdidas friionales y singu-lares‡. Sin embargo, veamos el método grá�o que nos permite entender el omportamientodel sistema. Primero, supondremos que el diámetro es onstante entre 1 y 2 (D), y quelas pérdidas singulares de energía quedan desritas por la suma de todos los oe�ientes depérdidas singulares entre 1 y 2 (∑2
1 ks). Entones resribamos (1.28) omo:

H = He +

(

fL

D
+

2
∑

1

ks

)

8

gπ2D4
Q2 = He + αQ2 (1.29)De esta forma, vemos que H es una funión reiente on Q y que orta el eje Q = 0 en laaltura estátia de elevaión H = He. Esta urva se onoe omo urva de arga del sistema,y nos permite de�nir el punto de funionamiento de la bomba omo el punto en el ual laurva de arga del sistema se ruza on la urva araterístia Q−H de la bomba Fig. 1.10).Este punto de funionamiento nos india, entones, uál es el audal Q1 que irula por elsistema.Este análisis grá�o del punto de funionamiento de bombas nos permite ver que si aumen-tamos las pérdidas de energía en el sistema (errando válvulas por ejemplo), el audal queirula por el sistema disminuye dado que α de (1.29) aumenta y el punto de funionamientode la bomba se desplaza haia la izquierda, desde Q1 a Q2 (línea segmentada de Fig. 1.10).

‡Metodología propuesta: i) de�nir un valor iniial para H = He y f de pared hidrodinámiamente rugosa.ii) Calular Q a partir de la euaión de Bernoulli. iii) realular f y H , iv) volver a (ii).©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 13
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H α
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Figura 1.10: Punto de funionamiento de bombas.Elevaión a dos estanquesVeamos ahora el aso que se muestra en la Fig. 1.11A, donde se toma agua de un estaqueE, y mediante una bomba se eleva a los estanques I y II, on alturas estátias total H1ey H2e, respetivamente. Supongamos primero que no existen pérdidas de energía entre Ey la bomba, entones de�nimos las urvas de arga de los estanques I y II omo H1 y H2,respetivamente, tal que
H1 = He1 + α1Q

2
1 (1.30)y

H2 = He2 + α2Q
2
2 (1.31)donde α1 y α2 dependen de los oe�ientes de pérdida friional y singulares en las tuberías1 y 2, respetivamente (ver Fig. 1.29), y Q1 y Q2 los audales a los estanques 1 y 2respetivamente. De esta forma vemos que, ahora en un diagrama de arga Q − H de Fig.1.11B, el agua solo llega al estanque dos si H > He2, y además, el punto de operaión quedadeterminado uando se ruzan la urva Q − H de la bomba on la urva de arga onjuntade ambos estanques (Fig. 1.11B), que algebráiamente se obtiene de reordar que en talaso H1 = H2 = H , y Q = Q1 + Q2.Luego, en el aso que las pérdidas de energía entre E y la bomba no sean despreiables seumple que la urva de arga total del sistema Htot es (Fig. 1.11C)

Htot = H + αEB(Q1 + Q2)
2 (1.32)donde αEB ontiene los oe�ientes de pérdidas singular y friional entre E y la bomba.Bombas en serieLa ubiaión de bombas en serie se utiliza uando es neesario elevar a un gran altura, yaque la urva araterístia del sistema de bombas en serie, es igual a la suma de las urvas©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 14
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Figura 1.11: Apliaión a dos estanques. A) de�niión del problema, B) urvas araterístiasde la bomba y de arga del sistema. C) Curva de arga del sistema onsiderando pérdidas entre Ey la bomba.araterístias de ada una de las bombas que lo omponen, y esto se ve grá�amente en laFig. 1.12. Es fáil demostrar este resultado de apliar Bernoulli entre dos puntos ubiadosaguas abajo y aguas arriba de un sistema de bombas ubiadas en serie.El rendimiento onjunto del sistema de dos bombas en serie queda determinado de:
P1+2 =

γQ(H1 + H2)

η1+2

= P1 + P2 =
γQH1

η1

+
γQH2

η2

(1.33)de donde se obtiene que en el aso general:
η1+2+···+N =

∑N
i=1 Hi

∑N
i=1 Hi/ηi

(1.34)
Bombas en paraleloUna segunda on�guraión para instalar bombas es ubiarlas en paralelo omo se ve en laFig. 1.13, de donde se obtiene que ambas bombas elevan la misma altura (diferenia deBernoulli entre II y I), y por lo tanto se generan las ondiiones para elevar un audal total
Q = Q1 + Q2 mayor (Fig. 1.13). A partir de un análisis similar al realizado para el aso©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 15
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Figura 1.12: Bombas en serie y respetiva urva araterístia de un sistema de bombas enserie.de bombas en serie, se determina que la e�ienia de un sistema de N bombas ubiadas enparalelo es:
η1+2+···+N =

∑N
i=1 Qi

∑N
i=1 Qi/ηi

(1.35)
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Figura 1.13: Bombas en paralelo y respetiva urva araterístia de un sistema de bombas enparalelo.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 16



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías1.3 Redes de tuberías1.3.1 Consideraiones preliminaresEn esta seión estudiaremos ómo resolver una red de tuberías, para lo ual onsideremosuna red omo la que se muestra en la Fig. 1.14. Entones, si onoemos los audales queentran o salen del sistema en los nodos, la pregunta es uál es el audal que irula por adauna de las 5 tuberías de la red, para lo ual neesarios algunas onsideraiones y de�niionespreliminares.
(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

A

B

C

DFigura 1.14: Ejemplo red de tuberías.Primero, de�nimos que una red de tuberías está ompuesta por una serie nodos que son lospuntos donde onurren dos o más tuberías de la red, los uales quedan de�nidos por lospuntos donde ourren las entradas o salidas de audal de la red. Es así que en ada nodose tiene que umplir ontinuidad de audal tal que, siguiendo el ejemplo de la Fig. 1.14,sabemos que
QC = Q2 − Q5 − Q3 (1.36)donde QC es el audal que ingresa a la red en el nodo C, y Q2, Q5 y Q3 son los audales enlas tuberías 2, 5 y 3, respetivamente.A ontinuaión, esribiremos que las pérdidas friionales en la tubería i omo:

Λfi = riQ
ni

i (1.37)donde Qi es el audal que irula en la tubería i, y ri y ni on onstantes que araterizanlas pérdidas friionales en la misma. Por ejemplo,
• Sabemos que si la pared es hidrodinámiamente rugosa,

f =
1

(

2 log10

(

3.7D
ǫ

))2 (1.38)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 17



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberíasy por lo tanto, omo
Λf =

fL

D

8

π2D4g
Q2 (1.39)de manera que ni = 2 y

ri =
fiLi

Di

8

π2D4
i g

(1.40)
• De auerdo on la fórmula de Blassius para �ujos turbulentos en tuberías hidrodinámi-amente lisas,

f = 0.3164R−1/4
e (1.41)donde Re = 4Q/(πDν) es el número de Reynolds de la tubería. Entones ni = 1.75 y

ri = 0.3164

(

4

πDiν

)−1/4
Li

Di

8

π2D4
i g

(1.42)Luego, la Fig. 1.15 muestra red de tuberías de donde vemos que está ompuesta por variosiruitos errados (I y II en este aso partiular), tal que si onsideramos el sentido delesurrimiento del iruito I, se umple que
Λ1 − Λ2 − Λ3 = 0 (1.43)dado que
BA = BB + Λf1 (1.44a)
BC = BB + Λf2 (1.44b)
BA = BC + Λf3 (1.44)

Figura 1.15: De�niión de iruitos en redes de tuberías.En términos generales, podemos deir que para ualquier iruito se umple
∑

i

siΛfi = 0 (1.45)donde i denota las tuberías del iruito, y si es el signo ± que resulta de de�nir si el audal
Qi esurre a favor (+) o en ontra (−) del sentido de giro de los punteros del reloj. En elaso de�nido en la Fig. 1.15, sólo si de la tubería 1 es +1 ya que el �ujo va a favor delsentido de giro del iruito, mientras que si de las tuberías 2 y 3 es igual a -1.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 18



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías1.3.2 Método de Hardy Cross (1936)A partir de estos oneptos básios, a ontinuaión desribiremos el Método de Hardy Crossel ual es un método iterativo que permite determinar la distribuión de audales en lared de tuberías. Para esto, onsideremos una distribuión arbitraria iniial de audales, yveri�quemos si se umple que:
∑

i

siΛfi = 0 (1.46)en ada iruito de la red de tuberías. En aso que se umpla on diha ondiión deimosque obtuvimos los audales en el iruito dado que estamos resolviendo las euaiones deBernoulli por ada tubería (1.44). Sin embargo, usualmente esto no se umple de maneraque es neesario orregir estos audales iniiales, para lo ual expresemos si omo
si =

Qi

|Qi|
(1.47)y

Λfi = ri |Qi|ni (1.48)esta manera de expresar las pérdidas en ada iruito requiere de�nir el signo de los audales
Qi de auerdo on la notaión dada por el sentido de giro de los punteros del reloj. Es asíque para ada iruito se debe umplir que

∑

i

Qi

|Qi|
ri |Qi|ni = 0 (1.49)Como fue menionado anteriormente (1.49) no neesaria se va a umplir de manera queplanteamos una metodología iterativa para resolver el problema.1. De�namos arbitrariamente Q0

i para omenzar on las iteraiones. La de�niión esarbitraria, aunque debe umplir on ontinuidad de audales en los nodos para asíasegurar que el resultado �nal también umpla on ontinuidad de audales en losnodos. Veri�ar que por ada iruito
∑

i

Q0
i

|Q0
i |

ri

∣

∣Q0
i

∣

∣

ni =
∑

i

f(Qi) 6= 0 (1.50)2. Busar un valor ∆QI por iruito que orrija los audales Qi de ada iruito tal que
Q1

i = Q0
i + ∆QI (1.51)y

∑

i

Q0
i + ∆QI

|Q0
i + ∆QI |

ri

∣

∣Q0
i + ∆QI

∣

∣

ni =
∑

i

f(Qi + ∆QI) = 0 (1.52)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 19



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías3. Expandir la en serie de Taylor la funión f(Qi) omo
2f(Qi + ∆QI) ≈ f(Qi) +

∂f

∂Qi
∆QI (1.53)Entones sumamos sobre i e igualamos a 0 para busar errar las pérdidas en el iruito

I:
∑

i

f(Qi + ∆QI) =
∑

i

f(Qi) + ∆QI

∑

i

∂f

∂Qi

= 0 (1.54)Entones, la orreión ∆QI para todos los audales del iruito queda determinadaomo:
∆QI = −

∑

i f(Qi)
∑

i
∂f
∂Qi

(1.55)donde (ver de�niión de (1.50) para la funión f(Qi)):
∂f

∂Qi
= ri

∂

∂Qi

(

Qi

|Qi|
|Qi|ni

)

= ri
∂

∂Qi

(

Qi |Qi|ni−1)

= ri

(

|Qi|ni−1 + (ni − 1)Qi |Qi|ni−2 Qi

|Qi|

)

= ri

(

|Qi|ni−1 + (ni − 1)Q2
i |Qi|ni−3)

= ri

(

|Qi|ni−1 + (ni − 1) |Qi|ni−1)

= rini |Qi|ni−1

(1.56)
Entones

∆QI = −
∑

i siri |Qi|ni

∑

i rini |Qi|ni−1 (1.57)Usualmente, los oe�ientes ri son muy grandes, por lo que se suele dividirlos por unnúmero arbitrario ro, también grande, pero onstante para iruito.4. Calular ∆QI para ada iruito de la red de tuberías, y orregir los audales de adauno de los tramos. Notar que en aso que una tubería sea parte de dos iruitos,omo la tubería 2 de la Fig. 1.15, entones el audal de esa tubería se debe orregironsiderando ∆QI y ∆QII , teniendo uidado on el signo de esta orreión el ualvaría según el iruito. Por ejemplo, el audal Q2 orregido para el iruito 1 es:
Q1

2 = Q0
2 + ∆QI − ∆QII (1.58)5. Volver a 2 pero on los audales iniiales orregidos omo Q1

i .1.3.3 Ejemplo de apliaiónVer doumento pdf adjunto a este apunte.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 20



CI4101: Hidráulia Sistemas de tuberías1.3.4 PropuestoPlantee el método de Cross para el aso más general que onsidere pérdidas singulares ybombas en alguno de los tramos de la tubería.

©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 21



Capítulo 2
Régimen impermanente en tuberías
En este apítulo estudiaremos ómo evoluionan las propiedades del �ujo en tuberías uandoexisten ambios en las ondiiones de borde del problema, de manera que el �ujo deja de serpermanente. Para llevar a abo este estudio, primero disutiremos aera del denominadométodo inelástio de soluión, para posteriormente entrarnos en el método elástio pararesolver la dinámia impermanente en tuberías y los métodos numérios que existen pararesolver las euaiones de movimiento que resultan de este último método de soluión.De�nimos omo régimen impermanente en tuberías a la evoluión temporal de las ondiionesdel �ujo produto de un ambio en las ondiiones de borde del problema, y araterizan el�ujo mientras el sistema se adapta a las nuevas ondiiones. Entendemos omo ambios enlas ondiiones de borde al ierre o apertura de válvulas, puesta en marha de bombas, et.,y entendemos omo ondiiones del �ujo al valor de la presión y veloidad (o audal) en adapunto de la tubería. A partir de estos dos oneptos podemos ver que existe una relaiónentre veloidad de ambio de las ondiiones de borde, y los tiempos que demora el sistemaen alanzar su nueva ondiión de equilibrio, ya que podemos pensar que si los ambios enla ondiiones de borde ourren en tiempos mayores que los que toma el sistema en alanzarsu nueva ondiión de equilibrio, entones el régimen impermanente en las tuberías puedeser expliado omo una suesión de estados permanentes. Por el ontrario, si los ambios enlas ondiiones de borde son brusos, o bien ourren en una esala de tiempo muho menorque la que demora el sistema en alanzar su nueva situaión de equilibrio, entones el �ujono puede ser desrito a partir de suponer ondiiones permanentes. En este apítulo nosentraremos en último grupo de fenómenos impermanentes produidos por ambios brusosen las ondiiones de borde del problema.Desde el punto de vista de ingeniería hidráulia, los fenómenos transientes en tuberías sonimportantes de estudiar ya que explian el problema del golpe de ariete en entrales hidroelé-trias. Estos problemas son usualmente gatillados por ortes de luz que desonetan las en-trales del sistema interonetado, y entones las turbinas dejan de produir y omienzan agirar sin ontrol. Para evitar la destruión de las turbinas, las válvulas aguas arriba de las22



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasturbinas se deben errar brusamente, osa que produe un exeso de presión en la tuberíade manera tal que los gradientes de p sean apaes de frenar el �ujo. Como onseuenia,estos aumentos de la presión pueden ser lo su�ientemente grandes omo para destruir lastuberías. Un ejemplo de este problema se ve en el arhivo pps, que muestra la destruiónque produjo un golpe de ariete en la entral hidroelétria de Sayano Shushenskaya, Rusia(2009). Existen medidas de proteión de las tuberías ante el golpe de ariete, las uales sebasan en la onstruión de himeneas de equilibrio aguas arriba de las válvulas (Fig. 2.1),las uales se llenan en aso de ierres brusos de las válvulas, y así alivian los exesos depresión en las tuberías ya que se fuerza al sistema a funionar omo un tubo en U.

T

B) Chimenea
en presión

A) Chimenea de equilibri�

Figura 2.1: Ejemplo de himeneas de equilibrio. A) ejemplo de una himenea que funiona apresión atmosféria. B) Ejemplo de una himenea que funiona on aire a presión.En este apítulo veremos los dos métodos más usuales de soluión de �ujos inpermanentesen tuberías: el método inelastio que supone �ujo inompresible y tuberías indeformables, yel método elástio que onsidera �uido ompresible y tuberías deformables.2.1 Método inelástioEl método inelástio de soluión de fenómenos impermanentes en tuberías onsidera:1. Fluido inompresible, de manera que
∇ · ~v = 0 (2.1)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 23



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberías2. La añería es rígida e indeformable. Por lo tanto, si integramos ontinuidad en latubería obtenemos que
∂Q

∂s
= 0 (2.2)donde Q es el audal y s el eje de oordenadas siguiendo una línea de orriente. Esteresultado india que el audal es uniforme a lo largo de una línea de orriente, lo ualno neesariamente signi�a que sea onstante.Adiionalmente, supondremos que la tubería es de seión irular.2.1.1 Fluido idealSupongamos momentáneamente que el �uido es ideal, y por lo tanto las pérdidas de arga enlas tuberías son despreiables. Como vimos en Meánia de Fluidos, las euaiones básiasde movimiento para este problema son las euaiones de Euler

1

g

∂~v

∂t
+ ∇B = 0 (2.3)y la euaión de ontinuidad:

∇ · ~v = 0 (2.4)donde ~v es la veloidad y B = ~v · ~v/2g + p/γ + z es el Bernoulli. Si usamos la oordenada
~s que oinide on el eje de la tubería (línea de orriente), entones podemos proyetar (2.3)en un elemento d~s (produto punto), obteniéndose

1

g

∂u

∂t
+

∂B

∂s
ds = 0 (2.5)donde u = ~v · d~s es la veloidad a lo largo de ~s y ∂B

∂s
ds = dB. Luego, tomamos dos puntosde la línea de orriente, 1 y 2, e integramos

1

g

∫ 2

1

∂u

∂t
ds +

∫ 2

1

dB = 0 (2.6)Por otro lado, vemos que por ontinuidad entre 1 y 2, ∂u
∂s

= 0 si la seión de esurrimientoes la misma, osa que india que u es uniforme y no varía a lo largo de ~s; no obstante, puedevariar en el tiempo. De esta forma,
∂

∂t

∂u

∂s
= 0 ⇒ ∂

∂s

∂u

∂t
= 0 (2.7)y por lo tanto ∂u

∂t
no depende de ~s, tal que

1

g

∂u

∂t

∫ 2

1

ds +

∫ 2

1

dB =
1

g

∂u

∂t
L12 + B2 − B1 = 0 (2.8)donde L12 es la distania entre 1 y 2, a lo largo de la tubería, y B1 y B2 son los Bernoullievaluados en los puntos 1 y 2, respetivamente.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 24



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasEjemploVea ejemplo disutido en doumento adjunto Ejemplo_Metodo_Inelastio.pdf.2.1.2 Efeto de las pérdidas de energíaConsideremos ahora que el �uido es real, y por lo tanto hay que tener en uenta el esfuerzo deorte que disipa energía. Consideremos un volumen de ontrol dV , tal que dS se orienta a lolargo de una línea de orriente (Fig. 2.2). Las dimensiones del volumen de ontrol son áreatransversal al esurrimiento dA, largo dS, y perímetro donde atúan los esfuerzos de orte
dχ. Veamos omo queda el teorema de antidad de movimiento apliado a este volumen deontrol. Primero:

∑

d~Fext = dm~a (2.9)Luego, onsideremos sólo la proyeión de fuerzas a lo largo de ds, de manera que la proyeiónde dz, que usaremos para el álulo del peso, es (Fig. 2.2):
dz = ds sin θ (2.10)

s

dA
ds

z

v

x

θ

τo

Figura 2.2: Suma de fuerza en elemento de línea de orriente.Entones, el teorema de antidad de movimiento queda esrito omo
∑

d~Fext = pdA −
(

p +
∂p

∂s
ds

)

dA − τodχds − ρg sin θdA (2.11)donde τo es el esfuerzo de orte que atúan en el perímetro dχ (manto dχ ds), tambiénonoido omo perímetro mojado. De esta forma obtenemos que:
− ∂p

∂s
dsdA − τodχdS − ρgdA sin θ = dm~a (2.12)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 25



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasLuego, sabemos que
~a =

D~v

Dt
=

∂~v

∂t
+ ~v · ∇~v (2.13)que en la direión s es igual a

as =
∂u

∂t
+ u

∂u

∂s
ŝ (2.14)Además,

dm = ρgdAds (2.15)y entones el teorema de antidad de movimiento a lo largo de la línea de orriente es:
ρ

(

∂u

∂t
+ u

∂u

∂s

)

= −∂p

∂s
− τo

Rh
− ρg sin θ (2.16)donde Rh es el radio hidráulio igual a

Rh =
dχ

dA
(2.17)Finalmente, si expresamos

u
∂u

∂s
=

1

2

∂u2

∂s
(2.18)obtenemos que

1

g

∂u

∂t
+

∂

∂s

(

p

ρg
+ z +

u2

2g

)

+
τo

Rhρg
= 0 (2.19)o bien

1

g

∂u

∂t
+ ∇B +

τo

Rhρg
= 0 (2.20)que es la euaión de Euler orregida por friión.En esta euaión, τo es el esfuerzo de orte que se aplia en el manto del tubo de �ujo. Sieste tubo de �ujo abara toda la tubería, entones τo representa el esfuerzo de orte en lasparedes de la tubería, el que depende del valor del fator de friión f , y por lo tanto delrégimen de esurrimiento y de las propiedades hidrodinámias de la tubería. De lo onoidode �ujo permanente en tuberías, podemos ver que

τo

γRh

= J (2.21)donde Rh = D/4 en tuberías, por lo tanto:
τo

γRh
=

f

D

u2

2g
(2.22)y por lo tanto:

1

g

∂u

∂t
+ ∇B +

f

D

u2

2g
= 0 (2.23)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 26



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasEn aso que el régimen sea laminar, sabemos que f = 64/Re, y entones
1

g

∂u

∂t
+ ∇B +

32ν

gD2
u = 0 (2.24)EjemploVea ejemplo disutido en doumento adjunto Tubo_en_U_on_resistenia_laminar.pdf
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CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberías2.2 Método inelástio ompresiblePrevio a detallar el método elástio de soluión de fenómenos transientes, veamos primeroun aso intermedio en que onsideramos que el �uido es ompresible, pero la tubería esrígida. Este aso reonoe que ambios instantáneos en la veloidad del �uido, se explianen ambios en la presión tal de produir la desaeleraión o aeleraión del �ujo, y por lotanto la veloidad deja de ser uniforme en la tubería, y por lo tanto el �uido no puede seronsiderado omo inompresible.Esta onsideraión se tradue en que identi�amos una veloidad a la ual se propaga lainformaión en la tubería, informaión relaionada on ambios en las ondiiones de borde.Veamos por ejemplo el aso en que erramos brusamenta de la válvula de una tubería quedesarga un estanque Fig. 2.3. Produto que aeptamos ambios en la densidad del �uido,entones podemos aumular masa de �uido sin variar el volumen, por lo que veremos quese genera un frente que se propaga aguas arriba, transmiendo la informaión de los ambiosen las ondiiones de borde del problema. Estos ambios se ven expresados en un exeso depresión Ha tal de produir la desaeleraión instantánea del �ujo en el frente.
uo+Δu
po+Δp
ρo+Δρ

uo

po

ρo

exceso de presióna

Ho

Ha

cierre
válvulaFigura 2.3: Esquema oneptual de ierre bruso de válvula para analizar aso de tuberíainelástia y �uido ompresible.Si a es la veloidad de propagaión de la informaión, que asumiremos onstante, entonesobtenemos que para un tiempo t, aguas arriba del frente ubiado a una distania a t de laválvula, la veloidad del �ujo es uo igual a la veloidad del �ujo en ondiiones permanentesprevio al ierre de la válvula, mientras que aguas abajo del frente, la veloidad del �ujo es

uo + ∆u, donde ∆u es el ambio en la veloidad produido por la operaión de la válvula.De igual forma, llamamos po y ρo a la presión y densidad del �uido aguas arriba del frente,y po + ∆p y ρo + ∆ρ a la presión y densidad aguas abajo del frente (Fig. 2.4).Consideremos la euaión de ontinuidad para un volumen de ontrol que se desplaza la-grangianamente on el frente tal que la masa de �uido ontenida en el volumen de ontrolno varía en el tiempo. Por lo tanto, Ge = Gs donde Ge es el gasto másio de entrada y Gs es©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 28



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberías
uo+Δu
po+Δp
ρo+Δρ

uo

po

ρo

a

Figura 2.4: De�niión volumen de ontrol lagrangiano que se desplaza haia aguas arriba a unaeleridad a.el gasto másio de salida. O bien
(ρQ)e = (ρQ)s (2.25)donde Q es el audal. Entones, omo nos movemos según un enfoque Lagrangiano, se tieneque la veloidad de adveión neta de entrada es uo + a, y la veloidad de adveión neta desalida es uo + ∆u + a, y por lo tanto:

ρo(uo + a)A = (ρo + ∆ρ)(uo + ∆u + a)A (2.26)donde A es la seión de esurrimiento. Por lo tanto,
ρo∆u = −∆ρ(uo + ∆u + a) (2.27)Luego, si suponemos que a >> uo + ∆u, obtenemos �nalmente que

∆u = −∆ρ

ρo
a (2.28)A ontinuaión apliamos el Teorema de Cantidad de Movimiento en el volumen de ontrol,de manera de relaionar ambios en la veloidad on ambios en la presión y la densidad.Para esto:

∑

Fext = (ρQv)sal − (ρQv)in (2.29)donde ∑Fext es la sumatoria de fuerzas externas que atúan en el volumen de ontrol, eneste aso, fuerzas debido a la presión, y por lo tanto
poA − (po + ∆p)A = (ρo + ∆ρ)(uo + ∆u + a)2A − ρo(uo + a)2A (2.30)Organizando términos, utilizando el resultado de (2.28), y nuevamente onsiderando que aes muho mayor que uo y ∆u, se obtiene �nalmente que:

∆p = −ρoa∆u (2.31)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 29



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasFinalmente, si expresamos ambios en la presión on exesos de presión Ha,
∆p = ρogHa (2.32)entones
Ha = −a

g
∆u (2.33)Es importante menionar que a es la veloidad del sonido de�nida omo:

a2 =
∆p

∆ρ
=

K

ρo
(2.34)donde K es el módulo de ompresibilidad del �uido, igual a 2.2× 109Pa. Entones a ≈ 1500ms−1, y por lo tanto, si ∆u ≈ 1 ms−1, obtenemos que Ha = 150m.2.3 Método elástioEl método elástio de soluión de fenómenos impermanentes en tuberías se basa en onsiderarque el �uido es ompresible, y que la pared de la tuberia es elástia. De esto se obtieneque neesitamos resolver aopladamente las euaiones de ontinuidad de masa de �uido, elteorema de antidad de movimiento (las euaiones de Navier-Stokes no son válidas para�uidos ompresibles), la ley de ompresibilidad del líquido que relaiona sus ambios endensidad produto de ambios en la presión, y la ley de deformaión del material de latubería.2.3.1 Continuidad de masaConsideremos un volumen de ontrol de tubería de seión A y largo dx, tal que:

∂m

∂t
= Ge − Gs (2.35)donde m = ρAdx es la masa de �uido, Ge y Gs son los gastos másios de entrada y salida,respetivamente. Expandiendo en series de Taylor el gasto másio de salida en torno a Ge,obtenemos

∂m

∂t
= Ge − Ge −

∂G

∂x
dx (2.36)donde G = ρQ = ρuA. Entones

∂ρA

∂t
+

∂ρuA

∂x
= 0 (2.37)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 30



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasde donde se obtiene que
A

(

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x

)

+ ρ

(

∂A

∂t
+ u

∂A

∂x

)

+ Aρ
∂u

∂x
= 0

A
Dρ

Dt
+ ρ

DA

Dt
+ Aρ

∂u

∂x
= 0

(2.38)
Además, según la ley de ompresibilidad del �uido,

dp

dρ
=

K

ρ
(2.39)donde K es la onstante elástia del �uido∗. Entones

1

ρ

dρ

dt
=

1

K

dp

dt
(2.40)y por lo tanto, después de reemplazar en el primer término de (2.38), obtenemos que:

1

K

Dp

Dt
+

1

A

DA

Dt
+

∂u

∂x
= 0 (2.41)la ual nos india que la variaión del área de la tubería se debe a ambios en la presión ya la onvergenia o divergenia de la veloidad del �ujo. Es neesario relaionar la variaiónde A on ambios en la presión p, y las propiedades meánias de la tubería.Primero, es fáil ver que en una tubería iléndria se umple que:

dA = 2πrdr (2.42)donde dr india ambios en el espesor de la tubería. Luego, de�nimos la deformaión unitariade la tubería omo:
ǫ =

dr

r
⇒ 2

Dǫ

Dt
=

1

A

DA

Dt
(2.43)Luego, podemos ligar la deformaión unitaria de un sólido on los esfuerzos transversales σty longitudinales de la tubería σl, a través del módulo de Young E y el módulo de Poisson µ,omo:

ǫ =
σt − µσl

E
(2.44)donde E tiene unidades de [FL−2℄ y es una propiedad del material de la tubería†. Ladeformaión esperada en la tubería depende del tipo de anlaje, y por lo tanto en el modoen que se reparten las argas longitudinales y transversales. En partiular, si la tuberíaestá anlada a ambos lados, entones se restringen las deformaiones longitudinales, siendo

∗Valores araterístios para diferentes materiales pueden ser enontrados en el doumento adjuntopropiedades_elastias_materiales.pdf
†Valores araterístios de módulos pueden ser enontrados en el doumento adjuntopropiedades_elastias_materiales.pdf©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 31



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíaseste aso opuesto a aquel donde la tubería tiene juntas de expansión que permiten la libreexpansión longitudinal de la tubería. Cada aso ondue a un omportamiento distinto de latubería, lo ual inide diretamente en la veloidad de propagaión de las ondas de presión,la que en tuberías elástias es igual a:
a =

√

K

ρ

1
(

1 + K
E

Ψ
) (2.45)donde E es el módulo de Young, K es la onstante elástia del �uido, y Ψ es una funiónque depende del tipo de anlaje‡:

• Tubería anlada en ambos extremos:
Ψ =

(

1 + µ2
) D

e
(2.46)donde e es el espesor de la tubería y D el diámetro.

• Anlada en un extremo:
Ψ =

(

1 − µ

2

) D

e
(2.47)

• Tubería delgada on juntas de dilataión:
Ψ =

D

e
(2.48)

• Tubería rígida donde a =
√

K/ρ
Ψ = 0 (2.49)Consideremos el aso de una tubería on juntas de dilataión, tal que σl = 0, en este aso setiene que

ǫ =
σt

E
(2.50)donde σt es el esfuerzo de orte transversal, el que a lo largo del espesor e. Este esfuerzo es elenargado de resistir la presión del �uido resultando el diagrama de fuerzas de la Fig. 2.5,el que nos die que en una tramo de tubería de longitud ∆x, se umple que:

p2r∆x = 2σte∆x ⇒ σt =
p r

e
(2.51)y por lo tanto,

ǫ =
p r

e E
(2.52)A ontinuaión obtenemos que:

1

A

DA

Dt
= 2

Dǫ

Dt
=

2

e E

(

r
Dp

Dt
+ p

Dr

Dt

) (2.53)
‡Más informaión puede ser enontrada en el doumento adjunto Celeridad_de_onda_de_presion.pdf©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 32



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasAhora, si onsideramos que la deformaión de la tubería ourre en una esala de tiempomuho mayor que la esala de tiempo a la ual ourren los ambios en la presión, entones
rDp

Dt
>> pDr

Dt
, y por lo tanto

1

A

DA

Dt
=

2

e E
r
Dp

Dt
(2.54)

σt σt

e

2r

p

Figura 2.5: Diagrama de fuerzas para obtener σt.Si reemplazamos este último resultado en la euaión de ontinuidad, obtenemos que:
1

K

Dp

Dt
+

1

A

DA

Dt
+

∂u

∂x
= 0 ⇒ 1

K

Dp

Dt
+

2

e E
r
Dp

Dt
+

∂u

∂x
= 0 (2.55)y entones:

(

1 +
2K

e E
r

)

Dp

Dt
+ K

∂u

∂x
= 0 (2.56)Por otro lado, de (2.48), podemos expresar

(

1 +
2K

e E
r

)

=
1

a2

K

ρ
(2.57)y entones obtenemos la euaión de ontinuidad para el método elástio en tuberías onjuntas de dilataión:

Dp

Dt
+ ρa2 ∂u

∂x
= 0 (2.58)En general, esta forma de expresar la euaión de ontinuidad es válida para ualquier tipode anlaje, aunque la in�uenia del tipo de anlaje debe ser onsiderada en el álulo de

a. Finalmente, es importante destaar que esta última euaión ontiene el resultado delmétodo inelástio, el ual se arateriza por a = ∞, y por lo tanto ∂u
∂x

= 0.
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CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberías2.3.2 Teorema de antidad de movimientoVeamos ahora omo queda expresado el teorema de antidad de movimiento para el métodoelástio, donde el régimen es impermanente, la tubería es elástia y el �uido es ompresible.Considerando la de�niión de variables de la Fig. 2.6, vemos que:
∑

~Fext =
Dm~v

Dt
(2.59)Según la direión x a lo largo de la tubería,

∑

Fextx = Fpe − Fps − W sin θ − Fτ (2.60)donde W es el peso del volumen de ontrol, Fτ son las fuerzas debido al esfuerzo de orteatuando en el perímetro mojado χ y donde Fpe−Fps es la resultante de las fuerzas de presióntal que Fps, las que nuevamente la expresamos a partir de una expansión en series de Taylor,sin embargo, ahora no es posible onsiderar que el área A uniforme. Entones,
∑

Fextx = pA −
(

pA +
∂pA

∂x
∆x

)

− ρgA∆x sin θ − τoχ∆x (2.61)Entones, dado que m = ρA∆x, obtenemos que
∑

Fextx = −∂pA

∂x
∆x − ρgA sin θ∆x − τoχ∆x (2.62)

θ

Fpe

Fps

W

Δx
g

z

x

τo

Figura 2.6: Diagrama de fuerzas para método elástio.Por otro lado, en la direión x se umple que
Dm~vρAu

Dt
=

DρAu∆x

Dt
= ρA∆x

Du

Dt
+ u

DρA∆x

Dt
(2.63)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 34



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasdonde u denota la veloidad del �ujo a lo largo de la tubería (línea de orriente). El últimotérmino de la dereha es igual a ero dado que la masa es onstante, y por lo tanto, al juntartoda la informaión obtenemos que:
ρA∆x

Du

Dt
= pA −

(

pA +
∂pA

∂x
∆x

)

− ρgA∆x sin θ − τoχ∆x

Du

Dt
= − 1

ρA

∂pA

∂x
− g sin θ − τoχ

ρA

(2.64)A ontinuaión, expresamos sin θ = ∂z
∂x

y expandimos el término del gradiente de presión yonsideramos que ambios espaiales en la presión son mayores que los ambios en la seión
A, entones

p

ρA

∂A

∂x
<<

1

ρ

∂p

∂x
(2.65)De esta manera obtenemos que:

Du

Dt
= −1

ρ

∂(p + gz)

∂x
− τo

ρRh
= −1

ρ

∂p̂

∂x
− τo

ρRh
(2.66)donde Rh = A/χ es el radio hidráulio.Por último, si expresamos el esfuerzo de orte de la tubería omo:

τo

ρRh
=

f

2D
u|u| (2.67)donde el término u|u| nos permite ajustar automátiamente la direión de la friión (opuestaal movimiento), y asumimos que f es onstante, entones, la euaión de movimiento parael método elástio es:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −1

ρ

∂p̂

∂x
− f

2D
u|u| (2.68)la ual se resuelve aoplada on la euaión de ontinuidad antes demostrada:

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρa2 ∂u

∂x
= 0 (2.69)2.4 Método de las araterístiasEn la seión anterior obtuvimos un sistema aoplado de dos euaiones difereniales pariales(derivada respeto a x y t), no lineales (términos u|u|, u∂u
∂x
, u ∂p

∂x
, et.), el ual no tiene soluiónanalítia onoida. Por esto, es neesario resuerlo numériamente a través del método de lasaraterístias. Este método numério se basa en expresar el sistema de euaiones pariales,omo un sistema de dos euaiones difereniales ordinarias, las uales desriban la evoluiónde las propiedades del �ujo a lo largo de las denominadas líneas araterístias.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 35



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberías2.4.1 Euaiones de movimientoPrevio a desribir en detalle el método de las araterístias, de�nimos H omo la otapiezométria igual a:
H =

p

ρg
+ z =

p̂

ρg
(2.70)donde z es la ota geométria y p la presión, tal que H es la ota geométria que se alanzaríaon la mediión de la presión mediante un piezómetro. Por lo tanto, la euaión de momentumdeterminada en la seión anterior, queda esrita omo:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −g

∂H

∂x
− f

2D
u|u| (2.71)Luego, la euaión de ontinuidad queda esrita omo:

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρa2 ∂u

∂x
= ρg

∂(H − z)

∂t
+ ρgu

∂(H − z)

∂x
+ ρa2 ∂u

∂x
= 0 (2.72)donde ∂z

∂t
= 0, pero, si rede�nimos el ángulo θ omo se india en la Fig. 2.7, obtenemos que

∂z

∂x
= − sin θ (2.73)y entones

∂H

∂t
+ u

∂H

∂x
+ u sin θ +

a2

g

∂u

∂x
= 0 (2.74)

θ

g

z

xFigura 2.7: Rede�niión del ángulo θ, válida para sistema de euaiones en derivada total delmétodo de las araterístias.Si llamamos L1 a la euaión de momentum (2.71), y L2 a la euaión de ontinuidad (2.74),formemos el operador lineal L = L1 +λL2 donde λ es una onstante on dimensiones. Es asíque:
∂H

∂t
+ u

∂H

∂x
+ u sin θ +

a2

g

∂u

∂x
+ λ

∂u

∂t
+ λ u

∂u

∂x
+ λg

∂H

∂x
+ λ

f

2D
u|u| = 0 (2.75)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 36



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasy luego de juntar términos obtenemos que:
(

∂H

∂t
+ (u + λg)

∂H

∂x

)

+ λ

(

∂u

∂t
+

(

u +
a2

λg

)

∂u

∂x

)

+ u sin θ + λ
f

2D
u|u| = 0 (2.76)A ontinuaión, veamos la posibilidad de reduir esta euaión diferenial parial anterior auna euaión diferenial ordinaria, para lo ual debiéramos ser apaes de expresar

(

∂H

∂t
+ (u + λg)

∂H

∂x

)

=
dH

dt
(2.77)y

(

∂u

∂t
+

(

u +
a2

λg

)

∂u

∂x

)

=
du

dt
(2.78)donde d/dt denota la derivada total de la variable respeto del tiempo. Sin embargo, nosotrossabemos que tanto u omo H on funión de t y x(t), y por lo tanto, de apliar la regla dela adena para el álulo de las derivada total de u y H , sabemos que

du

dt
=

∂u

∂t
+

∂u

∂x

dx

dt
(2.79)y

dH

dt
=

∂H

∂t
+

∂H

∂x

dx

dt
(2.80)Entones, si simultáneamente se umple que

(u + λg) =
dx

dt
(2.81)y

(

u +
a2

λg

)

=
dx

dt
(2.82)entones efetivamente podemos deir que las euaiones (2.77) y (2.78) son válidas. Paraesto, es neesario que

u + λg = u +
a2

λg
(2.83)de donde obtenemos que

λ = ±a

g
(2.84)Por lo tanto, el sistema de dos euaiones de derivada parial se redue a un sistema de doseuaiones en derivada total, las uales son:

dH

dt
± a

g

du

dt
+ u sin θ ± af

2gD
u|u| = 0 (2.85)y son válidas a lo largo de las líneas araterístias desritas, en el espaio (x, t), por

dx

dt
= u ± a (2.86)Grá�amente, las líneas araterístias se muestran en la Fig. 2.8, donde C+ y C− estánasoiadas a la línea araterístia u+a y u−a, respetivamente; las uales tienen pendientespositivas y negativas dado que a >> u.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 37
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t

x

C- C+

u+a

1

u-a

1

Figura 2.8: Diagrama líneas araterístias en espaio x − t.2.4.2 Método de soluión numériaEl método numério de soluión más simple es el método explíito de diferenias �nitas pararesolver euaiones difereniales. Habíamos obtenido que:
• A lo largo de la araterístia positiva, C+, se umple que

dH

dt
+

a

g

du

dt
+ u sin θ +

af

2gD
u|u| = 0 (2.87)que es válida a lo largo de

dx

dt
= u + a ≈ a (2.88)

• A lo largo de la araterístia negativa, C−, se umple que
dH

dt
− a

g

du

dt
+ u sin θ − af

2gD
u|u| = 0 (2.89)que es válida a lo largo de

dx

dt
= u − a ≈ −a (2.90)En tuberías, la eleridad de la onda de presión es muho mayor que la veloidad del �ujo, ypor lo tanto, u << S, por lo que las euaiones (2.88) y (2.90) se reduen a:

dx

dt
= a (2.91)y

dx

dt
= −a (2.92)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 38



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasrespetivamente. Estas euaiones de�nen trayetorias de ondas de presión. Como a dependede las araterístias del �uido y de la tubería, a es onstante, por lo que las trayetorias sonlíneas retas, las uales quedan representadas en el plano x − t omo lo indiado en la Fig.2.9.
t

x

C+ C-

Δx

Δt

P

W E

ti+1

xPxw xEFigura 2.9: Diagrama x − t disretizado on dx/dt = ±a.A lo largo de la trayetoria positiva de�nida por dx/dt = a, el omportamiento de H y uestá dado por (2.87). Del mismo modo, a lo largo de la trayetoria de�nida por dx/dt = −a,(2.89) de�ne el omportamiento de H y u.A partir del diagrama de Fig. 2.9, vemos que lo que suede en el punto xP en el tiempo
ti+1, se debe a la interaión de dos perturbaiones: una que salió de la posiión xW en eltiempo ti = ti+1 − ∆t (W de oeste), y que siguió la trayetoria de�nida por dx/dt = a, y deotra perturbaión que en el tiempo ti salió de la posiión xE (E de este), y que se desplazósegún dx/dt = −a, y entones el valor de HP y tP se debe a HW , HE , uW y uE.El método de diferenias �nitas onsidera disretizar el espaio y el tiempo usando espai-amiento ∆x y ∆t, respetivamente, y aproximar las derivadas omo

d

dt
≈ ∆

∆t
(2.93)donde es fáil ver que es ventajoso de�nir

∆x = a∆t (2.94)De esta forma, reordando que las derivadas son a lo largo de las líneas araterístias,obtenemos que:
• En C+:

dH

dt
=

HP − HW

∆t
(2.95a)

du

dt
=

uP − uW

∆t
(2.95b)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 39
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dx

dt
=

∆x

∆t
= a (2.95)

• En C−:
dH

dt
=

HP − HE

∆t
(2.96a)

du

dt
=

uP − uE

∆t
(2.96b)y

dx

dt
=

∆x

∆t
= −a (2.96)A ontinuaión, si adoptamos el método explíito de soluión, los términos u sin θ y fu|u| seevalúan en los puntos E y W . Por lo tanto, la euaión disretizada para la araterístiapositiva es:

HP − HW +
a

g
(uP − uW ) + uW sin θ∆t +

a

g

fWuW |uW |
2D

∆t = 0 (2.97)y para la araterístia negativa es:
HP − HE − a

g
(uP − uE) + uE sin θ∆t − a

g

fEuE|uE|
2D

∆t = 0 (2.98)El que orresponde a un sistema de dos euaiones algebráias, y dos inógnitas, de maneraque diretamente podemos despejar HP y up, resultando:
HP =

1

2

[

HW + HE +
a

g
(uW − uE) − (uW + uE) sin θ∆t − ∆t

a

2gD
(fW uW |uW | − fEuE|uE|)

](2.99)y
vP =

1

2

[

g

a
(HW − HE) + uW + uE +

g

a
(uE − uW ) sin θ∆t − ∆t

2D
(fW uW |uW | + fEuE|uE|)

](2.100)Estas dos euaiones anteriores nos permiten obtener explíitamente el valor de H y U enualquier punto del espaio-tiempo al que lleguen dos líneas araterístias C+ y C−, losuales, onsiderando la Fig. 2.10, denominaremos omo puntos internos. Como tambiénse ve en la Fig. 2.10, existen otras dos lases de nodos que debemos tratar para poderrepresentar adeuadamente todo el espaio-tiempo de soluión: nodos de ondiiones inialesy nodos de ondiiones de borde.
• Las ondiiones iniiales deben ser espei�adas para el tiempo t = to = 0 en todos lospuntos del espaio, y así poder alular el valor de H y u para el tiempo t = t1 = ∆t.Es usual que las ondiiones del problema queden determinadas por algún esenario©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 40
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t

xΔx

Δt

t
i+1

ti

condiciones

iniciales

condiciones

de borde en xo

condiciones

de borde en xnFigura 2.10: Disretizaión espaio-tiempo de soluión, y de�niión de nodos interiores, nodosde ondiión iniial, y nodos de ondiión de borde.permanente del tipo Q = cte, H = H(x) = p(x)
γ

+ z(x) queda determinado por igualdadde Bernoulli entre ada punto xi de soluión, y las ondiiones de borde del problema(estanque aguas arriba, desarga a la atmósfera aguas abajo, et). Un segundo tipo deondiión iniial está dada por las válvulas ompletamente erradas en t = 0, y por lotanto u = 0 H = Ho en todo x, donde Ho es la arga estátia del sistema (elevaión deagua en estanque).
• Las ondiiones de borde se deben espei�ar en las fronteras del dominio ubiadas en

x = xo y x = xn (ver Fig. 2.10), para todos los tiempos de soluión. La neesidadde espei�ar las ondiiones de borde radia en que, por ejemplo, si deseamos alularla soluión en el nodo xo para el tiempo ti+1, donde sabemos que en ti+1 se onoela informaión transmitida a lo largo de C− proveniente de x1 en ti. Sin embargo,no existe un nodo W del ual podamos propagar la informaión desde ti, y entonestenemos un problema de dos inógnitas (u(ti+1, xo) y H(ti+1, xo)), y sólo una euaión
C−. Es por esto que neesitamos de�nir las ondiiones de borde que nos permitanligar u(ti+1, xo) y H(ti+1, xo), y entones errar el problema on una segunda euaión.A ontinuaión vamos a desribir algunas de estas euaiones que dan uenta de lasondiiones de borde:1. Estanque aguas arriba (Fig. 2.11): Supongamos que aguas arriba de la tuberíaexiste un estanque de grandes dimensiones, tal que la arga es onstante. En esteaso, podemos ubiar el nodo xo justo en la entrada de la tubería, y entonesonsiderar que

H(xo, ti) = Ho; ∀ti (2.101)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 41



CI4101: Hidráulia Impermanente en tuberíasentones, u(xo, ti+1) queda determinado de C− proveniente desde x1 = xo + ∆x yel tiempo ti = ti+1 − ∆t.Luego, podemos liberar la restriión de H = cte y analizar el vaiado del estanque,para lo ual inorporar le euaión de ontinuidad de volumen en el estanque:
∂H

∂t
= −A

Ω
u (2.102)donde A es la seión de esurrimiento de la tubería, y Ω el área basal del estanquey u es la veloidad a la salida del estanque . Después, disretizamos la euaiónanterior, y asumir que el nivel en el estanque es igual a H en xo, obteniéndose:

H(xo, ti+1) = H(xo, ti) −
A

Ω
u(xo, ti)∆t (2.103)y aoplar esta euaión on la araterístia negativa proveniente de x1 en ti.

C-

xo x1

Ho

Figura 2.11: Ejemplo de ondiión de aguas arriba de estanque.2. Caudal suministrado por una bomba: Supongamos que hay una bomba en xo laual entrega energía al sistema de auerdo on la urva araterístia del tipo
H(Q) = Ho − αQ2. Luego, podemos expresar el audal Q en términos de laveloidad u = Q/A, y entones u y H quedan relaionados entre si por:

H(xo, ti+1) = Ho − αA2up(xo, ti+1)
2 (2.104)y aoplar esta euaión on la araterístia negativa proveniente de x1 en ti.3. Operaión de válvulas (ver Fig. 2.12): Veamos ahora la ondiión de borde deaguas abajo relativa a la operaión de una válvula. Primero, esta ondiión deborde usualmente se impone aguas abajo del sistema de tuberías en el nodo xn. Deesta forma, sabemos que en el tiempo t = ti+1 se onoe la informaión transmitidasegún C+, proveniente desde xW = xn1

y el tiempo t1, resultando que neesitamosuna euaión para relaionara u(xn, ti+1) y H(xn, ti+1).©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 42
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C+

xn-1 xnFigura 2.12: Ejemplo de ondiión de aguas abajo en válvula.El aso más simple es aquel en que erramos brusamente la válvula donde
u(xn, ti+1) = 0 (2.105)y H(xn, ti+1) queda determinado de C+ que usa la informaión u(xn−1, ti) y H(xn−1, ti).Podemos extender este resultado al aso genério en que usamos una ley de operaiónde la válvula η(t), y entones, usamos los resultados que ya demostramos en el análisisdel método inelástio, determinamos que:

u(xn, ti+1) = uoη(ti+1)

√

H(xn, ti+1)

Ho
(2.106)donde uo y Ho son valores de referenia uando la válvula está ompletamente abierta.De igual forma, podemos ver que la ondiión de borde en que se produe una desargaa la atmósfera queda determinada por:

H(xn, ti+1) = 0 (2.107)y u(xn, ti+1) queda determinado de C+ que usa la informaión u(xn−1, ti) y H(xn−1, ti).Este resultado es válido si el Datum se �ja en el punto xn.
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Capítulo 3
Caraterístias generales del �ujo enontornos abiertos
3.1 Caraterístias GeneralesA diferenia del �ujo en ontornos errados, el problema en ontornos abiertos es más om-plejo dado que la seión de esurrimiento no es �ja, sino que varía según las ondiiones delesurrimiento, por ambios temporales y/o espaiales de la super�ie libre. Como veremos enesta segunda parte de ramo, este simple heho que la seión de esurrimiento varíe según lasondiiones del esurrimiento, va a produir que el problema tenga, en general, dos soluionesfísiamente posibles.Además de esta diferenia en uanto a la variabilidad de la seión de esurrimiento, el �ujoen ontornos abiertos se diferenia del �ujo en ontornos errados, por los rangos de variaiónde las variables del problema. Primero, en ontornos errados vimos que la presión del �uidopuede tomar ualquier valor mayor que la presión de vapor, por el ontrario, el rango devariabilidad de la presión en ontornos abiertos está restringida por el heho que la presiónen la super�ie libre es igual a la presión atmosféria, y la máxima presión esala on laprofundidad de esurrimiento. Este heho explia que es posible elevar agua en ontornoserrados al induir un gradiente de presión motriz, sin embargo, no podemos revertir elsentido del �ujo de una asada o haer que un río esurra en ontra del sentido de lagravedad. Segundo, el rango de variaión de la veloidad del esurrimiento en ontornosabiertos es mayor que en ontornos errados. Por último, la variabilidad de la rugosidadde las paredes en ontornos errados, es más restringida que la variabilidad en ontornosabiertos.A pesar de estas diferenias, los oneptos de líneas de energía y Bernoulli, son igualmenteválidos para �ujos en ontornos abiertos, aunque debemos onsiderar que la presión en lasuper�ie libre es igual a la atmosféria omo se muestra en la Fig. 3.1.45
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Figura 3.1: Líneas de energías en ontornos abiertos3.2 Clasi�aión del esurrimientoEl �ujo en ontornos abiertos se lasi�a según diversas propiedades:3.2.1 Esurrimiento uniforme y variado (Fig. 3.2)
• Esurrimiento uniforme: La altura de esurrimiento no ambia a lo largo del anal demanera que la veloidad u es onstante, y ∂h

∂x
= 0, donde h es la altura de esurrimiento.Esta ondiión se llama esurrimiento normal, el ual está asoiado on la denominadaaltura normal de esurrimiento (hn).

• Esurrimiento variado: La altura de esurrimiento ambia a lo largo del anal, al igualque la veloidad u. Atendiendo a ómo es el ambio de h en x, de�nimos que elesurrimiento es rápidamente variado uando la altura de esurrimiento ambia en unadistania orta, por lo que ∂h
∂x

es grande. Además, de�nimos que el esurrimiento esgradualmente variado uando ∂h
∂x

existe, pero es pequeño.

Figura 3.2: Clasi�aión de esurrimiento uniforme y variado.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 46



CI4101: Hidráulia Introduión a anales3.2.2 Esurrimiento permanente e impermanenteAl igual que vimos en el ramo de Meánia de Fluidos, el esurrimiento es permanente si
∂
∂t

= 0 e impermanente si ∂
∂t

6= 0. Considerando esta de�niión y la anterior, vemos que esposible un esurrimiento impermanente que sea gradualmente variado (omo es el aso de laonda de reida en un río, o ambios debidos a la marea), o bien impermanente rápidamentevariado omo lo fue el maremoto de Febrero de 2010.3.2.3 Esurrimientos laminares y turbulentosYa hemos visto que el número de Reynolds es aquel que determina si el �ujo es laminar oturbulento. En el aso de tuberias, éste quedó de�nido omo:
Re =

uD

ν
(3.1)donde u es la veloidad media y D el diámetro. En el aso de anales, la veloidad araterís-tia es la veloidad media del esurrimiento, sin embargo la longitud araterístia puede ser

h, el anho B o bien una ombinaión entre ambas longitudes. En partiular, se usa el radiohidráulio Rh = A/χ donde χ es el perímetro mojado. En tuberías, Rh = D/4, por lo tanto,si rede�nimos el número de Reynolds a partir de esta distania araterístia, obtenemos:
ReRh =

u Rh

ν
=

Re

4
(3.2)por lo que los límites de transiión entre �ujo laminar a turbulento quedan de�nidos para

ReRh < 500 y ReRh > 1000, para �ujos laminares y turbulentos, respetivamente. Si 500 <
ReRh < 1000 el esurrimiento es en transiión.A partir de este resultado en que Re = 4ReRh, podemos expresar las expresiones de los fa-tores de friión en régimen turbulento y paredes lisas obtenidas para tuberías. Por ejemplo,la formula de Blassius de:

f = 0.316Re−1/4 = 0.223Re
−1/4
Rh (3.3)si ReRh < 25000, o bien la fórmula de Prandtl-von Karman

1√
f

= 2 log
(

ReRh

√

f
)

+ 0.4 (3.4)si ReRh > 25000.Para paredes rugosas, el fator de friión depende de la forma de la seión del esurrimiento,dado que se desarrollan orrientes seundarias.
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 47



CI4101: Hidráulia Introduión a anales3.2.4 Esurrimiento subrítio y superrítioSe de�ne el número de Froude Fr omo:
Fr =

u√
gh

(3.5)que mide la relaión entre las fuerzas de ineria y las fuerzas gravitaionales. Entonesde�nimos:
• Flujo subrítio. Si Fr < 1, de manera que las fuerzas gravitaionales son mayores quelas de ineria.
• Flujo superrítio. Si Fr > 1, de manera que las fuerzas gravitaionales son menoresque las de ineria.
• Esurrimiento rítio. Si Fr = 1.La informaión en anales abiertos se transmite a través de ondas gravitaionales de pequeñaamplitud las uales se generan debido a un ambio momentáneo de la altura loal del �ujo.Se puede demostrar que la eleridad de estas ondas es c =

√
gh, y por lo tanto, si:

• u <
√

gh, entones las ondas de presión pueden desplazarse tanto haia aguas arribaomo haia aguas abajo. En este aso se umple que Fr < 1, y por lo tanto el esurrim-iento es subrítio. Además, los �ujos subrítios son ontrolados por las ondiionesde nivel impuestas aguas abajo. (Fig. 3.3)
• u >

√
gh, entones las ondas de presión no pueden remontar la orriente, el esurrim-iento es superrítio que también se denomina de torrente y Fr > 1. Al ontrario queel aso anterior, los �ujos superrítios son ontrolados por aguas arriba (Fig. 3.3).

• Esurrimiento rítio. Si Fr = 1.
Figura 3.3: Propagaión de ondas en anales abiertos.Por ejemplo, sabemos que una piedra que ae en el agua produe una perturbaión del �ujoen forma de ondas. Ahora bien, en funión de la magnitud de la veloidad del �ujo vemosque:©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 48
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• Agua inmóvil: las ondas son irulares onéntrias al punto donde ae la piedra (Fig.3.4A).
• Si el �ujo es subrítio, entones las ondas que se desplazan a veloidad u − c puedenremontar la orriente(Fig. 3.4B).
• Si el �ujo es rítio, entones las ondas que se desplazan a veloidad u − c son esta-ionarias porque u = c (Fig. 3.4C).
• Si el �ujo es superrítio, entones las ondas no se pueden deslazar haia aguas ar-riba(Fig. 3.4D).

Figura 3.4: Ondas produidas por aída de una piedra.A partir del heho que los ríos son ontrolados por la ondiión de nivel de aguas abajo,mientras que los torrentes son ontrolados por la ondiión de nivel de aguas arriba, vemosque es posible pensar en la transiión entre un río y un torrente a través del régimen rítio,dado que la altura rítia simultáneamente ompatibiliza las ondiiones de borde de aguasabajo del río, y de aguas arriba del torrente. Sin embargo, la transiión entre torrente a ríoes sólo posible mediante un resalto hidráulio, el ual no ontrola el �ujo, sino que existe paraque sea posible ompatibilizar el torrente ontrolado por aguas arriba, y el río ontroladopor aguas abajo (Fig. 3.5). En los siguientes apítulos veremos on mayor detalle ómo seompatibilizan los esurrimientos.3.3 Caraterístias geométrias de los analesCanales prismátios son aquellos en los uales la seión de esurrimiento no ambia a lolargo del anal. De igual forma, los anales no-prismátios son aquellos uya seión deesurrimiento varía en x.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 49
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Figura 3.5: Compatibilizaión de regímenes de esurrimiento de torrente y río.La pendiente en anales es por lo general pequeña (orden 10−3 o 10−4), aunque puede darseel aso que sea mayor.La forma de la seión de esurrimiento en anales arti�iales es usualmente retangular,trapeial, triangular, irular, et. y queda determinada a partir de otros riterios de inge-niería, tales omo estabilidad de taludes, resistenia a la erosión, failidad de onstruión,et. Por ejemplo, la seión retangular se usa sólo uando el anal es revestido, por motivosde estabilidad de las paredes. Es así que anales trapeiales son más omunes de enon-trar. La seión triangular es poo usada, y sus apliaiones se entran en anales pequeñostipo aequias o analetas laterales en aminos. La seión irular se usa en apliaiones deingeniería sanitaria, del tipo alantarillado, aguas lluvia y auedutos de agua potable.Los prinipales elementos que araterizan hidráuliamente las seiones de los anales son:

• Anho basal y/o super�ial (l, anho super�ial).
• Altura de esurrimiento (h).
• Radio hidráulio Rh

• Área Ω

• Perímetro mojado χPor ejemplo,
• En anales retangulares (Fig. 3.6A):

l = b (3.6a)
Ω = b h (3.6b)

χ = b + 2h (3.6)
Rh =

Ω

χ
=

bh

b + 2h
(3.6d)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 50



CI4101: Hidráulia Introduión a analesHay un límite partiular que se obtiene de anales retangulares, que es el que resulta deonsiderar que el anal es muy anho, osa que es usualmente válido omo una primeraaproximaión en aues naturales dado que su anho b es de 100 m, mientras que lasprofundidades máximas son del orden de 1 a 2 m. Por lo tanto b >> h y entones
χ = b y Rh = h

• Canales trapeiales (Fig. 3.6B): Tarea
• Seión irular (Fig. 3.6C): Tarea
• Seión triangular (Fig. 3.6D): Tarea

Figura 3.6: Elementos para araterizar seiones de esurrimiento.
3.4 Distribuión de veloidadesSi el anal es muy anho (b > 5−10h), entones la máxima veloidad se alanza en la super�ielibre omo así lo india el per�l logarítmio de veloidades. Sin embargo, si el anal no es muyanho, se tiene que el �ujo está también ontrolado por la ondiión de borde de las paredeslaterales, y entones la máxima veloidad se alanza a una ierta distania bajo la super�ielibre. Esto se ve si gra�amos las líneas de iso-veloidad en una seión de esurrimiento,tanto de anales arti�iales omo de aues naturales (Fig. 3.7)
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Figura 3.7: Esquema de urvas de iso-veloidad en seiones de esurrimiento de anales.3.5 Coe�ientes de Coriolis y BoussinesqDebido a la no-uniformidad de la veloidad en la seión de esurrimiento, es neesario orregirel termino de la energía inétia en la euaión de Bernoulli y el término de veloidad enla euaión de antidad de movimiento. Vimos que esta orreión se hae al introduir losoe�ientes de Coriolis y Boussinesq, respetivamente.3.5.1 Coe�iente de CoriolisEn el urso de Meánia de Fluidos, de�nimos el oe�iente de Coriolis α omo:
B = z +

p

γ
+ α

v̄2

2g
(3.7)donde B es el Bernoulli, z la ota geométria, p/γ la altura de presión, v̄ la veloidad mediaen la seión de esurrimiento, Ω, de�nida omo:

v̄ =
1

Ω

∫

Ω

v dΩ (3.8)y α es el oe�iente de Coriolis, de�nido omo:
α =

∫

Ω
v3 dΩ

v̄3Ω
(3.9)Para anales prismátios retilíneos, α varía entre 1.03 y 1.36, aún uando rara vez es superiora 1.15. α tiende a ser mayor para anales pequeños y menores para anales grandes y©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 52



CI4101: Hidráulia Introduión a analesprofundos. Sin embargo, en álulos prátios se suele onsiderar α = 1, salvo para asospartiulares omo lo es �ujo en planiies de inundaión, uando se inundan seiones queusualmente están ubiertas on vegetaión, por lo que las ondiiones del esurrimiento sonmuy diferentes a las del aue prinipal del río.3.5.2 Coe�iente de BoussinesqEl teorema de antidad de Movimiento queda esrito omo:
∑

~Fext = (ρQβv̄)out − (ρQβv̄)in (3.10)donde β es el oe�iente de Boussinesq de�nido omo:
β =

∫

Ω
v2 dΩ

v̄2Ω
(3.11)Para anales prismátios, β varía entre 1.01 y 1.12, y también se suele onsiderar que β = 1.La Table 1 muestra alguns valores araterístios de los oe�ientes de Bousinessq y Coriolis.

α βmin medio max min medio maxCanales regulares 1.10 1.15 1.20 1.03 1.05 1.07Caues naturales 1.15 1.30 1.50 1.05 1.10 1.17Planiies de inundaión 1.50 1.75 2.00 1.17 1.25 1.33Tabla 1: Valores de oe�ientes de Coriolis y Boussinesq
3.6 Distribuión de presiones en analesSi el �ujo es paralelo, vale deir que las líneas de orriente son retilíneas y paralelas, se puededemostrar que la distribuión de presiones es hidrostátia. Esto ourre para �ujo uniforme,sin embargo, si existe una pequeña urvatura, o onvergenia/divergenia de las líneas deorriente, entones la distribuión hidrostátia de presiones sigue siendo aproximadamenteválida. Esto nos permite deir que la ley hidrostátia de presiones es válida para �ujosgradualmente variados, sin embargo, no lo es si el �ujo es rápidamente variado.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 53



CI4101: Hidráulia Introduión a analesSi onsideramos un �ujo sin pendiente de altura h, vemos que si la ley hidrostátia de presiónes válida (ver Fig. 3.8), entones el Bernoulli es
B =

v2

2g
+ (h − z) + z (3.12)donde (h−z) es la altura de presión, y z la elevaión. Además, si repetimos el mismo análisispara un �ujo en un plano inlinado en un ángulo θ (ver Fig. 3.8), entones, el Bernoulli enel fondo del anal es

B =
v2

2g
+ h cos θ + z (3.13)siendo neesario introduir esta orreión para la la altura de presión si θ & 6o, o bien parapendientes del anal mayores al 10%

Figura 3.8: Distribuión de presiones en anal inlinadoCuando existe urvatura de las líneas de orriente, la distribuión de presiones deja de serhidrostátia, resultando que la altura de presión en el fondo del anal puede ser mayor quela profundidad de esurrimiento si la urvatura es ónava, o bien menor que la altura si laurvatura es onvexa (Fig. 3.9).

Figura 3.9: Distribuión de presiones on urvatura de líneas de orriente.
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Capítulo 4
Euaiones del �ujo en ontornosabiertos
4.1 Euaión de ontinuidadEl prinipio de onservaión de masa es igualmente válido para anales, de manera que laeuaión de ontinuidad para ontornos abiertos es:

∂m

∂t
+

∫

S

ρ~v · n̂dS = 0 (4.1)donde dm = ρdV es un elemento de masa en el elemento de volumen dV , ~v es la veloidad, n̂es el vetor unitario normal a la super�ies del volumen de ontrol. Luego, si onsideramosque el �uido es inompresible, entones ρ es onstante y por lo tanto obtenemos la euaiónde onservaión de volumen:
∂V

∂t
+

∫

S

~v · n̂dS = 0 (4.2)A ontinuaión, esogemos un tubo de �ujo omo volumen de ontrol (Fig. 4.1), y omo
n̂3 es perpendiular a las líneas de orriente, el prinipio de onservaión de volumen quedaesrito omo:

∂V

∂t
+

∫

S2

~v2 · n̂2dS −
∫

S1

~v1 · n̂1dS = 0 (4.3)donde de�nimos el audal omo
Q2 =

∫

S2

~v2 · n̂2dS (4.4)
Q1 =

∫

S1

~v1 · n̂1dS (4.5)55



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesy entones
∂V

∂t
+ Q2 − Q1 = 0 (4.6)o bien,

∂V

∂t
+ Qsale − Qentra = 0 (4.7)

S3

S1

S2

n1

n1

n3

Figura 4.1: Líneas de energías en ontornos abiertosEn el régimen permanente, se obtiene diretamente que:
Qentra = Qsale (4.8)osa que nos permite enontrar una relaión entre las veloidades de entrada y salida, dadoque se onoe las seiones de esurrimiento Ω1 y Ω2, respetivamente.
v̄1Ω1 = v̄2Ω2 (4.9)donde v̄1 y v̄2 son las veloidades de esurrimiento medias en las seiones 1 y 2, respetiva-mente, las uales se alulan omo:
v̄ =

1

Ω

∫

Ω

vdΩ (4.10)Para estudiar el régimen impermanente, es onveniente expandir el audal 2 a partir delaudal 1, omo:
Q2 = Q1 +

∂Q

∂x
∆x (4.11)y entones, si esribimos el volumen de ontrol dV = ∆xΩ, obtenemos:

∂Ω

∂t
+

∂Q

∂x
= 0 (4.12)Además, si expresamos Q = v̄Ω

∂Ω

∂t
+ Ω

∂v̄

∂x
+ v̄

∂Ω

∂x
= 0 (4.13)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 56



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesy entones
DΩ

Dt
+ Ω

∂v̄

∂x
= 0 (4.14)donde el operador

D

Dt
=

∂

∂t
+ v̄

∂

∂x
(4.15)A partir de este resultado anterior, es fáil ver que si el anal es retangular de anho b yaltura de esurrimiento h, entones la euaión de ontinuidad de volumen es:

∂h

∂t
+ h

∂v̄

∂x
+ v̄

∂h

∂x
=

∂h

∂t
+

∂v̄h

∂x
= 0 (4.16)Se de�ne el audal por unidad de anho omo

q = v̄h =
Q

b
(4.17)Es posible obtener un resultado similar que sea válido para ualquier seión de esurrimiento,para lo ual esribimos Ω = Ω(h), vemos que (Fig. 4.2):

dΩ = l dh (4.18)donde l es el largo super�ial de la seión de esurrimiento, entones
∂Ω

∂t
=

∂Ω

∂h

∂h

∂t
= l

∂h

∂t
(4.19)y por lo tanto la euaión de ontinuidad queda esrita omo:

l
∂h

∂t
+

∂Q

∂x
= 0 (4.20)

dhdΩFigura 4.2: Representaión grá�a de elemento de super�ie dΩ.
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CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento anales4.2 Prinipio de onservaión de energía4.2.1 Euaión de Bernoulli en anales abiertosEn el urso de Meánia de Fluido obtuvimos que si la ley hidrostátia de presiones es válida,el Bernoulli medio en una seión de esurrimiento Ω es
B̄ = z +

p

γ
+ α

v̄2

2g
(4.21)donde z y p

γ
son las alturas geométrias y de presión para un punto ualquiera en la seiónde esurrimiento (reuerde que la presión motriz p̂ = ρgz + p es onstante dado hidrostátia)y α es el oe�iente de Coriolis igual a:

α =

∫

Ω
v3dΩ

Ωv̄3
(4.22)donde v̄ es la veloidad media del esurrimiento. Reuerde que Bernoulli se puede tambiénobtener a partir de las euaiones de Navier-Stokes, el oe�iente asoiado a la integraiónde la veloidad es el oe�iente de Boissinesq β.Luego, si nos situamos en el fondo de un anal de profundidad h, la altura de presión es

h cos θ, por lo que
B̄ = z + h cos θ + α

v̄2

2g
(4.23)donde z es la ota de fondo del anal. Luego, si la pendiente es baja podemos deir que

cos θ ≈ 1, y además, es posible suponer que α ≈ 1, resultando que el Bernoulli medio en unaseión de esurrimiento de anales abiertos en pendiente baja es
B̄ = z + h + α

v̄2

2g
(4.24)A ontinuaión, si esogemos dos seiones 1 y 2 separadas por una distania L (Fig. 4.3),y onsideramos que el �uido es real, entones

B̄1 = B̄2 + Λf (4.25)donde
Λf = J L (4.26)representa las pérdidas friionales on J la pendiente del plano de arga. Luego, si lapendiente es uniforme se umple

z1 − z2 = sin θL = i L (4.27)donde i = sin θ es la pendiente del anal.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 58
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DATUM

z

1
Λ f

(1) (2)

h

v /2g2

θFigura 4.3: Bernoulli en anales.De esta forma, obtenemos que las propiedades del �ujo en las seiones 1 y 2 están ligadasentre si por:
h1 +

v̄2
1

2g
= h2 +

v̄2
2

2g
+ (J − i)L (4.28)4.2.2 Conepto de energía espeí�aEste onepto fue introduido por Bakhmete� en 1912, y de�ne la energía espeí�a en anales

E omo
E = h cos θ + α

v̄2

2g
(4.29)la ual esribiremos de ahora en adelante omo:

E = h +
v2

2g
(4.30)De esta forma, podemos reesribir (4.28) omo:

E1 = E2 + (J − i)L (4.31)Veamos una apliaión para una ompuerta de la Fig. 4.4. Si la pendiente es ero, y lasseiones 1 y 2 están lo su�ientemente era omo para despreiar las pérdidas de energía,entones:
E1 = E2 ⇒ h1 +

v2
1

2g
= h2 +

v2
2

2g
(4.32)Luego, omo el audal es onstante, obtenemos que v1 y v2 se relaionan entre si por:

Q = v1Ω1 = v2Ω2 (4.33)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 59
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h1

h2
a =μ a

q

Figura 4.4: Compuerta.Además, si el anal es retangular de anho b, se umple que Ω = b h, y por lo tanto h1 y h2se relaionan enrte
h1 +

q2

2gh2
1

= h2 +
q2

2gh2
2

(4.34)donde q = Q/b es el audal por unidad de anho.Finalmente, la altura de esurrimiento h2 está determinada por la apertura a de la ompuertaa través de
h2 = µa (4.35)donde µ ≈ 0.6 es el oe�iente de ontraión. De esta forma, si h1 y a son dato

q =

√

2g

µa + h1

h1µa (4.36)4.2.3 Energía espeí�a en anales retangularesEn un anal retangular de anho b y altura de esurrimiento h, la energía espeí�a E seesribe omo:
E =

q2

2gh2
+ h (4.37)De esta forma, la altura de esurrimiento asoiada a un ierto nivel de energía Eo se alulade resolver el siguiente polinomio úbio:

h3 − Eoh
2 +

q2

2g
= 0 (4.38)o bien,

h2 (Eo − h) =
q2

2g
(4.39)Este resultado nos india que existen tres soluiones del problema, dos de la uales tienensentido físio y que llamaremos alturas onjugadas. Si gra�amos h en funión de la energía

E, obtenemos el grá�o de la Fig. 4.5, donde vemos que:©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 60



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento anales
• Dos raíes del polinomio son positivas, y por lo tanto tienen sentido físio, y una esnegativa sin sentido físio.
• Existe un mínimo de energía Emin, y su orrespondiente altura araterístia que lla-maremos hc.
• La soluión para para alturas h1 > hc es asintótia a E = h y por lo tanto, q2

2gh2 ≈ 0. Estosigni�a que la soluión h1 está asoiada a un �ujo uya energía es predominantementepotenial, y energía inétia baja.
• La soluión para para alturas h2 < hc es asintótia a h = 0, araterizada por E = q2

2gh2 .Al ontrario que el aso anterior, este �ujo está asoiado a altas veloidades (energíainétia), y bajas profundidades (altura de presión).

E

h

q fijo

E

hc

min Eo

h1

h2
45

oFigura 4.5: Diagrama energía en anales retangulares.Por último, notar que la urva de Fig. 4.5 depende del audal, en partiular, si aumentamos
q, ésta se desplaza haia la dereha omo se muestra en la Fig. 4.6.

E

h

q

E

hc1

min1

1

hc2

Emin2

q2

Figura 4.6: Diagrama energía en anales retangulares en funión de q.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 61



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento anales4.2.4 Esurrimiento rítioComo vimos en el punto anterior, existe un valor mínimo de la energía en anales, el ualpodemos alular de busar:
∂E

∂h
= 0 (4.40)Si el anal es retangular E = h+ q2

2gh2 , y entones, la altura asoiada hc al mínimo de energíase obtiene de
∂E

∂h
= 1 − q2

gh3
c

= 0 (4.41)y entones:
hc =

(

q2

g

)1/3 (4.42)y
Emin =

3

2
hc (4.43)Es fáil ver que se umple que

q2

gh3
c

= 1 (4.44)y omo v = q/h, el �ujo asoiado a esta energía mínima es el �ujo rítio donde Fr2 = q2

gh3 = 1.Llamamos así a la energía mínima omo energía rítia, y la respetiva altura omo alturarítia. Este último resultado nos permite ver que si el audal es dado, el esurrimiento rítioes un esurrimiento de mínima energía posible.Alternativamente, es posible demostrar que para un nivel de energía dada, el esurrimientorítio es aquel asoiado al máximo audal posible. Esto se demuestra de plantear
q = h

√

2g (Eo − h) (4.45)dado Eo omo dato. Luego busamos el máximo de la urva q(h),
∂q

∂h
= 0 =

√

2g (Eo − h) − 1

2

2gh
√

2g (Eo − h)
(4.46)lo ual implia que:

2 (Eo − h) = h (4.47)o bien:
Eo =

3

2
hc (4.48)Entones, hemos demostrado que el esurrimiento asoiado al máximo audal, dado un iertonivel de energía, es rítio. Si onsideramos que irula un el audal es mayor que el audal

q a la altura rítia del nivel de energía Eo (Fig. 4.7), entones aemos en un rango donde©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 62



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesno es posible el esurrimiento, y por lo tanto nuestro supuesto que q2 > q es el audal queirula por el anal, está errado. Por el ontrario, si el audal q1 es menor que este máximoasoiado al esurrimiento rítio (q), volvemos al esenario de las alturas onjugadas h1 y h2(Fig. 4.7), donde h1 > hc está asoiada a un Fr < 1, y el �ujo es subrítio o de río, y
h2 < hc está asoiada a Fr > 1 y el esurrimiento es superrítio o de torrente. Este últimoaso se da solo si las ondiiones de aguas abajo o aguas arriba de nuestra seión rítia,ontrolan el esurrimiento.

E

h

qE

hc

o

q2

1

q

h2

h1

Figura 4.7: Diagrama energía en anales retangulares en funión de q, para la demostraiónque el si el esurrimiento es rítio, entones irula el máximo audal posible.Esurrimiento rítio en anales prismátiosPara determinar uál de las dos alturas es la que en la que en de�nitiva será la altura deesurrimiento, neesitamos ver las ondiiones de borde del problema y determinar los de-nominados ontroles hidráulios. Este tema será disutido on mayor detalle en las siguientesseiones de este apítulo ya que es neesario analizar primero si es físiamente posible unesurrimiento rítio. Para esto, tomamos dos seiones 1 y 2 separadas por una distania
∆x, de manera tal que:

E1 + z1 = E2 + z2 + J ∆x (4.49)Luego, si expresamos
E2 = E1 +

∂E

∂x
∆x (4.50)obtenemos, después de anelar los ∆x,

∂E

∂x
= − (i − J) (4.51)donde i es la pendiente del anal i = − ∂z

∂x
. A ontinuaión, si las seiones de esurrimientoestán lo su�ientemente eranas tal que las pérdidas friionales son despreiables, se obtiene©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 63



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesque:
∂E

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.52)Por otro lado, dado que la energía espeí�a en anales es E = q2/(2gh2) + h, se tiene que:

∂E

∂h
= − q2

gh3
+ 1 = −Fr2 + 1 (4.53)y por lo tanto:

∂E

∂x
=

∂E

∂h

∂h

∂x
=
(

−Fr2 + 1
) ∂h

∂x
(4.54)De esta forma se obtiene que si las pérdidas friionales son despreiables se umple que:

(

−Fr2 + 1
) ∂h

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.55)Ahora, onsideramos el aso de pendiente plana ∂z

∂x
= 0, entones hay dos ondiiones quesatisfaen la ondiión anterior:

∂h

∂x
= 0 (4.56)donde el esurrimiento es uniforme en pendiente plana, o bien:

Fr2 = 1 (4.57)que nos india que el esurrimiento es rítio. Hemos visto que los esurrimiento rítios sedan ourren uando la pendiente es horizontal. En la realidad, este resultado sólo es válidopara puntos seiones partiulares del anal, dado que al onsiderar friión, no es posible el�ujo uniforme en pendiente plana.En la Fig. 4.8A se ve un aso lásio del vaiamiento de un estanque, en el que puede ourrirrisis en la resta del vertedero donde se umple que ∂z
∂x

= 0. En aso que no existan másontroles hidráulios en el sistema, aguas arriba del vertedero se desarrolla un esurrimientode río, mientras que aguas abajo se desarrolla un esurrimiento de torrente. Como verán,el �ujo busa la mínima energía para esurrir, y además se umple que maximiza el audal,dado el nivel de energía disponible (arga H sobre el vertedero). Para alular el audalvertido se puede onsiderar que no hay pérdidas de energía entre el estanque on arga Hsobre la ota de oronamiento del vertedero, y esurrimiento rítio sobre el vertedero. Porlo tanto:
E1 = H = Emin = Ec =

3

2
hc (4.58)luego, dado que

hc =

(

q2

g

)1/3 (4.59)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 64



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesse obtiene que:
q =

√

(

2

3
H

)3

g (4.60)El esenario límite de este aso es uando el esurrimiento se aproxima a una aída vertialomo se muestra en la Fig. 4.8C. En este aso se umple que la altura rítia ourre a unaierta distania de borde (entre 3 y 4 vees la altura rítia), dado que las líneas de orrientese tienen que urvar, y por lo tanto las líneas de orriente no son paralelas era de la aída.
hc

q
río torrente

hc

(A)

(B)

(3-4) hc

q

Figura 4.8: Ejemplos de seiones rítias.
Esurrimiento rítio en anales no prismátiosVeamos ahora un segundo aso de un anal retangular no prismátio, tal que su forma(anho) varía en x. Al igual que en el aso anterior, despreiamos las pérdidas friionales yentones:

∂E

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.61)Luego,

∂E

∂x
= (1 − Fr2)

∂h

∂x
+

2q

2gh2

∂q

∂x
(4.62)donde q = Q/b, entones:

∂q

∂x
= −q

b

∂b

∂x
(4.63)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 65



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesy por lo tanto, al reemplazar estos resultados en (4.61), se obtiene que:
(1 − Fr2)

∂h

∂x
− Fr2h

b

∂b

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.64)Si esogemos el aso de pendiente plana, ∂z

∂x
= 0, vemos que el esurrimiento rítio Fr2 = 1ourriría en los puntos de máxima ontraión o expansión lateral ∂b

∂x
= 0. Sin embargo, dadoque al aumentar q las urvas en el diagrama E versus h se desplazan haia la dereha (ver(4.6)), entones el esurrimiento rítio ourre solo en el punto de angostamiento máximo delos anales, no uando hay un aumento de b.4.2.5 Esurrimiento rítio en anales no retangularesEn el aso de un anal no retangular, el esurrimiento rítio ourre uando:

Q2lc
gΩ3

c

= 1 (4.65)donde lc es el largo super�ial uando la altura es rítia. Ωc es la super�ie de la seión deesurrimiento uando el esurrimiento es rítio. Se deja omo tarea determinar la expresiónpara alular la altura rítia en anales trapezoidales, irulares y triangulares.4.2.6 Esurrimiento super y subrítios, noión preliminar de on-trol hidráulio.Consideremos una seión retangular de esurrimiento donde
hc =

(

q2

g

)1/3 (4.66)Grada de subidaAnaliemos el aso de una grada de subida de altura a (Fig. 4.9), anal de sin pendiente yanho onstante, y �uido invisido. En este aso, se tiene que el Bernoulli es onstante entodo el anal, por lo que las líneas de energía total es horizontal, y las energías espeí�as delos puntos 1 y 2 se relaionan por:
E1 = E2 + a (4.67)o bien:
E2 = E1 − a (4.68)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 66
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ahc

hc

Figura 4.9: Ejemplo de grada de subida de altura a. Líneas segmentadas de�nen altura rítia,que es igual a lo largo de todo el anal.vemos entones que la energía espeí�a en el punto 2 es menor que la en el punto 1.Si asumimos que E2 es mayor que la energía rítia, entones no existen ambios en el tipode esurrimiento entre los puntos 1 y 2,y obtenemos del diagrama E versus h que:
• Fig. 4.10: Si el esurrimiento es subrítio ontrolado por aguas abajo (río), el prob-lema se resuelve de dereha a izquierda (ontra la orriente), entones, la altura yenergía en 2 son onoidas, la energía en 1 se alula de:

E1 = E2 + a (4.69)y la altura de esurrimiento h1 queda determinada por la raíz más grande del polinomioaraterístio:
h3

1 − (E2 + a)h2
1 +

q2

2g
= 0 (4.70)

• Fig. 4.11: Si el esurrimiento es superrítio ontrolado por aguas arriba (torrente),el problema se resuelve de dereha a izquierda (a favor de la orriente), de manera quela altura y energía en 1 son onoidas, tal que
E2 = E1 − a (4.71)y la altura de esurrimiento h2 queda determinada por la raíz positiva más pequeña delpolinomio araterístio:

h3
2 − (E1 − a)h2

2 +
q2

2g
= 0 (4.72)

• Fig. 4.12: Sigamos suponiendo que el esurrimiento de torrente, tal que E1 es onoidoy
E2 = E1 − a (4.73)Sin embargo, dependiendo de la altura de la grada, es probable que la energía E2alulada a partir de E1 sea menor que Emin, lo ual nos india que el supuesto iniial©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 67
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ahc

hc h2

h1

E

h

E

hc

min E2

h2

h1

E1

a

(A)

(B)

Figura 4.10: A) Diagrama de energía en anales on grada de subida, uando la grada noontrola el esurrimiento y el esurrimiento es de río. B) Esquema de alturas de esurrimientosque se desarrollan.no era el orreto. En partiular, el supuesto que el esurrimiento es de torrente esinorreto y entones no existe otra alternativa que, dado q �jo, la energía en 2 sea laenergía rítia y entones deimos que la grada ontrola el esurrimiento.Por lo tanto,
E2 = Emin =

3

2
hc (4.74)y

h2 = hc =

(

q2

g

)1/3 (4.75)Entones la energía en 1 deja de ser un onoida y se alula de
E1 = E2 + a (4.76)y la altura de esurrimiento h1 queda determinada por la raíz más grande del polinomioaraterístio:

h3
1 − (E2 + a)h2

1 +
q2

2g
= 0 (4.77)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 68
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ahc
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h2

h1

E

h

E

hc

min E2

h2 h1

E1

a

(A)

(B)

Figura 4.11: A) Diagrama de energía en anales on grada de subida, uando la grada no ontrolael esurrimiento y el esurrimiento es de torrente. B) Esquema de alturas de esurrimientos que sedesarrollan.Propuesto, onsidere que se onoe la altura de esurrimiento h1, y sabemos que la gradaontrola el esurrimiento. Determine una relaión para alular q dado h1 y a. Tome el límiteuando h1 → ∞ (o bien a → ∞) y vea que se reupera la omportamiento desrito paravertederos.Grada de bajadaPropuesto que será ontrolado en el ejeriio (Fig. 4.13).AngostamientoPropuesto que será ontrolado en el ejeriio: Analie los tipos de esurrimiento que se puedendesarrollar en el angostamiento de un anal retangular desde un anho b1 a un anho b2 < b1.En este aso se umple que existen dos audales por unitarios q1 = Q/b1 y q2 = Q/b2 on
q2 > q1, y por lo tanto una altura rítia hc1 y otra hc2, tal que hc1 < hc2.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 69



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento anales

ahc

hc h2
h1

E

h

=E

hc

minE 2

h2

h1

E1

a

(A)

(B)

Figura 4.12: A) Diagrama de energía en anales on grada de subida, uando la grada ontrolael esurrimiento. B) Esquema de alturas de esurrimientos que se desarrollan.
a

hc

hcFigura 4.13: Grada de bajadaEnsanhe.Propuesto que será ontrolado en el ejeriio (Fig. 4.15).
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hc1
hc2

E

h

(A) Diagrama de energía

(B) Perfl longitudinal

q2

q1

b1 b2

(C) Planta

Figura 4.14: Angostamiento
b1 b2

Figura 4.15: Ensanhe
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 71



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento anales4.3 Prinipio de onservaión de momentumNo referimos a la segunda ley de Newton apliada al esurrimiento en anales. En este aso,onsideremos que el esurrimiento se desarrolla en x, en un anal en pendiente θ (ver Fig.4.16). Del teorema de antidad de movimiento, sabemos que:
∑

Fextx = (ρQv)2 − (ρQv)1 (4.78)donde
∑

Fextx = Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ (4.79)donde M es la masa del volumen de ontrol, Fp1 y Fp2 son las fuerzas de presión atuandoen las seiones 1 y 2, respetivamente, y Fτ es la fuerzas de roe.
h

θ

1

Fp1

h2

F
p2

WFigura 4.16: Volumen de ontrol para teorema de antidad de movimiento en anales.Luego, de ontinuidad de audales sabemos que:
Q = v1Ω1 = v2Ω2 (4.80)entones

Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ = ρQ2

(

1

Ω2
− 1

Ω1

) (4.81)suponiendo que sin θ ≈ 0, entones
ρQ2

(

1

Ω2

− 1

Ω1

)

= Fp1 − Fp2 − Fτ (4.82)4.3.1 Funión momentaConsideremos ahora el aso de un anal retangular plano donde existe un obstáulo en elfondo (Fig. 4.17). Si despreiamos las pérdidas friionales, pero onsideramos que el �ujoejere una fuerza Fo sobre el obstáulo, de manera que el obstáulo ejere la misma fuerzaen sentido ontrario, se obtiene que:
Fp1 − Fp2 − Fo = ρQ (v2 − v1) (4.83)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 72
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Fo

h2Q

h1

Figura 4.17: Obstáulo en el fondo de un anal.Si onsideramos que la ley hidrostátia de presiones es válida en las seiones 1 y 2, y ademásque el anal es retangular de anho b, entones:
1

2
ρgh2

1b −
1

2
ρgh2

2b − Fo = ρ

(

Q2

h2b
− Q2

h1b

) (4.84)o bien:
b

(

1

2
h2

1 +
Q2

h1gb2

)

= b

(

1

2
h2

2 +
Q2

h2gb2

)

+
Fo

ρg
(4.85)Entones, usando el audal por unidad de anho q = Q/b, y de�niendo la fuerza por unidadde anho fo = Fo/b, esribimos la euaión anterior omo:

M1 = M2 +
fo

ρg
(4.86)donde

M =
q2

gh
+

h2

2
(4.87)es la funión momenta o simplemente momenta en anales retangulares.Una apliaión es para el álulo de la fuerza que debe resistir una ompuerta (Fig. 4.18).Si la apertura de la ompuerta es a y deimos que si ontrola el esurrimiento, entonessabemos que

h2 = µa (4.88)donde µ es el oe�iente de ontraión. Además, omo el �ujo se debe aelerar, podemosdespreiar las pérdidas de energía, y por lo tanto:
E1 = E2 (4.89)donde E2 se alula sabiendo que h2 = µa, y por lo tanto h1 se alula omo la mayor alturadel polinomio araterístio dado que el esurrimiento aguas arriba de la de la ompuerta essubrítio. Es así que onoemos M1 y M2, y por lo tanto, la fuerza fo que debe resistir laompuerta se alula omo:

M1 − M2 =
fo

ρg
(4.90)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 73
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h1

h2
a =μ a

q
Fo

Figura 4.18: Fuerza sobre una ompuerta.4.3.2 Propiedades de la funión momentaComo vimos anteriormente, la funión momenta en anales retangulares se esribe omo:
M =

q2

gh
+

h2

2
(4.91)y es fáil ver que tiene bastante semejanza on la energía espeí�a E. Al igual que para E,podemos analizar la urva M = f(h) de donde se obtiene que para M = Mo, existen dossoluiones posibles (Fig. 4.19):

• Soluión para h1, araterizada por grandes alturas (fuerzas de presión) y baja veloi-dad, y por lo tanto las fuerzas de presión dominan sobre la adveión de momentum.
• Soluión para h2, araterizada por baja altura pero gran veloidad, entones, la ad-veión de momentum domina sobre presiones.Además, la funión momenta tiene también un mínimo asoiado, el que, si busamos

∂M

∂h
= − q2

gh2
+ h = 0 (4.92)obtenemos que ourre en la altura rítia

hc =

(

q2

g

)1/3 (4.93)Entones, podemos de�nir el esurriminto rítio omo aquel que ourre uando la momentaes mínima, dado un audal q dado.Se deja propuesto demostrar que e el aso de una seión de esurrimiento ualquiera, lamomenta M queda esrita omo:
M =

Q2

gΩ
+ ηΩ (4.94)donde η es la profundidad del entro de gravedad.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 74
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M

h

q fijo

M

hc

min Mo

h1

h2Figura 4.19: Funión momenta.4.3.3 Resalto hidráulioSi en una situaión dada no existen fuerzas del obstáulo y se despreian los esfuerzos de orte,pero si existen pérdidas singulares de energía omo lo es en un ensanhe bruso, entones:
M1 = M2 (4.95)Este equilibrio de momentas también ourre en un resalto hidráulio, el ual ompatibiliza los�ujos superrítias y subrítios mediante una variaión brusa de la altura de esurrimiento(disontinuidad matemátia de la soluión), la ual entendemos omo una expansión brusadel esrurrimiento. En este aso, también ourre que
E1 6= E2 (4.96)y por lo tanto podemos onoer la pérdida de energía de un resalto dado que h1 y h2 estánrelaionadas entre si mediante el equilibrio de momentas.

hc

h1

h2Figura 4.20: Resalto hidráulio.En este aso partiular de un resalto, las alturas h1 h2 se onoen omo alturas onjugadas©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 75



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesdel resalto, las uales se relaionan entre si por:
M1 = M2 (4.97)y

E1 = E2 + Λr (4.98)para los equilibrios de momenta y energía respetivamente, donde Λr representa la pérdidade energía en el resalto.Ahora, del equilibrio de momenta se sabe que
q2

gh1
+

h2
1

2
=

q2

gh2
+

h2
2

2
(4.99)y por lo tanto:

q2

g

(

1

h1

− 1

h2

)

=
h2

2

2
− h2

1

2
(4.100)y

q2

g

(h2 − h1)

h1h2
=

1

2
(h2 − h1) (h2 + h1) (4.101)Luego, reordando que

Fr2
1 =

q2

gh3
1

(4.102)es el uadrado del número de Froude de aguas arriba del resalto, obtenemos que:
(

h2

h1

)2

+

(

h2

h1

)2

− 2Fr2
1 = 0 (4.103)y entones

(

h2

h1

)

=
1

2

(

−1 +
√

1 + 8Fr2
1

) (4.104)Análogamente, si usamos
Fr2 =

q2

gh3
2

(4.105)se obtiene que
(

h1

h2

)

=
1

2

(

−1 +
√

1 + 8Fr2
2

) (4.106)A partir de este resultado, podemos alular la pérdida de energía del resalto omo:
Λr = E1 − E2 =

q2

2g

(

1

h2
1

− 1

h2
2

)

+ h1 − h2 = h1 − h2 +
q2

2g

1

(h1h2)2

(

h2
2 − h2

1

) (4.107)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 76



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesPor otro lado, del equilibrio de momenta se obtiene que:
q2

g
=

h1h2

2
(h1 + h2) (4.108)y por lo tanto, después de manipular algebraiamente la euaión, se obtiene:

Λr =
(h2 − h1)

3

4h1h2
(4.109)que es mayor que ero dado que h2 > h1.4.3.4 Clasi�aión del resalto hidráulioDependiendo del número de Froude del torrente aguas arriba del resalto, se lasi�a:

• Fr1 < 1.7 El resalto es ondulatorio o de ondas, araterizado por una baja pérdida deenergía. (Fig. 4.21)
hc h2

h2 Figura 4.21: Resalto ondulatorio
• 1.7 < Fr1 < 2.5 Resalto débil: Las ondas se rompen pero las pérdidas de energía sondébiles y apareen torbellinos en la super�ie.
• 2.5 < Fr1 < 4.5 Resalto osilatorio. El torrente penetra omo un horro pulsante,lo ual genera ondas super�iales en el río de aguas abajo, las que se propagan en ladireión del �ujo.
• 4.5 < Fr1 < 9.0 Resalto estaionario o estable.Dependiendo de la ubiaión espaial del resalto podemos deir que se ubian al pie, sonrehazados o están ahogados. Para ver esta lasi�aión, veamos un anal on una grada desubida en el extremo de aguas abajo, y una ompuerta que ontrola en el extremo de aguasarriba (Fig. 4.22). Si no existen ondiiones que ontrolen el �ujo aguas abajo de la grada©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 77



CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesy el torrente generado en la ompuerta no es lo su�ientemente energétio omo para pasarpor sobre la grada, entones el �ujo es rítio sobre la grada, tal que:
E4 = Emin =

3

2
hc =

3

2

(

q2

g

)1/3 (4.110)Luego,
E4 + zo = E3 (4.111)de donde alulamos la altura de esurrimiento en 3 omo la mayor altura positiva dado queel �ujo en 3 es de río. De igual forma, sabemos que

h2 = µa (4.112)donde a es la apertura de la ompuerta y µ es el oe�iente de ontraión. Con estas dosalturas en 2 y 3, podemos alular las momentas M2 y M3 y ompararlas.
• Si M2 = M3, entones deimos que el resalto está al pie de la ompuerta (Fig. 4.22B).
• Si M2 > M3, entones el resalto es rehazado por el torrente impuesto por la ompuerta,y dado que aún no vemos friión, se ubia al pie de la grada (Fig. 4.22C). En esteaso, la fuerza que que ejere la grada sobre el �ujo interviene en el balane de fuerzay por lo tanto no es posible de�nir dos seiones de esurrimiento tal que se igualen lasmomentas. Esta fuerza por unidad de anho fo se alula de:

M2 = M4 +
fo

γ
(4.113)donde M4 es la momenta en la seión 4, asoiada a la altura rítia sobre la grada, y

M2 se alula on h2 = µa.En este aso deimos que el resalto es inompleto.
• Si M2 < M3, entones el resalto se ahoga y entones el �ujo impuesto por la gradain�uye el esurrimiento aguas arriba de la ompuerta (Fig. 4.22C). En este aso setiene que en la seión 2, existen dos alturas relevantes: µa es la altura que determinala veloidad (fuerza del horro), y h′ es la altura que de�ne la fuerza de presión. Poresto, la momenta M2 se alula omo:

M2 =
q2

g(µa)
+

h′2

2
(4.114)Esta momenta (fuerza) es igual a M3 alulado de imponer risis en 4, y entonespodemos alular h′ dado que onoemos el resto de la informaión.Es fáil ver que también es neesario rede�nir la energía en 2, omo:

E2 =
q2

g(µa)2
+ h′ (4.115)y omo E1 = E2, obtenemos la altura h1 omo la altura de río.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 78
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Figura 4.22: Clasi�aión de resalto al pie, rehazado o ahogado.4.3.5 Otras propiedadesFormaExperimentalmente se ha determinado que a lo largo del resalto, la ota piezométria oinideon el nivel medio de la super�ie libre, lo ual, sopresivamente, nos india que es válida laley hidrostátia de presiones. Este resultado nos hae suponer que de plantear equilibrio demomentas para un punto x ubiado dentro del resalto, es posible enontrar una euaión quedesriba la forma de los resaltos. Sin embargo, esto no es posible dado que, si bien la presiónes hidrostátia, no onoemos el área que de�ne la veloidad.
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CI4101: Hidráulia Euaiones de movimiento analesLargoSea lT el largo del resalto, visto omo zona on torbellinos en super�ie, o on zona de aguasblanas omo se onoe en limnología de ríos, y l la longitud del resalto entre el omienzo yel punto de aguas abajo donde es válido suponer hidrostátia (Fig. 4.23).
hc

h1

h2

lT

LFigura 4.23: De�niión longitud del resalto.Experimentalmente se ha determinado que:
• Safranez:

l = 4.5h2 (4.116)
• Bakhnete�:

l

hc

= 4.5
h2

hc

(4.117)on�rmando la relaión de Safranez para h2

hc
> 1.5.

• En el lásio que ualquier hidráulio que se apreie debiera tener, Franiso JavierDominguez, se india que:
l

hc

= 18 − 20
h1

hc

(4.118)
• En el Bureau of Relamation, se onsidera la urvas de la Fig. 4.24 para el álulopreliminar de la longitud de un resalto.4.3.6 Problemas propuestos
• Analie el aso de un resalto inompleto aguas abajo de un ensanhe.
• Analie el aso de un resalto en un aueduto en presión.
• Analie el aso de un resalto en pendiente.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 80
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Figura 4.24:
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 81



Capítulo 5
Resistenia al esurrimiento en anales
El esurrimiento en anales es el resultado del balane de fuerzas motries y fuerzas resistivas.Como vimos en Meánia de Fluidos, las fuerzas motries en tuberías se deben a gradientesde presión, mientras que la prinipal fuerza motriz en anales es la gravedad, para lo ual serequiere que en anal esté inlinado.Por otro lado, en tuberías, la fuerza fuerza resistiva es el esfuerzo de orte que se homogénea-mente atúa en todo el perímetro de la tubería. Si bien las fuerzas resistivas en analestambién se deben a los esfuerzos de orte, es neesario onsiderar que los que atúan en lasuper�ie libre son diferentes a los que ourren en la pared del anal. Además, dentro de unamisma seión de esurrimiento, el esfuerzo de orte en zonas profundas no es neesariamenteigual al de aguas someras. Es posible, sin embargo, analizar la resistenia al esurrimientoen términos de un esfuerzo de orte medio, el ual se relaiona on las propiedades mediasdel esurrimiento en la seión: veloidad, área de esurrimiento, y perímetro mojado.5.1 Esfuerzo de orte medio5.1.1 Esurrimiento uniforme o normalEn este aso se umple que la altura de esurrimiento es onstante a lo largo de x, lo queimplia que la super�ie libre es paralela al anal, y entones, omo la veloidad es tambiénuniforme, el nivel de energía es también paralelo al fondo del anal. Este desripión noslleva a que:

i = J (5.1)donde i es la pendiente del terreno, y J es la pendiente del plano de arga (Fig. 5.1).82
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Figura 5.1: Flujo uniforme en anales abiertos.A partir de un análisis simple del teorema de antidad de movimiento, vemos que:
∑

Fext = ρQ (v2 − v1) (5.2)donde Q = v1Ω1 = v2Ω2, y entones, omo estamos bajo el supuesto de �ujo uniforme,
Ω1 = Ω2, y por lo tanto

∑

Fext = Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ = 0 (5.3)donde Fp1 − Fp2 = 0 dado que estamos onsiderando �ujo uniforme. Entones:
W sin θ = Fτ (5.4)la ual nos india que el �ujo uniforme en anales abiertos es aquel en que peso proyetadoes balaneado on el esfuerzo de orte de fondo.Respeto de la fuerza de orte Fτ , sabemos que, sin pérdida de generalidad:

Fτ = ∆x

∫

χ

τodχ = ∆xχτ̄o (5.5)donde χ es el perímetro mojado, τo es el esfuerzo de orte loal, y τ̄o el esfuerzo de ortemedio que atúa en χ.Por otro lado,
W = ρgΩ∆x (5.6)de donde se obtiene que:

ρgΩ∆x sin θ = ∆xχτ̄o (5.7)y entones, de�niendo i = sin θ, obtenemos que:
τ̄o = ρgi

Ω

χ
= ρgiRh (5.8)donde Rh es el radio hidráulio.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 83



CI4101: Hidráulia Resistenia al esurrimiento5.1.2 Esurrimiento gradualmente variadoReordando que el esurrimiento gradualmente variado era aquel en que, si bien se aeptanambios longitudinales en la propiedades del �ujo, estos eran lo su�ientemente pequeñosde manera que podíamos suponer que la ley hidrostátia de presiones es válida. Bajo estesupuesto, y onsiderando la de�niión de variables de la Fig. 5.2, vemos que el teorema deantidad de movimiento queda esrito omo:
∑

Fext = ρQ (v2 − v1) (5.9)
h

θ

1

Fp1

h�

F
p2

W

�	




�

Figura 5.2: Flujo gradualmente variado en anales abiertos.Luego, expresando v2 = v1 + ∂v
∂x

∆x, obtenemos que:
∑

Fext = ρQ
∂v

∂x
∆x (5.10)Además,

∑

Fext = Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ (5.11)y omo Fp2 = Fp1 + ∂Fp

∂x
∆x, obtenemos que:
− ∂Fp

∂x
∆x + ∆xΩgρi − τoχ∆x = ρQ

∂v

∂x
∆x (5.12)y por lo tanto:

Ωρ

(

v
∂v

∂x
+

1

Ωρ

∂Fp

∂x
− gρi

)

= τoχ (5.13)A ontinuaión, expresamos Fp = ρgηΩ, donde η es la profundidad del entro de gravedadde Ω. De esta forma, el término ∂Fp

∂x
queda esrito omo:
∂Fp

∂x
= ρg

∂ηΩ

∂h

∂h

∂x
(5.14)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 84



CI4101: Hidráulia Resistenia al esurrimientodonde neesitamos onoer ∂ηΩ
∂h

, para lo ual expandimos en Taylor el produto ηΩ omo:
(ηΩ)h+dh = (ηΩ)h +

∂ηΩ

∂h
dh (5.15)Luego, expresamos (ηΩ)h+dh a partir de dos super�ies: una Ω uyo entro de gravedad seenuentra a una profundidad η + dh, y otra dΩ uyo entro de gravedad se enuentra a dh/2(Fig. 5.3). Si (ηΩ)h = (ηΩ) se umple que:

Ω (η + dh) + dΩ
dh

2
= (ηΩ) +

∂ηΩ

∂h
dh (5.16)y entones

Ω +
1

2
dΩ =

∂ηΩ

∂h
(5.17)de donde podemos obtener que

∂ηΩ

∂h
≈ Ω (5.18)

dhdΩ
c.g.

ηFigura 5.3: Super�ies para álulo de (ηΩ)
h+dh

.
Reemplazando este último resultado en (5.19), obtenemos que:

∂Fp

∂x
= ρgΩ

∂h

∂x
(5.19)y

∂

∂x

(

1

2g
v2 + h + z

)

= τo
χ

Ωρg
(5.20)dado que i = − ∂z

∂x
. O bien:

∂B

∂x
=

τo

ρgRh
(5.21)donde ∂B

∂x
= J . Es así que �nalmente se obtiene que:

τo = γRhJ (5.22)
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CI4101: Hidráulia Resistenia al esurrimiento5.1.3 Euaiones de resisteniaSe entiende omo ley o euaión de resistenia en anales a aquellas relaiones que permitanalular J o τo en funión de las propiedades del �ujo medio v y Rh y de las propiedades delmaterial del anal.Fator de friiónVimos que la pérdida de arga friional en tuberías se puede alular de la euaión deDary-Weisbah omo:
J =

f

4Rh

v2

2g
(5.23)entones:

v =

√

8g

f

√

RhJ (5.24)El problema se redue al álulo del fator de friión f , el que depende de la rugosidad delaue, el número de Reynolds y la forma del anal. Al igual que en tuberías, si el �ujo es losu�ientemente turbulento (altos números de Reynolds), entones f deja de depender de Re,y sólo depende de la forma del aue y de la rugosidad del fondo. A pesar que esta euaiónpuede ser usada para el álulo de J , la estreha dependenia de f on la forma del analhae inonveniente su uso prátio en anales.Euaión de Chèzy (1768)Esta euaión se esribe omo:
v = c

√

RhJ (5.25)donde c es el oe�iente de Chèzy que tiene unidades de L1/2T−1, y nuevamente es dependientede la forma y rugosidad del aue, y del número de Reynolds, ya que es fáil ver que serelaiona on el oe�iente de friión f omo:
c =

√

8g

f
(5.26)Euaión de Gauguillet y Kutter (1869)Esta forma propone un valor experimental para el oe�iente de Chèzy omo:

c =
23 + 0.00155/J + 1/n

1 + (23 + 0.00155/J) n√
Rh

(5.27)donde J = i y n es el número de Kutter que depende del tipo de super�ie.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 86



CI4101: Hidráulia Resistenia al esurrimientoEuaión de Bazin (1897)
c =

87.02

1 + m/
√

Rh

(5.28)donde m es el oe�iente de Bazin que es alibrado experimentalmente, sin embargo, noentrega buenos resultados.Euaión de Manning (1889)Esta euaión fue originalmente derivada para el esurrimiento uniforme tal que:
v =

1

n
R

2/3
h

√
i (5.29)donde n es el oe�iente de Manning uyas unidades son de L−1/3T o bien sm−1/3 en MKS.Si reordamos que Q = vΩ, entones esribimos la euaión de Manning en su forma másusual:

Qn√
i

= ΩR
2/3
h (5.30)Esta euaión es de uso generalizado en la atualidad y puede onsiderarse bastante preisa,sin embargo, requiere onoer el valor de n, para lo ual existen tablas y metodologíaspartiulares.

• Cálulo del oe�iente de Manning en funión de la aspereza de la pared, ks. A partirde la euaión de Striker, el número de Manning se alula omo:
n =

k
1/6
s

26.4
(5.31)es importante notar que ks también representa el tamaño de las partíulas de sedimentoen la super�ie de aes naturales.

• En aues naturales, el método de Cowan permite estimar el oe�iente de Manningomo:
n = m (no + n1 + n2 + n3 + n4) (5.32)donde m es un fator por presenia de meandros (urvas en el aue), no es el valorbase determinado de, por ejemplo Striker, y n1 a n4 dan uenta de orreiones porirregularidades en el perímetro mojado, variaión de forma y dimensiones de la seiónde esurrimiento, presenia de obstruiones y presenia de vegetaión.
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CI4101: Hidráulia Resistenia al esurrimientoLa euaión de Manning fue desarrollada para esurrimiento uniforme donde i = J . Sinembargo, se usa también para el esurrimiento gradualmente variado omo:
Qn√

J
= ΩR

2/3
h (5.33)o bien

J =
Q2n2

Ω2R
4/3
h

(5.34)5.1.4 Altura normalComo fue menionado anteriormente la euaión de Manning es la atualmente más usada,y nos permite araterizar el esurrimiento uniforme, por lo tanto, nos permite alular laspropiedades que araterizan este �ujo. Como sabemos, tanto Ω omo Rh son funiones dela altura de esurrimiento, y por lo tanto, la euaión de Manning nos permite alular ladenominada altura normal, hn que arateriza el esurrimiento uniforme.Por ejemplo, si el anal es retangular muy anho, sabemos que b >> h y entones
Rh =

bhn

b + 2 ∗ hn
≈ hn (5.35)y entones

qn√
i

= h5/3
n (5.36)donde q = Q/b.De esta forma, independientemente de la forma del aue, onoidos Q, n, i y la forma delas urvas Ω(h) y Rh(h), la altura normal hn es una altura araterístia del esurrimiento,la igual que hc lo es. Por lo tanto, la relaión entre hn y hc sirve para araterizar el �ujo:

• hc < hn, el esurrimiento normal es subrítio, y este aso se denomina de pendientehidráulia suave o simplemente pendiente suave.
• hc > hn, el esurrimiento normal es superrítio, y este aso se denomina de pendientehidráulia fuerte, o simplemente pendiente fuerte.
• hn = hc, el esurrimiento normal es rítio, y se denomina pendiente hidráulia rítia.Por último, sin importar ómo ourra, sabemos que todo sistema físio tiende a un equilibrioy por lo tanto podemos deir que si forzamos una altura de esurrimiento distinta a la normalen algún punto del anal (por ejemplo on una ompuerta o risis), el �ujo va a busar laaltura normal de esurrimiento en puntos alejados de esta singularidad. Si bien la forma de©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 88



CI4101: Hidráulia Resistenia al esurrimiento
hc

hn

hc

hn

PENDIENTE SUAVE

PENDIENTE FUERTE

Figura 5.4: Clasi�aión de pendientes hidráulias suave y fuerte.ómo ourre esta transiión haia la altura normal la vamos a ver en el apítulo siguiente,es importante destaar que la prinipal onlusión que se obtiene de este omportamiento,es que el �ujo normal también determina ondiiones de borde, si es que sabemos que lasúltimas seiones de ontrol hidráulio se enuentran lo su�ientemente alejadas del tramode anal en estudio.
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Capítulo 6
Esurrimiento gradualmente variado
Reordando que el esurrimiento gradualmente variado es aquel en que onsideramos �ujopermanente y no uniforme, sin embargo, onsideramos que los ambios longitudinales de laspropiedades del �ujo son pequeños, y entones, es igualmente válido suponer que las líneasde orriente son paralelas, de manera que la ley hidrostátia de presiones es válida.En apítulos anteriores distinguimos dos tipos de esurrimiento araterizados por su pendi-ente hidráulia la ual puede ser suave o fuerte:

• Si la pendiente hidráulia es suave, se tiene que la pendiente del anal, i, es baja enrelaión a la pendiente rítia (ic) que se obtiene de imponer que hn = hc. Esto impliaque hN > hc. Luego, omo el régimen es de río, el ontrol hidráulio se enuentra aguasabajo, y entones la altura normal tiende a ourrir a una ierta distania aguas arribadel ontrol hidráulio (Fig. 6.1).
hc

hn

embalse

gradualmente

variado

flujo uniforme

crisisFigura 6.1: Flujo gradualmente variado en anales abiertos. Ejemplo de pendiente suave.
• Si la pendiente hidráulia es fuerte, entones la pendiente i, es alta en relaión a lapendiente rítia (ic), o bien, hn < hc. En este aso, el esurrimiento naturalmentetiende a una ondiión de torrente, el ual se alanzaría en un punto alegado de lasseión de ontrol, y el punto donde aproximadamente se alanza la altura normal se90



CI4101: Hidráulia Gradualmente variadoubia aguas abajo del ontrol dado que los torrentes son ontrolados por aguas arriba(Fig. 6.2).
hc

hn

embalse gradualmente

variado
flujo uniforme

Figura 6.2: Flujo gradualmente variado en anales abiertos. Ejemplo de pendiente fuerte.
Es así que si forzamos (imponemos) una altura de esurrimiento en un ierto punto delanal, sabemos que el esurrimiento siempre va tender a alanzar la altura normal en unpunto alejado de este ontrol hidráulio, generándose un régimen de transiión gradualmentevariado entre la altura de esurrimiento impuesta en el ontrol hidráulio, y la altura normalde esurrimiento.6.1 Euaión diferenial de movimientoA partir de Bernoulli entres los puntos 1 y 2 un anal (Fig. 6.3) sabemos que:

B1 = B2 + Λf (6.1)donde Λf = J∆x, y
B2 = B1 +

∂B

∂x
∆x (6.2)Entones:

∂B

∂x
= −J (6.3)Además sabemos que:

B = E + z (6.4)donde E es la energía espeí�a en anales, y z es la ota de fondo. Por lo tanto, de�niendola pendiente del anal omo i = − ∂z
∂x
, obtenemos que:

∂E

∂x
= i − J (6.5)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 91



CI4101: Hidráulia Gradualmente variado
DATUM

z

1
Λ f

(1) (2)

h1

v /2g2

θ

h2

Figura 6.3: Bernoulli en anales.Por otro lado, sabemos que:
E =

Q2

2gΩ2
+ h (6.6)donde Ω es el área de esurrimiento, h la profundidad y Q el audal. Entones

∂E

∂x
= −2

Q2

2gΩ3

∂Ω

∂x
+

∂h

∂x
(6.7)donde

∂Ω

∂x
= l

∂h

∂x
(6.8)on l el largo super�ial (ver apítulo 4). Entones, reordando que el número de Froude enuna seión de esurrimiento ualquiera es:

F 2
r =

Q2l

gΩ3
(6.9)De esta forma se obtiene �nalmente

∂E

∂x
=
(

1 − F 2
r

) ∂h

∂x
= i − J (6.10)o bien

∂h

∂x
=

i − J

1 − F 2
r

(6.11)Esta última euaión se onoe omo la euaión del eje hidráulio, ya que nos permitealular h(x).Finalmente, si asumimos que la euaión de Manning es válida para araterizar el esurrim-iento gradualmente variado, entones
Qn√

J
= ΩR

2/3
h (6.12)o bien

J =
Q2n2

Ω2R
4/3
h

(6.13)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 92



CI4101: Hidráulia Gradualmente variado6.2 Análisis y lasi�aión de ejes hidráuliosEl análisis que se realiza a ontinuaión permite identi�ar la forma del eje hidráulio depen-diendo de ómo sea la ondiión de borde impuesta por las seiones de ontrol hidráulio.Para eso analizaremos el signo de ∂h
∂x

a partir de los signos de i/J y 1 − F 2
r , separadamente.Primero, es fáil ver que el produto ΩR

2/3
h es una funión reiente on h (onsidere el asode un anal muy anho donde ΩR

2/3
h = bh5/3). Además, dado que Q y n son onstantes, seobtiene que:

Qn =
√

i
(

ΩR
2/3
h

)

n
=

√
J
(

ΩR
2/3
h

) (6.14)y entones:
i

J
=

(

ΩR
2/3
h

)2

(

ΩR
2/3
h

)2

n

(6.15)donde el subíndie n nos india que estamos evaluando para el esurrimiento normal. Es asíque
• Si estamos en un régimen tal que h > hn, y omo ΩR

2/3
h es reiente on h, el resultado(6.15) nos india que:

(

ΩR
2/3
h

)2

n
<
(

ΩR
2/3
h

)2

⇒ i

J
> 1 (6.16)o bien

i − J > 0 (6.17)
• Si h < hn, entones

(

ΩR
2/3
h

)2

n
>
(

ΩR
2/3
h

)2

⇒ i

J
< 1 (6.18)o bien

i − J < 0 (6.19)Luego, podemos analizar el signo de 1 − F 2
r omo:

• Si h > hc, se umple que F 2
r < 1, y por lo tanto, 1 − F 2

r > 0.
• Si h < hc, se umple que F 2

r > 1, y por lo tanto, 1 − F 2
r < 0.De esta forma, dependiendo de la pendiente hidráulia podemos analizar los diferentes asosy así esquematizar la forma del eje hidráulio.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 93



CI4101: Hidráulia Gradualmente variado6.2.1 Pendiente suaveEn este aso se tiene que hn > hc, y entones podemos de�nir tres asos en funión de h, yalular el signo de ∂h
∂x

omo se muestra en la Table 1Tabla 1: Signo de ∂h

∂x
para �ujo en pendiente suaveCASO i − J 1 − F 2

r
∂h
∂x1: h > hn > hc (+) (+) (+)2: hn > h > hc (-) (+) (-)3: hn > hc > h (-) (-) (+)

• Caso 1: h > hn > hc. Este aso orresponde a un esurrimiento de río en pendientesuave, uya seión de ontrol de aguas abajo impuso una altura de esurrimiento mayorque la altura normal. De la Table 1 vemos que h es reiente on x, y entones J → 0,resultando que:
∂h

∂x
≈ i (6.20)lo que nos india que el esurrimiento tiende a ser horizontal en x = ∞. Sabemosademás que en x = −∞ el esurrimiento es uniforme donde ∂h

∂x
≈ 0 (Fig. 6.4).Este eje hidráulio se onoe omo S1, o bien río peraltado en pendiente suave, deauerdo on Franiso Javier Domínguez.

hc

hn

Figura 6.4: Esurrimiento S1.
• Caso 2: hn > h > hc. Este aso es un esurrimiento de río en pendiente suave, uyaseión de ontrol de aguas abajo impuso una altura de esurrimiento menor a la alturanormal, pero mayor que la altura rítia. El aso más usual es uando aguas abajosabemos que hay risis. De la Table 1 vemos que h es dereiente on x, y entones

h → hc, donde se umple que:
∂h

∂x
→ −∞ (6.21)lo que nos india que el esurrimiento se aelera al aerarse a la risis, aunque es nee-sario destaar que era de esta seión de ontrol, el esurrimiento no es gradualmente©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 94



CI4101: Hidráulia Gradualmente variadovariado. Sabemos además que en x = −∞ el esurrimiento es uniforme donde ∂h
∂x

≈ 0(Fig. 6.5).Este eje hidráulio se onoe omo S2, o bien río deprimido en pendiente suave segúna Franiso Javier Domínguez.
hc

hn

Figura 6.5: Esurrimiento S2.
• Caso 3: hn > hc > h. Este aso es un esurrimiento de torrente en pendiente suave, elual fue forzado por una ondiión de borde de aguas arriba omo una ompuerta. Dela Table 1 vemos que h es reiente on x, y al igual que en el aso S2, la urvaturadel eje hidráulio tiende

∂h

∂x
→ +∞ (6.22)Sabemos, sin embargo, que el esurrimiento no alanza la risis, dado que neesaria-mente se forma un resalto (Fig. 6.6).Este eje hidráulio se onoe omo S3, o bien torrente en pendiente suave según Fran-iso Javier Domínguez. Demuestre que a medida que se desarrolla este eje hidráulioS3, la momenta del torrente disminuye haia aguas abajo, y analie la utilidad de esteresultado para determinar la posiión de un resalto rehazado, donde el torrente seimpone por una ompuerta en pendiente suave.

hc

hn

Figura 6.6: Esurrimiento S3.
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CI4101: Hidráulia Gradualmente variado6.2.2 Pendiente fuerteEn este aso se tiene que hc > hn, y entones podemos de�nir tres asos en funión de h, yalular el signo de ∂h
∂x

omo se muestra en la Table 2Tabla 2: Signo de ∂h

∂x
para �ujo en pendiente fuerteCASO i − J 1 − F 2

r
∂h
∂x1: h > hc > hn (+) (+) (+)2: hc > h > hn (+) (-) (-)3: hc > hn > h (-) (-) (+)

• Caso 1: h > hc > hn. Este aso orresponde al esurrimiento de río en pendiente fuerte,uya seión de ontrol de aguas abajo impuso una altura de esurrimiento mayor quela altura rítia. Por ejemplo, on una ompuerta. De la Table 2 vemos que h esreiente on x, y además, sabemos que el �ujo va a tender a la altura normal, yentones h tiende a ruzar hc, donde
∂h

∂x
≈ ∞ (6.23)Al igual que el eje hidráulio S1, h tiende a ser horizontal en aso que la altura deesurrimiento de río impuesta aguas abajo sea lo su�ientemente grande tal que J ≈ 0.Este eje hidráulio se muestra en la Fig. 6.7, y se onoe omo F1, o bien río enpendiente fuerte según Franiso Javier Domínguez.

hc

hn

Figura 6.7: Esurrimiento F1.
• Caso 2: hc > h > hn. Este aso orresponde a un esurrimiento de torrente en pendientefuerte, uya seión de ontrol de aguas arriba impuso una altura de esurrimientomayor a la normal, pero menor o igual a la rítia. De la Table 2 vemos que h esdereiente on x, y h tiende a hn si x → ∞. Este eje hidráulio se muestra en laFig. 6.8, y se onoe omo F2, o bien torrente peraltado en pendiente fuerte segúnFraniso Javier Domínguez.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 96
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hc

hn

Figura 6.8: Esurrimiento F2.
• Caso 3: hc > hn > h. Este aso orresponde a un esurrimiento de torrente en pendientefuerte, uya seión de ontrol de aguas arriba impuso una altura de esurrimientomenor a la normal. De la Table 2 vemos que h ree on x, y h tiende a hn si x → ∞.Este eje hidráulio se muestra en la Fig. 6.9, y se onoe omo F3, o bien torrentedeprimido en pendiente fuerte según Franiso Javier Domínguez.
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hn

Figura 6.9: Esurrimiento F3.
6.2.3 Otros asosRepita el análisis anterior para esquematizar los ejes hidráulios:

• Pendiente rítia, onoidos omo C1 y C3, según si h > hc = hn o h < hc = hn,respetivamente.
• Pendiente horizontal, onoidos omo H2 y H3, según si h > hc o h < hc, respetiva-mente. Note que este aso no existe la altura normal de esurrimiento.
• Pendiente adversa, onoidos omo A2 y A3, según si h > hc o h < hc, respetivamente.Note que este aso tampoo existe la altura normal de esurrimiento.El resumen de todas estas ombinaiones se muestra en la ya tradiional tabla de la página98.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 97
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CI4101: Hidráulia Gradualmente variado6.3 Cálulo numério del Eje HidráulioYa dedujimos que la euaión que desribe la variaión longitudinal de la altura de esurrim-iento en anales es:
∂h

∂x
=

i − J

1 − F 2
r

(6.24)Se requiere determinar h(x) de integrar esta euaión, para lo ual neesitamos onoeruna ondiión de borde que genériamente esribimos omo que h(x = xo) = ho. Sabemostambién que si el esurrimiento es subrítio o de río, entones esta ondiión de borde deter-minará las alturas de esurrimiento de aguas arriba de xo, mientras que si el esurrimientoes superrítio, entones esta ondiión de borde determinará las alturas de esurrimientoaguas abajo del punto xo.Si bien esta desripión india que el problema de resolver el eje hidráulio podría ser unálulo simple, el término dereho de (6.24) es altamente no lineal, ya sea porque:
J =

Q2n2

Ω2R
4/3
h

(6.25)o porque
F 2

r =
Q2l

gΩ3
(6.26)donde l es el largo super�ial. De esta forma,

∂h

∂x
= f(h) (6.27)donde f(h) es una funión altamente no lineal, la ual, salvo para el aso invísido, no poseesoluión analítia. Es por este motivo que desde los omienzos de la ingeniería hidráuliaomo se onoe atualmente, ha sido neesario ontar on un esquema numério para resolveresta euaión. La lave que explia porqué el esquema de integraión numéria que se presentaa ontinuaión permanee aún vigente radia en que es un esquema numério simple que fuedesarrollado on anterioridad a los primeros omputadores, pero también muy preiso ya quefuerza el prinipio de ontinuidad de la energía.Es así que el método de integraión numéria de la euaión del eje hidráulio, no resuelve(6.24) propiamente tal, sino que se entra en onservar energía, resultando que la euaiónpor integrar es:

∂B

∂x
= −J (6.28)donde B = E + z es el Bernoulli, E la energía espeí�a, z la ota de fondo del anal, y J lapendiente de plano de arga hidráulia. Es así que obtenemos una euaión para la energía

E:
∂E

∂x
= i − J (6.29)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 99



CI4101: Hidráulia Gradualmente variadodonde i = − ∂z
∂x

es la pendiente del anal que asumiremos onstante.A ontinuaión, integramos (6.29) entre dos puntos x1 y x2, ubiados a lo largo del eje x, talque x2 = x1 + ∆x (Fig. 6.10). Este último alulo nos permite obtener que:
∫ x2

x1

∂E

∂x
dx =

∫ x2

x1

(i − J) dx (6.30)donde
∫ x2

x1

∂E

∂x
dx = E2 − E1 (6.31)y

∫ x2

x1

(i − J) dx = i∆x −
∫ x2

x1

J dx (6.32)

DATUM

z

1
Λ  =J Δx f

(1) (2)

h1

v /2g2

h2Δx

Figura 6.10: Integraión euaión de energía en anales.Luego, sin pérdida de generalidad podemos de�nir J̄ omo:
J̄ =

1

∆x

∫ x2

x1

J dx (6.33)y por lo tanto
E2 − E1 =

(

i − J̄
)

∆x (6.34)De esta forma, hemos obtenido una forma disretizada para representar la variaión longitudi-nal de la energía en anales. Existen dos formas de utilizar este último resultado: la primeray no del todo e�iente, onsidera alular E2 dado que onoemos E1 y aproximamos J̄ ≈ J1,donde J1 es la pendiente del Bernoulli evaluada en el punto h1 (NOTA este razonamiento esen aso que el �ujo sea superrítio). La ventaja de esta metodología es que es válida paraualquier tipo de eje hidráulio sin la neesidad de onoer ómo es su forma, sin embargo,el error en aproximar J̄ ≈ J1 es grande, y nos obliga a ontinuamente resolver las raíes delpolinomio de la energía, y a de�nir ual de las dos alturas onjugadas h2 es la adeuada parael problema en estudio.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 100



CI4101: Hidráulia Gradualmente variadoLa segunda forma de usar (6.34) onsidera que tanto h1 y h2, y por lo tanto E1, E2, J1 y J2son onoidos. Es así que si
J̄ =

J1 + J2

2
(6.35)podemos alular la distania ∆x que existe entre los puntos 1 y 2, omo:

∆x =
E2 − E1

i − J̄
(6.36)Este método de álulo es simpli�ado ya que no requiere resolver las raíes del polinomiode la energía, el error en la aproximaión es bajo. Sin embargo, requiere un usuario que sepade hidráulia de anales, debido a que las alturas h1 y h2 deben ser adeuadamente de�nidasen funión del tipo de eje hidráulio que se esté alulando.Por ejemplo:

• Si el esurrimiento es subrítio o de río, entones sabemos que el �ujo está ondiionadopor aguas abajo, y por lo tanto h2 es el dato que onoemos, y h1 puede ser mayor omenor a h2 dependiendo del eje hidráulio que se está alulando:1. Si nos enontramos resolviendo un eje hidráulio S1, C1 o F1, entones h1 < h2.Sin embargo, en aso que el eje hidráulio S1, también sabemos que h1 > hn,mientras que si el eje hidráulio es del tipo C1 o F1, h1 queda limitado por laaltura rítia (h1 > hc).2. Si nos enontramos resolviendo un eje hidráulio S2, H2 o A2, entones h1 > h2.Además, si el eje hidráulio es S2, sabemos también que que h1 < hn. Por elontrario, si el eje hidráulio es del tipo H2 o A2, entones el onepto de alturanormal no existe, y entones h1 puede tener ualquier valor mayor a h2.
• Si el esurrimiento es superrítio o de torrente, sabemos que el �ujo está ontroladopor aguas arriba, y entones la altura h1 es onoida, y debemos esoger h2 según eltipo de eje hidráulio que estemos resolviendo:1. Si nos enontramos resolviendo un eje hidráulio F2 entones h2 < h1 y h2 > hn.2. Si nos enontramos resolviendo un eje hidráulio F3 entones h2 > h1, pero h2 <

hn.3. Si nos enontramos resolviendo un eje hidráulio H3, S3, C3 o A3, entones en-tones h2 > h1, y h2 < hc.A partir de este resultado veamos el álulo del eje hidráulio S2 que se desarrolla en un analretangular de anho b = 50m, pendiente i = 2 × 10−3, audal Q = 20m3s−1 y oe�ientede Manning n = 0.03 sm−1/3. En este aso, la altura rítia es hc = 0.254m y altura normal
hn = 0.458m. Si la ondiión de borde es risis en el extremo de aguas abajo ubiado en
x = 200m, entones podemos onstruir la Table 3 donde xac es 200m menos la distania©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 101



CI4101: Hidráulia Gradualmente variado
h2 E2 J2 h1 E1 J1 J̄ ∆x xac M10.2537 0.3805 0.0141 0.2639 0.3811 0.0124 0.0133 0.0517 199.9483 0.09670.2639 0.3811 0.0124 0.2741 0.3827 0.0109 0.0117 0.1691 199.7791 0.09710.2741 0.3827 0.0109 0.2843 0.3853 0.0097 0.0103 0.3055 199.4736 0.09780.2843 0.3853 0.0097 0.2944 0.3886 0.0086 0.0091 0.4642 199.0094 0.09880.2944 0.3886 0.0086 0.3046 0.3926 0.0077 0.0082 0.6493 198.3601 0.10000.3046 0.3926 0.0077 0.3148 0.3972 0.0069 0.0073 0.8661 197.4940 0.10140.3148 0.3972 0.0069 0.3250 0.4023 0.0062 0.0066 1.1214 196.3726 0.10300.3250 0.4023 0.0062 0.3352 0.4079 0.0056 0.0059 1.4243 194.9483 0.10490.3352 0.4079 0.0056 0.3454 0.4138 0.0051 0.0053 1.7869 193.1613 0.10690.3454 0.4138 0.0051 0.3556 0.4201 0.0046 0.0048 2.2261 190.9352 0.10910.3556 0.4201 0.0046 0.3658 0.4268 0.0042 0.0044 2.7656 188.1696 0.11150.3658 0.4268 0.0042 0.3759 0.4337 0.0038 0.0040 3.4407 184.7289 0.11410.3759 0.4337 0.0038 0.3861 0.4409 0.0035 0.0037 4.3050 180.4240 0.11680.3861 0.4409 0.0035 0.3963 0.4483 0.0032 0.0034 5.4454 174.9786 0.11970.3963 0.4483 0.0032 0.4065 0.4559 0.0030 0.0031 7.0116 167.9670 0.12280.4065 0.4559 0.0030 0.4167 0.4637 0.0027 0.0028 9.2865 158.6805 0.12600.4167 0.4637 0.0027 0.4269 0.4717 0.0025 0.0026 12.8745 145.8059 0.12940.4269 0.4717 0.0025 0.4371 0.4798 0.0023 0.0024 19.3432 126.4627 0.13290.4371 0.4798 0.0023 0.4473 0.4881 0.0022 0.0022 34.4066 92.0561 0.13650.4473 0.4881 0.0022 0.4575 0.4965 0.0020 0.0021 108.4192 -16.3630 0.1403Tabla 3: Tabla para el álulo del eje hidráulio S2aumulada a nuestro punto de iniio de álulo del eje hidráulio (x = 200m). Note que loque fue de�nido omo 1 en una �la, pasa a ser 2 en la �la de abajo, y entones permitimosel desarrollo del eje hidráulio.Los resultados de este álulo también se gra�an en la Fig. 6.11A que muestra la alturade esurrimiento h1 junto a las dos alturas araterístias del �ujo (hc y hc). Además, Fig.6.11B y 6.11C muestran la energía E1 y momenta M1. A partir de estos últimos dos panelesvemos que:
• La mínima distania a x = 200m la ual podríamos ubiar una grada de 10cm de alturaes en x = 123.3m. Este límite se determina de onsiderar el aso uando existe risissobre la grada (Ec = 3/2hc = 0.38m), entones el Bernoulli sobre la grada sería igual a

0.48m (línea punteada en Fig. 6.11B). Por lo tanto, si la energía en el anal es menorque diho límite (puntos ubiados a la dereha de valor límite de�nido por el írulonegro), entones la energía en el anal no es la su�iente para subir a la grada.
• Si instalamos una ompuerta de abertura a = 22cm y µ = 0.66, se obtiene que lamomenta asoiada a un esurrimiento uya altura es (µ a) es M = 0.123m2 (líneapunteada en Fig. 6.11C). De esta forma vemos que:� Si la ompuerta se ubia a la dereha del punto negro en x = 167.3m, entonesel resalto se rehaza, para lo ual sería neesario alular el desarrollo del eje©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 102



CI4101: Hidráulia Gradualmente variadohidráulio S3 para ubiar su posiión de�nitiva. Además, el eje hidráulio quese desarrolla aguas arriba de la ompuerta es S1, forzado por una altura iniial
h = 0.5m.� Si la ompuerta se ubia a la izquierda del punto negro en x = 167.3m, entonesel resalto se ahoga sobre la ompuerta ya que la momenta del eje hidráulio S2es mayor que la momenta del torrente impuesto por h = µ a. En este aso nee-sitamos alular h′ a partir de igualar momenta aguas arriba y aguas abajo delresalto ahogado, y posteriormente igualar energía aguas arriba y aguas abajo dela ompuerta, lo ual entrega una altura mayor a los 50cm alulados en el asoanterior. Reuerde que en el aso de resaltos ahogados en una ompuerta, la alturaque de�ne la veloidad es h = µ a, mientras que la altura que de�ne la presión es
h = h′.
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Capítulo 7
Esurrimiento rápidamente variado
A diferenia del esurrimiento gradualmente variado, el esurrimiento rápidamente variadoen anales se arateriza porque las ondiiones medias del �ujo ambian signi�ativamenteen distanias pequeñas, lo ual signi�a que la urvatura de las líneas de orriente es grande,y por lo tanto la ley hidrostátia de presiones deja de ser válida. En analogía on el �ujoen tuberías, la dinámia asoiada al esurrimiento rápidamente variado se puede onsideraromo una singularidad en la longitud total del anal, que lleva a pérdidas singulares deenergía. Sin embargo, omo bien sabemos, la prinipal diferenia entre el �ujo en tuberías yen anales es que la seión de esurrimiento no se onoe, y ese es el resultado que se busaobtener. De esta forma, neesitamos onoer la direión en que se propaga la informaiónpara determinar la ondiión de borde de aguas arriba (en aso de torrentes) o aguas abajo(en aso de río) de la singularidad. Una vez onoida esta ondiión de borde, más la dinámiadel �ujo en la singularidad, estamos en ondiiones de alular las ondiiones del �ujo aguasarriba (en aso de río) o aguas abajo (en aso de torrente) de la singularidad.7.1 VertederosSe entiende omo vertedero a una barrera ubiada a lo anho del anal, de manera que el �ujovierte por sobre ésta. Existen diferentes lases de vertederos, los uales se lasi�an segúnsu espesor (vertederos de pared delgada o anha), por la forma de su seión (vertederostriangulares, retangulares, on ontraión lateral, et.), o según si el vertedero está o noin�ueniado por aguas abajo (vertedero ahogado o inompleto).Independientemente de qué lase de vertedero se esté estudiando, el parámetro prinipal queneesitamos onoer es la denominada arga h del vertedero, la ual orresponde a la alturade agua que existe por sobre el umbral del vertedero (punto alto). Para esto se de�ne que hes la altura de agua sobre el umbral que se enuentra una distania de 4h aguas arriba delvertedero (Fig. 7.1). 104



CI4101: Hidráulia Rápidamente variado

Figura 7.1: De�niión arga sobre el vertedero.7.1.1 Vertederos de pared delgadaConsideremos el aso simpli�ado de un anal retangular de pared lo su�ientemente del-gada tal que si espesor no determina la dinámia del �ujo, el ual posee una aproximaiónteória para determinar ómo se relaiona el audal vertido, on la arga del vertedero. Estaaproximaión se basa en la teoría de Boussinesq, la ual fue sorprendentemente validadaexperimentalmente por Bazin. Para esto, onsideremos el esquema de la Fig. 7.2 dondeexiste dos super�ies libres aguas abajo del vertedero, y trabajemos usando un audal porunidad de anho q = Q/b. Sabemos que si nos entramos en el punto donde la super�ie libreinferior alanza su máxima altura, las líneas de orriente son aproximadamente horizontales,y por lo tanto:
q =

∫ e

0

v dz (7.1)donde e es el espesor del esurrimiento en este punto máximo y v es la veloidad. Además,podemos suponer que la veloidad era de este punto puede ser desrita por líneas de orri-ente que desriben aros de irunferenia onéntrios, tal que el aro de irunferenia quedesribe la super�ie libre de abajo es Ro, y el de la super�ie libre de arriba es Ro + e.Luego, usando oordenadas polares, vemos que la euaión de Navier-Stokes se redue a:
∂p̂

∂z
=

ρv2

r
(7.2)donde p̂ es la presión motriz que ontiene a la gravedad. Este resultado se obtiene de suponer�ujo permanente, sin veloidad en r y despreiar la friión visosa.Por otro lado, si tomamos un punto A y seguimos su trayetoria a lo largo de la línea deorriente, obtenemos que el Bernoulli es onstante a lo largo de ella. Si despreiamos laveloidad de aproximaión al vertedero para alular el Bernoulli en A, entones:

p̂A

γ
=

pA

γ
+ zA = h (7.3)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 105



CI4101: Hidráulia Rápidamente variado

Figura 7.2: De�niiones neesarias para análisis de vertedero de pared delgada.ya que �jamos nuestro datum en la resta del vertedero. Usando esto, podemos deir queel Bernoulli en ualquier punto C ubiado en nuestra seión de espesor e, es igual a h, yentones, dado que la presión p solo puede ser de�nida en puntos donde hay agua,
ǫ + z +

p

γ
+

v2

2g
= ǫ +

p̂

γ
+

v2

2g
= h (7.4)donde v, p, p̂ y z son de�nidas para el punto C.Al derivar este último resultado en z, obtenemos que:

∂ǫ

∂z
+

∂

∂z

p̂

γ
+

1

g
v
∂v

∂z
=

∂h

∂z
(7.5)donde ∂ǫ

∂z
= 0, y ∂h

∂z
= 0, entones:

1

ρ

∂p̂

∂z
= −v

∂v

∂z
(7.6)Por lo tanto, de usar el resultado de (7.2), obtenemos

− v
∂v

∂z
=

ρv2

r
(7.7)y entones, podemos integrar entre z = 0 y z, lo que nos permite obtener:

v =
Ro

Ro + z
vo (7.8)donde vo es la veloidad en la super�ie libre de abajo de�nida en z = 0. Al integrarnuevamente para obtener el audal, se obtiene que:

q =

∫ e

0

v dz =

∫ e

0

Ro

Ro + z
vo dz = Rovo ln

(

Ro + e

Ro

) (7.9)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 106



CI4101: Hidráulia Rápidamente variadoA ontinuaión, nos situamos en ambas super�ies libres, y vemos que omo p = 0, se umpleque:
h =

v2
o

2g
+ ǫ (7.10)en la super�ie de abajo, y

h =
v2
1

2g
+ ǫ + e (7.11)en la super�ie libre de arriba, por lo tanto:

v1

v0
=

√

h − ǫ − e

h − ǫ
(7.12)Además, usando el resultado de (7.8), vemos también que:

v1

v0

=
Ro

Ro + e
(7.13)Si llamamos v1/v0 = k, se tiene que:

Ro = e
k

1 − k
(7.14)y,

e = (h − ǫ)
(

1 − k2
) (7.15)y entones:

Ro = (h − ǫ) k (1 + k) (7.16)Si reemplazamos este resultado en (7.9), obtenemos �nalmente que:
q = m h

√

2gh (7.17)donde m es el oe�iente de gasto del vertedero, igual a:
m = k(1 + k) ln

(

1

k

)

(

1 − ǫ

h

)3/2 (7.18)Si se onsidera que el audal evauado por el vertedero es el máximo posible, entones m esmáximo, tal que:
∂m

∂k
= 0 (7.19)entones, si despreiamos el término ǫ/h para loalizar este máximo, se obtiene

(1 + 2k) ln

(

1

k

)

− (1 + k) = 0 (7.20)que entrega k = 0.4685. Si reemplazamos en la euaión para m, usando un valor experimen-tal de ǫ/h = 0.115, se obtiene m = 0.435.Bazin determinó a partir de experienias realizadas entre 1868 y 1888, que
m = 0.434 (7.21)©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 107



CI4101: Hidráulia Rápidamente variado7.1.2 Correión por veloidad de aproximaión, vertedero de pareddelgadaEn el análisis anterior se despreió la altura de veloidad en el álulo del Bernoulli aguasarriba, lo ual válido si la altura a del vertedero es grande. En aso que sea pequeña enomparaión on la arga h, el resultado anterior se orrige omo:
q = mh

√

2gh (7.22)on m el oe�iente de gasto igual a:
• Boussinesq

m = 0.434 + 0.21

(

h

h + a

)2 (7.23)7.1.3 Correión por inlinaión de la barrera, vertedero de pareddelgadaVer tabla 6.1 de arhivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf.7.1.4 Vertederos triangularesEn estos vertederos se umple que para alturas pequeñas, y el oe�iente de gasto dependetanto de la altura h omo del ángulo α del vertedero. m se determina de la Figura 6.1de arhivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf, y para alturas grandes, se usa un valoronstante de m de�nido en la Tabla 6.2 del Manual. Las tablas 6.3 y 6.4 permiten orregireste valor iniial onsiderando el efeto del anho del anal, y si existe in�uenia de la alturade aguas abajo, respetivamente.7.1.5 Correión por in�uenia de aguas abajo, vertedero de pareddelgadaEn aso que la altura de esurrimiento de abajo sea lo su�ientemente grande omo paraahogar el vertedero, la altura de esurrimiento de aguas abajo es importante de ser onsider-ada en el análisis, para lo ual se debe usar la Figura 6.2 del arhivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf. Esta �gura muestra un familia de urvas, donde los datos hr, h − c y a son ono-idos, por lo tanto los parámetros hr/a (eje vertial) y hc/a (línea vertiales en el malladode urvas). De esta forma, onoido el punto donde se ruzan la línea hc/a on la horizontaldeterminada por hr/a, se proede a ver el valor de h/a, o bien el oe�iente del vertedero m.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 108



CI4101: Hidráulia Rápidamente variado7.1.6 Vertedero de pared delgada on orreión por ontraiónlateralEn este aso se tiene que el anho del vertedero es l, mientras que el anho del anal es b. Seumple que:
Q = m l h

√

2gh (7.24)donde
m = mo

(

1 − 0.2
h

l

) (7.25)en aso que b > 9h7.1.7 Vertederos de pared gruesaEn aso de inluir en el análisis el espesor del vertedero, e, abe la pregunta que diho espesorsea o no relevante para el álulo, para lo ual es neesario de�nir una altura araterístia del�ujo tal que sea posible determinar si el espesor es o no lo su�ientemente grande. Esta alturaaraterístia es la arga h, y para e/h > 3 deimos que el vertedero es de pared gruesa. Enestos asos sabemos que si no existe in�uenia de aguas abajo, entones de�nimos un punto1 en el extremo de aguas abajo del vertedero, y un punto 0 aguas arriba del vertedero (Fig.7.3), tal que:
B0 = B1 + Λs + Λf (7.26)donde Λs y Λf son las pérdidas de energía singular y friionales, respetivamente. Si

Λs = ks
v2

c

2g
(7.27)y

Λf = J e (7.28)entones, si expresamos la pérdida friional en funión dela altura de veloidad en 1 (iguala la rítia ya que no hay in�uenia ed aguas abajo), es posible obtener que
m =

2
(

3 + ks + 2J e
hc

)3/2
(7.29)donde

J =

(

qn

h
5/3
c

)2 (7.30)si suponemos que el vertedero es además muy anho.El oe�iente de pérdida singular ke depende de la altura de la grada respeto de la alturarítia a/hc omo se india en la tabla 6.5 de arhivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 109



CI4101: Hidráulia Rápidamente variado
Figura 7.3: Vertedero de pared gruesa.En aso que no se onsideren pérdidas ni friionales ni singulares, entones m = 0.385 quese obtiene de imponer ks = 0 y J = 0, o bien de suponer risis sobre la grada e igualdad deBernoulli entre 0 y 1.Finalmente, en aso que existan in�uenia de aguas abajo, se debe usar la tabla 6.6 delManual_CI41A_-_Ch6.pdf, reordando que la altura h′ es dato. Entones, si el audal esonoido, entones la arga h se debe alular iterativamente, para lo ual se de�ne un valoriniial de suponer que no existe in�uenia de aguas abajo (euaión (7.29)), y alular h on(7.17), luego orregir el oe�iente de gasto m a partir de la tabla 6.6, y realular h usando(7.17).En aso que h sea un dato y se desea alular el audal vertido, entones hc es la inógnitadel problema, que nuevamente se obtiene iterativamente de la forma: suponer oe�iente degasto iniial (m = 0.385) y alular q de (7.17); alular hc y realular m de (7.29).7.1.8 Vertederos de pared intermediaVer Figura 6.3 de Manual_CI41A_-_Ch6.pdf. En aso que se q sea dato y se desee alular

h, entones se supone un valor iniial de m (m = 0.434 suponiendo pared delgada), on estevalor se alula h (7.17), el ual permite alular a/h y e/h. Luego se ve en la Figura 6.3del Manual, y se determina m/mo (on mo = 0.434). Luego se alula h y se veri�a que elvertedero no sea de pared gruesa (e/h < 3).En aso que el vertedero esté ahogado (esté in�ueniado por aguas abajo), el valor del oe�-iente de gasto de Figura 6.3, se orrige usando la Figura 6.4.7.2 Ensanhes brusosConsideremos un ensanhe bruso on grada de bajada que se muestra en la Fig. 7.4, yde�nimos el volumen de ontrol indiado. Al apliar el teorema de antidad de movimiento©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 110



CI4101: Hidráulia Rápidamente variadosobre este volumen de ontrol, se obtiene que la altura de esurrimiento de aguas abajo, h1,determina tanto la presión omo la veloidad, y la altura de esurrimiento de aguas arriba,
h0, determina la veloidad de aguas arriba. Sin embargo, a priori no se sabe ómo uanti�arla fuerza de presión atuando aguas arriba ya que no es válida la ley hidrostátia de presionesen las zonas de reirulaión bajo la grada o el ensanhe. Es por este motivo que se de�ne laarga h′ que determina la presión, y se onsidera que ésta ourre en una super�ie retangularde alto ho + a y anho b1.

Figura 7.4: Ensanhe bruso on grada de bajada.Considerando esto, es fáil ver que el TCM puede ser esrito omo (tarea demostrar el detalle):
n

X0
+

1

2
X ′ (Xo + K) =

1

X1
+

X2
1

2
(7.31)donde X0 = h0/hc1, X1 = h1/hc1, X ′ = h′/hc1, K = a/hc1, n = b1/b0, y hc1 la altura rítiade aguas abajo.A ontinuaión podemos expresar X ′ omo la ombinaión lineal entre X1 y X0 + K (o bien

h′ omo la ombinaión lineal entre h0 + a y h1), tal que:
X ′ = (1 − ǫ)X1 + ǫ (X0 + K) (7.32). donde ǫ es un número menor igual a 1, que fue determinado experimentalmente igual a:

• ǫ = 1 si� Crisis en 0 - �ujo subrítio en 1 (risis-río). Usualmente se onoen las ondiionesdel �ujo en 1, y se desea diseñar a y n tal que el esurrimiento en 0 este o noontrolado por aguas abajo.©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 111



CI4101: Hidráulia Rápidamente variado� Flujo subrítio en 0 y 1 (río-río). Usualmente se onoen las ondiiones del �ujoen 1, y se desean onoer h0� Flujo superrítio en 0-napa super�ial-�ujo subrítio en 1 (torrente, resalto in-ompleto on napa super�ial, río).En este aso de ǫ = 1, el problema se redue a:
n

X0
+

1

2
(Xo + K)2 =

1

X1
+

X2
1

2
(7.33)

• ǫ = 1/4 si el �ujo es superrítio en 0-napa sumergida-�ujo subrítio en 1 (torrente,resalto inompleto on napa sumergida,río). En este aso, el problema se redue a:
n

X0

+
1

8
(3X1 + X0 + K) (Xo + K) =

1

X1

+
X2

1

2
(7.34)La distinión entre napa super�ial o sumergida se muestra en la Fig. 7.5, y la Figura 6.8del Manual de�ne el límite entre ambos tipos de resaltos en aso que no existan variaionesdel anho (n = 1). Note que usualmente los valores de X1, X0 y K son onoidos, y entonessi el punto determinado por X1 y K queda sobre la urva límite determinada por el valor

X0, entones la napa es super�ial, mientras que si queda bajo la urva límite, la napa essumergida. Analie el aso de determinar el valor límite de K.

Figura 7.5: Napa super�ial o sumergida.
7.3 Angostamientos brusosEn este aso no es posible plantear el teorema de antidad de movimiento. Es por estoque las relaiones de álulo fueron determinadas experimentalmente por Franiso Javier©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 112



CI4101: Hidráulia Rápidamente variadoDominguez y sus alumnos, y se muestran en la Figura 6.11 del Manual. En aso de un �ujoondiionado por aguas abajo, donde h1 > hc1 se onoe, y los ábaos se usa para alular
h0.
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