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Parte I
Contornos 
errados

1



Capítulo 1
Análisis hidráuli
o de sistemas detuberías
En etapas �nales del 
urso de Me
áni
a de Fluidos del Departamento de Ingeniería Civil dela Universidad de Chile (CI3101), se obtuvo que al integrar la primer ley de la termodinámi
aen un tubo de �ujo, y 
onsiderando régimen permanente, la siguiente e
ua
ión permite ligarla dinámi
a entre dos se

iones (1 y 2) ubi
adas en los extremos del tubo de �ujo

B̄1 = B̄2 + Λf + Λs ±
|P |
γQ

(1.1)donde B̄ es el Bernoulli promedio de la se

ión, Λf denota las pérdidas singulares que expre-samos 
omo:
Λf = J L =

f

D

v̄2

2g
L (1.2)donde J es la pendiente del plano de 
arga, L la distan
ia entre los puntos 1 y 2 (siguiendola línea de 
orriente), D el diámetro de la tubería y f el 
oe�
iente de fri

ión. Además, Λses la altura de 
arga perdida por pérdidas singulares, la 
ual expresamos 
omo:

Λs = ks
v̄2

2g
(1.3)donde ks es el 
oe�
iente de pérdida singular. Finalmente, |P | en (6.15) denota la poten
iade la bomba o turbina, tal que el signo ± queda determinado si es una bomba (−, tal que

B2 > B1 en el 
aso invis
ido) o si es una turbina (+, tal que B2 < B1 en el 
aso invis
ido).Además, se determinó que el fa
tor de fri

ión f es una fun
ión del número de Reynoldsen la tubería Re = v̄Dν−1, y de la aspereza relativa ǫ/D, y a partir de ambos númerosadimensionales de�nimos tres tipos regímenes de es
urrimiento para �ujos turbulentos entuberías: 2
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a Sistemas de tuberías
• Tuberías de pared hidrodinámi
amente lisa.

1√
f

= 2 log10

(

Re
√

f
)

− 0.8 = 2 log10

(

Re
√

f

2.51

) (1.4)
• Tubería de pared hidrodinámi
amente rugosa.

1√
f

= 2 log10

(

3.7
D

ǫ

) (1.5)
• Tubería de pared hidrodinámi
amente en transi
ión lisa-rugosa.

1√
f

= −2 log10

(

ǫ

3.7D
+

2.51

Re
√

f

) (1.6)Cabe re
ordar que en 
aso de tuberías hidrodinámi
amente lisas o en transi
ión lisa rugosa,el fa
tor de fri

ión y la o las e
ua
iones de balan
e de energía en la tubería (Bernoulli), seresuelven iterativamente dado que el valor de f depende depende del número de Reynoldsen las tuberías. Una manera para iterar es mediante el ába
o de Moody que se muestra enla Fig. 6.6.En esta primera parte del 
urso de Hidráuli
a veremos en detalle P , ks.


©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 3
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a Sistemas de tuberías

Figura 1.1: Ába
o de Moody. Fuente wikipedia.
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 4



CI4101: Hidráuli
a Sistemas de tuberías1.1 Pérdidas singulares en tuberíasLos sistemas de tuberías 
onsisten de distintos elementos 
omo uniones, 
odos, válvulas,además de 
ambios en el diámetro. Estos elementos dan origen a pérdidas de energías dis-tintas a las fri

ionales, y se lo
alizan donde se en
uentran estos elementos. Estas pérdidasse denominan pérdidas singulares y están generalmente aso
iadas a la desa
elera
ión deles
urrimiento.Por ejemplo, veamos el ejemplo de la Fig. 1.2 donde, debido a que no son posibles quiebresbrus
os de las líneas de 
orriente, existe una separa
ión aguas abajo del ensan
hamiento, laque da origen a zonas de aguas muertas. Esto da también origen a una disipa
ión lo
al deenergía en forma de 
alor, en la zona de la estela.
(1) (2)

Q

Figura 1.2: Ejemplo ensan
he.Para dis
utir las pérdidas de energía en el ensan
he, 
onsideremos dos puntos 1 y 2 tal que:
B1 = B2 + Λs (1.7)De esta forma, podemos de�nir 
omoΛs 
omo:

Λs = ks
v̄2
1

2g
= k′

s

v̄2
2

2g
(1.8)y 
omo el 
audal es 
onstante, los 
oe�
ientes de pérdida singular ks y k′

s están rela
ionadosentre sí por:
ks

S2
1

=
k′

s

S2
2

(1.9)donde S1 y S2 son las áreas de las se

iones 1 y 2, respe
tivamente. Es así que, desde el puntode vista prá
ti
o, el problema de las pérdidas singulares se tradu
e en determinar el 
oe�
iente
ks (o k′

s) 
ara
terísti
o de la singularidad analizada. Si bien existen un gran número de piezasque 
ausan pérdidas singulares de energía, en los siguientes puntos analizaremos algunos delos 
asos más 
omunes.
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 5



CI4101: Hidráuli
a Sistemas de tuberías1.1.1 Pérdidas por ensan
he brus
oÉste 
orresponde a uno de los po
os 
asos que son posibles de ser analizados en formaanalíti
a. Para determinar el valor del 
oe�
iente de pérdida singular, de�nimos los puntos 1y 2 ubi
ados aguas arriba y aguas abajo del ensan
he, y el volumen de 
ontrol que se muestraen la Fig. 1.3. Enton
es, del teorema de 
antidad de movimiento obtenemos que:
∑

Fx = ρQ (v̄2 − v̄1) (1.10)donde∑Fx denota la sumatoria de las fuerzas externas que a
túan en el volumen de 
ontroligual a
∑

Fx = Fp1 + Fp3 − Fp2 (1.11)donde Fp1 = p1S1 y Fp2 = p2S2 son fuerzas de presión. A diferen
ia de los �ujos a
eleradosdonde la fuerza Fp3 era des
ono
ida, en el 
aso de los denominados 
horros 
omo el que seforma en el ensan
he, la fuerza que Fp3 se debe a la misma presión p1, y por lo tanto,
∑

Fx = Fp1 + Fp3 − Fp2 = p1S1 + p1(S2 − S1) − p2S1 = S2(p1 − p2) (1.12)Luego de agrupar términos, el teorema de 
antidad de movimiento nos permite obtener:
p1 − p2 = ρv̄2

2

(

1 − S2

S1

)

= ρv̄2 (v̄2 − v̄1) (1.13)

(1) (2)Figura 1.3: Pérdidas por ensan
he brus
oPor otro lado, de Bernoulli sabemos que
B1 = B2 + Λs (1.14)y enton
es

p1 − p2

γ
=

v̄2
2

2g
− v̄2

1

2g
+ Λs (1.15)
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 6



CI4101: Hidráuli
a Sistemas de tuberíasDe esta forma, demostramos la 
ono
ida 
omo fórmula de Borda.
Λs =

(v̄1 − v̄2)
2

2g
(1.16)de donde se obtiene que∗

ks =

(

1 − S1

S2

)2 (1.17)y
k′

s =

(

S2

S1

− 1

)2 (1.18)1.1.2 Pérdidas de entradaEstas pérdidas de energía o
urren a la entrada de las tuberías 
omo se ve en la Fig. 1.4, enparti
ular, 
uando el �ujo se desa
elera aguas abajo del angostamiento de la se

ión 1. Deesta forma, el 
oe�
iente de pérdida de energía singular queda determinado a partir de lafórmula de Borda, donde
Λs = ke

v̄2

2g
=

(

S2

S1

− 1

)2
v̄2

2g
(1.19)donde S1 queda determinado 
omo:

S1 = µS2 (1.20)donde µ es el 
oe�
iente de 
ontra

ión de�nido por Kir
hho� igual a
µ =

π

π + 2
≈ 0.611 (1.21)De esta forma obtenemos que:

ke =

(

S2

µS2
− 1

)2

≈ 0.44 (1.22)si bien en la prá
ti
a se utiliza ke = 0.5.1.1.3 Otras singularidadesEn este punto, es posible extender el listado de posibles singularidades que indu
en pérdidasde energía de �ujo, entre las 
uales se 
uentan:
• Pérdidas en 
odos y 
urvas
∗re
ordar que S2 > S1
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 7
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a Sistemas de tuberías

(1) (2)

Q

Figura 1.4: Pérdidas de entrada.
• Pérdidas en válvulas
• Pérdidas por bifur
a
iones
• Pérdidas por empalmes
• Pérdidas por ensan
hes graduales
• Pérdidas por entradas en ángulos y en diferentes geometríasLos 
oe�
ientes de pérdidas singulares aso
iados a 
ada una de estas singularidades se ob-tienen de tablas de 
ál
ulo, algunas de las 
uales se muestran en los do
umentos 
omple-mentarios a este 
apítulo o bien en la bibliografía re
omendada para el 
urso. En términosgenéri
os, una buena tabla de 
ál
ulo debe espe
i�
ar 
laramente si el 
oe�
iente de pérdidasingular es ks o k′

s, según si la altura de energía perdida se expresa en fun
ión de la altura develo
idad de la se

ión de aguas arriba o de aguas abajo de de la singularidad (1 o 2 siguiendonota
ión de Fig. 1.2).1.2 Bombas1.2.1 Con
eptos generalesLas bombas son piezas de ingeniería diseñadas para elevar agua. Como vimos el semestreanterior, el efe
to de las bombas se 
uanti�
a 
omo un trabajo externo ejer
ido sobre el
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 8



CI4101: Hidráuli
a Sistemas de tuberíassistema termodinámi
o, que queda des
rito por una poten
ia P entregada a sistema (energíapor unidad de tiempo), de manera tal que al plantear Bernoulli entre dos puntos 1 y 2 (talque B2 > B1), ubi
ados aguas arriba y aguas abajo de la bomba, respe
tivamente, (Fig.1.5), obtenemos
B̄1 = B̄2 −

|P |
γQ

(1.23)
B ojo con este caso

(I)

(II)

(1) (2)

a
lt

u
ra

 e
s
tá

ti
c
a
 t

o
ta

l 
(H

e
)

a
lt

u
ra

 e
s
tá

ti
c
a
 

d
e
 i
m

p
u
ls

ió
n

altura estática 
de aspiración (Ha)

Figura 1.5: Sistema hidráuli
o de bombas.En la Fig. 1.5 se de�nen tres alturas que permiten 
ara
terizar el sistema hidráuli
o: laalturas estáti
a de impulsión, altura estáti
a de aspira
ión (Ha), y altura estáti
a total He.
• La altura estáti
a total es la diferen
ia de 
ota geométri
a entre los puntos de 
omienzoy término del sistema hidráuli
o de tuberías, siguiendo un linea de 
orriente (I y II deFig. 1.5). Si planteamos Bernoulli entre ambos puntos I y II, obtenemos que:

H = He + Λs + Λf (1.24)donde H es la altura de eleva
ión de la bomba. De esta forma, vemos que la bombatrabaja elevando siempre una altura igual a la altura estáti
a total (He), más las pérdi-das fri

ionales y singulares que dependen del 
audal. Por lo tanto, He de�ne el valormínimo que debe ser 
apaz de elevar la bomba. Ojo que en 
aso que la entrada alestanque II sea a presión atmosféri
a, es ne
esario 
onsiderar la altura de velo
idad enII.De�nimos en este momento el rendimiento de la bomba (η) 
omo:
η = H

γQ

|P | (1.25)
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 9
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a Sistemas de tuberíasque nos indi
a que no ne
esariamente toda la poten
ia entregada al sistema (proveniente,por ejemplo, de la ele
tri
idad) se tradu
e en una real eleva
ión me
áni
a del �uido,sino que parte de ese �ujo de energía suministrado se pierde irreversiblemente en formade, por ejemplo, 
alor debido al ro
e entre piezas.
• Altura estáti
a de aspira
ión (Ha). Corresponde a la altura geométri
a entre el extremode entrada al sistema hidráuli
o de tuberías y aguas arriba de la bomba (punto 1). Estaaltura está rela
ionada 
on la máxima distan
ia a la 
ual podemos ubi
ar la bombaantes que o
urran problemas de 
avita
ión. Esto se ve en que si apli
amos Bernoullientre I y 1, obtenemos (Fig. 1.6)

p1

γ
= −

(

Ha + J L + Λs +
v̄2

2g

) (1.26)que nos indi
a que la presión aguas arriba de la bomba disminuye propor
ionalmente
on L, de manera que existe un máximo de L tal que p1 sea mayor que la presión devapor (pv). en general se requiere que p1 > pv para evitar problemas de 
avita
ión. Sinembargo, este análisis es simpli�
ado y se ha visto que en la prá
ti
a, es ne
esario unextra adi
ional de presión para ha
er es
urrir el líquido ha
ia la bomba, para lo 
ual sede�ne la 
arga neta de su

ión (HPSH, net positive su
tion head) tal que:
p1

γ
≥ pv

γ
+ NPSH (1.27)Esta 
arga mínima es de�nida por el fabri
ante de las bombas, e impone una restri

iónadi
ional para la ubi
a
ión de bombas en un sistema hidráuli
o de tuberías. Entre otras
onse
uen
ias, la existen
ia del NPSH 
ondi
iona el que a ve
es no sea posible instalarbombas en super�
ie, siendo ne
esario bus
ar alternativas adi
ionales 
omo bombassumergidas.

B

Ha

L

ke

(I)

(1)
kc Q

Figura 1.6: Ubi
a
ión de bombas.Finalmente, se de�ne el 
ebado de la bomba 
omo la opera
ión que 
onsiste en extraerel aire de la tubería de aspira
ión y de la bomba, para que queden llenas del líquido aimpulsar. En 
aso 
ontrario (que haya aire dentro de la tubería de aspira
ión), no vaa ser posible su fun
ionamiento ya que la densidad del agua es 3 órdenes de magnitudmayor que la densidad del aire.
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 10
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a Sistemas de tuberías
• Altura estáti
a de impulsión. Se de�ne 
omo la altura geométri
a entre la bomba y eltérmino del sistema hidráuli
o de tuberías.1.2.2 Bombas 
entrífugasSi bien este tipo de bombas es sólo uno de los tantos que existen disponibles†, es el tipo debomba más 
omún de en
ontrar en apli
a
iones de ingeniería hidráuli
a ya que el prin
ipiobási
o que entrega energía al �ujo, es lo su�
ientemente versátil 
omo para trabajar enun amplio rango de 
audales y alturas de eleva
ión. Las bombas 
entrífugas son aquellasque entregan energía me
áni
a al �ujo mediante un rodete 
on paletas, que gira dentrouna 
ar
aza metáli
a. De esta forma, el �uido que ingresa por el eje de giro del rodetees impulsado ha
ia afuera por la fuerza 
entrífuga (altura de velo
idad). Usualmente, lasbombas 
entrífugas se 
omponen de dos se

iones: un motor que ha
e girar el rodete, y labomba propiamente tal (ver Fig. 1.7).

MOTOR

BOMBA BOMBA

Figura 1.7: Esquema de bomba 
entrífuga.Curvas 
ara
terísti
asLa ade
uada ele

ión de una bomba requiere 
ono
er sus 
urvas 
ara
terísti
as, que rela
ionanel 
audal elevado y tres parámetros ne
esarios para diseñar un sistema hidráuli
o de tuberías:altura de eleva
ión, poten
ia y e�
ien
ia; 
ada una de las 
uales debe ser espe
i�
ada por elfabri
ante de la bomba.
• Curva 
ara
terísti
a para altura de eleva
ión. Esta 
urva es 
ono
ida 
omo 
urva

Q − H y rela
iona el 
audal de eleva
ión y la altura de eleva
ión, o bien la diferen
iade Bernoulli antes y después de la bomba. Esta 
urva 
ara
terísti
a debe mostrar unarela
ión inversa entre Q y H (Fig. 1.8A) ya que en 
aso 
ontrario (Fig. 1.8B) labomba es inestable porque aumentos de Q produ
irían aumentos de H , y por 
onsigu-iente mayor 
audal de a
uerdo 
on Bernoulli.
†otros tipos in
luyen bombas de va
ío, bombas peristálti
as, ventiladores, et

©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 11
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a Sistemas de tuberías
• Curva 
ara
terísti
a para la poten
ia. Esta 
urva 
ono
ida Q − potencia rela
iona el
audal 
on la poten
ia (
onsumo elé
tri
o), por lo que es importante 
ono
erla portemas presupuestarios.
• Curva 
ara
terísti
a para la e�
ien
ia. Esta 
urva es 
ono
ida 
omo 
urva Q-rendimiento(η en (1.25)), la 
ual muestra un máximo valor que determina el punto óptimo de op-era
ión de la bomba (Fig. 1.8C).

caudal

a
lt

u
ra

 e
le

v
a
c
ió

n

B)

caudal

a
lt

u
ra

 e
le

v
a
c
ió

n

A)

caudal

e
fi
c
ie

n
c
ia

C)
operación óptima

Figura 1.8: Esquema de 
urvas 
ara
terísti
as. A) Ejemplo de 
urva Q−H estable. B) Ejemplode 
urva Q − H inestable. C) Ejemplo de 
urva Q − rendimiento.Estas 
urvas suelen presentarse en un solo grá�
o 
omo se muestra en la Fig. 1.9, el que
ondensa la informa
ión ne
esaria para el diseño, vale de
ir, NPSH (r indi
a requerido), las
urvas 
ara
terísti
as Q−H , Q− potencia (
urvas 
on unidades de 
aballos de fuerza, HP),y e�
ien
ia (
urvas 
urvas 
uyo rendimiento se indi
a en 
urva Q − H superior. Además,una búsqueda en los diferentes fabri
antes de bombas les va a permitir identi�
ar que ex-iste una gran 
antidad bombas disponibles para diferentes apli
a
iones. Por ejemplo, men-
ionamos 
on anterioridad que existen bombas super�
iales y sumerjibles en fun
ión delHPSH y la disponibilidad de espa
io físi
o en super�
ie para instalar de manera segura elequipo de bombeo 
ompuesto por la bomba, el motor, tuberías, válvulas, 
one

ión elé
tri
a,et
. Además, la naturaleza del �uido a bombear determina si es ne
esario materiales demayor o menor resisten
ia a 
ompuestos quími
os (agua dul
e o marina), o resistentes a laerosión por material suspendido (arena) que puede dañar las aspas del rodete. Por otrolado, en fun
ión del rendimiento, las bombas tienen diferentes rangos de opera
ión óptimadeterminado por la 
urva Q − rendimiento.Punto de fun
ionamientoEl punto de fun
ionamiento de una bomba queda determinado numéri
amente de resolver lae
ua
ión de Bernoulli entre dos puntos 1 y 2
B̄1 = B̄2 + Λf + Λs − H (1.28)donde H = H(Q) es la altura de eleva
ión de la bomba, la 
ual es fun
ión del 
audal. Dadalas 
apa
idades 
omputa
ionales a
tuales, es fá
il pensar en parametrizar las 
urvas Q − H ,
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 12
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Figura 1.9: Familia de 
urvas 
ara
tertísti
as de bombas 
omer
iales.y resolver iterativamente el problema 
ompleto, in
luyendo las pérdidas fri

ionales y singu-lares‡. Sin embargo, veamos el método grá�
o que nos permite entender el 
omportamientodel sistema. Primero, supondremos que el diámetro es 
onstante entre 1 y 2 (D), y quelas pérdidas singulares de energía quedan des
ritas por la suma de todos los 
oe�
ientes depérdidas singulares entre 1 y 2 (∑2
1 ks). Enton
es res
ribamos (1.28) 
omo:

H = He +

(

fL

D
+

2
∑

1

ks

)

8

gπ2D4
Q2 = He + αQ2 (1.29)De esta forma, vemos que H es una fun
ión 
re
iente 
on Q y que 
orta el eje Q = 0 en laaltura estáti
a de eleva
ión H = He. Esta 
urva se 
ono
e 
omo 
urva de 
arga del sistema,y nos permite de�nir el punto de fun
ionamiento de la bomba 
omo el punto en el 
ual la
urva de 
arga del sistema se 
ruza 
on la 
urva 
ara
terísti
a Q−H de la bomba Fig. 1.10).Este punto de fun
ionamiento nos indi
a, enton
es, 
uál es el 
audal Q1 que 
ir
ula por elsistema.Este análisis grá�
o del punto de fun
ionamiento de bombas nos permite ver que si aumen-tamos las pérdidas de energía en el sistema (
errando válvulas por ejemplo), el 
audal que
ir
ula por el sistema disminuye dado que α de (1.29) aumenta y el punto de fun
ionamientode la bomba se desplaza ha
ia la izquierda, desde Q1 a Q2 (línea segmentada de Fig. 1.10).

‡Metodología propuesta: i) de�nir un valor ini
ial para H = He y f de pared hidrodinámi
amente rugosa.ii) Cal
ular Q a partir de la e
ua
ión de Bernoulli. iii) re
al
ular f y H , iv) volver a (ii).
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Q

H α
2

α
1

>α
1

QQ 12

He

Figura 1.10: Punto de fun
ionamiento de bombas.Eleva
ión a dos estanquesVeamos ahora el 
aso que se muestra en la Fig. 1.11A, donde se toma agua de un estaqueE, y mediante una bomba se eleva a los estanques I y II, 
on alturas estáti
as total H1ey H2e, respe
tivamente. Supongamos primero que no existen pérdidas de energía entre Ey la bomba, enton
es de�nimos las 
urvas de 
arga de los estanques I y II 
omo H1 y H2,respe
tivamente, tal que
H1 = He1 + α1Q

2
1 (1.30)y

H2 = He2 + α2Q
2
2 (1.31)donde α1 y α2 dependen de los 
oe�
ientes de pérdida fri

ional y singulares en las tuberías1 y 2, respe
tivamente (ver Fig. 1.29), y Q1 y Q2 los 
audales a los estanques 1 y 2respe
tivamente. De esta forma vemos que, ahora en un diagrama de 
arga Q − H de Fig.1.11B, el agua solo llega al estanque dos si H > He2, y además, el punto de opera
ión quedadeterminado 
uando se 
ruzan la 
urva Q − H de la bomba 
on la 
urva de 
arga 
onjuntade ambos estanques (Fig. 1.11B), que algebrái
amente se obtiene de re
ordar que en tal
aso H1 = H2 = H , y Q = Q1 + Q2.Luego, en el 
aso que las pérdidas de energía entre E y la bomba no sean despre
iables se
umple que la 
urva de 
arga total del sistema Htot es (Fig. 1.11C)

Htot = H + αEB(Q1 + Q2)
2 (1.32)donde αEB 
ontiene los 
oe�
ientes de pérdidas singular y fri

ional entre E y la bomba.Bombas en serieLa ubi
a
ión de bombas en serie se utiliza 
uando es ne
esario elevar a un gran altura, yaque la 
urva 
ara
terísti
a del sistema de bombas en serie, es igual a la suma de las 
urvas
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 14
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Q

H

He1

He2
curva carga 2

curva carga 1

Q

H

He1

He2

C
ur

va
 d

e 
ca

rg
a 

to
ta

l

Curva de carga esta
nques 1

 y 2

Curva de carga E bomba

B
(E)

(I)

(II)

A)

B) C)

Figura 1.11: Apli
a
ión a dos estanques. A) de�ni
ión del problema, B) 
urvas 
ara
terísti
asde la bomba y de 
arga del sistema. C) Curva de 
arga del sistema 
onsiderando pérdidas entre Ey la bomba.
ara
terísti
as de 
ada una de las bombas que lo 
omponen, y esto se ve grá�
amente en laFig. 1.12. Es fá
il demostrar este resultado de apli
ar Bernoulli entre dos puntos ubi
adosaguas abajo y aguas arriba de un sistema de bombas ubi
adas en serie.El rendimiento 
onjunto del sistema de dos bombas en serie queda determinado de:
P1+2 =

γQ(H1 + H2)

η1+2

= P1 + P2 =
γQH1

η1

+
γQH2

η2

(1.33)de donde se obtiene que en el 
aso general:
η1+2+···+N =

∑N
i=1 Hi

∑N
i=1 Hi/ηi

(1.34)
Bombas en paraleloUna segunda 
on�gura
ión para instalar bombas es ubi
arlas en paralelo 
omo se ve en laFig. 1.13, de donde se obtiene que ambas bombas elevan la misma altura (diferen
ia deBernoulli entre II y I), y por lo tanto se generan las 
ondi
iones para elevar un 
audal total
Q = Q1 + Q2 mayor (Fig. 1.13). A partir de un análisis similar al realizado para el 
aso
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 15
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Q

H H

B1 B2

Q

1 H2+

H1

H2

Figura 1.12: Bombas en serie y respe
tiva 
urva 
ara
terísti
a de un sistema de bombas enserie.de bombas en serie, se determina que la e�
ien
ia de un sistema de N bombas ubi
adas enparalelo es:
η1+2+···+N =

∑N
i=1 Qi

∑N
i=1 Qi/ηi

(1.35)

Q

H

B1

B2

Q

Q1

Q2

III

bomba 1

bomba 2

sistema bombas

Figura 1.13: Bombas en paralelo y respe
tiva 
urva 
ara
terísti
a de un sistema de bombas enparalelo.
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a Sistemas de tuberías1.3 Redes de tuberías1.3.1 Considera
iones preliminaresEn esta se

ión estudiaremos 
ómo resolver una red de tuberías, para lo 
ual 
onsideremosuna red 
omo la que se muestra en la Fig. 1.14. Enton
es, si 
ono
emos los 
audales queentran o salen del sistema en los nodos, la pregunta es 
uál es el 
audal que 
ir
ula por 
adauna de las 5 tuberías de la red, para lo 
ual ne
esarios algunas 
onsidera
iones y de�ni
ionespreliminares.
(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

A

B

C

DFigura 1.14: Ejemplo red de tuberías.Primero, de�nimos que una red de tuberías está 
ompuesta por una serie nodos que son lospuntos donde 
on
urren dos o más tuberías de la red, los 
uales quedan de�nidos por lospuntos donde o
urren las entradas o salidas de 
audal de la red. Es así que en 
ada nodose tiene que 
umplir 
ontinuidad de 
audal tal que, siguiendo el ejemplo de la Fig. 1.14,sabemos que
QC = Q2 − Q5 − Q3 (1.36)donde QC es el 
audal que ingresa a la red en el nodo C, y Q2, Q5 y Q3 son los 
audales enlas tuberías 2, 5 y 3, respe
tivamente.A 
ontinua
ión, es
ribiremos que las pérdidas fri

ionales en la tubería i 
omo:

Λfi = riQ
ni

i (1.37)donde Qi es el 
audal que 
ir
ula en la tubería i, y ri y ni 
on 
onstantes que 
ara
terizanlas pérdidas fri

ionales en la misma. Por ejemplo,
• Sabemos que si la pared es hidrodinámi
amente rugosa,

f =
1

(

2 log10

(

3.7D
ǫ

))2 (1.38)
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a Sistemas de tuberíasy por lo tanto, 
omo
Λf =

fL

D

8

π2D4g
Q2 (1.39)de manera que ni = 2 y

ri =
fiLi

Di

8

π2D4
i g

(1.40)
• De a
uerdo 
on la fórmula de Blassius para �ujos turbulentos en tuberías hidrodinámi-
amente lisas,

f = 0.3164R−1/4
e (1.41)donde Re = 4Q/(πDν) es el número de Reynolds de la tubería. Enton
es ni = 1.75 y

ri = 0.3164

(

4

πDiν

)−1/4
Li

Di

8

π2D4
i g

(1.42)Luego, la Fig. 1.15 muestra red de tuberías de donde vemos que está 
ompuesta por varios
ir
uitos 
errados (I y II en este 
aso parti
ular), tal que si 
onsideramos el sentido deles
urrimiento del 
ir
uito I, se 
umple que
Λ1 − Λ2 − Λ3 = 0 (1.43)dado que
BA = BB + Λf1 (1.44a)
BC = BB + Λf2 (1.44b)
BA = BC + Λf3 (1.44
)

Figura 1.15: De�ni
ión de 
ir
uitos en redes de tuberías.En términos generales, podemos de
ir que para 
ualquier 
ir
uito se 
umple
∑

i

siΛfi = 0 (1.45)donde i denota las tuberías del 
ir
uito, y si es el signo ± que resulta de de�nir si el 
audal
Qi es
urre a favor (+) o en 
ontra (−) del sentido de giro de los punteros del reloj. En el
aso de�nido en la Fig. 1.15, sólo si de la tubería 1 es +1 ya que el �ujo va a favor delsentido de giro del 
ir
uito, mientras que si de las tuberías 2 y 3 es igual a -1.
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CI4101: Hidráuli
a Sistemas de tuberías1.3.2 Método de Hardy Cross (1936)A partir de estos 
on
eptos bási
os, a 
ontinua
ión des
ribiremos el Método de Hardy Crossel 
ual es un método iterativo que permite determinar la distribu
ión de 
audales en lared de tuberías. Para esto, 
onsideremos una distribu
ión arbitraria ini
ial de 
audales, yveri�quemos si se 
umple que:
∑

i

siΛfi = 0 (1.46)en 
ada 
ir
uito de la red de tuberías. En 
aso que se 
umpla 
on di
ha 
ondi
ión de
imosque obtuvimos los 
audales en el 
ir
uito dado que estamos resolviendo las e
ua
iones deBernoulli por 
ada tubería (1.44). Sin embargo, usualmente esto no se 
umple de maneraque es ne
esario 
orregir estos 
audales ini
iales, para lo 
ual expresemos si 
omo
si =

Qi

|Qi|
(1.47)y

Λfi = ri |Qi|ni (1.48)esta manera de expresar las pérdidas en 
ada 
ir
uito requiere de�nir el signo de los 
audales
Qi de a
uerdo 
on la nota
ión dada por el sentido de giro de los punteros del reloj. Es asíque para 
ada 
ir
uito se debe 
umplir que

∑

i

Qi

|Qi|
ri |Qi|ni = 0 (1.49)Como fue men
ionado anteriormente (1.49) no ne
esaria se va a 
umplir de manera queplanteamos una metodología iterativa para resolver el problema.1. De�namos arbitrariamente Q0

i para 
omenzar 
on las itera
iones. La de�ni
ión esarbitraria, aunque debe 
umplir 
on 
ontinuidad de 
audales en los nodos para asíasegurar que el resultado �nal también 
umpla 
on 
ontinuidad de 
audales en losnodos. Veri�
ar que por 
ada 
ir
uito
∑

i

Q0
i

|Q0
i |

ri

∣

∣Q0
i

∣

∣

ni =
∑

i

f(Qi) 6= 0 (1.50)2. Bus
ar un valor ∆QI por 
ir
uito que 
orrija los 
audales Qi de 
ada 
ir
uito tal que
Q1

i = Q0
i + ∆QI (1.51)y

∑

i

Q0
i + ∆QI

|Q0
i + ∆QI |

ri

∣

∣Q0
i + ∆QI

∣

∣

ni =
∑

i

f(Qi + ∆QI) = 0 (1.52)
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a Sistemas de tuberías3. Expandir la en serie de Taylor la fun
ión f(Qi) 
omo
2f(Qi + ∆QI) ≈ f(Qi) +

∂f

∂Qi
∆QI (1.53)Enton
es sumamos sobre i e igualamos a 0 para bus
ar 
errar las pérdidas en el 
ir
uito

I:
∑

i

f(Qi + ∆QI) =
∑

i

f(Qi) + ∆QI

∑

i

∂f

∂Qi

= 0 (1.54)Enton
es, la 
orre

ión ∆QI para todos los 
audales del 
ir
uito queda determinada
omo:
∆QI = −

∑

i f(Qi)
∑

i
∂f
∂Qi

(1.55)donde (ver de�ni
ión de (1.50) para la fun
ión f(Qi)):
∂f

∂Qi
= ri

∂

∂Qi

(

Qi

|Qi|
|Qi|ni

)

= ri
∂

∂Qi

(

Qi |Qi|ni−1)

= ri

(

|Qi|ni−1 + (ni − 1)Qi |Qi|ni−2 Qi

|Qi|

)

= ri

(

|Qi|ni−1 + (ni − 1)Q2
i |Qi|ni−3)

= ri

(

|Qi|ni−1 + (ni − 1) |Qi|ni−1)

= rini |Qi|ni−1

(1.56)
Enton
es

∆QI = −
∑

i siri |Qi|ni

∑

i rini |Qi|ni−1 (1.57)Usualmente, los 
oe�
ientes ri son muy grandes, por lo que se suele dividirlos por unnúmero arbitrario ro, también grande, pero 
onstante para 
ir
uito.4. Cal
ular ∆QI para 
ada 
ir
uito de la red de tuberías, y 
orregir los 
audales de 
adauno de los tramos. Notar que en 
aso que una tubería sea parte de dos 
ir
uitos,
omo la tubería 2 de la Fig. 1.15, enton
es el 
audal de esa tubería se debe 
orregir
onsiderando ∆QI y ∆QII , teniendo 
uidado 
on el signo de esta 
orre

ión el 
ualvaría según el 
ir
uito. Por ejemplo, el 
audal Q2 
orregido para el 
ir
uito 1 es:
Q1

2 = Q0
2 + ∆QI − ∆QII (1.58)5. Volver a 2 pero 
on los 
audales ini
iales 
orregidos 
omo Q1

i .1.3.3 Ejemplo de apli
a
iónVer do
umento pdf adjunto a este apunte.
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CI4101: Hidráuli
a Sistemas de tuberías1.3.4 PropuestoPlantee el método de Cross para el 
aso más general que 
onsidere pérdidas singulares ybombas en alguno de los tramos de la tubería.
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Capítulo 2
Régimen impermanente en tuberías
En este 
apítulo estudiaremos 
ómo evolu
ionan las propiedades del �ujo en tuberías 
uandoexisten 
ambios en las 
ondi
iones de borde del problema, de manera que el �ujo deja de serpermanente. Para llevar a 
abo este estudio, primero dis
utiremos a
er
a del denominadométodo inelásti
o de solu
ión, para posteriormente 
entrarnos en el método elásti
o pararesolver la dinámi
a impermanente en tuberías y los métodos numéri
os que existen pararesolver las e
ua
iones de movimiento que resultan de este último método de solu
ión.De�nimos 
omo régimen impermanente en tuberías a la evolu
ión temporal de las 
ondi
ionesdel �ujo produ
to de un 
ambio en las 
ondi
iones de borde del problema, y 
ara
terizan el�ujo mientras el sistema se adapta a las nuevas 
ondi
iones. Entendemos 
omo 
ambios enlas 
ondi
iones de borde al 
ierre o apertura de válvulas, puesta en mar
ha de bombas, et
.,y entendemos 
omo 
ondi
iones del �ujo al valor de la presión y velo
idad (o 
audal) en 
adapunto de la tubería. A partir de estos dos 
on
eptos podemos ver que existe una rela
iónentre velo
idad de 
ambio de las 
ondi
iones de borde, y los tiempos que demora el sistemaen al
anzar su nueva 
ondi
ión de equilibrio, ya que podemos pensar que si los 
ambios enla 
ondi
iones de borde o
urren en tiempos mayores que los que toma el sistema en al
anzarsu nueva 
ondi
ión de equilibrio, enton
es el régimen impermanente en las tuberías puedeser expli
ado 
omo una su
esión de estados permanentes. Por el 
ontrario, si los 
ambios enlas 
ondi
iones de borde son brus
os, o bien o
urren en una es
ala de tiempo mu
ho menorque la que demora el sistema en al
anzar su nueva situa
ión de equilibrio, enton
es el �ujono puede ser des
rito a partir de suponer 
ondi
iones permanentes. En este 
apítulo nos
entraremos en último grupo de fenómenos impermanentes produ
idos por 
ambios brus
osen las 
ondi
iones de borde del problema.Desde el punto de vista de ingeniería hidráuli
a, los fenómenos transientes en tuberías sonimportantes de estudiar ya que expli
an el problema del golpe de ariete en 
entrales hidroelé
-tri
as. Estos problemas son usualmente gatillados por 
ortes de luz que des
one
tan las 
en-trales del sistema inter
one
tado, y enton
es las turbinas dejan de produ
ir y 
omienzan agirar sin 
ontrol. Para evitar la destru

ión de las turbinas, las válvulas aguas arriba de las22



CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasturbinas se deben 
errar brus
amente, 
osa que produ
e un ex
eso de presión en la tuberíade manera tal que los gradientes de p sean 
apa
es de frenar el �ujo. Como 
onse
uen
ia,estos aumentos de la presión pueden ser lo su�
ientemente grandes 
omo para destruir lastuberías. Un ejemplo de este problema se ve en el ar
hivo pps, que muestra la destru

iónque produjo un golpe de ariete en la 
entral hidroelé
tri
a de Sayano Shushenskaya, Rusia(2009). Existen medidas de prote

ión de las tuberías ante el golpe de ariete, las 
uales sebasan en la 
onstru

ión de 
himeneas de equilibrio aguas arriba de las válvulas (Fig. 2.1),las 
uales se llenan en 
aso de 
ierres brus
os de las válvulas, y así alivian los ex
esos depresión en las tuberías ya que se fuerza al sistema a fun
ionar 
omo un tubo en U.

T

B) Chimenea
en presión

A) Chimenea de equilibri�

Figura 2.1: Ejemplo de 
himeneas de equilibrio. A) ejemplo de una 
himenea que fun
iona apresión atmosféri
a. B) Ejemplo de una 
himenea que fun
iona 
on aire a presión.En este 
apítulo veremos los dos métodos más usuales de solu
ión de �ujos inpermanentesen tuberías: el método inelasti
o que supone �ujo in
ompresible y tuberías indeformables, yel método elásti
o que 
onsidera �uido 
ompresible y tuberías deformables.2.1 Método inelásti
oEl método inelásti
o de solu
ión de fenómenos impermanentes en tuberías 
onsidera:1. Fluido in
ompresible, de manera que
∇ · ~v = 0 (2.1)
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberías2. La 
añería es rígida e indeformable. Por lo tanto, si integramos 
ontinuidad en latubería obtenemos que
∂Q

∂s
= 0 (2.2)donde Q es el 
audal y s el eje de 
oordenadas siguiendo una línea de 
orriente. Esteresultado indi
a que el 
audal es uniforme a lo largo de una línea de 
orriente, lo 
ualno ne
esariamente signi�
a que sea 
onstante.Adi
ionalmente, supondremos que la tubería es de se

ión 
ir
ular.2.1.1 Fluido idealSupongamos momentáneamente que el �uido es ideal, y por lo tanto las pérdidas de 
arga enlas tuberías son despre
iables. Como vimos en Me
áni
a de Fluidos, las e
ua
iones bási
asde movimiento para este problema son las e
ua
iones de Euler

1

g

∂~v

∂t
+ ∇B = 0 (2.3)y la e
ua
ión de 
ontinuidad:

∇ · ~v = 0 (2.4)donde ~v es la velo
idad y B = ~v · ~v/2g + p/γ + z es el Bernoulli. Si usamos la 
oordenada
~s que 
oin
ide 
on el eje de la tubería (línea de 
orriente), enton
es podemos proye
tar (2.3)en un elemento d~s (produ
to punto), obteniéndose

1

g

∂u

∂t
+

∂B

∂s
ds = 0 (2.5)donde u = ~v · d~s es la velo
idad a lo largo de ~s y ∂B

∂s
ds = dB. Luego, tomamos dos puntosde la línea de 
orriente, 1 y 2, e integramos

1

g

∫ 2

1

∂u

∂t
ds +

∫ 2

1

dB = 0 (2.6)Por otro lado, vemos que por 
ontinuidad entre 1 y 2, ∂u
∂s

= 0 si la se

ión de es
urrimientoes la misma, 
osa que indi
a que u es uniforme y no varía a lo largo de ~s; no obstante, puedevariar en el tiempo. De esta forma,
∂

∂t

∂u

∂s
= 0 ⇒ ∂

∂s

∂u

∂t
= 0 (2.7)y por lo tanto ∂u

∂t
no depende de ~s, tal que

1

g

∂u

∂t

∫ 2

1

ds +

∫ 2

1

dB =
1

g

∂u

∂t
L12 + B2 − B1 = 0 (2.8)donde L12 es la distan
ia entre 1 y 2, a lo largo de la tubería, y B1 y B2 son los Bernoullievaluados en los puntos 1 y 2, respe
tivamente.
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasEjemploVea ejemplo dis
utido en do
umento adjunto Ejemplo_Metodo_Inelasti
o.pdf.2.1.2 Efe
to de las pérdidas de energíaConsideremos ahora que el �uido es real, y por lo tanto hay que tener en 
uenta el esfuerzo de
orte que disipa energía. Consideremos un volumen de 
ontrol dV , tal que dS se orienta a lolargo de una línea de 
orriente (Fig. 2.2). Las dimensiones del volumen de 
ontrol son áreatransversal al es
urrimiento dA, largo dS, y perímetro donde a
túan los esfuerzos de 
orte
dχ. Veamos 
omo queda el teorema de 
antidad de movimiento apli
ado a este volumen de
ontrol. Primero:

∑

d~Fext = dm~a (2.9)Luego, 
onsideremos sólo la proye

ión de fuerzas a lo largo de ds, de manera que la proye

iónde dz, que usaremos para el 
ál
ulo del peso, es (Fig. 2.2):
dz = ds sin θ (2.10)

s

dA
ds

z

v

x

θ

τo

Figura 2.2: Suma de fuerza en elemento de línea de 
orriente.Enton
es, el teorema de 
antidad de movimiento queda es
rito 
omo
∑

d~Fext = pdA −
(

p +
∂p

∂s
ds

)

dA − τodχds − ρg sin θdA (2.11)donde τo es el esfuerzo de 
orte que a
túan en el perímetro dχ (manto dχ ds), también
ono
ido 
omo perímetro mojado. De esta forma obtenemos que:
− ∂p

∂s
dsdA − τodχdS − ρgdA sin θ = dm~a (2.12)
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasLuego, sabemos que
~a =

D~v

Dt
=

∂~v

∂t
+ ~v · ∇~v (2.13)que en la dire

ión s es igual a

as =
∂u

∂t
+ u

∂u

∂s
ŝ (2.14)Además,

dm = ρgdAds (2.15)y enton
es el teorema de 
antidad de movimiento a lo largo de la línea de 
orriente es:
ρ

(

∂u

∂t
+ u

∂u

∂s

)

= −∂p

∂s
− τo

Rh
− ρg sin θ (2.16)donde Rh es el radio hidráuli
o igual a

Rh =
dχ

dA
(2.17)Finalmente, si expresamos

u
∂u

∂s
=

1

2

∂u2

∂s
(2.18)obtenemos que

1

g

∂u

∂t
+

∂

∂s

(

p

ρg
+ z +

u2

2g

)

+
τo

Rhρg
= 0 (2.19)o bien

1

g

∂u

∂t
+ ∇B +

τo

Rhρg
= 0 (2.20)que es la e
ua
ión de Euler 
orregida por fri

ión.En esta e
ua
ión, τo es el esfuerzo de 
orte que se apli
a en el manto del tubo de �ujo. Sieste tubo de �ujo abar
a toda la tubería, enton
es τo representa el esfuerzo de 
orte en lasparedes de la tubería, el que depende del valor del fa
tor de fri

ión f , y por lo tanto delrégimen de es
urrimiento y de las propiedades hidrodinámi
as de la tubería. De lo 
ono
idode �ujo permanente en tuberías, podemos ver que

τo

γRh

= J (2.21)donde Rh = D/4 en tuberías, por lo tanto:
τo

γRh
=

f

D

u2

2g
(2.22)y por lo tanto:

1

g

∂u

∂t
+ ∇B +

f

D

u2

2g
= 0 (2.23)
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasEn 
aso que el régimen sea laminar, sabemos que f = 64/Re, y enton
es
1

g

∂u

∂t
+ ∇B +

32ν

gD2
u = 0 (2.24)EjemploVea ejemplo dis
utido en do
umento adjunto Tubo_en_U_
on_resisten
ia_laminar.pdf
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberías2.2 Método inelásti
o 
ompresiblePrevio a detallar el método elásti
o de solu
ión de fenómenos transientes, veamos primeroun 
aso intermedio en que 
onsideramos que el �uido es 
ompresible, pero la tubería esrígida. Este 
aso re
ono
e que 
ambios instantáneos en la velo
idad del �uido, se expli
anen 
ambios en la presión tal de produ
ir la desa
elera
ión o a
elera
ión del �ujo, y por lotanto la velo
idad deja de ser uniforme en la tubería, y por lo tanto el �uido no puede ser
onsiderado 
omo in
ompresible.Esta 
onsidera
ión se tradu
e en que identi�
amos una velo
idad a la 
ual se propaga lainforma
ión en la tubería, informa
ión rela
ionada 
on 
ambios en las 
ondi
iones de borde.Veamos por ejemplo el 
aso en que 
erramos brus
amenta de la válvula de una tubería quedes
arga un estanque Fig. 2.3. Produ
to que a
eptamos 
ambios en la densidad del �uido,enton
es podemos a
umular masa de �uido sin variar el volumen, por lo que veremos quese genera un frente que se propaga aguas arriba, transmiendo la informa
ión de los 
ambiosen las 
ondi
iones de borde del problema. Estos 
ambios se ven expresados en un ex
eso depresión Ha tal de produ
ir la desa
elera
ión instantánea del �ujo en el frente.
uo+Δu
po+Δp
ρo+Δρ

uo

po

ρo

exceso de presióna

Ho

Ha

cierre
válvulaFigura 2.3: Esquema 
on
eptual de 
ierre brus
o de válvula para analizar 
aso de tuberíainelásti
a y �uido 
ompresible.Si a es la velo
idad de propaga
ión de la informa
ión, que asumiremos 
onstante, enton
esobtenemos que para un tiempo t, aguas arriba del frente ubi
ado a una distan
ia a t de laválvula, la velo
idad del �ujo es uo igual a la velo
idad del �ujo en 
ondi
iones permanentesprevio al 
ierre de la válvula, mientras que aguas abajo del frente, la velo
idad del �ujo es

uo + ∆u, donde ∆u es el 
ambio en la velo
idad produ
ido por la opera
ión de la válvula.De igual forma, llamamos po y ρo a la presión y densidad del �uido aguas arriba del frente,y po + ∆p y ρo + ∆ρ a la presión y densidad aguas abajo del frente (Fig. 2.4).Consideremos la e
ua
ión de 
ontinuidad para un volumen de 
ontrol que se desplaza la-grangianamente 
on el frente tal que la masa de �uido 
ontenida en el volumen de 
ontrolno varía en el tiempo. Por lo tanto, Ge = Gs donde Ge es el gasto mási
o de entrada y Gs es
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a Impermanente en tuberías
uo+Δu
po+Δp
ρo+Δρ

uo

po

ρo

a

Figura 2.4: De�ni
ión volumen de 
ontrol lagrangiano que se desplaza ha
ia aguas arriba a una
eleridad a.el gasto mási
o de salida. O bien
(ρQ)e = (ρQ)s (2.25)donde Q es el 
audal. Enton
es, 
omo nos movemos según un enfoque Lagrangiano, se tieneque la velo
idad de adve

ión neta de entrada es uo + a, y la velo
idad de adve

ión neta desalida es uo + ∆u + a, y por lo tanto:

ρo(uo + a)A = (ρo + ∆ρ)(uo + ∆u + a)A (2.26)donde A es la se

ión de es
urrimiento. Por lo tanto,
ρo∆u = −∆ρ(uo + ∆u + a) (2.27)Luego, si suponemos que a >> uo + ∆u, obtenemos �nalmente que

∆u = −∆ρ

ρo
a (2.28)A 
ontinua
ión apli
amos el Teorema de Cantidad de Movimiento en el volumen de 
ontrol,de manera de rela
ionar 
ambios en la velo
idad 
on 
ambios en la presión y la densidad.Para esto:

∑

Fext = (ρQv)sal − (ρQv)in (2.29)donde ∑Fext es la sumatoria de fuerzas externas que a
túan en el volumen de 
ontrol, eneste 
aso, fuerzas debido a la presión, y por lo tanto
poA − (po + ∆p)A = (ρo + ∆ρ)(uo + ∆u + a)2A − ρo(uo + a)2A (2.30)Organizando términos, utilizando el resultado de (2.28), y nuevamente 
onsiderando que aes mu
ho mayor que uo y ∆u, se obtiene �nalmente que:

∆p = −ρoa∆u (2.31)
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasFinalmente, si expresamos 
ambios en la presión 
on ex
esos de presión Ha,
∆p = ρogHa (2.32)enton
es
Ha = −a

g
∆u (2.33)Es importante men
ionar que a es la velo
idad del sonido de�nida 
omo:

a2 =
∆p

∆ρ
=

K

ρo
(2.34)donde K es el módulo de 
ompresibilidad del �uido, igual a 2.2× 109Pa. Enton
es a ≈ 1500ms−1, y por lo tanto, si ∆u ≈ 1 ms−1, obtenemos que Ha = 150m.2.3 Método elásti
oEl método elásti
o de solu
ión de fenómenos impermanentes en tuberías se basa en 
onsiderarque el �uido es 
ompresible, y que la pared de la tuberia es elásti
a. De esto se obtieneque ne
esitamos resolver a
opladamente las e
ua
iones de 
ontinuidad de masa de �uido, elteorema de 
antidad de movimiento (las e
ua
iones de Navier-Stokes no son válidas para�uidos 
ompresibles), la ley de 
ompresibilidad del líquido que rela
iona sus 
ambios endensidad produ
to de 
ambios en la presión, y la ley de deforma
ión del material de latubería.2.3.1 Continuidad de masaConsideremos un volumen de 
ontrol de tubería de se

ión A y largo dx, tal que:

∂m

∂t
= Ge − Gs (2.35)donde m = ρAdx es la masa de �uido, Ge y Gs son los gastos mási
os de entrada y salida,respe
tivamente. Expandiendo en series de Taylor el gasto mási
o de salida en torno a Ge,obtenemos

∂m

∂t
= Ge − Ge −

∂G

∂x
dx (2.36)donde G = ρQ = ρuA. Enton
es

∂ρA

∂t
+

∂ρuA

∂x
= 0 (2.37)
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasde donde se obtiene que
A

(

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x

)

+ ρ

(

∂A

∂t
+ u

∂A

∂x

)

+ Aρ
∂u

∂x
= 0

A
Dρ

Dt
+ ρ

DA

Dt
+ Aρ

∂u

∂x
= 0

(2.38)
Además, según la ley de 
ompresibilidad del �uido,

dp

dρ
=

K

ρ
(2.39)donde K es la 
onstante elásti
a del �uido∗. Enton
es

1

ρ

dρ

dt
=

1

K

dp

dt
(2.40)y por lo tanto, después de reemplazar en el primer término de (2.38), obtenemos que:

1

K

Dp

Dt
+

1

A

DA

Dt
+

∂u

∂x
= 0 (2.41)la 
ual nos indi
a que la varia
ión del área de la tubería se debe a 
ambios en la presión ya la 
onvergen
ia o divergen
ia de la velo
idad del �ujo. Es ne
esario rela
ionar la varia
iónde A 
on 
ambios en la presión p, y las propiedades me
áni
as de la tubería.Primero, es fá
il ver que en una tubería 
iléndri
a se 
umple que:

dA = 2πrdr (2.42)donde dr indi
a 
ambios en el espesor de la tubería. Luego, de�nimos la deforma
ión unitariade la tubería 
omo:
ǫ =

dr

r
⇒ 2

Dǫ

Dt
=

1

A

DA

Dt
(2.43)Luego, podemos ligar la deforma
ión unitaria de un sólido 
on los esfuerzos transversales σty longitudinales de la tubería σl, a través del módulo de Young E y el módulo de Poisson µ,
omo:

ǫ =
σt − µσl

E
(2.44)donde E tiene unidades de [FL−2℄ y es una propiedad del material de la tubería†. Ladeforma
ión esperada en la tubería depende del tipo de an
laje, y por lo tanto en el modoen que se reparten las 
argas longitudinales y transversales. En parti
ular, si la tuberíaestá an
lada a ambos lados, enton
es se restringen las deforma
iones longitudinales, siendo

∗Valores 
ara
terísti
os para diferentes materiales pueden ser en
ontrados en el do
umento adjuntopropiedades_elasti
as_materiales.pdf
†Valores 
ara
terísti
os de módulos pueden ser en
ontrados en el do
umento adjuntopropiedades_elasti
as_materiales.pdf
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíaseste 
aso opuesto a aquel donde la tubería tiene juntas de expansión que permiten la libreexpansión longitudinal de la tubería. Cada 
aso 
ondu
e a un 
omportamiento distinto de latubería, lo 
ual in
ide dire
tamente en la velo
idad de propaga
ión de las ondas de presión,la que en tuberías elásti
as es igual a:
a =

√

K

ρ

1
(

1 + K
E

Ψ
) (2.45)donde E es el módulo de Young, K es la 
onstante elásti
a del �uido, y Ψ es una fun
iónque depende del tipo de an
laje‡:

• Tubería an
lada en ambos extremos:
Ψ =

(

1 + µ2
) D

e
(2.46)donde e es el espesor de la tubería y D el diámetro.

• An
lada en un extremo:
Ψ =

(

1 − µ

2

) D

e
(2.47)

• Tubería delgada 
on juntas de dilata
ión:
Ψ =

D

e
(2.48)

• Tubería rígida donde a =
√

K/ρ
Ψ = 0 (2.49)Consideremos el 
aso de una tubería 
on juntas de dilata
ión, tal que σl = 0, en este 
aso setiene que

ǫ =
σt

E
(2.50)donde σt es el esfuerzo de 
orte transversal, el que a lo largo del espesor e. Este esfuerzo es elen
argado de resistir la presión del �uido resultando el diagrama de fuerzas de la Fig. 2.5,el que nos di
e que en una tramo de tubería de longitud ∆x, se 
umple que:

p2r∆x = 2σte∆x ⇒ σt =
p r

e
(2.51)y por lo tanto,

ǫ =
p r

e E
(2.52)A 
ontinua
ión obtenemos que:

1

A

DA

Dt
= 2

Dǫ

Dt
=

2

e E

(

r
Dp

Dt
+ p

Dr

Dt

) (2.53)
‡Más informa
ión puede ser en
ontrada en el do
umento adjunto Celeridad_de_onda_de_presion.pdf
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberíasAhora, si 
onsideramos que la deforma
ión de la tubería o
urre en una es
ala de tiempomu
ho mayor que la es
ala de tiempo a la 
ual o
urren los 
ambios en la presión, enton
es
rDp

Dt
>> pDr

Dt
, y por lo tanto

1

A

DA

Dt
=

2

e E
r
Dp

Dt
(2.54)

σt σt

e

2r

p

Figura 2.5: Diagrama de fuerzas para obtener σt.Si reemplazamos este último resultado en la e
ua
ión de 
ontinuidad, obtenemos que:
1

K

Dp

Dt
+

1

A

DA

Dt
+

∂u

∂x
= 0 ⇒ 1

K

Dp

Dt
+

2

e E
r
Dp

Dt
+

∂u

∂x
= 0 (2.55)y enton
es:

(

1 +
2K

e E
r

)

Dp

Dt
+ K

∂u

∂x
= 0 (2.56)Por otro lado, de (2.48), podemos expresar

(

1 +
2K

e E
r

)

=
1

a2

K

ρ
(2.57)y enton
es obtenemos la e
ua
ión de 
ontinuidad para el método elásti
o en tuberías 
onjuntas de dilata
ión:

Dp

Dt
+ ρa2 ∂u

∂x
= 0 (2.58)En general, esta forma de expresar la e
ua
ión de 
ontinuidad es válida para 
ualquier tipode an
laje, aunque la in�uen
ia del tipo de an
laje debe ser 
onsiderada en el 
ál
ulo de

a. Finalmente, es importante desta
ar que esta última e
ua
ión 
ontiene el resultado delmétodo inelásti
o, el 
ual se 
ara
teriza por a = ∞, y por lo tanto ∂u
∂x

= 0.
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CI4101: Hidráuli
a Impermanente en tuberías2.3.2 Teorema de 
antidad de movimientoVeamos ahora 
omo queda expresado el teorema de 
antidad de movimiento para el métodoelásti
o, donde el régimen es impermanente, la tubería es elásti
a y el �uido es 
ompresible.Considerando la de�ni
ión de variables de la Fig. 2.6, vemos que:
∑

~Fext =
Dm~v

Dt
(2.59)Según la dire

ión x a lo largo de la tubería,

∑

Fextx = Fpe − Fps − W sin θ − Fτ (2.60)donde W es el peso del volumen de 
ontrol, Fτ son las fuerzas debido al esfuerzo de 
ortea
tuando en el perímetro mojado χ y donde Fpe−Fps es la resultante de las fuerzas de presióntal que Fps, las que nuevamente la expresamos a partir de una expansión en series de Taylor,sin embargo, ahora no es posible 
onsiderar que el área A uniforme. Enton
es,
∑

Fextx = pA −
(

pA +
∂pA

∂x
∆x

)

− ρgA∆x sin θ − τoχ∆x (2.61)Enton
es, dado que m = ρA∆x, obtenemos que
∑

Fextx = −∂pA

∂x
∆x − ρgA sin θ∆x − τoχ∆x (2.62)

θ

Fpe

Fps

W

Δx
g

z

x

τo

Figura 2.6: Diagrama de fuerzas para método elásti
o.Por otro lado, en la dire

ión x se 
umple que
Dm~vρAu

Dt
=

DρAu∆x

Dt
= ρA∆x

Du

Dt
+ u

DρA∆x

Dt
(2.63)
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a Impermanente en tuberíasdonde u denota la velo
idad del �ujo a lo largo de la tubería (línea de 
orriente). El últimotérmino de la dere
ha es igual a 
ero dado que la masa es 
onstante, y por lo tanto, al juntartoda la informa
ión obtenemos que:
ρA∆x

Du

Dt
= pA −

(

pA +
∂pA

∂x
∆x

)

− ρgA∆x sin θ − τoχ∆x

Du

Dt
= − 1

ρA

∂pA

∂x
− g sin θ − τoχ

ρA

(2.64)A 
ontinua
ión, expresamos sin θ = ∂z
∂x

y expandimos el término del gradiente de presión y
onsideramos que 
ambios espa
iales en la presión son mayores que los 
ambios en la se

ión
A, enton
es

p

ρA

∂A

∂x
<<

1

ρ

∂p

∂x
(2.65)De esta manera obtenemos que:

Du

Dt
= −1

ρ

∂(p + gz)

∂x
− τo

ρRh
= −1

ρ

∂p̂

∂x
− τo

ρRh
(2.66)donde Rh = A/χ es el radio hidráuli
o.Por último, si expresamos el esfuerzo de 
orte de la tubería 
omo:

τo

ρRh
=

f

2D
u|u| (2.67)donde el término u|u| nos permite ajustar automáti
amente la dire

ión de la fri

ión (opuestaal movimiento), y asumimos que f es 
onstante, enton
es, la e
ua
ión de movimiento parael método elásti
o es:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −1

ρ

∂p̂

∂x
− f

2D
u|u| (2.68)la 
ual se resuelve a
oplada 
on la e
ua
ión de 
ontinuidad antes demostrada:

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρa2 ∂u

∂x
= 0 (2.69)2.4 Método de las 
ara
terísti
asEn la se

ión anterior obtuvimos un sistema a
oplado de dos e
ua
iones diferen
iales par
iales(derivada respe
to a x y t), no lineales (términos u|u|, u∂u
∂x
, u ∂p

∂x
, et
.), el 
ual no tiene solu
iónanalíti
a 
ono
ida. Por esto, es ne
esario resuerlo numéri
amente a través del método de las
ara
terísti
as. Este método numéri
o se basa en expresar el sistema de e
ua
iones par
iales,
omo un sistema de dos e
ua
iones diferen
iales ordinarias, las 
uales des
riban la evolu
iónde las propiedades del �ujo a lo largo de las denominadas líneas 
ara
terísti
as.
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a Impermanente en tuberías2.4.1 E
ua
iones de movimientoPrevio a des
ribir en detalle el método de las 
ara
terísti
as, de�nimos H 
omo la 
otapiezométri
a igual a:
H =

p

ρg
+ z =

p̂

ρg
(2.70)donde z es la 
ota geométri
a y p la presión, tal que H es la 
ota geométri
a que se al
anzaría
on la medi
ión de la presión mediante un piezómetro. Por lo tanto, la e
ua
ión de momentumdeterminada en la se

ión anterior, queda es
rita 
omo:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −g

∂H

∂x
− f

2D
u|u| (2.71)Luego, la e
ua
ión de 
ontinuidad queda es
rita 
omo:

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρa2 ∂u

∂x
= ρg

∂(H − z)

∂t
+ ρgu

∂(H − z)

∂x
+ ρa2 ∂u

∂x
= 0 (2.72)donde ∂z

∂t
= 0, pero, si rede�nimos el ángulo θ 
omo se indi
a en la Fig. 2.7, obtenemos que

∂z

∂x
= − sin θ (2.73)y enton
es

∂H

∂t
+ u

∂H

∂x
+ u sin θ +

a2

g

∂u

∂x
= 0 (2.74)

θ

g

z

xFigura 2.7: Rede�ni
ión del ángulo θ, válida para sistema de e
ua
iones en derivada total delmétodo de las 
ara
terísti
as.Si llamamos L1 a la e
ua
ión de momentum (2.71), y L2 a la e
ua
ión de 
ontinuidad (2.74),formemos el operador lineal L = L1 +λL2 donde λ es una 
onstante 
on dimensiones. Es asíque:
∂H

∂t
+ u

∂H

∂x
+ u sin θ +

a2

g

∂u

∂x
+ λ

∂u

∂t
+ λ u

∂u

∂x
+ λg

∂H

∂x
+ λ

f

2D
u|u| = 0 (2.75)
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a Impermanente en tuberíasy luego de juntar términos obtenemos que:
(

∂H

∂t
+ (u + λg)

∂H

∂x

)

+ λ

(

∂u

∂t
+

(

u +
a2

λg

)

∂u

∂x

)

+ u sin θ + λ
f

2D
u|u| = 0 (2.76)A 
ontinua
ión, veamos la posibilidad de redu
ir esta e
ua
ión diferen
ial par
ial anterior auna e
ua
ión diferen
ial ordinaria, para lo 
ual debiéramos ser 
apa
es de expresar

(

∂H

∂t
+ (u + λg)

∂H

∂x

)

=
dH

dt
(2.77)y

(

∂u

∂t
+

(

u +
a2

λg

)

∂u

∂x

)

=
du

dt
(2.78)donde d/dt denota la derivada total de la variable respe
to del tiempo. Sin embargo, nosotrossabemos que tanto u 
omo H 
on fun
ión de t y x(t), y por lo tanto, de apli
ar la regla dela 
adena para el 
ál
ulo de las derivada total de u y H , sabemos que

du

dt
=

∂u

∂t
+

∂u

∂x

dx

dt
(2.79)y

dH

dt
=

∂H

∂t
+

∂H

∂x

dx

dt
(2.80)Enton
es, si simultáneamente se 
umple que

(u + λg) =
dx

dt
(2.81)y

(

u +
a2

λg

)

=
dx

dt
(2.82)enton
es efe
tivamente podemos de
ir que las e
ua
iones (2.77) y (2.78) son válidas. Paraesto, es ne
esario que

u + λg = u +
a2

λg
(2.83)de donde obtenemos que

λ = ±a

g
(2.84)Por lo tanto, el sistema de dos e
ua
iones de derivada par
ial se redu
e a un sistema de dose
ua
iones en derivada total, las 
uales son:

dH

dt
± a

g

du

dt
+ u sin θ ± af

2gD
u|u| = 0 (2.85)y son válidas a lo largo de las líneas 
ara
terísti
as des
ritas, en el espa
io (x, t), por

dx

dt
= u ± a (2.86)Grá�
amente, las líneas 
ara
terísti
as se muestran en la Fig. 2.8, donde C+ y C− estánaso
iadas a la línea 
ara
terísti
a u+a y u−a, respe
tivamente; las 
uales tienen pendientespositivas y negativas dado que a >> u.
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t

x

C- C+

u+a

1

u-a

1

Figura 2.8: Diagrama líneas 
ara
terísti
as en espa
io x − t.2.4.2 Método de solu
ión numéri
aEl método numéri
o de solu
ión más simple es el método explí
ito de diferen
ias �nitas pararesolver e
ua
iones diferen
iales. Habíamos obtenido que:
• A lo largo de la 
ara
terísti
a positiva, C+, se 
umple que

dH

dt
+

a

g

du

dt
+ u sin θ +

af

2gD
u|u| = 0 (2.87)que es válida a lo largo de

dx

dt
= u + a ≈ a (2.88)

• A lo largo de la 
ara
terísti
a negativa, C−, se 
umple que
dH

dt
− a

g

du

dt
+ u sin θ − af

2gD
u|u| = 0 (2.89)que es válida a lo largo de

dx

dt
= u − a ≈ −a (2.90)En tuberías, la 
eleridad de la onda de presión es mu
ho mayor que la velo
idad del �ujo, ypor lo tanto, u << S, por lo que las e
ua
iones (2.88) y (2.90) se redu
en a:

dx

dt
= a (2.91)y

dx

dt
= −a (2.92)
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a Impermanente en tuberíasrespe
tivamente. Estas e
ua
iones de�nen traye
torias de ondas de presión. Como a dependede las 
ara
terísti
as del �uido y de la tubería, a es 
onstante, por lo que las traye
torias sonlíneas re
tas, las 
uales quedan representadas en el plano x − t 
omo lo indi
ado en la Fig.2.9.
t

x

C+ C-

Δx

Δt

P

W E

ti+1

xPxw xEFigura 2.9: Diagrama x − t dis
retizado 
on dx/dt = ±a.A lo largo de la traye
toria positiva de�nida por dx/dt = a, el 
omportamiento de H y uestá dado por (2.87). Del mismo modo, a lo largo de la traye
toria de�nida por dx/dt = −a,(2.89) de�ne el 
omportamiento de H y u.A partir del diagrama de Fig. 2.9, vemos que lo que su
ede en el punto xP en el tiempo
ti+1, se debe a la intera

ión de dos perturba
iones: una que salió de la posi
ión xW en eltiempo ti = ti+1 − ∆t (W de oeste), y que siguió la traye
toria de�nida por dx/dt = a, y deotra perturba
ión que en el tiempo ti salió de la posi
ión xE (E de este), y que se desplazósegún dx/dt = −a, y enton
es el valor de HP y tP se debe a HW , HE , uW y uE.El método de diferen
ias �nitas 
onsidera dis
retizar el espa
io y el tiempo usando espa
i-amiento ∆x y ∆t, respe
tivamente, y aproximar las derivadas 
omo

d

dt
≈ ∆

∆t
(2.93)donde es fá
il ver que es ventajoso de�nir

∆x = a∆t (2.94)De esta forma, re
ordando que las derivadas son a lo largo de las líneas 
ara
terísti
as,obtenemos que:
• En C+:

dH

dt
=

HP − HW

∆t
(2.95a)

du

dt
=

uP − uW

∆t
(2.95b)
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dx

dt
=

∆x

∆t
= a (2.95
)

• En C−:
dH

dt
=

HP − HE

∆t
(2.96a)

du

dt
=

uP − uE

∆t
(2.96b)y

dx

dt
=

∆x

∆t
= −a (2.96
)A 
ontinua
ión, si adoptamos el método explí
ito de solu
ión, los términos u sin θ y fu|u| seevalúan en los puntos E y W . Por lo tanto, la e
ua
ión dis
retizada para la 
ara
terísti
apositiva es:

HP − HW +
a

g
(uP − uW ) + uW sin θ∆t +

a

g

fWuW |uW |
2D

∆t = 0 (2.97)y para la 
ara
terísti
a negativa es:
HP − HE − a

g
(uP − uE) + uE sin θ∆t − a

g

fEuE|uE|
2D

∆t = 0 (2.98)El que 
orresponde a un sistema de dos e
ua
iones algebrái
as, y dos in
ógnitas, de maneraque dire
tamente podemos despejar HP y up, resultando:
HP =

1

2

[

HW + HE +
a

g
(uW − uE) − (uW + uE) sin θ∆t − ∆t

a

2gD
(fW uW |uW | − fEuE|uE|)

](2.99)y
vP =

1

2

[

g

a
(HW − HE) + uW + uE +

g

a
(uE − uW ) sin θ∆t − ∆t

2D
(fW uW |uW | + fEuE|uE|)

](2.100)Estas dos e
ua
iones anteriores nos permiten obtener explí
itamente el valor de H y U en
ualquier punto del espa
io-tiempo al que lleguen dos líneas 
ara
terísti
as C+ y C−, los
uales, 
onsiderando la Fig. 2.10, denominaremos 
omo puntos internos. Como tambiénse ve en la Fig. 2.10, existen otras dos 
lases de nodos que debemos tratar para poderrepresentar ade
uadamente todo el espa
io-tiempo de solu
ión: nodos de 
ondi
iones in
ialesy nodos de 
ondi
iones de borde.
• Las 
ondi
iones ini
iales deben ser espe
i�
adas para el tiempo t = to = 0 en todos lospuntos del espa
io, y así poder 
al
ular el valor de H y u para el tiempo t = t1 = ∆t.Es usual que las 
ondi
iones del problema queden determinadas por algún es
enario
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t

xΔx

Δt

t
i+1

ti

condiciones

iniciales

condiciones

de borde en xo

condiciones

de borde en xnFigura 2.10: Dis
retiza
ión espa
io-tiempo de solu
ión, y de�ni
ión de nodos interiores, nodosde 
ondi
ión ini
ial, y nodos de 
ondi
ión de borde.permanente del tipo Q = cte, H = H(x) = p(x)
γ

+ z(x) queda determinado por igualdadde Bernoulli entre 
ada punto xi de solu
ión, y las 
ondi
iones de borde del problema(estanque aguas arriba, des
arga a la atmósfera aguas abajo, et
). Un segundo tipo de
ondi
ión ini
ial está dada por las válvulas 
ompletamente 
erradas en t = 0, y por lotanto u = 0 H = Ho en todo x, donde Ho es la 
arga estáti
a del sistema (eleva
ión deagua en estanque).
• Las 
ondi
iones de borde se deben espe
i�
ar en las fronteras del dominio ubi
adas en

x = xo y x = xn (ver Fig. 2.10), para todos los tiempos de solu
ión. La ne
esidadde espe
i�
ar las 
ondi
iones de borde radi
a en que, por ejemplo, si deseamos 
al
ularla solu
ión en el nodo xo para el tiempo ti+1, donde sabemos que en ti+1 se 
ono
ela informa
ión transmitida a lo largo de C− proveniente de x1 en ti. Sin embargo,no existe un nodo W del 
ual podamos propagar la informa
ión desde ti, y enton
estenemos un problema de dos in
ógnitas (u(ti+1, xo) y H(ti+1, xo)), y sólo una e
ua
ión
C−. Es por esto que ne
esitamos de�nir las 
ondi
iones de borde que nos permitanligar u(ti+1, xo) y H(ti+1, xo), y enton
es 
errar el problema 
on una segunda e
ua
ión.A 
ontinua
ión vamos a des
ribir algunas de estas e
ua
iones que dan 
uenta de las
ondi
iones de borde:1. Estanque aguas arriba (Fig. 2.11): Supongamos que aguas arriba de la tuberíaexiste un estanque de grandes dimensiones, tal que la 
arga es 
onstante. En este
aso, podemos ubi
ar el nodo xo justo en la entrada de la tubería, y enton
es
onsiderar que

H(xo, ti) = Ho; ∀ti (2.101)
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a Impermanente en tuberíasenton
es, u(xo, ti+1) queda determinado de C− proveniente desde x1 = xo + ∆x yel tiempo ti = ti+1 − ∆t.Luego, podemos liberar la restri

ión de H = cte y analizar el va
iado del estanque,para lo 
ual in
orporar le e
ua
ión de 
ontinuidad de volumen en el estanque:
∂H

∂t
= −A

Ω
u (2.102)donde A es la se

ión de es
urrimiento de la tubería, y Ω el área basal del estanquey u es la velo
idad a la salida del estanque . Después, dis
retizamos la e
ua
iónanterior, y asumir que el nivel en el estanque es igual a H en xo, obteniéndose:

H(xo, ti+1) = H(xo, ti) −
A

Ω
u(xo, ti)∆t (2.103)y a
oplar esta e
ua
ión 
on la 
ara
terísti
a negativa proveniente de x1 en ti.

C-

xo x1

Ho

Figura 2.11: Ejemplo de 
ondi
ión de aguas arriba de estanque.2. Caudal suministrado por una bomba: Supongamos que hay una bomba en xo la
ual entrega energía al sistema de a
uerdo 
on la 
urva 
ara
terísti
a del tipo
H(Q) = Ho − αQ2. Luego, podemos expresar el 
audal Q en términos de lavelo
idad u = Q/A, y enton
es u y H quedan rela
ionados entre si por:

H(xo, ti+1) = Ho − αA2up(xo, ti+1)
2 (2.104)y a
oplar esta e
ua
ión 
on la 
ara
terísti
a negativa proveniente de x1 en ti.3. Opera
ión de válvulas (ver Fig. 2.12): Veamos ahora la 
ondi
ión de borde deaguas abajo relativa a la opera
ión de una válvula. Primero, esta 
ondi
ión deborde usualmente se impone aguas abajo del sistema de tuberías en el nodo xn. Deesta forma, sabemos que en el tiempo t = ti+1 se 
ono
e la informa
ión transmitidasegún C+, proveniente desde xW = xn1

y el tiempo t1, resultando que ne
esitamosuna e
ua
ión para rela
ionara u(xn, ti+1) y H(xn, ti+1).
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C+

xn-1 xnFigura 2.12: Ejemplo de 
ondi
ión de aguas abajo en válvula.El 
aso más simple es aquel en que 
erramos brus
amente la válvula donde
u(xn, ti+1) = 0 (2.105)y H(xn, ti+1) queda determinado de C+ que usa la informa
ión u(xn−1, ti) y H(xn−1, ti).Podemos extender este resultado al 
aso genéri
o en que usamos una ley de opera
iónde la válvula η(t), y enton
es, usamos los resultados que ya demostramos en el análisisdel método inelásti
o, determinamos que:

u(xn, ti+1) = uoη(ti+1)

√

H(xn, ti+1)

Ho
(2.106)donde uo y Ho son valores de referen
ia 
uando la válvula está 
ompletamente abierta.De igual forma, podemos ver que la 
ondi
ión de borde en que se produ
e una des
argaa la atmósfera queda determinada por:

H(xn, ti+1) = 0 (2.107)y u(xn, ti+1) queda determinado de C+ que usa la informa
ión u(xn−1, ti) y H(xn−1, ti).Este resultado es válido si el Datum se �ja en el punto xn.
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Capítulo 3
Cara
terísti
as generales del �ujo en
ontornos abiertos
3.1 Cara
terísti
as GeneralesA diferen
ia del �ujo en 
ontornos 
errados, el problema en 
ontornos abiertos es más 
om-plejo dado que la se

ión de es
urrimiento no es �ja, sino que varía según las 
ondi
iones deles
urrimiento, por 
ambios temporales y/o espa
iales de la super�
ie libre. Como veremos enesta segunda parte de ramo, este simple he
ho que la se

ión de es
urrimiento varíe según las
ondi
iones del es
urrimiento, va a produ
ir que el problema tenga, en general, dos solu
ionesfísi
amente posibles.Además de esta diferen
ia en 
uanto a la variabilidad de la se

ión de es
urrimiento, el �ujoen 
ontornos abiertos se diferen
ia del �ujo en 
ontornos 
errados, por los rangos de varia
iónde las variables del problema. Primero, en 
ontornos 
errados vimos que la presión del �uidopuede tomar 
ualquier valor mayor que la presión de vapor, por el 
ontrario, el rango devariabilidad de la presión en 
ontornos abiertos está restringida por el he
ho que la presiónen la super�
ie libre es igual a la presión atmosféri
a, y la máxima presión es
ala 
on laprofundidad de es
urrimiento. Este he
ho expli
a que es posible elevar agua en 
ontornos
errados al indu
ir un gradiente de presión motriz, sin embargo, no podemos revertir elsentido del �ujo de una 
as
ada o ha
er que un río es
urra en 
ontra del sentido de lagravedad. Segundo, el rango de varia
ión de la velo
idad del es
urrimiento en 
ontornosabiertos es mayor que en 
ontornos 
errados. Por último, la variabilidad de la rugosidadde las paredes en 
ontornos 
errados, es más restringida que la variabilidad en 
ontornosabiertos.A pesar de estas diferen
ias, los 
on
eptos de líneas de energía y Bernoulli, son igualmenteválidos para �ujos en 
ontornos abiertos, aunque debemos 
onsiderar que la presión en lasuper�
ie libre es igual a la atmosféri
a 
omo se muestra en la Fig. 3.1.45
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a Introdu

ión a 
anales

Figura 3.1: Líneas de energías en 
ontornos abiertos3.2 Clasi�
a
ión del es
urrimientoEl �ujo en 
ontornos abiertos se 
lasi�
a según diversas propiedades:3.2.1 Es
urrimiento uniforme y variado (Fig. 3.2)
• Es
urrimiento uniforme: La altura de es
urrimiento no 
ambia a lo largo del 
anal demanera que la velo
idad u es 
onstante, y ∂h

∂x
= 0, donde h es la altura de es
urrimiento.Esta 
ondi
ión se llama es
urrimiento normal, el 
ual está aso
iado 
on la denominadaaltura normal de es
urrimiento (hn).

• Es
urrimiento variado: La altura de es
urrimiento 
ambia a lo largo del 
anal, al igualque la velo
idad u. Atendiendo a 
ómo es el 
ambio de h en x, de�nimos que eles
urrimiento es rápidamente variado 
uando la altura de es
urrimiento 
ambia en unadistan
ia 
orta, por lo que ∂h
∂x

es grande. Además, de�nimos que el es
urrimiento esgradualmente variado 
uando ∂h
∂x

existe, pero es pequeño.

Figura 3.2: Clasi�
a
ión de es
urrimiento uniforme y variado.
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ión a 
anales3.2.2 Es
urrimiento permanente e impermanenteAl igual que vimos en el ramo de Me
áni
a de Fluidos, el es
urrimiento es permanente si
∂
∂t

= 0 e impermanente si ∂
∂t

6= 0. Considerando esta de�ni
ión y la anterior, vemos que esposible un es
urrimiento impermanente que sea gradualmente variado (
omo es el 
aso de laonda de 
re
ida en un río, o 
ambios debidos a la marea), o bien impermanente rápidamentevariado 
omo lo fue el maremoto de Febrero de 2010.3.2.3 Es
urrimientos laminares y turbulentosYa hemos visto que el número de Reynolds es aquel que determina si el �ujo es laminar oturbulento. En el 
aso de tuberias, éste quedó de�nido 
omo:
Re =

uD

ν
(3.1)donde u es la velo
idad media y D el diámetro. En el 
aso de 
anales, la velo
idad 
ara
terís-ti
a es la velo
idad media del es
urrimiento, sin embargo la longitud 
ara
terísti
a puede ser

h, el an
ho B o bien una 
ombina
ión entre ambas longitudes. En parti
ular, se usa el radiohidráuli
o Rh = A/χ donde χ es el perímetro mojado. En tuberías, Rh = D/4, por lo tanto,si rede�nimos el número de Reynolds a partir de esta distan
ia 
ara
terísti
a, obtenemos:
ReRh =

u Rh

ν
=

Re

4
(3.2)por lo que los límites de transi
ión entre �ujo laminar a turbulento quedan de�nidos para

ReRh < 500 y ReRh > 1000, para �ujos laminares y turbulentos, respe
tivamente. Si 500 <
ReRh < 1000 el es
urrimiento es en transi
ión.A partir de este resultado en que Re = 4ReRh, podemos expresar las expresiones de los fa
-tores de fri

ión en régimen turbulento y paredes lisas obtenidas para tuberías. Por ejemplo,la formula de Blassius de:

f = 0.316Re−1/4 = 0.223Re
−1/4
Rh (3.3)si ReRh < 25000, o bien la fórmula de Prandtl-von Karman

1√
f

= 2 log
(

ReRh

√

f
)

+ 0.4 (3.4)si ReRh > 25000.Para paredes rugosas, el fa
tor de fri

ión depende de la forma de la se

ión del es
urrimiento,dado que se desarrollan 
orrientes se
undarias.
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ión a 
anales3.2.4 Es
urrimiento sub
ríti
o y super
ríti
oSe de�ne el número de Froude Fr 
omo:
Fr =

u√
gh

(3.5)que mide la rela
ión entre las fuerzas de iner
ia y las fuerzas gravita
ionales. Enton
esde�nimos:
• Flujo sub
ríti
o. Si Fr < 1, de manera que las fuerzas gravita
ionales son mayores quelas de iner
ia.
• Flujo super
ríti
o. Si Fr > 1, de manera que las fuerzas gravita
ionales son menoresque las de iner
ia.
• Es
urrimiento 
ríti
o. Si Fr = 1.La informa
ión en 
anales abiertos se transmite a través de ondas gravita
ionales de pequeñaamplitud las 
uales se generan debido a un 
ambio momentáneo de la altura lo
al del �ujo.Se puede demostrar que la 
eleridad de estas ondas es c =

√
gh, y por lo tanto, si:

• u <
√

gh, enton
es las ondas de presión pueden desplazarse tanto ha
ia aguas arriba
omo ha
ia aguas abajo. En este 
aso se 
umple que Fr < 1, y por lo tanto el es
urrim-iento es sub
ríti
o. Además, los �ujos sub
ríti
os son 
ontrolados por las 
ondi
ionesde nivel impuestas aguas abajo. (Fig. 3.3)
• u >

√
gh, enton
es las ondas de presión no pueden remontar la 
orriente, el es
urrim-iento es super
ríti
o que también se denomina de torrente y Fr > 1. Al 
ontrario queel 
aso anterior, los �ujos super
ríti
os son 
ontrolados por aguas arriba (Fig. 3.3).

• Es
urrimiento 
ríti
o. Si Fr = 1.
Figura 3.3: Propaga
ión de ondas en 
anales abiertos.Por ejemplo, sabemos que una piedra que 
ae en el agua produ
e una perturba
ión del �ujoen forma de ondas. Ahora bien, en fun
ión de la magnitud de la velo
idad del �ujo vemosque:
©Departamento de Ingeniería Civil, Universidad de Chile 48



CI4101: Hidráuli
a Introdu

ión a 
anales
• Agua inmóvil: las ondas son 
ir
ulares 
on
éntri
as al punto donde 
ae la piedra (Fig.3.4A).
• Si el �ujo es sub
ríti
o, enton
es las ondas que se desplazan a velo
idad u − c puedenremontar la 
orriente(Fig. 3.4B).
• Si el �ujo es 
ríti
o, enton
es las ondas que se desplazan a velo
idad u − c son esta-
ionarias porque u = c (Fig. 3.4C).
• Si el �ujo es super
ríti
o, enton
es las ondas no se pueden deslazar ha
ia aguas ar-riba(Fig. 3.4D).

Figura 3.4: Ondas produ
idas por 
aída de una piedra.A partir del he
ho que los ríos son 
ontrolados por la 
ondi
ión de nivel de aguas abajo,mientras que los torrentes son 
ontrolados por la 
ondi
ión de nivel de aguas arriba, vemosque es posible pensar en la transi
ión entre un río y un torrente a través del régimen 
ríti
o,dado que la altura 
ríti
a simultáneamente 
ompatibiliza las 
ondi
iones de borde de aguasabajo del río, y de aguas arriba del torrente. Sin embargo, la transi
ión entre torrente a ríoes sólo posible mediante un resalto hidráuli
o, el 
ual no 
ontrola el �ujo, sino que existe paraque sea posible 
ompatibilizar el torrente 
ontrolado por aguas arriba, y el río 
ontroladopor aguas abajo (Fig. 3.5). En los siguientes 
apítulos veremos 
on mayor detalle 
ómo se
ompatibilizan los es
urrimientos.3.3 Cara
terísti
as geométri
as de los 
analesCanales prismáti
os son aquellos en los 
uales la se

ión de es
urrimiento no 
ambia a lolargo del 
anal. De igual forma, los 
anales no-prismáti
os son aquellos 
uya se

ión dees
urrimiento varía en x.
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Figura 3.5: Compatibiliza
ión de regímenes de es
urrimiento de torrente y río.La pendiente en 
anales es por lo general pequeña (orden 10−3 o 10−4), aunque puede darseel 
aso que sea mayor.La forma de la se

ión de es
urrimiento en 
anales arti�
iales es usualmente re
tangular,trape
ial, triangular, 
ir
ular, et
. y queda determinada a partir de otros 
riterios de inge-niería, tales 
omo estabilidad de taludes, resisten
ia a la erosión, fa
ilidad de 
onstru

ión,et
. Por ejemplo, la se

ión re
tangular se usa sólo 
uando el 
anal es revestido, por motivosde estabilidad de las paredes. Es así que 
anales trape
iales son más 
omunes de en
on-trar. La se

ión triangular es po
o usada, y sus apli
a
iones se 
entran en 
anales pequeñostipo a
equias o 
analetas laterales en 
aminos. La se

ión 
ir
ular se usa en apli
a
iones deingeniería sanitaria, del tipo al
antarillado, aguas lluvia y a
uedu
tos de agua potable.Los prin
ipales elementos que 
ara
terizan hidráuli
amente las se

iones de los 
anales son:

• An
ho basal y/o super�
ial (l, an
ho super�
ial).
• Altura de es
urrimiento (h).
• Radio hidráuli
o Rh

• Área Ω

• Perímetro mojado χPor ejemplo,
• En 
anales re
tangulares (Fig. 3.6A):

l = b (3.6a)
Ω = b h (3.6b)

χ = b + 2h (3.6
)
Rh =

Ω

χ
=

bh

b + 2h
(3.6d)
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analesHay un límite parti
ular que se obtiene de 
anales re
tangulares, que es el que resulta de
onsiderar que el 
anal es muy an
ho, 
osa que es usualmente válido 
omo una primeraaproxima
ión en 
au
es naturales dado que su an
ho b es de 100 m, mientras que lasprofundidades máximas son del orden de 1 a 2 m. Por lo tanto b >> h y enton
es
χ = b y Rh = h

• Canales trape
iales (Fig. 3.6B): Tarea
• Se

ión 
ir
ular (Fig. 3.6C): Tarea
• Se

ión triangular (Fig. 3.6D): Tarea

Figura 3.6: Elementos para 
ara
terizar se

iones de es
urrimiento.
3.4 Distribu
ión de velo
idadesSi el 
anal es muy an
ho (b > 5−10h), enton
es la máxima velo
idad se al
anza en la super�
ielibre 
omo así lo indi
a el per�l logarítmi
o de velo
idades. Sin embargo, si el 
anal no es muyan
ho, se tiene que el �ujo está también 
ontrolado por la 
ondi
ión de borde de las paredeslaterales, y enton
es la máxima velo
idad se al
anza a una 
ierta distan
ia bajo la super�
ielibre. Esto se ve si gra�
amos las líneas de iso-velo
idad en una se

ión de es
urrimiento,tanto de 
anales arti�
iales 
omo de 
au
es naturales (Fig. 3.7)
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Figura 3.7: Esquema de 
urvas de iso-velo
idad en se

iones de es
urrimiento de 
anales.3.5 Coe�
ientes de Coriolis y BoussinesqDebido a la no-uniformidad de la velo
idad en la se

ión de es
urrimiento, es ne
esario 
orregirel termino de la energía 
inéti
a en la e
ua
ión de Bernoulli y el término de velo
idad enla e
ua
ión de 
antidad de movimiento. Vimos que esta 
orre

ión se ha
e al introdu
ir los
oe�
ientes de Coriolis y Boussinesq, respe
tivamente.3.5.1 Coe�
iente de CoriolisEn el 
urso de Me
áni
a de Fluidos, de�nimos el 
oe�
iente de Coriolis α 
omo:
B = z +

p

γ
+ α

v̄2

2g
(3.7)donde B es el Bernoulli, z la 
ota geométri
a, p/γ la altura de presión, v̄ la velo
idad mediaen la se

ión de es
urrimiento, Ω, de�nida 
omo:

v̄ =
1

Ω

∫

Ω

v dΩ (3.8)y α es el 
oe�
iente de Coriolis, de�nido 
omo:
α =

∫

Ω
v3 dΩ

v̄3Ω
(3.9)Para 
anales prismáti
os re
tilíneos, α varía entre 1.03 y 1.36, aún 
uando rara vez es superiora 1.15. α tiende a ser mayor para 
anales pequeños y menores para 
anales grandes y
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analesprofundos. Sin embargo, en 
ál
ulos prá
ti
os se suele 
onsiderar α = 1, salvo para 
asosparti
ulares 
omo lo es �ujo en plani
ies de inunda
ión, 
uando se inundan se

iones queusualmente están 
ubiertas 
on vegeta
ión, por lo que las 
ondi
iones del es
urrimiento sonmuy diferentes a las del 
au
e prin
ipal del río.3.5.2 Coe�
iente de BoussinesqEl teorema de 
antidad de Movimiento queda es
rito 
omo:
∑

~Fext = (ρQβv̄)out − (ρQβv̄)in (3.10)donde β es el 
oe�
iente de Boussinesq de�nido 
omo:
β =

∫

Ω
v2 dΩ

v̄2Ω
(3.11)Para 
anales prismáti
os, β varía entre 1.01 y 1.12, y también se suele 
onsiderar que β = 1.La Table 1 muestra alguns valores 
ara
terísti
os de los 
oe�
ientes de Bousinessq y Coriolis.

α βmin medio max min medio maxCanales regulares 1.10 1.15 1.20 1.03 1.05 1.07Cau
es naturales 1.15 1.30 1.50 1.05 1.10 1.17Plani
ies de inunda
ión 1.50 1.75 2.00 1.17 1.25 1.33Tabla 1: Valores de 
oe�
ientes de Coriolis y Boussinesq
3.6 Distribu
ión de presiones en 
analesSi el �ujo es paralelo, vale de
ir que las líneas de 
orriente son re
tilíneas y paralelas, se puededemostrar que la distribu
ión de presiones es hidrostáti
a. Esto o
urre para �ujo uniforme,sin embargo, si existe una pequeña 
urvatura, o 
onvergen
ia/divergen
ia de las líneas de
orriente, enton
es la distribu
ión hidrostáti
a de presiones sigue siendo aproximadamenteválida. Esto nos permite de
ir que la ley hidrostáti
a de presiones es válida para �ujosgradualmente variados, sin embargo, no lo es si el �ujo es rápidamente variado.
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ión a 
analesSi 
onsideramos un �ujo sin pendiente de altura h, vemos que si la ley hidrostáti
a de presiónes válida (ver Fig. 3.8), enton
es el Bernoulli es
B =

v2

2g
+ (h − z) + z (3.12)donde (h−z) es la altura de presión, y z la eleva
ión. Además, si repetimos el mismo análisispara un �ujo en un plano in
linado en un ángulo θ (ver Fig. 3.8), enton
es, el Bernoulli enel fondo del 
anal es

B =
v2

2g
+ h cos θ + z (3.13)siendo ne
esario introdu
ir esta 
orre

ión para la la altura de presión si θ & 6o, o bien parapendientes del 
anal mayores al 10%

Figura 3.8: Distribu
ión de presiones en 
anal in
linadoCuando existe 
urvatura de las líneas de 
orriente, la distribu
ión de presiones deja de serhidrostáti
a, resultando que la altura de presión en el fondo del 
anal puede ser mayor quela profundidad de es
urrimiento si la 
urvatura es 
ón
ava, o bien menor que la altura si la
urvatura es 
onvexa (Fig. 3.9).

Figura 3.9: Distribu
ión de presiones 
on 
urvatura de líneas de 
orriente.
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Capítulo 4
E
ua
iones del �ujo en 
ontornosabiertos
4.1 E
ua
ión de 
ontinuidadEl prin
ipio de 
onserva
ión de masa es igualmente válido para 
anales, de manera que lae
ua
ión de 
ontinuidad para 
ontornos abiertos es:

∂m

∂t
+

∫

S

ρ~v · n̂dS = 0 (4.1)donde dm = ρdV es un elemento de masa en el elemento de volumen dV , ~v es la velo
idad, n̂es el ve
tor unitario normal a la super�
ies del volumen de 
ontrol. Luego, si 
onsideramosque el �uido es in
ompresible, enton
es ρ es 
onstante y por lo tanto obtenemos la e
ua
iónde 
onserva
ión de volumen:
∂V

∂t
+

∫

S

~v · n̂dS = 0 (4.2)A 
ontinua
ión, es
ogemos un tubo de �ujo 
omo volumen de 
ontrol (Fig. 4.1), y 
omo
n̂3 es perpendi
ular a las líneas de 
orriente, el prin
ipio de 
onserva
ión de volumen quedaes
rito 
omo:

∂V

∂t
+

∫

S2

~v2 · n̂2dS −
∫

S1

~v1 · n̂1dS = 0 (4.3)donde de�nimos el 
audal 
omo
Q2 =

∫

S2

~v2 · n̂2dS (4.4)
Q1 =

∫

S1

~v1 · n̂1dS (4.5)55
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iones de movimiento 
analesy enton
es
∂V

∂t
+ Q2 − Q1 = 0 (4.6)o bien,

∂V

∂t
+ Qsale − Qentra = 0 (4.7)

S3

S1

S2

n1

n1

n3

Figura 4.1: Líneas de energías en 
ontornos abiertosEn el régimen permanente, se obtiene dire
tamente que:
Qentra = Qsale (4.8)
osa que nos permite en
ontrar una rela
ión entre las velo
idades de entrada y salida, dadoque se 
ono
e las se

iones de es
urrimiento Ω1 y Ω2, respe
tivamente.
v̄1Ω1 = v̄2Ω2 (4.9)donde v̄1 y v̄2 son las velo
idades de es
urrimiento medias en las se

iones 1 y 2, respe
tiva-mente, las 
uales se 
al
ulan 
omo:
v̄ =

1

Ω

∫

Ω

vdΩ (4.10)Para estudiar el régimen impermanente, es 
onveniente expandir el 
audal 2 a partir del
audal 1, 
omo:
Q2 = Q1 +

∂Q

∂x
∆x (4.11)y enton
es, si es
ribimos el volumen de 
ontrol dV = ∆xΩ, obtenemos:

∂Ω

∂t
+

∂Q

∂x
= 0 (4.12)Además, si expresamos Q = v̄Ω

∂Ω

∂t
+ Ω

∂v̄

∂x
+ v̄

∂Ω

∂x
= 0 (4.13)
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DΩ

Dt
+ Ω

∂v̄

∂x
= 0 (4.14)donde el operador

D

Dt
=

∂

∂t
+ v̄

∂

∂x
(4.15)A partir de este resultado anterior, es fá
il ver que si el 
anal es re
tangular de an
ho b yaltura de es
urrimiento h, enton
es la e
ua
ión de 
ontinuidad de volumen es:

∂h

∂t
+ h

∂v̄

∂x
+ v̄

∂h

∂x
=

∂h

∂t
+

∂v̄h

∂x
= 0 (4.16)Se de�ne el 
audal por unidad de an
ho 
omo

q = v̄h =
Q

b
(4.17)Es posible obtener un resultado similar que sea válido para 
ualquier se

ión de es
urrimiento,para lo 
ual es
ribimos Ω = Ω(h), vemos que (Fig. 4.2):

dΩ = l dh (4.18)donde l es el largo super�
ial de la se

ión de es
urrimiento, enton
es
∂Ω

∂t
=

∂Ω

∂h

∂h

∂t
= l

∂h

∂t
(4.19)y por lo tanto la e
ua
ión de 
ontinuidad queda es
rita 
omo:

l
∂h

∂t
+

∂Q

∂x
= 0 (4.20)

dhdΩFigura 4.2: Representa
ión grá�
a de elemento de super�
ie dΩ.
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ua
iones de movimiento 
anales4.2 Prin
ipio de 
onserva
ión de energía4.2.1 E
ua
ión de Bernoulli en 
anales abiertosEn el 
urso de Me
áni
a de Fluido obtuvimos que si la ley hidrostáti
a de presiones es válida,el Bernoulli medio en una se

ión de es
urrimiento Ω es
B̄ = z +

p

γ
+ α

v̄2

2g
(4.21)donde z y p

γ
son las alturas geométri
as y de presión para un punto 
ualquiera en la se

iónde es
urrimiento (re
uerde que la presión motriz p̂ = ρgz + p es 
onstante dado hidrostáti
a)y α es el 
oe�
iente de Coriolis igual a:

α =

∫

Ω
v3dΩ

Ωv̄3
(4.22)donde v̄ es la velo
idad media del es
urrimiento. Re
uerde que Bernoulli se puede tambiénobtener a partir de las e
ua
iones de Navier-Stokes, el 
oe�
iente aso
iado a la integra
iónde la velo
idad es el 
oe�
iente de Boissinesq β.Luego, si nos situamos en el fondo de un 
anal de profundidad h, la altura de presión es

h cos θ, por lo que
B̄ = z + h cos θ + α

v̄2

2g
(4.23)donde z es la 
ota de fondo del 
anal. Luego, si la pendiente es baja podemos de
ir que

cos θ ≈ 1, y además, es posible suponer que α ≈ 1, resultando que el Bernoulli medio en unase

ión de es
urrimiento de 
anales abiertos en pendiente baja es
B̄ = z + h + α

v̄2

2g
(4.24)A 
ontinua
ión, si es
ogemos dos se

iones 1 y 2 separadas por una distan
ia L (Fig. 4.3),y 
onsideramos que el �uido es real, enton
es

B̄1 = B̄2 + Λf (4.25)donde
Λf = J L (4.26)representa las pérdidas fri

ionales 
on J la pendiente del plano de 
arga. Luego, si lapendiente es uniforme se 
umple

z1 − z2 = sin θL = i L (4.27)donde i = sin θ es la pendiente del 
anal.
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DATUM

z

1
Λ f

(1) (2)

h

v /2g2

θFigura 4.3: Bernoulli en 
anales.De esta forma, obtenemos que las propiedades del �ujo en las se

iones 1 y 2 están ligadasentre si por:
h1 +

v̄2
1

2g
= h2 +

v̄2
2

2g
+ (J − i)L (4.28)4.2.2 Con
epto de energía espe
í�
aEste 
on
epto fue introdu
ido por Bakhmete� en 1912, y de�ne la energía espe
í�
a en 
anales

E 
omo
E = h cos θ + α

v̄2

2g
(4.29)la 
ual es
ribiremos de ahora en adelante 
omo:

E = h +
v2

2g
(4.30)De esta forma, podemos rees
ribir (4.28) 
omo:

E1 = E2 + (J − i)L (4.31)Veamos una apli
a
ión para una 
ompuerta de la Fig. 4.4. Si la pendiente es 
ero, y lasse

iones 1 y 2 están lo su�
ientemente 
er
a 
omo para despre
iar las pérdidas de energía,enton
es:
E1 = E2 ⇒ h1 +

v2
1

2g
= h2 +

v2
2

2g
(4.32)Luego, 
omo el 
audal es 
onstante, obtenemos que v1 y v2 se rela
ionan entre si por:

Q = v1Ω1 = v2Ω2 (4.33)
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h1

h2
a =μ a

q

Figura 4.4: Compuerta.Además, si el 
anal es re
tangular de an
ho b, se 
umple que Ω = b h, y por lo tanto h1 y h2se rela
ionan enrte
h1 +

q2

2gh2
1

= h2 +
q2

2gh2
2

(4.34)donde q = Q/b es el 
audal por unidad de an
ho.Finalmente, la altura de es
urrimiento h2 está determinada por la apertura a de la 
ompuertaa través de
h2 = µa (4.35)donde µ ≈ 0.6 es el 
oe�
iente de 
ontra

ión. De esta forma, si h1 y a son dato

q =

√

2g

µa + h1

h1µa (4.36)4.2.3 Energía espe
í�
a en 
anales re
tangularesEn un 
anal re
tangular de an
ho b y altura de es
urrimiento h, la energía espe
í�
a E sees
ribe 
omo:
E =

q2

2gh2
+ h (4.37)De esta forma, la altura de es
urrimiento aso
iada a un 
ierto nivel de energía Eo se 
al
ulade resolver el siguiente polinomio 
úbi
o:

h3 − Eoh
2 +

q2

2g
= 0 (4.38)o bien,

h2 (Eo − h) =
q2

2g
(4.39)Este resultado nos indi
a que existen tres solu
iones del problema, dos de la 
uales tienensentido físi
o y que llamaremos alturas 
onjugadas. Si gra�
amos h en fun
ión de la energía

E, obtenemos el grá�
o de la Fig. 4.5, donde vemos que:
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• Dos raí
es del polinomio son positivas, y por lo tanto tienen sentido físi
o, y una esnegativa sin sentido físi
o.
• Existe un mínimo de energía Emin, y su 
orrespondiente altura 
ara
terísti
a que lla-maremos hc.
• La solu
ión para para alturas h1 > hc es asintóti
a a E = h y por lo tanto, q2

2gh2 ≈ 0. Estosigni�
a que la solu
ión h1 está aso
iada a un �ujo 
uya energía es predominantementepoten
ial, y energía 
inéti
a baja.
• La solu
ión para para alturas h2 < hc es asintóti
a a h = 0, 
ara
terizada por E = q2

2gh2 .Al 
ontrario que el 
aso anterior, este �ujo está aso
iado a altas velo
idades (energía
inéti
a), y bajas profundidades (altura de presión).

E

h

q fijo

E

hc

min Eo

h1

h2
45

oFigura 4.5: Diagrama energía en 
anales re
tangulares.Por último, notar que la 
urva de Fig. 4.5 depende del 
audal, en parti
ular, si aumentamos
q, ésta se desplaza ha
ia la dere
ha 
omo se muestra en la Fig. 4.6.

E

h

q

E

hc1

min1

1

hc2

Emin2

q2

Figura 4.6: Diagrama energía en 
anales re
tangulares en fun
ión de q.
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ua
iones de movimiento 
anales4.2.4 Es
urrimiento 
ríti
oComo vimos en el punto anterior, existe un valor mínimo de la energía en 
anales, el 
ualpodemos 
al
ular de bus
ar:
∂E

∂h
= 0 (4.40)Si el 
anal es re
tangular E = h+ q2

2gh2 , y enton
es, la altura aso
iada hc al mínimo de energíase obtiene de
∂E

∂h
= 1 − q2

gh3
c

= 0 (4.41)y enton
es:
hc =

(

q2

g

)1/3 (4.42)y
Emin =

3

2
hc (4.43)Es fá
il ver que se 
umple que

q2

gh3
c

= 1 (4.44)y 
omo v = q/h, el �ujo aso
iado a esta energía mínima es el �ujo 
ríti
o donde Fr2 = q2

gh3 = 1.Llamamos así a la energía mínima 
omo energía 
ríti
a, y la respe
tiva altura 
omo altura
ríti
a. Este último resultado nos permite ver que si el 
audal es dado, el es
urrimiento 
ríti
oes un es
urrimiento de mínima energía posible.Alternativamente, es posible demostrar que para un nivel de energía dada, el es
urrimiento
ríti
o es aquel aso
iado al máximo 
audal posible. Esto se demuestra de plantear
q = h

√

2g (Eo − h) (4.45)dado Eo 
omo dato. Luego bus
amos el máximo de la 
urva q(h),
∂q

∂h
= 0 =

√

2g (Eo − h) − 1

2

2gh
√

2g (Eo − h)
(4.46)lo 
ual impli
a que:

2 (Eo − h) = h (4.47)o bien:
Eo =

3

2
hc (4.48)Enton
es, hemos demostrado que el es
urrimiento aso
iado al máximo 
audal, dado un 
iertonivel de energía, es 
ríti
o. Si 
onsideramos que 
ir
ula un el 
audal es mayor que el 
audal

q a la altura 
ríti
a del nivel de energía Eo (Fig. 4.7), enton
es 
aemos en un rango donde
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iones de movimiento 
analesno es posible el es
urrimiento, y por lo tanto nuestro supuesto que q2 > q es el 
audal que
ir
ula por el 
anal, está errado. Por el 
ontrario, si el 
audal q1 es menor que este máximoaso
iado al es
urrimiento 
ríti
o (q), volvemos al es
enario de las alturas 
onjugadas h1 y h2(Fig. 4.7), donde h1 > hc está aso
iada a un Fr < 1, y el �ujo es sub
ríti
o o de río, y
h2 < hc está aso
iada a Fr > 1 y el es
urrimiento es super
ríti
o o de torrente. Este último
aso se da solo si las 
ondi
iones de aguas abajo o aguas arriba de nuestra se

ión 
ríti
a,
ontrolan el es
urrimiento.

E

h

qE

hc

o

q2

1

q

h2

h1

Figura 4.7: Diagrama energía en 
anales re
tangulares en fun
ión de q, para la demostra
iónque el si el es
urrimiento es 
ríti
o, enton
es 
ir
ula el máximo 
audal posible.Es
urrimiento 
ríti
o en 
anales prismáti
osPara determinar 
uál de las dos alturas es la que en la que en de�nitiva será la altura dees
urrimiento, ne
esitamos ver las 
ondi
iones de borde del problema y determinar los de-nominados 
ontroles hidráuli
os. Este tema será dis
utido 
on mayor detalle en las siguientesse

iones de este 
apítulo ya que es ne
esario analizar primero si es físi
amente posible unes
urrimiento 
ríti
o. Para esto, tomamos dos se

iones 1 y 2 separadas por una distan
ia
∆x, de manera tal que:

E1 + z1 = E2 + z2 + J ∆x (4.49)Luego, si expresamos
E2 = E1 +

∂E

∂x
∆x (4.50)obtenemos, después de 
an
elar los ∆x,

∂E

∂x
= − (i − J) (4.51)donde i es la pendiente del 
anal i = − ∂z

∂x
. A 
ontinua
ión, si las se

iones de es
urrimientoestán lo su�
ientemente 
er
anas tal que las pérdidas fri

ionales son despre
iables, se obtiene
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iones de movimiento 
analesque:
∂E

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.52)Por otro lado, dado que la energía espe
í�
a en 
anales es E = q2/(2gh2) + h, se tiene que:

∂E

∂h
= − q2

gh3
+ 1 = −Fr2 + 1 (4.53)y por lo tanto:

∂E

∂x
=

∂E

∂h

∂h

∂x
=
(

−Fr2 + 1
) ∂h

∂x
(4.54)De esta forma se obtiene que si las pérdidas fri

ionales son despre
iables se 
umple que:

(

−Fr2 + 1
) ∂h

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.55)Ahora, 
onsideramos el 
aso de pendiente plana ∂z

∂x
= 0, enton
es hay dos 
ondi
iones quesatisfa
en la 
ondi
ión anterior:

∂h

∂x
= 0 (4.56)donde el es
urrimiento es uniforme en pendiente plana, o bien:

Fr2 = 1 (4.57)que nos indi
a que el es
urrimiento es 
ríti
o. Hemos visto que los es
urrimiento 
ríti
os sedan o
urren 
uando la pendiente es horizontal. En la realidad, este resultado sólo es válidopara puntos se

iones parti
ulares del 
anal, dado que al 
onsiderar fri

ión, no es posible el�ujo uniforme en pendiente plana.En la Fig. 4.8A se ve un 
aso 
lási
o del va
iamiento de un estanque, en el que puede o
urrir
risis en la 
resta del vertedero donde se 
umple que ∂z
∂x

= 0. En 
aso que no existan más
ontroles hidráuli
os en el sistema, aguas arriba del vertedero se desarrolla un es
urrimientode río, mientras que aguas abajo se desarrolla un es
urrimiento de torrente. Como verán,el �ujo bus
a la mínima energía para es
urrir, y además se 
umple que maximiza el 
audal,dado el nivel de energía disponible (
arga H sobre el vertedero). Para 
al
ular el 
audalvertido se puede 
onsiderar que no hay pérdidas de energía entre el estanque 
on 
arga Hsobre la 
ota de 
oronamiento del vertedero, y es
urrimiento 
ríti
o sobre el vertedero. Porlo tanto:
E1 = H = Emin = Ec =

3

2
hc (4.58)luego, dado que

hc =

(

q2

g

)1/3 (4.59)
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ua
iones de movimiento 
analesse obtiene que:
q =

√

(

2

3
H

)3

g (4.60)El es
enario límite de este 
aso es 
uando el es
urrimiento se aproxima a una 
aída verti
al
omo se muestra en la Fig. 4.8C. En este 
aso se 
umple que la altura 
ríti
a o
urre a una
ierta distan
ia de borde (entre 3 y 4 ve
es la altura 
ríti
a), dado que las líneas de 
orrientese tienen que 
urvar, y por lo tanto las líneas de 
orriente no son paralelas 
er
a de la 
aída.
hc

q
río torrente

hc

(A)

(B)

(3-4) hc

q

Figura 4.8: Ejemplos de se

iones 
ríti
as.
Es
urrimiento 
ríti
o en 
anales no prismáti
osVeamos ahora un segundo 
aso de un 
anal re
tangular no prismáti
o, tal que su forma(an
ho) varía en x. Al igual que en el 
aso anterior, despre
iamos las pérdidas fri

ionales yenton
es:

∂E

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.61)Luego,

∂E

∂x
= (1 − Fr2)

∂h

∂x
+

2q

2gh2

∂q

∂x
(4.62)donde q = Q/b, enton
es:

∂q

∂x
= −q

b

∂b

∂x
(4.63)
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ua
iones de movimiento 
analesy por lo tanto, al reemplazar estos resultados en (4.61), se obtiene que:
(1 − Fr2)

∂h

∂x
− Fr2h

b

∂b

∂x
+

∂z

∂x
= 0 (4.64)Si es
ogemos el 
aso de pendiente plana, ∂z

∂x
= 0, vemos que el es
urrimiento 
ríti
o Fr2 = 1o
urriría en los puntos de máxima 
ontra

ión o expansión lateral ∂b

∂x
= 0. Sin embargo, dadoque al aumentar q las 
urvas en el diagrama E versus h se desplazan ha
ia la dere
ha (ver(4.6)), enton
es el es
urrimiento 
ríti
o o
urre solo en el punto de angostamiento máximo delos 
anales, no 
uando hay un aumento de b.4.2.5 Es
urrimiento 
ríti
o en 
anales no re
tangularesEn el 
aso de un 
anal no re
tangular, el es
urrimiento 
ríti
o o
urre 
uando:

Q2lc
gΩ3

c

= 1 (4.65)donde lc es el largo super�
ial 
uando la altura es 
ríti
a. Ωc es la super�
ie de la se

ión dees
urrimiento 
uando el es
urrimiento es 
ríti
o. Se deja 
omo tarea determinar la expresiónpara 
al
ular la altura 
ríti
a en 
anales trapezoidales, 
ir
ulares y triangulares.4.2.6 Es
urrimiento super y sub
ríti
os, no
ión preliminar de 
on-trol hidráuli
o.Consideremos una se

ión re
tangular de es
urrimiento donde
hc =

(

q2

g

)1/3 (4.66)Grada de subidaAnali
emos el 
aso de una grada de subida de altura a (Fig. 4.9), 
anal de sin pendiente yan
ho 
onstante, y �uido invis
ido. En este 
aso, se tiene que el Bernoulli es 
onstante entodo el 
anal, por lo que las líneas de energía total es horizontal, y las energías espe
í�
as delos puntos 1 y 2 se rela
ionan por:
E1 = E2 + a (4.67)o bien:
E2 = E1 − a (4.68)
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ahc

hc

Figura 4.9: Ejemplo de grada de subida de altura a. Líneas segmentadas de�nen altura 
ríti
a,que es igual a lo largo de todo el 
anal.vemos enton
es que la energía espe
í�
a en el punto 2 es menor que la en el punto 1.Si asumimos que E2 es mayor que la energía 
ríti
a, enton
es no existen 
ambios en el tipode es
urrimiento entre los puntos 1 y 2,y obtenemos del diagrama E versus h que:
• Fig. 4.10: Si el es
urrimiento es sub
ríti
o 
ontrolado por aguas abajo (río), el prob-lema se resuelve de dere
ha a izquierda (
ontra la 
orriente), enton
es, la altura yenergía en 2 son 
ono
idas, la energía en 1 se 
al
ula de:

E1 = E2 + a (4.69)y la altura de es
urrimiento h1 queda determinada por la raíz más grande del polinomio
ara
terísti
o:
h3

1 − (E2 + a)h2
1 +

q2

2g
= 0 (4.70)

• Fig. 4.11: Si el es
urrimiento es super
ríti
o 
ontrolado por aguas arriba (torrente),el problema se resuelve de dere
ha a izquierda (a favor de la 
orriente), de manera quela altura y energía en 1 son 
ono
idas, tal que
E2 = E1 − a (4.71)y la altura de es
urrimiento h2 queda determinada por la raíz positiva más pequeña delpolinomio 
ara
terísti
o:

h3
2 − (E1 − a)h2

2 +
q2

2g
= 0 (4.72)

• Fig. 4.12: Sigamos suponiendo que el es
urrimiento de torrente, tal que E1 es 
ono
idoy
E2 = E1 − a (4.73)Sin embargo, dependiendo de la altura de la grada, es probable que la energía E2
al
ulada a partir de E1 sea menor que Emin, lo 
ual nos indi
a que el supuesto ini
ial
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ahc

hc h2

h1

E

h

E

hc

min E2

h2

h1

E1

a

(A)

(B)

Figura 4.10: A) Diagrama de energía en 
anales 
on grada de subida, 
uando la grada no
ontrola el es
urrimiento y el es
urrimiento es de río. B) Esquema de alturas de es
urrimientosque se desarrollan.no era el 
orre
to. En parti
ular, el supuesto que el es
urrimiento es de torrente esin
orre
to y enton
es no existe otra alternativa que, dado q �jo, la energía en 2 sea laenergía 
ríti
a y enton
es de
imos que la grada 
ontrola el es
urrimiento.Por lo tanto,
E2 = Emin =

3

2
hc (4.74)y

h2 = hc =

(

q2

g

)1/3 (4.75)Enton
es la energía en 1 deja de ser un 
ono
ida y se 
al
ula de
E1 = E2 + a (4.76)y la altura de es
urrimiento h1 queda determinada por la raíz más grande del polinomio
ara
terísti
o:

h3
1 − (E2 + a)h2

1 +
q2

2g
= 0 (4.77)
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ahc

hc

h2

h1

E

h

E

hc

min E2

h2 h1

E1

a

(A)

(B)

Figura 4.11: A) Diagrama de energía en 
anales 
on grada de subida, 
uando la grada no 
ontrolael es
urrimiento y el es
urrimiento es de torrente. B) Esquema de alturas de es
urrimientos que sedesarrollan.Propuesto, 
onsidere que se 
ono
e la altura de es
urrimiento h1, y sabemos que la grada
ontrola el es
urrimiento. Determine una rela
ión para 
al
ular q dado h1 y a. Tome el límite
uando h1 → ∞ (o bien a → ∞) y vea que se re
upera la 
omportamiento des
rito paravertederos.Grada de bajadaPropuesto que será 
ontrolado en el ejer
i
io (Fig. 4.13).AngostamientoPropuesto que será 
ontrolado en el ejer
i
io: Anali
e los tipos de es
urrimiento que se puedendesarrollar en el angostamiento de un 
anal re
tangular desde un an
ho b1 a un an
ho b2 < b1.En este 
aso se 
umple que existen dos 
audales por unitarios q1 = Q/b1 y q2 = Q/b2 
on
q2 > q1, y por lo tanto una altura 
ríti
a hc1 y otra hc2, tal que hc1 < hc2.
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ahc

hc h2
h1

E

h

=E

hc

minE 2

h2

h1

E1

a

(A)

(B)

Figura 4.12: A) Diagrama de energía en 
anales 
on grada de subida, 
uando la grada 
ontrolael es
urrimiento. B) Esquema de alturas de es
urrimientos que se desarrollan.
a

hc

hcFigura 4.13: Grada de bajadaEnsan
he.Propuesto que será 
ontrolado en el ejer
i
io (Fig. 4.15).
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hc1
hc2

E

h

(A) Diagrama de energía

(B) Perfl longitudinal

q2

q1

b1 b2

(C) Planta

Figura 4.14: Angostamiento
b1 b2

Figura 4.15: Ensan
he
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ua
iones de movimiento 
anales4.3 Prin
ipio de 
onserva
ión de momentumNo referimos a la segunda ley de Newton apli
ada al es
urrimiento en 
anales. En este 
aso,
onsideremos que el es
urrimiento se desarrolla en x, en un 
anal en pendiente θ (ver Fig.4.16). Del teorema de 
antidad de movimiento, sabemos que:
∑

Fextx = (ρQv)2 − (ρQv)1 (4.78)donde
∑

Fextx = Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ (4.79)donde M es la masa del volumen de 
ontrol, Fp1 y Fp2 son las fuerzas de presión a
tuandoen las se

iones 1 y 2, respe
tivamente, y Fτ es la fuerzas de ro
e.
h

θ

1

Fp1

h2

F
p2

WFigura 4.16: Volumen de 
ontrol para teorema de 
antidad de movimiento en 
anales.Luego, de 
ontinuidad de 
audales sabemos que:
Q = v1Ω1 = v2Ω2 (4.80)enton
es

Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ = ρQ2

(

1

Ω2
− 1

Ω1

) (4.81)suponiendo que sin θ ≈ 0, enton
es
ρQ2

(

1

Ω2

− 1

Ω1

)

= Fp1 − Fp2 − Fτ (4.82)4.3.1 Fun
ión momentaConsideremos ahora el 
aso de un 
anal re
tangular plano donde existe un obstá
ulo en elfondo (Fig. 4.17). Si despre
iamos las pérdidas fri

ionales, pero 
onsideramos que el �ujoejer
e una fuerza Fo sobre el obstá
ulo, de manera que el obstá
ulo ejer
e la misma fuerzaen sentido 
ontrario, se obtiene que:
Fp1 − Fp2 − Fo = ρQ (v2 − v1) (4.83)
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Fo

h2Q

h1

Figura 4.17: Obstá
ulo en el fondo de un 
anal.Si 
onsideramos que la ley hidrostáti
a de presiones es válida en las se

iones 1 y 2, y ademásque el 
anal es re
tangular de an
ho b, enton
es:
1

2
ρgh2

1b −
1

2
ρgh2

2b − Fo = ρ

(

Q2

h2b
− Q2

h1b

) (4.84)o bien:
b

(

1

2
h2

1 +
Q2

h1gb2

)

= b

(

1

2
h2

2 +
Q2

h2gb2

)

+
Fo

ρg
(4.85)Enton
es, usando el 
audal por unidad de an
ho q = Q/b, y de�niendo la fuerza por unidadde an
ho fo = Fo/b, es
ribimos la e
ua
ión anterior 
omo:

M1 = M2 +
fo

ρg
(4.86)donde

M =
q2

gh
+

h2

2
(4.87)es la fun
ión momenta o simplemente momenta en 
anales re
tangulares.Una apli
a
ión es para el 
ál
ulo de la fuerza que debe resistir una 
ompuerta (Fig. 4.18).Si la apertura de la 
ompuerta es a y de
imos que si 
ontrola el es
urrimiento, enton
essabemos que

h2 = µa (4.88)donde µ es el 
oe�
iente de 
ontra

ión. Además, 
omo el �ujo se debe a
elerar, podemosdespre
iar las pérdidas de energía, y por lo tanto:
E1 = E2 (4.89)donde E2 se 
al
ula sabiendo que h2 = µa, y por lo tanto h1 se 
al
ula 
omo la mayor alturadel polinomio 
ara
terísti
o dado que el es
urrimiento aguas arriba de la de la 
ompuerta essub
ríti
o. Es así que 
ono
emos M1 y M2, y por lo tanto, la fuerza fo que debe resistir la
ompuerta se 
al
ula 
omo:

M1 − M2 =
fo

ρg
(4.90)
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h1

h2
a =μ a

q
Fo

Figura 4.18: Fuerza sobre una 
ompuerta.4.3.2 Propiedades de la fun
ión momentaComo vimos anteriormente, la fun
ión momenta en 
anales re
tangulares se es
ribe 
omo:
M =

q2

gh
+

h2

2
(4.91)y es fá
il ver que tiene bastante semejanza 
on la energía espe
í�
a E. Al igual que para E,podemos analizar la 
urva M = f(h) de donde se obtiene que para M = Mo, existen dossolu
iones posibles (Fig. 4.19):

• Solu
ión para h1, 
ara
terizada por grandes alturas (fuerzas de presión) y baja velo
i-dad, y por lo tanto las fuerzas de presión dominan sobre la adve

ión de momentum.
• Solu
ión para h2, 
ara
terizada por baja altura pero gran velo
idad, enton
es, la ad-ve

ión de momentum domina sobre presiones.Además, la fun
ión momenta tiene también un mínimo aso
iado, el que, si bus
amos

∂M

∂h
= − q2

gh2
+ h = 0 (4.92)obtenemos que o
urre en la altura 
ríti
a

hc =

(

q2

g

)1/3 (4.93)Enton
es, podemos de�nir el es
urriminto 
ríti
o 
omo aquel que o
urre 
uando la momentaes mínima, dado un 
audal q dado.Se deja propuesto demostrar que e el 
aso de una se

ión de es
urrimiento 
ualquiera, lamomenta M queda es
rita 
omo:
M =

Q2

gΩ
+ ηΩ (4.94)donde η es la profundidad del 
entro de gravedad.
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M

h

q fijo

M

hc

min Mo

h1

h2Figura 4.19: Fun
ión momenta.4.3.3 Resalto hidráuli
oSi en una situa
ión dada no existen fuerzas del obstá
ulo y se despre
ian los esfuerzos de 
orte,pero si existen pérdidas singulares de energía 
omo lo es en un ensan
he brus
o, enton
es:
M1 = M2 (4.95)Este equilibrio de momentas también o
urre en un resalto hidráuli
o, el 
ual 
ompatibiliza los�ujos super
ríti
as y sub
ríti
os mediante una varia
ión brus
a de la altura de es
urrimiento(dis
ontinuidad matemáti
a de la solu
ión), la 
ual entendemos 
omo una expansión brus
adel es
rurrimiento. En este 
aso, también o
urre que
E1 6= E2 (4.96)y por lo tanto podemos 
ono
er la pérdida de energía de un resalto dado que h1 y h2 estánrela
ionadas entre si mediante el equilibrio de momentas.

hc

h1

h2Figura 4.20: Resalto hidráuli
o.En este 
aso parti
ular de un resalto, las alturas h1 h2 se 
ono
en 
omo alturas 
onjugadas
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ua
iones de movimiento 
analesdel resalto, las 
uales se rela
ionan entre si por:
M1 = M2 (4.97)y

E1 = E2 + Λr (4.98)para los equilibrios de momenta y energía respe
tivamente, donde Λr representa la pérdidade energía en el resalto.Ahora, del equilibrio de momenta se sabe que
q2

gh1
+

h2
1

2
=

q2

gh2
+

h2
2

2
(4.99)y por lo tanto:

q2

g

(

1

h1

− 1

h2

)

=
h2

2

2
− h2

1

2
(4.100)y

q2

g

(h2 − h1)

h1h2
=

1

2
(h2 − h1) (h2 + h1) (4.101)Luego, re
ordando que

Fr2
1 =

q2

gh3
1

(4.102)es el 
uadrado del número de Froude de aguas arriba del resalto, obtenemos que:
(

h2

h1

)2

+

(

h2

h1

)2

− 2Fr2
1 = 0 (4.103)y enton
es

(

h2

h1

)

=
1

2

(

−1 +
√

1 + 8Fr2
1

) (4.104)Análogamente, si usamos
Fr2 =

q2

gh3
2

(4.105)se obtiene que
(

h1

h2

)

=
1

2

(

−1 +
√

1 + 8Fr2
2

) (4.106)A partir de este resultado, podemos 
al
ular la pérdida de energía del resalto 
omo:
Λr = E1 − E2 =

q2

2g

(

1

h2
1

− 1

h2
2

)

+ h1 − h2 = h1 − h2 +
q2

2g

1

(h1h2)2

(

h2
2 − h2

1

) (4.107)
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ua
iones de movimiento 
analesPor otro lado, del equilibrio de momenta se obtiene que:
q2

g
=

h1h2

2
(h1 + h2) (4.108)y por lo tanto, después de manipular algebrai
amente la e
ua
ión, se obtiene:

Λr =
(h2 − h1)

3

4h1h2
(4.109)que es mayor que 
ero dado que h2 > h1.4.3.4 Clasi�
a
ión del resalto hidráuli
oDependiendo del número de Froude del torrente aguas arriba del resalto, se 
lasi�
a:

• Fr1 < 1.7 El resalto es ondulatorio o de ondas, 
ara
terizado por una baja pérdida deenergía. (Fig. 4.21)
hc h2

h2 Figura 4.21: Resalto ondulatorio
• 1.7 < Fr1 < 2.5 Resalto débil: Las ondas se rompen pero las pérdidas de energía sondébiles y apare
en torbellinos en la super�
ie.
• 2.5 < Fr1 < 4.5 Resalto os
ilatorio. El torrente penetra 
omo un 
horro pulsante,lo 
ual genera ondas super�
iales en el río de aguas abajo, las que se propagan en ladire

ión del �ujo.
• 4.5 < Fr1 < 9.0 Resalto esta
ionario o estable.Dependiendo de la ubi
a
ión espa
ial del resalto podemos de
ir que se ubi
an al pie, sonre
hazados o están ahogados. Para ver esta 
lasi�
a
ión, veamos un 
anal 
on una grada desubida en el extremo de aguas abajo, y una 
ompuerta que 
ontrola en el extremo de aguasarriba (Fig. 4.22). Si no existen 
ondi
iones que 
ontrolen el �ujo aguas abajo de la grada
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ua
iones de movimiento 
analesy el torrente generado en la 
ompuerta no es lo su�
ientemente energéti
o 
omo para pasarpor sobre la grada, enton
es el �ujo es 
ríti
o sobre la grada, tal que:
E4 = Emin =

3

2
hc =

3

2

(

q2

g

)1/3 (4.110)Luego,
E4 + zo = E3 (4.111)de donde 
al
ulamos la altura de es
urrimiento en 3 
omo la mayor altura positiva dado queel �ujo en 3 es de río. De igual forma, sabemos que

h2 = µa (4.112)donde a es la apertura de la 
ompuerta y µ es el 
oe�
iente de 
ontra

ión. Con estas dosalturas en 2 y 3, podemos 
al
ular las momentas M2 y M3 y 
ompararlas.
• Si M2 = M3, enton
es de
imos que el resalto está al pie de la 
ompuerta (Fig. 4.22B).
• Si M2 > M3, enton
es el resalto es re
hazado por el torrente impuesto por la 
ompuerta,y dado que aún no vemos fri

ión, se ubi
a al pie de la grada (Fig. 4.22C). En este
aso, la fuerza que que ejer
e la grada sobre el �ujo interviene en el balan
e de fuerzay por lo tanto no es posible de�nir dos se

iones de es
urrimiento tal que se igualen lasmomentas. Esta fuerza por unidad de an
ho fo se 
al
ula de:

M2 = M4 +
fo

γ
(4.113)donde M4 es la momenta en la se

ión 4, aso
iada a la altura 
ríti
a sobre la grada, y

M2 se 
al
ula 
on h2 = µa.En este 
aso de
imos que el resalto es in
ompleto.
• Si M2 < M3, enton
es el resalto se ahoga y enton
es el �ujo impuesto por la gradain�uye el es
urrimiento aguas arriba de la 
ompuerta (Fig. 4.22C). En este 
aso setiene que en la se

ión 2, existen dos alturas relevantes: µa es la altura que determinala velo
idad (fuerza del 
horro), y h′ es la altura que de�ne la fuerza de presión. Poresto, la momenta M2 se 
al
ula 
omo:

M2 =
q2

g(µa)
+

h′2

2
(4.114)Esta momenta (fuerza) es igual a M3 
al
ulado de imponer 
risis en 4, y enton
espodemos 
al
ular h′ dado que 
ono
emos el resto de la informa
ión.Es fá
il ver que también es ne
esario rede�nir la energía en 2, 
omo:

E2 =
q2

g(µa)2
+ h′ (4.115)y 
omo E1 = E2, obtenemos la altura h1 
omo la altura de río.
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h1

h2=μ a

a

q

zohc

hc

(1) (2) (3) (4)

a

q

hc

hc

(1) (2) (3) (4)

Fo

h1

h2=μ aa

q

hc

hc

(1) (2) (3) (4)

Fo

h3

h1

h2=μ a

q

hc

hc

(1) (2) (3) (4)

Fo

h3h'

Figura 4.22: Clasi�
a
ión de resalto al pie, re
hazado o ahogado.4.3.5 Otras propiedadesFormaExperimentalmente se ha determinado que a lo largo del resalto, la 
ota piezométri
a 
oin
ide
on el nivel medio de la super�
ie libre, lo 
ual, sopresivamente, nos indi
a que es válida laley hidrostáti
a de presiones. Este resultado nos ha
e suponer que de plantear equilibrio demomentas para un punto x ubi
ado dentro del resalto, es posible en
ontrar una e
ua
ión quedes
riba la forma de los resaltos. Sin embargo, esto no es posible dado que, si bien la presiónes hidrostáti
a, no 
ono
emos el área que de�ne la velo
idad.
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a E
ua
iones de movimiento 
analesLargoSea lT el largo del resalto, visto 
omo zona 
on torbellinos en super�
ie, o 
on zona de aguasblan
as 
omo se 
ono
e en limnología de ríos, y l la longitud del resalto entre el 
omienzo yel punto de aguas abajo donde es válido suponer hidrostáti
a (Fig. 4.23).
hc

h1

h2

lT

LFigura 4.23: De�ni
ión longitud del resalto.Experimentalmente se ha determinado que:
• Safranez:

l = 4.5h2 (4.116)
• Bakhnete�:

l

hc

= 4.5
h2

hc

(4.117)
on�rmando la rela
ión de Safranez para h2

hc
> 1.5.

• En el 
lási
o que 
ualquier hidráuli
o que se apre
ie debiera tener, Fran
is
o JavierDominguez, se indi
a que:
l

hc

= 18 − 20
h1

hc

(4.118)
• En el Bureau of Re
lamation, se 
onsidera la 
urvas de la Fig. 4.24 para el 
ál
ulopreliminar de la longitud de un resalto.4.3.6 Problemas propuestos
• Anali
e el 
aso de un resalto in
ompleto aguas abajo de un ensan
he.
• Anali
e el 
aso de un resalto en un a
uedu
to en presión.
• Anali
e el 
aso de un resalto en pendiente.
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Figura 4.24:
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Capítulo 5
Resisten
ia al es
urrimiento en 
anales
El es
urrimiento en 
anales es el resultado del balan
e de fuerzas motri
es y fuerzas resistivas.Como vimos en Me
áni
a de Fluidos, las fuerzas motri
es en tuberías se deben a gradientesde presión, mientras que la prin
ipal fuerza motriz en 
anales es la gravedad, para lo 
ual serequiere que en 
anal esté in
linado.Por otro lado, en tuberías, la fuerza fuerza resistiva es el esfuerzo de 
orte que se homogénea-mente a
túa en todo el perímetro de la tubería. Si bien las fuerzas resistivas en 
analestambién se deben a los esfuerzos de 
orte, es ne
esario 
onsiderar que los que a
túan en lasuper�
ie libre son diferentes a los que o
urren en la pared del 
anal. Además, dentro de unamisma se

ión de es
urrimiento, el esfuerzo de 
orte en zonas profundas no es ne
esariamenteigual al de aguas someras. Es posible, sin embargo, analizar la resisten
ia al es
urrimientoen términos de un esfuerzo de 
orte medio, el 
ual se rela
iona 
on las propiedades mediasdel es
urrimiento en la se

ión: velo
idad, área de es
urrimiento, y perímetro mojado.5.1 Esfuerzo de 
orte medio5.1.1 Es
urrimiento uniforme o normalEn este 
aso se 
umple que la altura de es
urrimiento es 
onstante a lo largo de x, lo queimpli
a que la super�
ie libre es paralela al 
anal, y enton
es, 
omo la velo
idad es tambiénuniforme, el nivel de energía es también paralelo al fondo del 
anal. Este des
rip
ión noslleva a que:

i = J (5.1)donde i es la pendiente del terreno, y J es la pendiente del plano de 
arga (Fig. 5.1).82
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θ

DATUM

z

h

v /2g
2

1
i

1
J

Figura 5.1: Flujo uniforme en 
anales abiertos.A partir de un análisis simple del teorema de 
antidad de movimiento, vemos que:
∑

Fext = ρQ (v2 − v1) (5.2)donde Q = v1Ω1 = v2Ω2, y enton
es, 
omo estamos bajo el supuesto de �ujo uniforme,
Ω1 = Ω2, y por lo tanto

∑

Fext = Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ = 0 (5.3)donde Fp1 − Fp2 = 0 dado que estamos 
onsiderando �ujo uniforme. Enton
es:
W sin θ = Fτ (5.4)la 
ual nos indi
a que el �ujo uniforme en 
anales abiertos es aquel en que peso proye
tadoes balan
eado 
on el esfuerzo de 
orte de fondo.Respe
to de la fuerza de 
orte Fτ , sabemos que, sin pérdida de generalidad:

Fτ = ∆x

∫

χ

τodχ = ∆xχτ̄o (5.5)donde χ es el perímetro mojado, τo es el esfuerzo de 
orte lo
al, y τ̄o el esfuerzo de 
ortemedio que a
túa en χ.Por otro lado,
W = ρgΩ∆x (5.6)de donde se obtiene que:

ρgΩ∆x sin θ = ∆xχτ̄o (5.7)y enton
es, de�niendo i = sin θ, obtenemos que:
τ̄o = ρgi

Ω

χ
= ρgiRh (5.8)donde Rh es el radio hidráuli
o.
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a Resisten
ia al es
urrimiento5.1.2 Es
urrimiento gradualmente variadoRe
ordando que el es
urrimiento gradualmente variado era aquel en que, si bien se a
eptan
ambios longitudinales en la propiedades del �ujo, estos eran lo su�
ientemente pequeñosde manera que podíamos suponer que la ley hidrostáti
a de presiones es válida. Bajo estesupuesto, y 
onsiderando la de�ni
ión de variables de la Fig. 5.2, vemos que el teorema de
antidad de movimiento queda es
rito 
omo:
∑

Fext = ρQ (v2 − v1) (5.9)
h

θ

1

Fp1

h�

F
p2

W

�	




�

Figura 5.2: Flujo gradualmente variado en 
anales abiertos.Luego, expresando v2 = v1 + ∂v
∂x

∆x, obtenemos que:
∑

Fext = ρQ
∂v

∂x
∆x (5.10)Además,

∑

Fext = Fp1 − Fp2 + W sin θ − Fτ (5.11)y 
omo Fp2 = Fp1 + ∂Fp

∂x
∆x, obtenemos que:
− ∂Fp

∂x
∆x + ∆xΩgρi − τoχ∆x = ρQ

∂v

∂x
∆x (5.12)y por lo tanto:

Ωρ

(

v
∂v

∂x
+

1

Ωρ

∂Fp

∂x
− gρi

)

= τoχ (5.13)A 
ontinua
ión, expresamos Fp = ρgηΩ, donde η es la profundidad del 
entro de gravedadde Ω. De esta forma, el término ∂Fp

∂x
queda es
rito 
omo:
∂Fp

∂x
= ρg

∂ηΩ

∂h

∂h

∂x
(5.14)
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a Resisten
ia al es
urrimientodonde ne
esitamos 
ono
er ∂ηΩ
∂h

, para lo 
ual expandimos en Taylor el produ
to ηΩ 
omo:
(ηΩ)h+dh = (ηΩ)h +

∂ηΩ

∂h
dh (5.15)Luego, expresamos (ηΩ)h+dh a partir de dos super�
ies: una Ω 
uyo 
entro de gravedad seen
uentra a una profundidad η + dh, y otra dΩ 
uyo 
entro de gravedad se en
uentra a dh/2(Fig. 5.3). Si (ηΩ)h = (ηΩ) se 
umple que:

Ω (η + dh) + dΩ
dh

2
= (ηΩ) +

∂ηΩ

∂h
dh (5.16)y enton
es

Ω +
1

2
dΩ =

∂ηΩ

∂h
(5.17)de donde podemos obtener que

∂ηΩ

∂h
≈ Ω (5.18)

dhdΩ
c.g.

ηFigura 5.3: Super�
ies para 
ál
ulo de (ηΩ)
h+dh

.
Reemplazando este último resultado en (5.19), obtenemos que:

∂Fp

∂x
= ρgΩ

∂h

∂x
(5.19)y

∂

∂x

(

1

2g
v2 + h + z

)

= τo
χ

Ωρg
(5.20)dado que i = − ∂z

∂x
. O bien:

∂B

∂x
=

τo

ρgRh
(5.21)donde ∂B

∂x
= J . Es así que �nalmente se obtiene que:

τo = γRhJ (5.22)
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CI4101: Hidráuli
a Resisten
ia al es
urrimiento5.1.3 E
ua
iones de resisten
iaSe entiende 
omo ley o e
ua
ión de resisten
ia en 
anales a aquellas rela
iones que permitan
al
ular J o τo en fun
ión de las propiedades del �ujo medio v y Rh y de las propiedades delmaterial del 
anal.Fa
tor de fri

iónVimos que la pérdida de 
arga fri

ional en tuberías se puede 
al
ular de la e
ua
ión deDar
y-Weisba
h 
omo:
J =

f

4Rh

v2

2g
(5.23)enton
es:

v =

√

8g

f

√

RhJ (5.24)El problema se redu
e al 
ál
ulo del fa
tor de fri

ión f , el que depende de la rugosidad del
au
e, el número de Reynolds y la forma del 
anal. Al igual que en tuberías, si el �ujo es losu�
ientemente turbulento (altos números de Reynolds), enton
es f deja de depender de Re,y sólo depende de la forma del 
au
e y de la rugosidad del fondo. A pesar que esta e
ua
iónpuede ser usada para el 
ál
ulo de J , la estre
ha dependen
ia de f 
on la forma del 
analha
e in
onveniente su uso prá
ti
o en 
anales.E
ua
ión de Chèzy (1768)Esta e
ua
ión se es
ribe 
omo:
v = c

√

RhJ (5.25)donde c es el 
oe�
iente de Chèzy que tiene unidades de L1/2T−1, y nuevamente es dependientede la forma y rugosidad del 
au
e, y del número de Reynolds, ya que es fá
il ver que serela
iona 
on el 
oe�
iente de fri

ión f 
omo:
c =

√

8g

f
(5.26)E
ua
ión de Gauguillet y Kutter (1869)Esta forma propone un valor experimental para el 
oe�
iente de Chèzy 
omo:

c =
23 + 0.00155/J + 1/n

1 + (23 + 0.00155/J) n√
Rh

(5.27)donde J = i y n es el número de Kutter que depende del tipo de super�
ie.
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CI4101: Hidráuli
a Resisten
ia al es
urrimientoE
ua
ión de Bazin (1897)
c =

87.02

1 + m/
√

Rh

(5.28)donde m es el 
oe�
iente de Bazin que es 
alibrado experimentalmente, sin embargo, noentrega buenos resultados.E
ua
ión de Manning (1889)Esta e
ua
ión fue originalmente derivada para el es
urrimiento uniforme tal que:
v =

1

n
R

2/3
h

√
i (5.29)donde n es el 
oe�
iente de Manning 
uyas unidades son de L−1/3T o bien sm−1/3 en MKS.Si re
ordamos que Q = vΩ, enton
es es
ribimos la e
ua
ión de Manning en su forma másusual:

Qn√
i

= ΩR
2/3
h (5.30)Esta e
ua
ión es de uso generalizado en la a
tualidad y puede 
onsiderarse bastante pre
isa,sin embargo, requiere 
ono
er el valor de n, para lo 
ual existen tablas y metodologíasparti
ulares.

• Cál
ulo del 
oe�
iente de Manning en fun
ión de la aspereza de la pared, ks. A partirde la e
ua
ión de Stri
ker, el número de Manning se 
al
ula 
omo:
n =

k
1/6
s

26.4
(5.31)es importante notar que ks también representa el tamaño de las partí
ulas de sedimentoen la super�
ie de 
a
es naturales.

• En 
au
es naturales, el método de Cowan permite estimar el 
oe�
iente de Manning
omo:
n = m (no + n1 + n2 + n3 + n4) (5.32)donde m es un fa
tor por presen
ia de meandros (
urvas en el 
au
e), no es el valorbase determinado de, por ejemplo Stri
ker, y n1 a n4 dan 
uenta de 
orre

iones porirregularidades en el perímetro mojado, varia
ión de forma y dimensiones de la se

iónde es
urrimiento, presen
ia de obstru

iones y presen
ia de vegeta
ión.
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CI4101: Hidráuli
a Resisten
ia al es
urrimientoLa e
ua
ión de Manning fue desarrollada para es
urrimiento uniforme donde i = J . Sinembargo, se usa también para el es
urrimiento gradualmente variado 
omo:
Qn√

J
= ΩR

2/3
h (5.33)o bien

J =
Q2n2

Ω2R
4/3
h

(5.34)5.1.4 Altura normalComo fue men
ionado anteriormente la e
ua
ión de Manning es la a
tualmente más usada,y nos permite 
ara
terizar el es
urrimiento uniforme, por lo tanto, nos permite 
al
ular laspropiedades que 
ara
terizan este �ujo. Como sabemos, tanto Ω 
omo Rh son fun
iones dela altura de es
urrimiento, y por lo tanto, la e
ua
ión de Manning nos permite 
al
ular ladenominada altura normal, hn que 
ara
teriza el es
urrimiento uniforme.Por ejemplo, si el 
anal es re
tangular muy an
ho, sabemos que b >> h y enton
es
Rh =

bhn

b + 2 ∗ hn
≈ hn (5.35)y enton
es

qn√
i

= h5/3
n (5.36)donde q = Q/b.De esta forma, independientemente de la forma del 
au
e, 
ono
idos Q, n, i y la forma delas 
urvas Ω(h) y Rh(h), la altura normal hn es una altura 
ara
terísti
a del es
urrimiento,la igual que hc lo es. Por lo tanto, la rela
ión entre hn y hc sirve para 
ara
terizar el �ujo:

• hc < hn, el es
urrimiento normal es sub
ríti
o, y este 
aso se denomina de pendientehidráuli
a suave o simplemente pendiente suave.
• hc > hn, el es
urrimiento normal es super
ríti
o, y este 
aso se denomina de pendientehidráuli
a fuerte, o simplemente pendiente fuerte.
• hn = hc, el es
urrimiento normal es 
ríti
o, y se denomina pendiente hidráuli
a 
ríti
a.Por último, sin importar 
ómo o
urra, sabemos que todo sistema físi
o tiende a un equilibrioy por lo tanto podemos de
ir que si forzamos una altura de es
urrimiento distinta a la normalen algún punto del 
anal (por ejemplo 
on una 
ompuerta o 
risis), el �ujo va a bus
ar laaltura normal de es
urrimiento en puntos alejados de esta singularidad. Si bien la forma de
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a Resisten
ia al es
urrimiento
hc

hn

hc

hn

PENDIENTE SUAVE

PENDIENTE FUERTE

Figura 5.4: Clasi�
a
ión de pendientes hidráuli
as suave y fuerte.
ómo o
urre esta transi
ión ha
ia la altura normal la vamos a ver en el 
apítulo siguiente,es importante desta
ar que la prin
ipal 
on
lusión que se obtiene de este 
omportamiento,es que el �ujo normal también determina 
ondi
iones de borde, si es que sabemos que lasúltimas se

iones de 
ontrol hidráuli
o se en
uentran lo su�
ientemente alejadas del tramode 
anal en estudio.
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Capítulo 6
Es
urrimiento gradualmente variado
Re
ordando que el es
urrimiento gradualmente variado es aquel en que 
onsideramos �ujopermanente y no uniforme, sin embargo, 
onsideramos que los 
ambios longitudinales de laspropiedades del �ujo son pequeños, y enton
es, es igualmente válido suponer que las líneasde 
orriente son paralelas, de manera que la ley hidrostáti
a de presiones es válida.En 
apítulos anteriores distinguimos dos tipos de es
urrimiento 
ara
terizados por su pendi-ente hidráuli
a la 
ual puede ser suave o fuerte:

• Si la pendiente hidráuli
a es suave, se tiene que la pendiente del 
anal, i, es baja enrela
ión a la pendiente 
ríti
a (ic) que se obtiene de imponer que hn = hc. Esto impli
aque hN > hc. Luego, 
omo el régimen es de río, el 
ontrol hidráuli
o se en
uentra aguasabajo, y enton
es la altura normal tiende a o
urrir a una 
ierta distan
ia aguas arribadel 
ontrol hidráuli
o (Fig. 6.1).
hc

hn

embalse

gradualmente

variado

flujo uniforme

crisisFigura 6.1: Flujo gradualmente variado en 
anales abiertos. Ejemplo de pendiente suave.
• Si la pendiente hidráuli
a es fuerte, enton
es la pendiente i, es alta en rela
ión a lapendiente 
ríti
a (ic), o bien, hn < hc. En este 
aso, el es
urrimiento naturalmentetiende a una 
ondi
ión de torrente, el 
ual se al
anzaría en un punto alegado de lasse

ión de 
ontrol, y el punto donde aproximadamente se al
anza la altura normal se90



CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variadoubi
a aguas abajo del 
ontrol dado que los torrentes son 
ontrolados por aguas arriba(Fig. 6.2).
hc

hn

embalse gradualmente

variado
flujo uniforme

Figura 6.2: Flujo gradualmente variado en 
anales abiertos. Ejemplo de pendiente fuerte.
Es así que si forzamos (imponemos) una altura de es
urrimiento en un 
ierto punto del
anal, sabemos que el es
urrimiento siempre va tender a al
anzar la altura normal en unpunto alejado de este 
ontrol hidráuli
o, generándose un régimen de transi
ión gradualmentevariado entre la altura de es
urrimiento impuesta en el 
ontrol hidráuli
o, y la altura normalde es
urrimiento.6.1 E
ua
ión diferen
ial de movimientoA partir de Bernoulli entres los puntos 1 y 2 un 
anal (Fig. 6.3) sabemos que:

B1 = B2 + Λf (6.1)donde Λf = J∆x, y
B2 = B1 +

∂B

∂x
∆x (6.2)Enton
es:

∂B

∂x
= −J (6.3)Además sabemos que:

B = E + z (6.4)donde E es la energía espe
í�
a en 
anales, y z es la 
ota de fondo. Por lo tanto, de�niendola pendiente del 
anal 
omo i = − ∂z
∂x
, obtenemos que:

∂E

∂x
= i − J (6.5)
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a Gradualmente variado
DATUM

z

1
Λ f

(1) (2)

h1

v /2g2

θ

h2

Figura 6.3: Bernoulli en 
anales.Por otro lado, sabemos que:
E =

Q2

2gΩ2
+ h (6.6)donde Ω es el área de es
urrimiento, h la profundidad y Q el 
audal. Enton
es

∂E

∂x
= −2

Q2

2gΩ3

∂Ω

∂x
+

∂h

∂x
(6.7)donde

∂Ω

∂x
= l

∂h

∂x
(6.8)
on l el largo super�
ial (ver 
apítulo 4). Enton
es, re
ordando que el número de Froude enuna se

ión de es
urrimiento 
ualquiera es:

F 2
r =

Q2l

gΩ3
(6.9)De esta forma se obtiene �nalmente

∂E

∂x
=
(

1 − F 2
r

) ∂h

∂x
= i − J (6.10)o bien

∂h

∂x
=

i − J

1 − F 2
r

(6.11)Esta última e
ua
ión se 
ono
e 
omo la e
ua
ión del eje hidráuli
o, ya que nos permite
al
ular h(x).Finalmente, si asumimos que la e
ua
ión de Manning es válida para 
ara
terizar el es
urrim-iento gradualmente variado, enton
es
Qn√

J
= ΩR

2/3
h (6.12)o bien

J =
Q2n2

Ω2R
4/3
h

(6.13)
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CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variado6.2 Análisis y 
lasi�
a
ión de ejes hidráuli
osEl análisis que se realiza a 
ontinua
ión permite identi�
ar la forma del eje hidráuli
o depen-diendo de 
ómo sea la 
ondi
ión de borde impuesta por las se

iones de 
ontrol hidráuli
o.Para eso analizaremos el signo de ∂h
∂x

a partir de los signos de i/J y 1 − F 2
r , separadamente.Primero, es fá
il ver que el produ
to ΩR

2/3
h es una fun
ión 
re
iente 
on h (
onsidere el 
asode un 
anal muy an
ho donde ΩR

2/3
h = bh5/3). Además, dado que Q y n son 
onstantes, seobtiene que:

Qn =
√

i
(

ΩR
2/3
h

)

n
=

√
J
(

ΩR
2/3
h

) (6.14)y enton
es:
i

J
=

(

ΩR
2/3
h

)2

(

ΩR
2/3
h

)2

n

(6.15)donde el subíndi
e n nos indi
a que estamos evaluando para el es
urrimiento normal. Es asíque
• Si estamos en un régimen tal que h > hn, y 
omo ΩR

2/3
h es 
re
iente 
on h, el resultado(6.15) nos indi
a que:

(

ΩR
2/3
h

)2

n
<
(

ΩR
2/3
h

)2

⇒ i

J
> 1 (6.16)o bien

i − J > 0 (6.17)
• Si h < hn, enton
es

(

ΩR
2/3
h

)2

n
>
(

ΩR
2/3
h

)2

⇒ i

J
< 1 (6.18)o bien

i − J < 0 (6.19)Luego, podemos analizar el signo de 1 − F 2
r 
omo:

• Si h > hc, se 
umple que F 2
r < 1, y por lo tanto, 1 − F 2

r > 0.
• Si h < hc, se 
umple que F 2

r > 1, y por lo tanto, 1 − F 2
r < 0.De esta forma, dependiendo de la pendiente hidráuli
a podemos analizar los diferentes 
asosy así esquematizar la forma del eje hidráuli
o.
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CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variado6.2.1 Pendiente suaveEn este 
aso se tiene que hn > hc, y enton
es podemos de�nir tres 
asos en fun
ión de h, y
al
ular el signo de ∂h
∂x


omo se muestra en la Table 1Tabla 1: Signo de ∂h

∂x
para �ujo en pendiente suaveCASO i − J 1 − F 2

r
∂h
∂x1: h > hn > hc (+) (+) (+)2: hn > h > hc (-) (+) (-)3: hn > hc > h (-) (-) (+)

• Caso 1: h > hn > hc. Este 
aso 
orresponde a un es
urrimiento de río en pendientesuave, 
uya se

ión de 
ontrol de aguas abajo impuso una altura de es
urrimiento mayorque la altura normal. De la Table 1 vemos que h es 
re
iente 
on x, y enton
es J → 0,resultando que:
∂h

∂x
≈ i (6.20)lo que nos indi
a que el es
urrimiento tiende a ser horizontal en x = ∞. Sabemosademás que en x = −∞ el es
urrimiento es uniforme donde ∂h

∂x
≈ 0 (Fig. 6.4).Este eje hidráuli
o se 
ono
e 
omo S1, o bien río peraltado en pendiente suave, dea
uerdo 
on Fran
is
o Javier Domínguez.

hc

hn

Figura 6.4: Es
urrimiento S1.
• Caso 2: hn > h > hc. Este 
aso es un es
urrimiento de río en pendiente suave, 
uyase

ión de 
ontrol de aguas abajo impuso una altura de es
urrimiento menor a la alturanormal, pero mayor que la altura 
ríti
a. El 
aso más usual es 
uando aguas abajosabemos que hay 
risis. De la Table 1 vemos que h es de
re
iente 
on x, y enton
es

h → hc, donde se 
umple que:
∂h

∂x
→ −∞ (6.21)lo que nos indi
a que el es
urrimiento se a
elera al a
er
arse a la 
risis, aunque es ne
e-sario desta
ar que 
er
a de esta se

ión de 
ontrol, el es
urrimiento no es gradualmente
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CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variadovariado. Sabemos además que en x = −∞ el es
urrimiento es uniforme donde ∂h
∂x

≈ 0(Fig. 6.5).Este eje hidráuli
o se 
ono
e 
omo S2, o bien río deprimido en pendiente suave segúna Fran
is
o Javier Domínguez.
hc

hn

Figura 6.5: Es
urrimiento S2.
• Caso 3: hn > hc > h. Este 
aso es un es
urrimiento de torrente en pendiente suave, el
ual fue forzado por una 
ondi
ión de borde de aguas arriba 
omo una 
ompuerta. Dela Table 1 vemos que h es 
re
iente 
on x, y al igual que en el 
aso S2, la 
urvaturadel eje hidráuli
o tiende

∂h

∂x
→ +∞ (6.22)Sabemos, sin embargo, que el es
urrimiento no al
anza la 
risis, dado que ne
esaria-mente se forma un resalto (Fig. 6.6).Este eje hidráuli
o se 
ono
e 
omo S3, o bien torrente en pendiente suave según Fran-
is
o Javier Domínguez. Demuestre que a medida que se desarrolla este eje hidráuli
oS3, la momenta del torrente disminuye ha
ia aguas abajo, y anali
e la utilidad de esteresultado para determinar la posi
ión de un resalto re
hazado, donde el torrente seimpone por una 
ompuerta en pendiente suave.

hc

hn

Figura 6.6: Es
urrimiento S3.
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a Gradualmente variado6.2.2 Pendiente fuerteEn este 
aso se tiene que hc > hn, y enton
es podemos de�nir tres 
asos en fun
ión de h, y
al
ular el signo de ∂h
∂x


omo se muestra en la Table 2Tabla 2: Signo de ∂h

∂x
para �ujo en pendiente fuerteCASO i − J 1 − F 2

r
∂h
∂x1: h > hc > hn (+) (+) (+)2: hc > h > hn (+) (-) (-)3: hc > hn > h (-) (-) (+)

• Caso 1: h > hc > hn. Este 
aso 
orresponde al es
urrimiento de río en pendiente fuerte,
uya se

ión de 
ontrol de aguas abajo impuso una altura de es
urrimiento mayor quela altura 
ríti
a. Por ejemplo, 
on una 
ompuerta. De la Table 2 vemos que h es
re
iente 
on x, y además, sabemos que el �ujo va a tender a la altura normal, yenton
es h tiende a 
ruzar hc, donde
∂h

∂x
≈ ∞ (6.23)Al igual que el eje hidráuli
o S1, h tiende a ser horizontal en 
aso que la altura dees
urrimiento de río impuesta aguas abajo sea lo su�
ientemente grande tal que J ≈ 0.Este eje hidráuli
o se muestra en la Fig. 6.7, y se 
ono
e 
omo F1, o bien río enpendiente fuerte según Fran
is
o Javier Domínguez.

hc

hn

Figura 6.7: Es
urrimiento F1.
• Caso 2: hc > h > hn. Este 
aso 
orresponde a un es
urrimiento de torrente en pendientefuerte, 
uya se

ión de 
ontrol de aguas arriba impuso una altura de es
urrimientomayor a la normal, pero menor o igual a la 
ríti
a. De la Table 2 vemos que h esde
re
iente 
on x, y h tiende a hn si x → ∞. Este eje hidráuli
o se muestra en laFig. 6.8, y se 
ono
e 
omo F2, o bien torrente peraltado en pendiente fuerte segúnFran
is
o Javier Domínguez.
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a Gradualmente variado
hc

hn

Figura 6.8: Es
urrimiento F2.
• Caso 3: hc > hn > h. Este 
aso 
orresponde a un es
urrimiento de torrente en pendientefuerte, 
uya se

ión de 
ontrol de aguas arriba impuso una altura de es
urrimientomenor a la normal. De la Table 2 vemos que h 
re
e 
on x, y h tiende a hn si x → ∞.Este eje hidráuli
o se muestra en la Fig. 6.9, y se 
ono
e 
omo F3, o bien torrentedeprimido en pendiente fuerte según Fran
is
o Javier Domínguez.

hc

hn

Figura 6.9: Es
urrimiento F3.
6.2.3 Otros 
asosRepita el análisis anterior para esquematizar los ejes hidráuli
os:

• Pendiente 
ríti
a, 
ono
idos 
omo C1 y C3, según si h > hc = hn o h < hc = hn,respe
tivamente.
• Pendiente horizontal, 
ono
idos 
omo H2 y H3, según si h > hc o h < hc, respe
tiva-mente. Note que este 
aso no existe la altura normal de es
urrimiento.
• Pendiente adversa, 
ono
idos 
omo A2 y A3, según si h > hc o h < hc, respe
tivamente.Note que este 
aso tampo
o existe la altura normal de es
urrimiento.El resumen de todas estas 
ombina
iones se muestra en la ya tradi
ional tabla de la página98.
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CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variado6.3 Cál
ulo numéri
o del Eje Hidráuli
oYa dedujimos que la e
ua
ión que des
ribe la varia
ión longitudinal de la altura de es
urrim-iento en 
anales es:
∂h

∂x
=

i − J

1 − F 2
r

(6.24)Se requiere determinar h(x) de integrar esta e
ua
ión, para lo 
ual ne
esitamos 
ono
eruna 
ondi
ión de borde que genéri
amente es
ribimos 
omo que h(x = xo) = ho. Sabemostambién que si el es
urrimiento es sub
ríti
o o de río, enton
es esta 
ondi
ión de borde deter-minará las alturas de es
urrimiento de aguas arriba de xo, mientras que si el es
urrimientoes super
ríti
o, enton
es esta 
ondi
ión de borde determinará las alturas de es
urrimientoaguas abajo del punto xo.Si bien esta des
rip
ión indi
a que el problema de resolver el eje hidráuli
o podría ser un
ál
ulo simple, el término dere
ho de (6.24) es altamente no lineal, ya sea porque:
J =

Q2n2

Ω2R
4/3
h

(6.25)o porque
F 2

r =
Q2l

gΩ3
(6.26)donde l es el largo super�
ial. De esta forma,

∂h

∂x
= f(h) (6.27)donde f(h) es una fun
ión altamente no lineal, la 
ual, salvo para el 
aso invís
ido, no poseesolu
ión analíti
a. Es por este motivo que desde los 
omienzos de la ingeniería hidráuli
a
omo se 
ono
e a
tualmente, ha sido ne
esario 
ontar 
on un esquema numéri
o para resolveresta e
ua
ión. La 
lave que expli
a porqué el esquema de integra
ión numéri
a que se presentaa 
ontinua
ión permane
e aún vigente radi
a en que es un esquema numéri
o simple que fuedesarrollado 
on anterioridad a los primeros 
omputadores, pero también muy pre
iso ya quefuerza el prin
ipio de 
ontinuidad de la energía.Es así que el método de integra
ión numéri
a de la e
ua
ión del eje hidráuli
o, no resuelve(6.24) propiamente tal, sino que se 
entra en 
onservar energía, resultando que la e
ua
iónpor integrar es:

∂B

∂x
= −J (6.28)donde B = E + z es el Bernoulli, E la energía espe
í�
a, z la 
ota de fondo del 
anal, y J lapendiente de plano de 
arga hidráuli
a. Es así que obtenemos una e
ua
ión para la energía

E:
∂E

∂x
= i − J (6.29)
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CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variadodonde i = − ∂z
∂x

es la pendiente del 
anal que asumiremos 
onstante.A 
ontinua
ión, integramos (6.29) entre dos puntos x1 y x2, ubi
ados a lo largo del eje x, talque x2 = x1 + ∆x (Fig. 6.10). Este último 
al
ulo nos permite obtener que:
∫ x2

x1

∂E

∂x
dx =

∫ x2

x1

(i − J) dx (6.30)donde
∫ x2

x1

∂E

∂x
dx = E2 − E1 (6.31)y

∫ x2

x1

(i − J) dx = i∆x −
∫ x2

x1

J dx (6.32)

DATUM

z

1
Λ  =J Δx f

(1) (2)

h1

v /2g2

h2Δx

Figura 6.10: Integra
ión e
ua
ión de energía en 
anales.Luego, sin pérdida de generalidad podemos de�nir J̄ 
omo:
J̄ =

1

∆x

∫ x2

x1

J dx (6.33)y por lo tanto
E2 − E1 =

(

i − J̄
)

∆x (6.34)De esta forma, hemos obtenido una forma dis
retizada para representar la varia
ión longitudi-nal de la energía en 
anales. Existen dos formas de utilizar este último resultado: la primeray no del todo e�
iente, 
onsidera 
al
ular E2 dado que 
ono
emos E1 y aproximamos J̄ ≈ J1,donde J1 es la pendiente del Bernoulli evaluada en el punto h1 (NOTA este razonamiento esen 
aso que el �ujo sea super
ríti
o). La ventaja de esta metodología es que es válida para
ualquier tipo de eje hidráuli
o sin la ne
esidad de 
ono
er 
ómo es su forma, sin embargo,el error en aproximar J̄ ≈ J1 es grande, y nos obliga a 
ontinuamente resolver las raí
es delpolinomio de la energía, y a de�nir 
ual de las dos alturas 
onjugadas h2 es la ade
uada parael problema en estudio.
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CI4101: Hidráuli
a Gradualmente variadoLa segunda forma de usar (6.34) 
onsidera que tanto h1 y h2, y por lo tanto E1, E2, J1 y J2son 
ono
idos. Es así que si
J̄ =

J1 + J2

2
(6.35)podemos 
al
ular la distan
ia ∆x que existe entre los puntos 1 y 2, 
omo:

∆x =
E2 − E1

i − J̄
(6.36)Este método de 
ál
ulo es simpli�
ado ya que no requiere resolver las raí
es del polinomiode la energía, el error en la aproxima
ión es bajo. Sin embargo, requiere un usuario que sepade hidráuli
a de 
anales, debido a que las alturas h1 y h2 deben ser ade
uadamente de�nidasen fun
ión del tipo de eje hidráuli
o que se esté 
al
ulando.Por ejemplo:

• Si el es
urrimiento es sub
ríti
o o de río, enton
es sabemos que el �ujo está 
ondi
ionadopor aguas abajo, y por lo tanto h2 es el dato que 
ono
emos, y h1 puede ser mayor omenor a h2 dependiendo del eje hidráuli
o que se está 
al
ulando:1. Si nos en
ontramos resolviendo un eje hidráuli
o S1, C1 o F1, enton
es h1 < h2.Sin embargo, en 
aso que el eje hidráuli
o S1, también sabemos que h1 > hn,mientras que si el eje hidráuli
o es del tipo C1 o F1, h1 queda limitado por laaltura 
ríti
a (h1 > hc).2. Si nos en
ontramos resolviendo un eje hidráuli
o S2, H2 o A2, enton
es h1 > h2.Además, si el eje hidráuli
o es S2, sabemos también que que h1 < hn. Por el
ontrario, si el eje hidráuli
o es del tipo H2 o A2, enton
es el 
on
epto de alturanormal no existe, y enton
es h1 puede tener 
ualquier valor mayor a h2.
• Si el es
urrimiento es super
ríti
o o de torrente, sabemos que el �ujo está 
ontroladopor aguas arriba, y enton
es la altura h1 es 
ono
ida, y debemos es
oger h2 según eltipo de eje hidráuli
o que estemos resolviendo:1. Si nos en
ontramos resolviendo un eje hidráuli
o F2 enton
es h2 < h1 y h2 > hn.2. Si nos en
ontramos resolviendo un eje hidráuli
o F3 enton
es h2 > h1, pero h2 <

hn.3. Si nos en
ontramos resolviendo un eje hidráuli
o H3, S3, C3 o A3, enton
es en-ton
es h2 > h1, y h2 < hc.A partir de este resultado veamos el 
ál
ulo del eje hidráuli
o S2 que se desarrolla en un 
analre
tangular de an
ho b = 50m, pendiente i = 2 × 10−3, 
audal Q = 20m3s−1 y 
oe�
ientede Manning n = 0.03 sm−1/3. En este 
aso, la altura 
ríti
a es hc = 0.254m y altura normal
hn = 0.458m. Si la 
ondi
ión de borde es 
risis en el extremo de aguas abajo ubi
ado en
x = 200m, enton
es podemos 
onstruir la Table 3 donde xac es 200m menos la distan
ia
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h2 E2 J2 h1 E1 J1 J̄ ∆x xac M10.2537 0.3805 0.0141 0.2639 0.3811 0.0124 0.0133 0.0517 199.9483 0.09670.2639 0.3811 0.0124 0.2741 0.3827 0.0109 0.0117 0.1691 199.7791 0.09710.2741 0.3827 0.0109 0.2843 0.3853 0.0097 0.0103 0.3055 199.4736 0.09780.2843 0.3853 0.0097 0.2944 0.3886 0.0086 0.0091 0.4642 199.0094 0.09880.2944 0.3886 0.0086 0.3046 0.3926 0.0077 0.0082 0.6493 198.3601 0.10000.3046 0.3926 0.0077 0.3148 0.3972 0.0069 0.0073 0.8661 197.4940 0.10140.3148 0.3972 0.0069 0.3250 0.4023 0.0062 0.0066 1.1214 196.3726 0.10300.3250 0.4023 0.0062 0.3352 0.4079 0.0056 0.0059 1.4243 194.9483 0.10490.3352 0.4079 0.0056 0.3454 0.4138 0.0051 0.0053 1.7869 193.1613 0.10690.3454 0.4138 0.0051 0.3556 0.4201 0.0046 0.0048 2.2261 190.9352 0.10910.3556 0.4201 0.0046 0.3658 0.4268 0.0042 0.0044 2.7656 188.1696 0.11150.3658 0.4268 0.0042 0.3759 0.4337 0.0038 0.0040 3.4407 184.7289 0.11410.3759 0.4337 0.0038 0.3861 0.4409 0.0035 0.0037 4.3050 180.4240 0.11680.3861 0.4409 0.0035 0.3963 0.4483 0.0032 0.0034 5.4454 174.9786 0.11970.3963 0.4483 0.0032 0.4065 0.4559 0.0030 0.0031 7.0116 167.9670 0.12280.4065 0.4559 0.0030 0.4167 0.4637 0.0027 0.0028 9.2865 158.6805 0.12600.4167 0.4637 0.0027 0.4269 0.4717 0.0025 0.0026 12.8745 145.8059 0.12940.4269 0.4717 0.0025 0.4371 0.4798 0.0023 0.0024 19.3432 126.4627 0.13290.4371 0.4798 0.0023 0.4473 0.4881 0.0022 0.0022 34.4066 92.0561 0.13650.4473 0.4881 0.0022 0.4575 0.4965 0.0020 0.0021 108.4192 -16.3630 0.1403Tabla 3: Tabla para el 
ál
ulo del eje hidráuli
o S2a
umulada a nuestro punto de ini
io de 
ál
ulo del eje hidráuli
o (x = 200m). Note que loque fue de�nido 
omo 1 en una �la, pasa a ser 2 en la �la de abajo, y enton
es permitimosel desarrollo del eje hidráuli
o.Los resultados de este 
ál
ulo también se gra�
an en la Fig. 6.11A que muestra la alturade es
urrimiento h1 junto a las dos alturas 
ara
terísti
as del �ujo (hc y hc). Además, Fig.6.11B y 6.11C muestran la energía E1 y momenta M1. A partir de estos últimos dos panelesvemos que:
• La mínima distan
ia a x = 200m la 
ual podríamos ubi
ar una grada de 10cm de alturaes en x = 123.3m. Este límite se determina de 
onsiderar el 
aso 
uando existe 
risissobre la grada (Ec = 3/2hc = 0.38m), enton
es el Bernoulli sobre la grada sería igual a

0.48m (línea punteada en Fig. 6.11B). Por lo tanto, si la energía en el 
anal es menorque di
ho límite (puntos ubi
ados a la dere
ha de valor límite de�nido por el 
ír
ulonegro), enton
es la energía en el 
anal no es la su�
iente para subir a la grada.
• Si instalamos una 
ompuerta de abertura a = 22cm y µ = 0.66, se obtiene que lamomenta aso
iada a un es
urrimiento 
uya altura es (µ a) es M = 0.123m2 (líneapunteada en Fig. 6.11C). De esta forma vemos que:� Si la 
ompuerta se ubi
a a la dere
ha del punto negro en x = 167.3m, enton
esel resalto se re
haza, para lo 
ual sería ne
esario 
al
ular el desarrollo del eje
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o S3 para ubi
ar su posi
ión de�nitiva. Además, el eje hidráuli
o quese desarrolla aguas arriba de la 
ompuerta es S1, forzado por una altura ini
ial
h = 0.5m.� Si la 
ompuerta se ubi
a a la izquierda del punto negro en x = 167.3m, enton
esel resalto se ahoga sobre la 
ompuerta ya que la momenta del eje hidráuli
o S2es mayor que la momenta del torrente impuesto por h = µ a. En este 
aso ne
e-sitamos 
al
ular h′ a partir de igualar momenta aguas arriba y aguas abajo delresalto ahogado, y posteriormente igualar energía aguas arriba y aguas abajo dela 
ompuerta, lo 
ual entrega una altura mayor a los 50cm 
al
ulados en el 
asoanterior. Re
uerde que en el 
aso de resaltos ahogados en una 
ompuerta, la alturaque de�ne la velo
idad es h = µ a, mientras que la altura que de�ne la presión es
h = h′.
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C)Figura 6.11: Resultados del 
ál
ulo del eje hidráuli
o. NOTE que fueron realizados 
on unpaso ∆h mu
ho menor que el usado en la Table 3.
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Capítulo 7
Es
urrimiento rápidamente variado
A diferen
ia del es
urrimiento gradualmente variado, el es
urrimiento rápidamente variadoen 
anales se 
ara
teriza porque las 
ondi
iones medias del �ujo 
ambian signi�
ativamenteen distan
ias pequeñas, lo 
ual signi�
a que la 
urvatura de las líneas de 
orriente es grande,y por lo tanto la ley hidrostáti
a de presiones deja de ser válida. En analogía 
on el �ujoen tuberías, la dinámi
a aso
iada al es
urrimiento rápidamente variado se puede 
onsiderar
omo una singularidad en la longitud total del 
anal, que lleva a pérdidas singulares deenergía. Sin embargo, 
omo bien sabemos, la prin
ipal diferen
ia entre el �ujo en tuberías yen 
anales es que la se

ión de es
urrimiento no se 
ono
e, y ese es el resultado que se bus
aobtener. De esta forma, ne
esitamos 
ono
er la dire

ión en que se propaga la informa
iónpara determinar la 
ondi
ión de borde de aguas arriba (en 
aso de torrentes) o aguas abajo(en 
aso de río) de la singularidad. Una vez 
ono
ida esta 
ondi
ión de borde, más la dinámi
adel �ujo en la singularidad, estamos en 
ondi
iones de 
al
ular las 
ondi
iones del �ujo aguasarriba (en 
aso de río) o aguas abajo (en 
aso de torrente) de la singularidad.7.1 VertederosSe entiende 
omo vertedero a una barrera ubi
ada a lo an
ho del 
anal, de manera que el �ujovierte por sobre ésta. Existen diferentes 
lases de vertederos, los 
uales se 
lasi�
an segúnsu espesor (vertederos de pared delgada o an
ha), por la forma de su se

ión (vertederostriangulares, re
tangulares, 
on 
ontra

ión lateral, et
.), o según si el vertedero está o noin�uen
iado por aguas abajo (vertedero ahogado o in
ompleto).Independientemente de qué 
lase de vertedero se esté estudiando, el parámetro prin
ipal quene
esitamos 
ono
er es la denominada 
arga h del vertedero, la 
ual 
orresponde a la alturade agua que existe por sobre el umbral del vertedero (punto alto). Para esto se de�ne que hes la altura de agua sobre el umbral que se en
uentra una distan
ia de 4h aguas arriba delvertedero (Fig. 7.1). 104
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a Rápidamente variado

Figura 7.1: De�ni
ión 
arga sobre el vertedero.7.1.1 Vertederos de pared delgadaConsideremos el 
aso simpli�
ado de un 
anal re
tangular de pared lo su�
ientemente del-gada tal que si espesor no determina la dinámi
a del �ujo, el 
ual posee una aproxima
iónteóri
a para determinar 
ómo se rela
iona el 
audal vertido, 
on la 
arga del vertedero. Estaaproxima
ión se basa en la teoría de Boussinesq, la 
ual fue sorprendentemente validadaexperimentalmente por Bazin. Para esto, 
onsideremos el esquema de la Fig. 7.2 dondeexiste dos super�
ies libres aguas abajo del vertedero, y trabajemos usando un 
audal porunidad de an
ho q = Q/b. Sabemos que si nos 
entramos en el punto donde la super�
ie libreinferior al
anza su máxima altura, las líneas de 
orriente son aproximadamente horizontales,y por lo tanto:
q =

∫ e

0

v dz (7.1)donde e es el espesor del es
urrimiento en este punto máximo y v es la velo
idad. Además,podemos suponer que la velo
idad 
er
a de este punto puede ser des
rita por líneas de 
orri-ente que des
riben ar
os de 
ir
unferen
ia 
on
éntri
os, tal que el ar
o de 
ir
unferen
ia quedes
ribe la super�
ie libre de abajo es Ro, y el de la super�
ie libre de arriba es Ro + e.Luego, usando 
oordenadas polares, vemos que la e
ua
ión de Navier-Stokes se redu
e a:
∂p̂

∂z
=

ρv2

r
(7.2)donde p̂ es la presión motriz que 
ontiene a la gravedad. Este resultado se obtiene de suponer�ujo permanente, sin velo
idad en r y despre
iar la fri

ión vis
osa.Por otro lado, si tomamos un punto A y seguimos su traye
toria a lo largo de la línea de
orriente, obtenemos que el Bernoulli es 
onstante a lo largo de ella. Si despre
iamos lavelo
idad de aproxima
ión al vertedero para 
al
ular el Bernoulli en A, enton
es:

p̂A

γ
=

pA

γ
+ zA = h (7.3)
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Figura 7.2: De�ni
iones ne
esarias para análisis de vertedero de pared delgada.ya que �jamos nuestro datum en la 
resta del vertedero. Usando esto, podemos de
ir queel Bernoulli en 
ualquier punto C ubi
ado en nuestra se

ión de espesor e, es igual a h, yenton
es, dado que la presión p solo puede ser de�nida en puntos donde hay agua,
ǫ + z +

p

γ
+

v2

2g
= ǫ +

p̂

γ
+

v2

2g
= h (7.4)donde v, p, p̂ y z son de�nidas para el punto C.Al derivar este último resultado en z, obtenemos que:

∂ǫ

∂z
+

∂

∂z

p̂

γ
+

1

g
v
∂v

∂z
=

∂h

∂z
(7.5)donde ∂ǫ

∂z
= 0, y ∂h

∂z
= 0, enton
es:

1

ρ

∂p̂

∂z
= −v

∂v

∂z
(7.6)Por lo tanto, de usar el resultado de (7.2), obtenemos

− v
∂v

∂z
=

ρv2

r
(7.7)y enton
es, podemos integrar entre z = 0 y z, lo que nos permite obtener:

v =
Ro

Ro + z
vo (7.8)donde vo es la velo
idad en la super�
ie libre de abajo de�nida en z = 0. Al integrarnuevamente para obtener el 
audal, se obtiene que:

q =

∫ e

0

v dz =

∫ e

0

Ro

Ro + z
vo dz = Rovo ln

(

Ro + e

Ro

) (7.9)
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a Rápidamente variadoA 
ontinua
ión, nos situamos en ambas super�
ies libres, y vemos que 
omo p = 0, se 
umpleque:
h =

v2
o

2g
+ ǫ (7.10)en la super�
ie de abajo, y

h =
v2
1

2g
+ ǫ + e (7.11)en la super�
ie libre de arriba, por lo tanto:

v1

v0
=

√

h − ǫ − e

h − ǫ
(7.12)Además, usando el resultado de (7.8), vemos también que:

v1

v0

=
Ro

Ro + e
(7.13)Si llamamos v1/v0 = k, se tiene que:

Ro = e
k

1 − k
(7.14)y,

e = (h − ǫ)
(

1 − k2
) (7.15)y enton
es:

Ro = (h − ǫ) k (1 + k) (7.16)Si reemplazamos este resultado en (7.9), obtenemos �nalmente que:
q = m h

√

2gh (7.17)donde m es el 
oe�
iente de gasto del vertedero, igual a:
m = k(1 + k) ln

(

1

k

)

(

1 − ǫ

h

)3/2 (7.18)Si se 
onsidera que el 
audal eva
uado por el vertedero es el máximo posible, enton
es m esmáximo, tal que:
∂m

∂k
= 0 (7.19)enton
es, si despre
iamos el término ǫ/h para lo
alizar este máximo, se obtiene

(1 + 2k) ln

(

1

k

)

− (1 + k) = 0 (7.20)que entrega k = 0.4685. Si reemplazamos en la e
ua
ión para m, usando un valor experimen-tal de ǫ/h = 0.115, se obtiene m = 0.435.Bazin determinó a partir de experien
ias realizadas entre 1868 y 1888, que
m = 0.434 (7.21)
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a Rápidamente variado7.1.2 Corre

ión por velo
idad de aproxima
ión, vertedero de pareddelgadaEn el análisis anterior se despre
ió la altura de velo
idad en el 
ál
ulo del Bernoulli aguasarriba, lo 
ual válido si la altura a del vertedero es grande. En 
aso que sea pequeña en
ompara
ión 
on la 
arga h, el resultado anterior se 
orrige 
omo:
q = mh

√

2gh (7.22)
on m el 
oe�
iente de gasto igual a:
• Boussinesq

m = 0.434 + 0.21

(

h

h + a

)2 (7.23)7.1.3 Corre

ión por in
lina
ión de la barrera, vertedero de pareddelgadaVer tabla 6.1 de ar
hivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf.7.1.4 Vertederos triangularesEn estos vertederos se 
umple que para alturas pequeñas, y el 
oe�
iente de gasto dependetanto de la altura h 
omo del ángulo α del vertedero. m se determina de la Figura 6.1de ar
hivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf, y para alturas grandes, se usa un valor
onstante de m de�nido en la Tabla 6.2 del Manual. Las tablas 6.3 y 6.4 permiten 
orregireste valor ini
ial 
onsiderando el efe
to del an
ho del 
anal, y si existe in�uen
ia de la alturade aguas abajo, respe
tivamente.7.1.5 Corre

ión por in�uen
ia de aguas abajo, vertedero de pareddelgadaEn 
aso que la altura de es
urrimiento de abajo sea lo su�
ientemente grande 
omo paraahogar el vertedero, la altura de es
urrimiento de aguas abajo es importante de ser 
onsider-ada en el análisis, para lo 
ual se debe usar la Figura 6.2 del ar
hivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf. Esta �gura muestra un familia de 
urvas, donde los datos hr, h − c y a son 
ono-
idos, por lo tanto los parámetros hr/a (eje verti
al) y hc/a (línea verti
ales en el malladode 
urvas). De esta forma, 
ono
ido el punto donde se 
ruzan la línea hc/a 
on la horizontaldeterminada por hr/a, se pro
ede a ver el valor de h/a, o bien el 
oe�
iente del vertedero m.
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a Rápidamente variado7.1.6 Vertedero de pared delgada 
on 
orre

ión por 
ontra

iónlateralEn este 
aso se tiene que el an
ho del vertedero es l, mientras que el an
ho del 
anal es b. Se
umple que:
Q = m l h

√

2gh (7.24)donde
m = mo

(

1 − 0.2
h

l

) (7.25)en 
aso que b > 9h7.1.7 Vertederos de pared gruesaEn 
aso de in
luir en el análisis el espesor del vertedero, e, 
abe la pregunta que di
ho espesorsea o no relevante para el 
ál
ulo, para lo 
ual es ne
esario de�nir una altura 
ara
terísti
a del�ujo tal que sea posible determinar si el espesor es o no lo su�
ientemente grande. Esta altura
ara
terísti
a es la 
arga h, y para e/h > 3 de
imos que el vertedero es de pared gruesa. Enestos 
asos sabemos que si no existe in�uen
ia de aguas abajo, enton
es de�nimos un punto1 en el extremo de aguas abajo del vertedero, y un punto 0 aguas arriba del vertedero (Fig.7.3), tal que:
B0 = B1 + Λs + Λf (7.26)donde Λs y Λf son las pérdidas de energía singular y fri

ionales, respe
tivamente. Si

Λs = ks
v2

c

2g
(7.27)y

Λf = J e (7.28)enton
es, si expresamos la pérdida fri

ional en fun
ión dela altura de velo
idad en 1 (iguala la 
ríti
a ya que no hay in�uen
ia ed aguas abajo), es posible obtener que
m =

2
(

3 + ks + 2J e
hc

)3/2
(7.29)donde

J =

(

qn

h
5/3
c

)2 (7.30)si suponemos que el vertedero es además muy an
ho.El 
oe�
iente de pérdida singular ke depende de la altura de la grada respe
to de la altura
ríti
a a/hc 
omo se indi
a en la tabla 6.5 de ar
hivo adjunto Manual_CI41A_-_Ch6.pdf.
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Figura 7.3: Vertedero de pared gruesa.En 
aso que no se 
onsideren pérdidas ni fri

ionales ni singulares, enton
es m = 0.385 quese obtiene de imponer ks = 0 y J = 0, o bien de suponer 
risis sobre la grada e igualdad deBernoulli entre 0 y 1.Finalmente, en 
aso que existan in�uen
ia de aguas abajo, se debe usar la tabla 6.6 delManual_CI41A_-_Ch6.pdf, re
ordando que la altura h′ es dato. Enton
es, si el 
audal es
ono
ido, enton
es la 
arga h se debe 
al
ular iterativamente, para lo 
ual se de�ne un valorini
ial de suponer que no existe in�uen
ia de aguas abajo (e
ua
ión (7.29)), y 
al
ular h 
on(7.17), luego 
orregir el 
oe�
iente de gasto m a partir de la tabla 6.6, y re
al
ular h usando(7.17).En 
aso que h sea un dato y se desea 
al
ular el 
audal vertido, enton
es hc es la in
ógnitadel problema, que nuevamente se obtiene iterativamente de la forma: suponer 
oe�
iente degasto ini
ial (m = 0.385) y 
al
ular q de (7.17); 
al
ular hc y re
al
ular m de (7.29).7.1.8 Vertederos de pared intermediaVer Figura 6.3 de Manual_CI41A_-_Ch6.pdf. En 
aso que se q sea dato y se desee 
al
ular

h, enton
es se supone un valor ini
ial de m (m = 0.434 suponiendo pared delgada), 
on estevalor se 
al
ula h (7.17), el 
ual permite 
al
ular a/h y e/h. Luego se ve en la Figura 6.3del Manual, y se determina m/mo (
on mo = 0.434). Luego se 
al
ula h y se veri�
a que elvertedero no sea de pared gruesa (e/h < 3).En 
aso que el vertedero esté ahogado (esté in�uen
iado por aguas abajo), el valor del 
oe�-
iente de gasto de Figura 6.3, se 
orrige usando la Figura 6.4.7.2 Ensan
hes brus
osConsideremos un ensan
he brus
o 
on grada de bajada que se muestra en la Fig. 7.4, yde�nimos el volumen de 
ontrol indi
ado. Al apli
ar el teorema de 
antidad de movimiento
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a Rápidamente variadosobre este volumen de 
ontrol, se obtiene que la altura de es
urrimiento de aguas abajo, h1,determina tanto la presión 
omo la velo
idad, y la altura de es
urrimiento de aguas arriba,
h0, determina la velo
idad de aguas arriba. Sin embargo, a priori no se sabe 
ómo 
uanti�
arla fuerza de presión a
tuando aguas arriba ya que no es válida la ley hidrostáti
a de presionesen las zonas de re
ir
ula
ión bajo la grada o el ensan
he. Es por este motivo que se de�ne la
arga h′ que determina la presión, y se 
onsidera que ésta o
urre en una super�
ie re
tangularde alto ho + a y an
ho b1.

Figura 7.4: Ensan
he brus
o 
on grada de bajada.Considerando esto, es fá
il ver que el TCM puede ser es
rito 
omo (tarea demostrar el detalle):
n

X0
+

1

2
X ′ (Xo + K) =

1

X1
+

X2
1

2
(7.31)donde X0 = h0/hc1, X1 = h1/hc1, X ′ = h′/hc1, K = a/hc1, n = b1/b0, y hc1 la altura 
ríti
ade aguas abajo.A 
ontinua
ión podemos expresar X ′ 
omo la 
ombina
ión lineal entre X1 y X0 + K (o bien

h′ 
omo la 
ombina
ión lineal entre h0 + a y h1), tal que:
X ′ = (1 − ǫ)X1 + ǫ (X0 + K) (7.32). donde ǫ es un número menor igual a 1, que fue determinado experimentalmente igual a:

• ǫ = 1 si� Crisis en 0 - �ujo sub
ríti
o en 1 (
risis-río). Usualmente se 
ono
en las 
ondi
ionesdel �ujo en 1, y se desea diseñar a y n tal que el es
urrimiento en 0 este o no
ontrolado por aguas abajo.
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a Rápidamente variado� Flujo sub
ríti
o en 0 y 1 (río-río). Usualmente se 
ono
en las 
ondi
iones del �ujoen 1, y se desean 
ono
er h0� Flujo super
ríti
o en 0-napa super�
ial-�ujo sub
ríti
o en 1 (torrente, resalto in-
ompleto 
on napa super�
ial, río).En este 
aso de ǫ = 1, el problema se redu
e a:
n

X0
+

1

2
(Xo + K)2 =

1

X1
+

X2
1

2
(7.33)

• ǫ = 1/4 si el �ujo es super
ríti
o en 0-napa sumergida-�ujo sub
ríti
o en 1 (torrente,resalto in
ompleto 
on napa sumergida,río). En este 
aso, el problema se redu
e a:
n

X0

+
1

8
(3X1 + X0 + K) (Xo + K) =

1

X1

+
X2

1

2
(7.34)La distin
ión entre napa super�
ial o sumergida se muestra en la Fig. 7.5, y la Figura 6.8del Manual de�ne el límite entre ambos tipos de resaltos en 
aso que no existan varia
ionesdel an
ho (n = 1). Note que usualmente los valores de X1, X0 y K son 
ono
idos, y enton
essi el punto determinado por X1 y K queda sobre la 
urva límite determinada por el valor

X0, enton
es la napa es super�
ial, mientras que si queda bajo la 
urva límite, la napa essumergida. Anali
e el 
aso de determinar el valor límite de K.

Figura 7.5: Napa super�
ial o sumergida.
7.3 Angostamientos brus
osEn este 
aso no es posible plantear el teorema de 
antidad de movimiento. Es por estoque las rela
iones de 
ál
ulo fueron determinadas experimentalmente por Fran
is
o Javier
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a Rápidamente variadoDominguez y sus alumnos, y se muestran en la Figura 6.11 del Manual. En 
aso de un �ujo
ondi
ionado por aguas abajo, donde h1 > hc1 se 
ono
e, y los ába
os se usa para 
al
ular
h0.
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