Calculo Numeérico



Errores



Tener Presente
Interesa saber cual es el grado de precision y de que depende.

Muchos métodos se basan en sucesiones infinitas que convergen
a la solucion.

Finalmente, se debe truncar la sucesion y determinar el error.
Hay que estudiar la naturaleza de este error.

También interesa conocer la velocidad de convergencia.



Definiciones

Definicion 1:
Sea {Xn} una sucesion gue converge a x, en un espacio
vectorial normado. El error de truncacion n — ésimo sera.

en =Xn-xX

Sea {Bn} una sucesion de numeros reales positivos que
converge a cero, (tipicamente fn = 1/np para algun p entero
positivo). Se dird que la sucesion {Xn} converge con una
velocidad de convergencia caracterizada por un O(f3n) si
existe un constante K positiva, tal que a partir de un cierto n,
para todo n=No

Ilen [l <KBn



Gauss

Que permite resolver sistemas lineales, es un método que no esta
exento de errores.

Porque los numero tienen decimales y dichos numeros se operan,
(+’ T *, /)

Al operar los nUmeros se propagan errores

Hay situaciones en que un error pequeio inicial, al manipularse
produce un error mayor. Esto se denomina Inestabilidad.

Por ejemplo un atraso de 5’ en una ruta de trafico, produce un
retraso de 30’ al llegar al destino.



Sistemas mal Condicionados

La solucion de un sistema de dos por dos, geomeétricamente corresponde a la
interseccion de dos lineas en el plano

a. Si dos rectas son paralelas podra ser infinitas soluciones (coinciden) o no
tendra solucidon (no coinciden). En ambos casos las rectas son
linealmente dependientes y no invertibles.

b. Pero si son casi paralelas, entonces habra una solucion Unica
y Se mueven un poco la soluciéon se encontrara distante de la primera.



Si se considera el sistema;

1.000 2.000 X =130 Su solucion
0.499 1001 |VY 15

Cambiando ligeramente la matriz

1.000 2.000 | X | =] 3.0 Su solucion
0.500 1.001 | Y 1.5

3.0
0.0



Definicidon 2;

Si x* es un ndmero que se aproxima a x, se define el error absoluto como:
EA(X*) = Ix — x*I

Y el error relativo.
ER(X*) = Ix = x*I / Ixl

Se tiene € tal que EA(X*) <€, asix € [x-gXx+g]

Intervalo de confianza X€ [a, b] = x*=[a+Db]/2 eslamejor
aproximacion a x.

Ea(X*) < (b-a)/2



Propagacion de Errores

Una expresion de n nimeros X1,X2,...,Xn se conocen de manera aproximada por X1, X2,..,
X"n.

Entonces el error para cada una de estas aproximaciones: A = Xi - X'i, contribuira al error de la expresion
final:

Z — 7" = ®(X1,X2,....Xn ) — D(X'L, X'2,.., X'n)

Si las derivadas parciales de @ son continuas, por medio de una serie de Taylor.

Existe ¢ en el segmento que una ambas n — tuplas X = (X1,X2,...,Xn)ty X* = (X1, X"2,.., X'n)!

n n o)
talque: Z=Z*+2 9d(X) A+ > J20 %g” (errores pequefios cuadraticos)
719X =1 9Xi 8K

Z-7* =2 9d(X*) Aj
=1 9X



Representacion Punto Flotante

Para la representacion en un computador de los nimeros con una base [3 pre-establecida, coda nimero con
una cantidad finita de digitos p, de la forma:

0.a1a2...apB® representacion en punto flotante
ai € [0,B-1]] y a€[mM]

Asi, la precision del computador quedara caracterizada por: Base 3
el largo maximo de palabra p

el rango del exponente a € [m,M]



Considerando los numeros representados por una Maquina

30T ™
1 I | I I 0
L wN

a—1 —1
Este conjunto es: 4 — 0 +0.111 +0.110 +=0.101 +0.100 +0.111- 2_ +0.1110 - 2_
+0.111-2 +0.110-2 +0.101-2 +£0.100-2 #0.101-2"!' £0.100-27!

7 3 5 1 7 3
Corresponde a: A= i R ) J
i [a) ¥
ii :I:E :l:i +1 :I:ﬁ :I:E
En la representacion de los positivos:
Q@ —0—0—0—70 o Q @ ? Q Q i
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
9/32 13/8

(no hay una distribucion uniforme)



Todo numero cuya representacion sea mayor que M sera considerado «
(Matlab NaN) Not a Number

Todo numero cuya representacion sea menor que m sera considerado 0

Para representar un nimero no representable, debido a que su representacion tiene mas digitos que p. Por
uno representable, el computador debe redondear o truncar en p digitos.

Sea X = s*al*a2..ap*ap+1* pd m<as<M y s€][11] y fl(X)eslarepresentacion de
punto flotante adecuado.

Entonces el error cometido fI(X):

Redondeo: EA(I(X)) =1 X —fl(X)| < (1/2)[ 0, po-+] = BaP/2
ER(I(X)) =1 X —fI(X)I < (1/2)[ 0, Be-P /Bo-1] = p1-+/2

Truncacion: EA(I(X)) =1 X —fI(X)I < (1/2)[ 0, B3] = po-P

ER(FI(X)) =1 X — fI(X)I < (1/2)[ 0, Ba-P /Be-1] = BL-P



Se estima mediante la expresion, la propagacion del error.

Definicién 3 Z-7Z* = Z ®(X*) Aj
=1 9Xj

Una evaluacion de @ es una fuente de error que no ha considerado la expresioén, en la definicion 3.
Por ejemplo si ®(x1,x2) = x1 + x2, asumiendo que x1 y X2 son representables, es decir x1,x2 € A
no necesariamente la suma sera representable y debera aproximarse.

Sin embargo en vez de obtenerse: Z* = ®(X*1,X*2,..,X*n) se obtiene i = fl(D(X*))
Luego si cada operacion hay redondeo, el orden en que hace es importante;
Por ejemplo: ®(x1,x2,x3) = X1 + X2 + X3, con largo de palabra p= 8.

X1 =0.23371258*10*

X2 =0.33678429*102

X3 =-0.33677811*102

fI(X1 + fl(X2 + X3)) = 0.64137126*10°3 (Mejor Algoritmo)
fI(fI(X1 + X2) + X3) = 0.64100000*10-3

X1+ X2+ X3 = 0.641371258*103



Para formalizar la influencia del algoritmo utilizado., si ® se calcula con sucesivas operaciones:

Z = O(X) = DOOED (.. .DOX)... ) = OO o.....0 HO(X)

La matriz Jacobiana (definicién 3) D®(X*) sera el producto de las matrices Jacobianas ®®
en el mismo orden en que se componen estas funciones.

Asi, el aporte del paso del algoritmo a la propagacion del error:

Az ) = apy + DEB () Az donde: g1 = BN A+

El error acumulado a lo largo de todo el algoritmo se aproxima como:

Az~ Az s Dol Do Az +Do(r) - .- DO Way + o+ @y



De acuerdo al ejemplo:

d(x1,x2,x3) = X1 + X2 + X3, con largo de palabra p= 8.
X1 = 0.23371258*104
X2 = 0.33678429*10?
X3 =-0.33677811*102

fI(X1 + fl(X2 + X3)) = 0.64137126*102% (Mejor Algoritmo)
fI(fI(X1 + X2) + X3) = 0.64100000*10-3

X1+ X2 + X3 = 0.641371258*10
X1 Ol X1 U OI0)
X =XO=| X2| —> XO= | X2+X3 | =|V | —> XO@O=U+Vv=2Z

X3

Por lo cual:

100 00 0
D o0 = [0 1 1] D cb<1>=[1,]] E® =[0 8]] —> o = Ll(xz + xs)} E@ = €2 a®@= E,*(X1 + X2 + X3)



La propagacion total del error sera:

AX1 0
AZ = [1, 1, | axe | « [1, 1] E1(X2 + X3)| + €2(X1 + X2 +X3)
AX3

Error de Calculo Error de propagacion del algoritmo

Error relativo, acotado por: IEN <€ 1, donde € = Bi*/2 donde B=10,p=8

Algoritmo 1 - Algoritmo 2

IX2 + X3lel + €2 < IX1+ X2le3 + €4
IX1 + X2 + X3l IX1 + X2 + X3l

IX2 + X3lel < IX1 + X2l€3
IX1 + X2 + X3l IX1 + X2 + X3l

POR ESTE MOTIVO EL ALGORITMO 1, ES MEJOR QUE EL ALGORITMO 2

SER EFICIENTE EN EL ALGORITMO, ES MEJOR



Sistema Ecuaciones
| Ineales



Resolver sistema de Ecuaciones de la Forma:

Donde hay n ecuaciones y n incognitas

Esto se puede escribir de la forma

ari
Qg

an

aii1Z1 +aizz2 + ai3c3 +
Q91T + GopTo + apsTy +
a31T1 +aspxo + assry +

Op1T1 + GpoZa + Gp3Zy + -

au ala aE W alﬂ
Gzz G23 G2n
Gz Gzz -+ G3n
G2 Gz - Guip

AX =

<o+ GinZn
I-Il-—l—aﬂnm“
“rr A3y

T Oy

Il
I2

I3 —

FFE

s

F..oFFe



Se pueden dividir en dos grandes grupos:

Métodos Exactos: Algoritmos finitos que permiten obtener la solucion del
sistema de manera directa. Método de Gauss y una modificacidén de éste
denominado método de Gauss-Jordan

Métodos Aproximados: Utilizan algoritmos iterativos e infinitos y que
calculan las solucién del sistema por aproximaciones sucesivas. Métodos de
Richardson, Jacob y Gauss-Seidel



Métodos de Resolucidn Exacta:

Sistemas Simples:

Valores sélo en las diagonales

ain 0 0 0 71 b bi/a11
0 an 0 0 Ty by ba/ags
0 0 ass 0 T3 = !H — T = b3fa33
0 0 0 Qg Ty by, by / :gwm-



Métodos de Resolucidn Exacta:

Sistemas Simples:

Diagonal Inferior:

air 0 0 0 Tl n
az; axp 0 0 T bo
az1 ap azz -+ 0 z3 — by
aj] G2 @13 - Gig Ty by,

Sistema de Sustitucion progresiva:

i-1
zi = (bi — Eﬂijmj) [aii i=1,2,..,n
=1



Métodos de Resolucidn Exacta:

Sistemas Simples:

Diagonal Superior:

a1l a2 a1z -+ Qip T1 b1
0 axm asg -+ ag, ) b
0 0 azy - axp T3 — b3
{] U {] e ﬂ]_ﬂ, Eﬂ, bﬂ,

Sistema de Sustitucion progresiva:

=i+l

zi = (bi - E %‘3’:.-') /aii i=1,2,..n



La Factorizacion LU:

Supongamos que A se puede factorizar como el producto de una matriz triangular inferior
L con una matriz triangular superior U:

A=LU

Luego:

Ax=b  =—— LUx=b (1)

Si denominamos z a la matriz columna de n filas resultado del producto de las matrices Ux,
tenemos que la ecuacion se puede reescribir del siguiente modo:

Lz=b (2)



A partir de las ecuaciones (1) y (2), es posible plantear un algoritmo para resolver el sistema
de ecuaciones empleando dos etapas:

Primero obtenemos z aplicando el algoritmo de sustitucion progresiva en la ecuacion (2).
Posteriormente obtenemos los valores de x aplicando el algoritmo de sustitucion regresiva
a la ecuacion

Ux =z

El analisis anterior nos muestra lo facil que es resolver estos dos sistemas de ecuaciones
triangulares y lo util que resultaria disponer de un método que nos permitiera llevar a cabo
la factorizacion A=LU. Si disponemos de una matriz A de n*n estamos interesados en
encontrar aquellas matrices.

i 0 0 -« 0 U1l U1z U1z - U4
Iyg ln 0 0 0 usm way -+ ugy

L= a1 lp Iy - 0 U= 0 0 w3 - wugy

'!111 '!112 '!1'13 e '!'I'l-'l'l- 0 0 0 e Upp



Cuando esto es posible, decimos que A tiene una descomposicion LU
A=LU

Se puede ver que las ecuacion anterior no determina de forma unica a L ni a U. De hecho,
para cada i podemos asignar un valor distinto de cero a /; o u; (aunque no ambos).

Por ejemplo, una eleccion simple es fijar lii=1 parai=1,2,..n haciendo de esto modo que
L sea una matriz triangular inferior unitaria. Otra elecciéon es hacer U una matriz
triangular superior unitaria (tomando uii=1 para cada i).

Para deducir un algoritmo que nos permita la factorizacién LU de A partiremos de |la
formula para la multiplicacion de matrices:

min (i,5)

aj; = th‘a“aj = E lis Ug; (3)

s=1 s=1

en donde se ha valido del hecho de que /=0 para s >i'y u =0 para s>j.



En este proceso, cada paso determina una nueva fila de U y una nueva columna de L. En el
paso k, podemos suponer que ya se calcularon las filas 1,2, .., k-1 de U al igual que las
columnas 1,2,..,k-1 de L. Haciendo i=j=k en (3) se obtiene:

k—1
apk = lprUgk Z listisk (4)

s=1

Si especificamos un valor para /,, (o para u,,), a partir de la ecuacién (4) es posible
determinar un valor para el otro término. Conocidas u,, y I, y a partir de la ecuacion (3) se
pueden escribir las expresiones para la k-ésima fila (i=k) y para la k-ésima columna (j=k),
respectivamente:

k=1
Qg =.{M.,u;,-j -I-Z.fkauaj (k+1<j<n) (5)

s=1

k-1
aix = it + ) lisths k+l<i<n) (6)

s=1



En este proceso, cada paso determina una nueva fila de U y una nueva columna de L. En el
paso k, podemos suponer que ya se calcularon las filas 1,2, .., k-1 de U al igual que las
columnas 1,2,..,k-1 de L. Haciendo i=j=k en (3) se obtiene:

k—1
apk = lprUgk Z listisk (4)

s=1

Si especificamos un valor para /,, (o para u,,), a partir de la ecuacién (4) es posible
determinar un valor para el otro término. Conocidas u,, y I, y a partir de la ecuacion (3) se
pueden escribir las expresiones para la k-ésima fila (i=k) y para la k-ésima columna (j=k),
respectivamente:

k=1
Qg =.{M.,u;,-j -I-Z.fkauaj (k+1<j<n) (5)

s=1

k-1
aix = it + ) lisths k+l<i<n) (6)

s=1



Es decir, las ecuaciones (5) y (6) se pueden emplear para encontrar los elementos u; y /.
El algoritmo basado en el analisis anterior se denomina factorizacidon de Doolittle cuando
se toman los términos [, =1 para 1<i<n (L triangular inferior unitaria) y factorizacion de
Crout cuando se toman los términos u;=1 (U triangular superior unitaria).

Una implementacion en pseudocddigo del algoritmo para llevar a cabo la factorizacion LU
se muestra

input n,(a;; )

fork=1,2,...,n do
Especificar un valor para lp; 0 ugg -
Calcular el otro término mediante:

k—1
IkkUik = Gk — D g1 lkstsk

forj=k+1,k+2,...,ndo
Ugj (ﬂkj — fkaﬂak) Uik

end

fori=k+1Lk+2,...,ndo
lix (ﬂt‘k - Zf;% fiaﬂaﬂ:) [ukk
end

end
output (I;; ),(u; )




Es interesante notar que los ciclos que permiten el computo de la k-ésima fila de Uy de |la
k-ésima columna de L se pueden llevar a cabo en paralelo, es decir, pueden evaluarse
simultaneamente sobre dos procesadores, lo que redunda en un importante ahorro del

tiempo de calculo.



Ejemplo: Encuentre las factorizaciones de Doolittle y Crout de la matriz:
60 30 20
A= 30 20 15
20 15 12

La factorizacion de Doolittle es, a partir del algoritmo:

N

En vez de calcular la factorizacidon de Crout directamente, la podemos obtener a partir de la
factorizacion de Doolittle que acabamos de ver. Efectivamente, si tenemos en cuenta que la
matriz A es simétrica, es posible comprobar que se cumple la relacion:

L =] =
=
[l = R
u
o~
ﬂﬁg
cmg
[ ]
W= o O
S

Il

B~

Ly

A=LU=UTL

por lo que la factorizacion de Crout resulta ser:

60 0 0 1
A= [ 30 5 0 0
20 5 3 0

[ R
[

) —pTIT



Eliminacion Gauss Basica

llustraremos el método de Gauss aplicando el procedimiento a un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incognitas:

6 —2 2 4 T1 12
12 -8 6 10 To _ 34
3 —13 9 3 T3 N 27
—6 4 1 -—18 T4 —38

Pasos:

1) Multiplicamos la primera ecuacién 12/6 = 2 y la restamos a la segunda

2) Después multiplicamos la primera ecuacion por 3/6 = % vy la restamos a la

3) Multiplicamos la primera ecuacién por -6/6 = -1 y la restamos a la cuarta



El nimero 6 es el elemento pivote de este primer paso y la primera fila, que no sufre
modificacion alguna, se denomina fila pivote. El sistema en estos momentos tiene el
siguiente aspecto:

6 —2 2 4 1 12
0 —4 2 2 z | 10
0 —12 8 1 z3 | 21
0 2 3 —14 4 —26

En el siguiente paso del proceso, la segunda fila se emplea como fila pivote y -4 como
elemento pivote. Aplicamos del nuevo el proceso:

1) Multiplicamos la segunda fila por -12/-4 = 3 y la restamos de la tercera
2) Multiplicamos la segunda fila por 2/-4 =-1/2 y la restamos a la cuarta

Los multiplicadores son en esta ocasién 3y -1/2 y el sistema de ecuaciones se reduce a:

6 —2 2 G T1 12
0 42 2 | 10
0 0 2 —5 I3 - —9
0 0 4 —-13 T4 —21



El ultimo paso consiste en multiplicar la tercera ecuacion por 4/2 = 2 y restarla a la cuarta. El
sistema resultante resulta ser:

6 -2 2 4 Tl 12
0 42 2 z || 10
0 0 2 -5 I3 - —9
0 00 -3 T4 -3

El sistema resultante es triangular superior y equivalente al sistema original (las soluciones
de ambos sistemas coinciden). Sin embargo, este sistema es facilmente resoluble aplicando
el algoritmo de sustitucion regresiva explicada. La solucién del sistema de ecuaciones
resulta ser:



Si colocamos los multiplicadores utilizados al transformar el sistema en una matriz triangular
inferior unitaria (L) ocupando cada uno de ellos la posicién del cero que contribuyd a
producir, obtenemos la siguiente matriz:

B~

Il
= b3l g
[ T e e Y e |
[l e R e B e |

bRl = D

Por otra parte, la matriz triangular superior (U) formada por los coeficientes resultantes tras
aplicar el algoritmo de Gauss, es:

6 -2 2 4
0 -4 2 2
0 02 -5
0 00 -3



Estas dos matrices nos dan la factorizacidon LU de la matriz inicial de coeficientes, A,
expresada por la ecuacion :

6 -2 2 4 1 000 6 2 2 4
12 -8 6 10| 2 100 0 4 2 2
3 139 3| 1 310 0 02 -5
-6 4 1 —18 -1 -1 21 0 00 -3

En la figura se muestra un algoritmo en pseudocddigo para llevar a la practica el proceso basico
de eliminacion gauss que acabamos de describir. En este algoritmo se supone que todos los
elementos pivote son distintos de cero.

input n,(a;; )
fork=12,...,n—1do
fori=k+1,k+2...,ndo
Z ¢ Gig/axk
aji 0
forj=kFk+1,k+2,...,ndo
Qjj  Qjj — 20}
end
end
end

output (ai; )




Método de Gauss-Jordan:

Como hemos visto, el método de Gauss transforma la matriz de coeficientes en una matriz
triangular superior. El método de Gauss-Jordan continla el proceso de transformacién
hasta obtener una matriz diagonal unitaria (aij=0 para cualquieri #j)

Veamos el método de Gauss-Jordan siguiendo con el ejemplo empleado en el apartado
anterior. Aplicando el método de Gauss habiamos llegado a la siguiente ecuacion:

6 -2 2 4 T1 12
0 -4 2 2 o B 10
0 0 2 -5 Iy - —9
0 00 -3 T4 —3

Ahora seguiremos un procedimiento similar al empleado en el método de Gauss.

Tomaremos como pivote el elemento a,,=-3; multiplicamos la cuarta ecuacién por -3/4y la
restamos a la primera:

6 —2 2 0 1 8
0 -4 2 2 T _ 10
0 0 2 -5 Iy o —9
0 00 -3 T4 -3



Realizamos la misma operacion con la segunda y tercera fila, obteniendo:

6 -2 2 0 T1 8
0 4 2 0 o _ 8
0 02 0 T3 N —4
0 0 0 -3 T4 —3

Ahora tomamos como pivote el elemento a;;=2, multiplicamos la tercera ecuacién
por 2/2 =1y larestamos a la primera:

6 2 0 0 T1 12
0 —4 2 0 ] _ 8
0 0 2 0 T3 N —4
0 0 0 -3 T4 -3
Repetimos la operacion con la segunda fila:
6 -2 0 0 1 12
0 —4 0 0 o _ 12
0 02 0 T3 N —4
0 00 -3 T4 —3



Finalmente, tomamos como pivote a22=-4, multiplicamos la segunda ecuacién por -2/-4vy
la sumamos a la primera:

6 00 0 T 6
0 —4 0 0 To _ 12
0 02 0 T3 N —4
0 00 -3 T4 —3

El sistema de ecuaciones anterior es, como hemos visto, fdcil de resolver. Empleando la
ecuacion obtenemos las soluciones:

bi/a11 ,
bafago 3
z = | bafass _ z=|

by [ann



Pivoteo

Sin embargo, los algoritmos de Gauss y Gauss-Jordan que acabamos de describir pueden
dar lugar a resultados erréneos facilmente. Por ejemplo, analicemos el siguiente sistema de
ecuaciones, en el que € es un numero muy pequeio pero distinto de cero:

(1) (2) - (1)

Al aplicar el algoritmo gauss se obtiene el siguiente sistema triangular superior:

(6:5) () = (o)

y la solucidn es:

_—1
22 ==&
z1= (1 —m)e!



En el computador, si € es suficientemente pequefio, los términos:

se computaran como un mismo numero, por loque: z~1 y zi1=0

Il

Sin embargo, la solucién correcta es: { -
2

Tenemos entonces que la solucidn calculada es exacta para x, pero extremadamente

inexacta para x;.

El problema anterior no radica en la pequeriez del término a

i’

sino en su pequeiez relativa

respecto de los otros elementos de su fila. La conclusion que podemos extraer es que un
buen algoritmo debe incluir el intercambio de ecuaciones cuando las circunstancias asi lo

exijan.

Un algoritmo que cumple este requisito es el denominado eliminacion gauss con pivoteo

de filas escaladas.



Métodos lterativos:

El método de Gauss y sus variantes se conocen con el nombre de métodos directos: se
ejecutan a través de un numero finito de pasos y dan lugar a una solucién que seria exacta
si no fuese por los errores de redondeo.

Por contra, un método indirecto da lugar a una sucesion de vectores que idealmente
converge a la solucidn. El calculo se detiene cuando se cuenta con una solucion
aproximada con cierto grado de precision especificado de antemano o después de cierto
numero de iteraciones. Los métodos indirectos son casi siempre iterativos: para obtener la
sucesion mencionada se utiliza repetidamente un proceso sencillo.



Conceptos Basicos

En general, en todos los procesos iterativos para resolver el sistema Ax=b se recurre a una
cierta matriz Q, llamada matriz descomposicion, escogida de tal forma que el problema
original adopte la forma equivalente:

Qx = (Q-A)x+b (7)

La ecuacidn (7) sugiere un proceso iterativo que se concreta al escribir:

Qz® =(Q — A)z*-V +b (k>1) (8)

El vector inicial x{° puede ser arbitrario, aunque si se dispone de un buen candidato como
soluciodn éste es el que se debe emplear. La aproximacion inicial que se adopta, a no ser
qgue se disponga de una mejor, es la idénticamente nula X1=X2=...=Xn=0. A partir de la
ecuacion (8) se puede calcular una sucesidn de vectores x1), x2), ... Nuestro objetivo es
escoger una matriz Q de manera que:

* se pueda calcular facilmente la sucesion [x(].
* la sucesion [xtK)] converja rapidamente a la solucidn.



Como en todo método iterativo, deberemos especificar un criterio de convergencia 6 y un
numero maximo de iteraciones M, para asegurar que el proceso se detiene si no se alcanza
la convergencia. En este caso, puesto que x es un vector, emplearemos dos criterios de
convergencia que se deberan satisfacer simultaneamente:

1. El médulo del vector diferencia, [z%* —z%*-Y)  partido por el mdédulo del vector x, ||=®||

debera ser menor que la convergencia deseada:

5®) — -
AB <
S( o)) <

2. La diferencia relativa del mayor elemento en valor absoluto del vector x%), =, = Max{z;}

deberd ser n (diez) veces menor que 6 :

(k) (k—1)
T’ — Tom )
ABS ( ® ) =10

L



Método de Richardson

El método de Richardson toma como matriz Q la matriz identidad (/). En este caso la
ecuacion (8) queda en la forma:

Ixt) = (J-A)xtk-D4p = k1) k1) (9)

En donde rik1) es el vector residual definido mediante rik-l=p-Ax(k-1),
La matriz identidad es aquella matriz diagonal cuyos elementos no nulos son 1, es decir:

{ﬂij=ﬂ si i#j

y cumple que /A = A, para cualquier valor de A; es decir, es el elemento neutro del
producto matricial. De acuerdo con esto, la ecuacion (9) se puede escribir como:

x®) = xk-1) - Axk-D + b = xk-1) 4 pk-D)



en donde un elemento cualquiera del vector rtk1) vendra dado por la expresion:
pD) i (k1)
i = @ij Ty
i=1

se muestra un algoritmo para ejecutar la iteracion de Richardson. Este método recibe
también el nombre de método de relajacion o método de los residuos

input n,(a;; ),(5 ).(z; ),M
for k=1,2,...,M do
fori=1,2,...,n do
ri < bi — X7, aijz]
end
fori=1,2...,ndo
X — X 11
end
end

ﬂlltpllt k 7{mj ]7(""1' )




Método de Jacobi

En la iteracidn de Jacobi, se escoge una matriz Q que es diagonal y cuyos elementos
diagonales son los mismos que los de la matriz A. La matriz Q toma la forma:

an 0 0 0

0 agp O 0

Q= 0 0 ass 0
0 0 0 v Gan

y la ecuacion general (8) se puede escribir como

Qx = (Q-A)xlk1) + b (10)

Si denominamos R a la matriz A-Q:

0 a2 a3 -+ ain
agr 0 @y -+ a9y,
R=| a3 a3 0 - asz,

Gpl Gpa Gpz -+ 0



la ecuacion (10) se puede reescribir como:

Ox® = -Rx(kD + b

El producto de la matriz Q por el vector columna x%) serd un vector columna. De modo
analogo, el producto de la matriz R por el vector columna x*1) serd también un vector
columna. La expresidn anterior, que es una ecuacion vectorial, se puede expresar por n
ecuaciones escalares (una para cada componente del vector). De este modo, podemos
escribir, para un elemento i cualquiera y teniendo en cuenta que se trata de un producto
matriz-vector:

T T
Eqijmgﬂ = — Zrij..'\:;k_” + b;
j:l j:

Si tenemos en cuenta que en la matriz Q todos los elementos fuera de la diagonal son
cero, en el primer miembro el Unico término no nulo del sumatorio es el que contiene el
elemento diagonal g;, que es precisamente a,. Mas aun, los elementos de la diagonal de R
son cero, por lo que podemos eliminar el término i=j en el sumatorio del segundo
miembro. De acuerdo con lo dicho, la expresidon anterior se puede reescribir como:



Ek] E aij m{k— 1)
J=1g#

de donde despejando x.) obtenemos:

L
- (v 5 o)

=L

que es la expresidn que nos proporciona las nuevas componentes del vector xt) en funcién
de vector anterior x*1) en la iteracion de Jacobi. Se muestra algoritmo de Jacobi.

input n-;{aij ),(8; ) (z; ), M
for k = 1121...,M do
fori=1,2,...,ndo

Ui (b:' — E?:u;ﬁ“if“’j) [aii

end

fori=1,2,...,ndo
I A Uy

end

end
output k ,(z; )




El método de Jacobi se basa en escribir el sistema de ecuaciones en la forma:

(21 = (b1 —a21%2 —a3x3 —--- —an1Zn) fau

zy = (ba— @127 —a32%3— - —anaty) faxn
S (11
| Zn = (bp —a1nT1 —aomT2 — - —) fann

Partimos de una aproximacion inicial para las soluciones al sistema de ecuaciones y
sustituimos estos valores en la ecuacion (11). De esta forma, se genera una nueva
aproximacion a la solucidn del sistema, que en determinadas condiciones, es mejor que la
aproximacion inicial. Esta nueva aproximacion se puede sustituir de nuevo en la parte
derecha de la ecuacién (11) y asi sucesivamente hasta obtener la convergencia.



Método de Gauss-Seidel

La iteracidon de Gauss-Seidel se define al tomar Q como la parte triangular inferior de A
incluyendo los elementos de la diagonal:

air 0O o --- 0

agy axp 0 --- 0
Q=| @3 azx as 0

fIpl Opa Op3 -+ Opp

Si, como en el caso anterior, definimos la matriz R=A-Q

0 a2 a3z -+ ain

0 0 ay - aoy,
R=|0 0 0 - as,

0 0 0 0

y la ecuacion (8) se puede escribir en la forma:

Ox® = -Rxk-D) + b



Un elemento cualquiera, i, del vector Qx*) vendra dado por la ecuacién:

E“‘JE{ ) _ Z“‘J {k—l}

Si tenemos en cuenta la peculiar forma de las matrices Q y R, resulta que todos los
sumandos para los que j > i en la parte izquierda son nulos, mientras que en la parte
derecha son nulos todos los sumandos para los que i < j Podemos escribir entonces:

() n _
E“‘?“"’j = - Z aijmf.-k Y
j=1 j=i+1
. i—1 . n
aizl” + 3 aial? _ =Y a4 b
j=1 j=i+1

de donde despejando x.%, se obtiene:

i=1 7l
m:;k}l _ bi—zaiﬁ;ﬂ _ E agjm;k'ﬂ Jaii
j=1

j=i+1



Obsérvese que en el método de Gauss-Seidel los valores actualizados de x; sustituyen de
inmediato a los valores anteriores, mientras que en el método de Jacobi todas las
componentes nuevas del vector se calculan antes de llevar a cabo la sustitucion. Por contra,
en el método de Gauss-Seidel los calculos deben llevarse a cabo por orden, ya que el nuevo
valor x; depende de los valores actualizados de x,, x,, ..., X; ;.

Algoritmo para la iteracién de Gauss-Seidel.

i[lpl.lt- ﬂ,{ﬂt‘j jv{bi ]1{$i ]:M
fork=1,2,....M do
fori=1.2,....ndo

U; (b: - z;'!;u?ﬁ at‘jmj) [aii

end

fori=1.2,....ndo
Iy 4 Uy

end

end
output & ,(z; )




Interpolacion



Minimos Cuadrados

Un grafico de puntos muestra evidencia de la existencia de una relacion de tipo
polinomios, para polinomios de grado n del tipo:

Y = Ao + A1X + A2X%+ ----- + AnXn

Suponiendo el grafico y sus datos siguientes:

—_ m]
8
o ]
6
] m}
g 4]
m] ¥
N u]
3 2 1 0 1 2 3

(=3.7),(=2,4),(=1,2),(0,0), (1,1.5), (2. 5), (3, 10)



El grafico m muestra un ajuste mediante polinomio de grado (verde) y de grado 3 (rojo).




Para el caso grado n:

AO*N + A12X + A2 2X2%4 ———+ AN 2XN =2V
A0* 2X + A12X2 + A2 2X3+ ————+ An 2X™L = 2YX

*

¥ %X ¥ ¥

A0* 2XN + AT XL + A2 2X2H4 e Ap 2XMHN = 2 YXN



Polinomios de interpolacion de Lagrange

Un polinomio de interpolacidon de Lagrange, p, se define en la forma:
p(z) = yolo(z) + yii(z) + - + yabn(z) = Y vile(z) (12)
k=0

en donde /0, /1, 12,.., In son polinomios que dependen sélo de los nodos tabulados
X1,X2,..,Xn, pero no de las ordenadas Y1, Y2, ..., Yn. La férmula general del polinomio /i es:

t@= 11 7= (13)

J=0,57i



Polinomios de interpolacion de Spline

Una funcidn spline esta formada por varios polinomios, cada uno definido sobre un sub
intervalo, que se unen entre si obedeciendo a ciertas condiciones de continuidad.

Supongamos que disponemos de n+1 puntos, a los que denominaremos nudos, tales que
t0<tl < ..<tn. Supongamos ademas que se ha fijado un entero 0 < k. Decimos entonces

gue una funcion spline de grado k con nudos en t0<tl < .. <tn es una funcién S que
satisface las condiciones:

(1) en cada intervalo (ti-1, ti), S es un polinomio de grado menor o igual a k.

(2) S tiene una derivada de orden (k-1) continua en [tO,tn]



Los splines de grado 0 son funciones constantes por zonas. Una forma explicita de
presentar un spline de grado 0 es la siguiente:

gug..'\:; = ¢g T E [t{l:flg
T = T E|t ,t
s@=d 5 €1 : [t1,t2

Sﬂ.—l{$] =Cp-1 TE [tn.—l-.' tn.]




Los intervalos (ti-1, ti) no se intersectan entre si, por lo que no hay ambigliedad en la
definicion de la funcidn en los nudos. Un spline de grado 1 se puede definir por:

So(z) = aoz +bo z € [tg,t1)

S(z) = 25'1{-"3] =a1z +b :-TE [t1,t2)

Sn—-1(z) =an-12+ bn—1 T € [tn—1,1n)




Splines Cubicos

El spline cubico (k=3) es el spline mas empleado, debido a que proporciona un excelente
ajuste a los puntos tabulados y su calculo no es excesivamente complejo. Sobre cada
intervalo [t0,t1][t1,t2]....[tn-1,tn], S esta definido por un polinomio cubico diferente. Sea
S, el polinomio cubico que representa a S en el intervalo [t,t,,,], por tanto:

So(z)  z €[to,t1)
S(z) = 25'1{5‘3] 5‘3 € [ti,t2)

:S'n._1{$] ..": € [tn—1,tn)

Los polinomios S, ; y §; interpolan el mismo valor en el punto t;, es decir, se cumple:
Si—l(ti) =Yi= Si(ti) 1<i<n

por lo que se garantiza que S es continuo en todo el intervalo. Ademas, se supone que S'y

S$" son continuas, condicion que se emplea en la deduccidon de una expresion para la
funcion del spline cubico.



Aplicando las condiciones de continuidad del spline Sy de las derivadas primera S'y
segunda S", es posible encontrar la expresion analitica del spline. No vamos a obtener
esta expresion, ya que su demostracion queda fuera del ambito de estos apuntes.
Simplemente diremos que la expresion resultante es:

Siz) = FE@tiv1—2)’ + (= —t;)°
+ (”};‘ + *"1;"") (z—t)+ (,%. - *‘T"") (ti1 —z)

En la expresion anterior, h=t,,,-t; y Z0, Z1,...,Zn son incognitas. Para determinar sus
valores, utilizamos las condiciones de continuidad que deben cumplir estas funciones. El
resultado (que tampoco vamos a demostrar) es:

6 6
hi—1zi-1 + 2(hi + hi—1)zi + hiziq1 = (Yit1 — i) — (vi — yi-1)
Ri1 i1




La ecuacion anterior coni=1,2, ... ,n-1 genera un sistema de n-lecuaciones lineales con
n+1 incégnitas Z0, 71, ..., Zn. Podemos elegir z, y z, de forma arbitraria y resolver el
sistema de ecuaciones resultante para obtener los valores de 71, ..., Zn-1

Una eleccidn especialmente adecuada es hacer z,=z,=0. La funcidn spline resultante se
denomina spline cubico natural y el sistema de ecuaciones lineal expresado en forma
matricial es:

uwi Z1 1
( hi ug ho \ ( Zo \‘ ( Uy \‘
ho us By 23 3 V3
hp—3 tUp—2 hp_o Zn—2 Vp—2
k hp—a tUp—1 ) k Zn—3 ) k Vp—1 )
En donde:
hi=ti+1—ti

ui = 2(hi — hi-1) — h%-1
ui-1

bi = 6(yi+1 — vi)
hi

vi = bi — bi-1 — (hi-1)(vi-1)

ui-1



Algoritmo para encontrar los coeficientes z; de un spline cubico.

iﬂput ﬂ?{ti ]?(yi ]
fori=0,1,...,n—1do
hi « tiq1 — 1
bi = 6(%hi+1 —vi) /i
end

uy E{hu + hl)
v b —by
fori=2,3,...,n— 1 do
ui  2(h; +hi—1) —hE_; Juia
vi ¢ by — bj—1 — hij—vi—1/ui-1
end

zn 0
fori=n—1n—-2,...,1do
zi (Vi — hizig1) [us

end
Zg+ 0
output (z; )




Este sistema de ecuaciones, que es tridiagonal, se puede resolver mediante eliminacion
gaussi sin pivoteo como se muestra en el algoritmo. El cddigo acepta como entrada un
conjunto de nodos (t;) y el conjunto de los valores de la funcidn correspondiente (y;) y
produce un vector con los vectores z.. Por ultimo, el valor del spline S en un punto x
cualquiera interpolado se puede calcular de forma eficiente empleando la siguiente
expresion:

Si(z) =yi + (z — ;) [Ci + (z — &) [Bi + (z — ;) Ai]]

En donde:
Ai = (1/6hi)(Zi+1 - Zi)
Bi = Zi/2

Ci = (-1hi/6)zi+1 — (hi/3)Zi + (1/hi)(Yi+1 - Yi)



Calculo Raices



Muchos problemas de ciencia e ingenieria conducen a
determinar las raices de una ecuacion de la forma f(x)=0.

Donde f(x) es una ecuacion diferenciable en un intervalo de
Interes.

Para una ecuacion del tipo: aX? + bX + ¢ = 0, es conocida la
solucion:

X=-b (b%2-4ac)t?
2a

Tambien hay formula para ecuaciones de grado 3 vy
ecuaciones de grado 4.

Pero para un polinomio de grado 5 o superior u otro tipo de
funciones no hay férmulas



Existen una serie de reglas que pueden ayudar a determinar las
raices de una ecuacion:

a. Elteorema de Bolzano, que establece que si una funcion
continua, f(x), toma en los extremos del intervalo [a,b] valores
de signo opuesto, entonces la funcion admite, al menos, una
raiz en dicho intervalo.

b. En el caso en que f(x) sea una funcidn algebraica (polindmica)
de grado n y coeficientes reales, podemos afirmar que tendra n
raices reales o complejas.

c. La propiedad mas importante que verifican las raices racionales
de una ecuacion algebraica establece que si p/qg es una raiz
racional de |la ecuacion de coeficientes enteros:



ag + a1z + a2z’ +...Fapz" =0 (ai € 2)

entonces el denominador g divide al coeficientes a, y el numerador p divide al término
independiente a,,.

Ejemplo: Pretendemos calcular las raices racionales de la ecuacion:
3x3+3x2-x-1=0

Primero es necesario efectuar un cambio de variable x = y/3:

v oy oy
35 +355 5 —1=0

y después multiplicamos por 32: y3 +3y2-3y-9=0

con lo que los candidatos a raiz del polinomio son:

y=9 y=-9
y=3; = -3
y=1 y=-1

Sustituyendo en la ecuacidn, obtenemos que la Unica raiz real es y = -3, es decir,



—_ =3 _ _
=75 = 1

(que es ademas la Unica raiz racional de la ecuacidn). Logicamente, este método es muy
poco potente, por lo que sélo nos puede servir a modo de orientacion.

La mayoria de los métodos utilizados para el calculo de las raices de una ecuacién son
iterativos y se basan en modelos de aproximaciones sucesivas. Estos métodos trabajan del
siguiente modo: a partir de una primera aproximacion al valor de la raiz, determinamos una
aproximacion mejor aplicando una determinada regla de calculo y asi sucesivamente hasta
gue se determine el valor de la raiz con el grado de aproximaciéon deseado.



Método de la Biseccion

Es el método mas elemental y antiguo para determinar las raices de una ecuacion. Esta
basado directamente en el teorema de Bolzano explicado con anterioridad. Consiste en
partir de un intervalo [x,,x;]tal que f(x,)f(x,) <O, por lo que sabemos que existe, al menos,
una raiz real. A partir de este punto se va reduciendo el intervalo sucesivamente hasta
hacerlo tan pequeino como exija la precision que hayamos decidido emplear.

Tarea: Escriba un Algoritmo

Inicialmente, es necesario suministrar al programa el niUmero maximo de iteraciones
Maxlter, la tolerancia ® , que representa las cifras significativas con las que queremos
obtener la solucién y dos valores de la variable independiente, x, y x,, tales que cumplan la
relacion f{x,)f(x,) < 0. Una vez que se comprueba que el intervalo de partida es adecuado,
lo dividimos en dos subintervalos tales que [Xo,(Xo+X1)/2] y [(Xo+X1)/2, X1] y
determinamos en qué subintervalo se encuentra la raiz (comprobando de nuevo el
producto de las funciones).



Repetimos el proceso hasta alcanzar la convergencia (hasta que A < 6) o bien hasta que se
excede el numero de iteraciones permitidas (Iter > Maxlter), en cuyo caso es necesario
imprimir un mensaje de error indicando que el método no converge.

Algunas explicaciones adicionales sobre el método:

El punto medio del intervalo se calcula como Xm = Xo +(X1-X0)/2 en lugar de emplear

Xm = (X1+Xo0)/2. Se sigue de este modo una estrategia general al efectuar célculos
numéricos que indica que es mejor calcular una cantidad afadiendo un pequefno término
de correccidon a una aproximacion obtenida previamente. Por ejemplo, en un computador
de precision limitada, existen valores de x, y x; para los cuales x,, calculado mediante

Xm = (X1+X0)/2 se sale del intervalo [Xo, X1].

La convergencia A se calcula mediante la expresion A = ABS((X1 — X0)/X1) De este modo, el
término A, representa el numero de cifras significativas con las que obtenemos el
resultado.



Método de las aproximaciones Sucesivas

Dada la ecuacidon f(x) = 0, el método de las aproximaciones sucesivas reemplaza esta
ecuacion por una equivalente, x=g(x), definida en la forma g(x)=f(x)+x. Para encontrar la
solucidn, partimos de un valor inicial x, y calculamos una nueva aproximacion x;=g(x,).
Reemplazamos el nuevo valor obtenido y repetimos el proceso. Esto da lugar a una
sucesion de valores {Xo, X1, ..., Xn}, que si converge, tendrd como limite la solucién del
problema.

¥y » mrxl

3 2 | 1

figura del método de aproximaciones sucesivas

En la figura se representa la interpretacién geométrica del método. Partimos de un punto
inicial x, y calculamos y = g(x,). La interseccidn de esta solucion con la recta y=x nos dara un
nuevo valor x, mas préximo a la solucidn final.



Sin embargo, el método puede divergir facilmente. Es facil comprobar que el método sdlo
podra converger si la derivada g'(x) es menor en valor absoluto que la unidad (que es la

pendiente de la recta definida por y=x). Un ejemplo de este caso se muestra en la figura
siguiente.

llustracion grafica de que el método de las aproximaciones sucesivas diverge si la derivada g'(x) > 1

Esta condicion, que a priori puede considerarse una severa restriccion del método, puede
obviarse facilmente. Para ello basta elegir la funcion g(x) del siguiente modo:

g(x) = x + af(x)

de forma que tomando un valor de a adecuado, siempre podemos hacer que g(x) cumpla la
condicion de la derivada.



Método de Newton

Este método parte de una aproximacion inicial x, y obtiene una aproximacién mejor, x,,
dada por la formula:

X1 = Xo - f(X0)/f’(Xo) [14]

La expresion anterior puede derivarse a partir de un desarrollo en serie de Taylor.
Efectivamente, sea r un cero de f y sea x una aproximacion a r tal que r=x+h. Si f"' existe y es
continua, por el teorema de Taylor tenemos:

0 = f(r) = f(X+h) = f(X) + hf’(X) + O(h?) [15]
en donde h=r-x. Si x esta préximo a r (es decir h es pequena), es razonable ignorar el
término O(h?):

0 =f(X) + hf’'(X) = h =-f(X)/f’(X) [16]

A partir de la ecuacién (16) y teniendo en cuenta que r=x+h es facil derivar la ecuacion (14).



Interpretacion geométrica del método de Newton.

El método de Newton tiene una interpretacion geométrica sencilla, como se puede apreciar
del analisis de la figura. De hecho, el método de Newton consiste en una linealizacion de la
funcion, es decir, f se reemplaza por una recta tal que contiene al punto (x,,f(x,)) y cuya
pendiente coincide con la derivada de la funcion en el punto, f(x,). La nueva aproximacién a
la raiz, x,, se obtiene de la interseccidn de la funcidn linear con el eje X de ordenadas.

Veamos como podemos obtener la ecuacién (14) a partir de lo dicho en el parrafo anterior.
La ecuacidn de la recta que pasa por el punto (x,,f(x,)) y de pendiente f(x,) es:

y - fxo) = (xp)(x-x,)

de donde, haciendo y=0 vy despejando x obtenemos la ecuacion de Newton-Raphson (14).
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Dos situaciones en las que el método de Newton no funciona adecuadamente: (a) el método no alcanza la convergencia y (b) el método
converge hacia un punto que no es un cero de la ecuacién.

El método de Newton es muy rapido y eficiente ya que la convergencia es de tipo
cuadratico (el nimero de cifras significativas se duplica en cada iteracion). Sin embargo, la
convergencia depende en gran medida de la forma que adopta la funcidn en las
proximidades del punto de iteracidon. En la figura se muestran dos situaciones en las que
este método no es capaz de alcanzar la convergencia (figura a) o bien converge hacia un
punto que no es un cero de la ecuacion (figura b).



Método de la Secante

El principal inconveniente del método de Newton estriba en que requiere conocer el valor
de la primera derivada de la funcion en el punto. Sin embargo, la forma funcional de f(x)
dificulta en ocasiones el calculo de la derivada. En estos casos es mas util emplear el método
de la secante.

El método de la secante parte de dos puntos (y no sélo uno como el método de Newton) y
estima la tangente (es decir, la pendiente de la recta) por una aproximacion de acuerdo con
la expresion:

F(zo) = f(z1) — f(zo) [17]

L1 — Iy

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (14) del método de Newton, obtenemos la
expresion del método de la secante que nos proporciona el siguiente punto de iteracion:

T1 — IQ

~ f(=1) — f(=z0)

J(=z0) [18]

T9 = Tp



7
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Representacion geométrica del método de la secante.

En la siguiente iteracion, emplearemos los puntos x; y x,para estimar un nuevo punto mas
préximo a la raiz de acuerdo con la ecuacion (18). En la figura se representa
geométricamente este método.

En general, el método de la secante presenta las mismas ventajas y limitaciones que el
método de Newton-Raphson explicado anteriormente.



Método de Steffensen

El método de Steffensen presenta una convergencia rapida y no requiere, como en el caso
del método de la secante, la evaluacion de derivada alguna. Presenta ademas, la ventaja
adicional de que el proceso de iteracion sélo necesita un punto inicial. Este método calcula
el siguiente punto de iteracion a partir de la expresion:

T — . [f{mﬂ]]g
mHLTIR T (@ + (@) — Fa) [13]




Método de la falsa posicion

El método de la falsa posicion pretende conjugar la seguridad del método de la biseccién con
la rapidez del método de la secante. Este método, como en el método de la biseccién, parte
de dos puntos que rodean a la raiz f(x) = 0, es decir, dos puntos x, y x;tales que f(x,)f(x;) <O.
La siguiente aproximacion, x,, se calcula como la interseccién con el eje X de la recta que une
ambos puntos (empleando la ecuacién (18) del método de la secante). La asignacion del
nuevo intervalo de busqueda se realiza como en el método de la biseccidon: entre ambos
intervalos, [x,,%,] ¥ [X,,X,], se toma aquel que cumpla f(x)f(x,) < 0. En la figura se representa
geométricamente este método.

Representaciéon geométrica del método de la falsa posicion.



La eleccidn guiada del intervalo representa una ventaja respecto al método de la secante ya
gue inhibe la posibilidad de una divergencia del método. Por otra parte y respecto al
método de la biseccidon, mejora notablemente la eleccidn del intervalo (ya que no se limita
a partir el intervalo por la mitad).

{a) (b}

Modificacion del método de la falsa posicidon propuesta por Hamming. La aproximacion a la raiz se toma a partir del punto de interseccién con el
eje X de la recta que une los puntos ( x,,f(x,)/2) y (x..f(x;)) si la funcién es convexa en el intervalo (figura a) o bien a partir de la recta que une los
puntos (x,,f(X,)) Y (x,, f(x;)/2) si la funcion es cdncava en el intervalo (figura b).

Sin embargo, el método de la falsa posicion tiene una convergencia muy lenta hacia la
solucidn. Efectivamente, una vez iniciado el proceso iterativo, uno de los extremos del
intervalo tiende a no modificarse (ver figura método). Para obviar este problema, se ha
propuesto una modificacion del método, denominada método de Hamming. Segun este
método, la aproximacion a una raiz se encuentra a partir de la determinacion del punto de
interseccidn con el eje X de la recta que une los puntos ( x,,f(x,)/2) y (x1,f(x;)) si la funcidn es
convexa en el intervalo o bien a partir de la recta que une los puntos (x,,f(x,)) y (X3, f{x;)/2) si
la funcion es concava en el intervalo. En la figura (partes (a) y (b)) se representa
graficamente el método de Hamming.



Como se ha comentado, el método de Hamming requiere determinar la concavidad o
convexidad de la funcidn en el intervalo de iteraciéon. Un método relativamente sencillo para
determinar la curvatura de la funcidén consiste en evaluar la funcion en el punto medio del
intervalo, f(x,,) (en donde x,, se calcula como en el método de la biseccién) y comparar este
valor con la media de los valores de la funcidn en los extremos del intervalo,

= (f(Xo) + f(X1))/2

Tenemos entonces que:

si la funeifn es concava
si la funcidn es convexa

o) { !
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Serie de Taylor y Maclaurin

Si f tiene una representacidn en serie en torno de a, o sea si.

f(x) = 2 Cn(x-a)" Ix—al<R

Entonces los coeficientes son: Cn = f(n)(a)
n!

Sustituyendo Cn en la serie para f, se tiene la serie de Taylor:

. (@ Ia) , "ia) .
flz)= Z f—1[1 —a)" = f(a) f (z — r:z.‘:u—f — (r — a) —f
n!

o : 2!
n=0

En el caso especial donde a =0, se tiene la serie de Maclaurin:

() | U'
flz) = Zf 2" = f(0) +

fr(0) ? frr(0) P
— )

T

=

5 m[m
3!
mno) .
f110) 5,

3!



Funciones pueden ser representadas por series de potencia en torno a a son llamadas
analiticas en a. Funciones analiticas son infinitamente diferenciables en a; eso es que
tiene derivadas de todo orden en a. Sin embargo, no todas las funciones infinitamente

diferenciables son analiticas.

Las sumas parciales de Taylor son:

o @D (a) /(a 1" (a) ") (q)
I,t:;x_]lzzf_—a.r—a = f(a) f a][r—a —I—JC [a [1—(&]2—...+f—a.r—a]|

! . 2! n!

Tn en un polinomio de grado n llamado polinomio de Taylor de grado n de f en a.



Teorema

Si flz)=T,(x)+ R, (x)

g

Y lim R, (x) =0 Paralx—al <R

n—oo

Entonces f es igual a su serie de Taylor serie en el intervalo Ix - al < R; esto es, f es analitica en
a.

Teorema (férmula de Taylor)
Si f tiene n+1 derivadas en el intervalo | que contiene el numero a, entonces

para x en | hay un nimero z estrictamente entre x y a tak que el resto puede
ser expresado como:

f0(z) e

R, (x)= CE (x — a

Para el caso especial n=0, se tiene que:

f(b) =f(a) + f’(c)(b-a)

Es el teorema del valor medio



Series importantes de Macluarin

Serie de Maclaurin

Intervalo de Convergencia

=0
l.'}
=S at=ltrt? L4
n=>0
Ex_%‘ﬁ_l_‘_x_'_rg
T L on! T 1! 21
n=>0
5o
iy o p VT H.E'r'.l+'l .51."3
SN = Z [_ljl (2n+1)! — ° 3!
n=>0
o \-D:_:i p ln :_{‘2?1 L J_ TZ - -
cosxr = > (—1) Gr=l-F+T %
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Ecuaciones Diferenclales
Ordinarias



Las Ecuaciones Diferenciales son algunas de las herramientas matematicas mas usadas en el
modelamiento de fendmenos fisicos. Hay varios métodos para resolver numéricamente el
problema de primer orden con condicion inicial.

Y =f(xy)
Y(xo) = yo [20]

Los métodos que estudiaremos se generalizan facilmente al caso de sistemas de primer
orden, del tipo:

Y’'1=1f1(x,y1,y2, ..., yn), con condiciones iniciales Y1(x0) = n1,
Y’'2 =f2(x,y1,y2, ..., yn), con condiciones iniciales Y2(x0) = n2,

[21]
Y'n =fn(x,y1,y2, ..., yn), con condiciones iniciales Yn(x0) = nn,



Y por lo tanto permiten resolver el problema de orden n, mayor que uno, con condiciones
iniciales
Y =1(x,y,y’, ..., y'"1), con condiciones iniciales

Y(x0) = po,
Y'(x0) = ps,

Y(n_l)(XO) = Hn-1,
Ya que esto se puede reducir al problema anterior mediante el cambio de variables.
Yk=Yk-1 Paratodok=2,..,n, Yl=Y

Con lo que se obtiene el sistema:

Yy = Ya. con condiciones iniciales Y1 (zg) = g,
y2(xo) = ps

Yn—1 = Yn; :
Yn = F(@T 915 s Yn—1), Yn (o) = fn_1.



Y por lo tanto permiten resolver el problema de orden n, mayor que uno, con condiciones
iniciales
Y =1(x,y,y’, ..., y'"1), con condiciones iniciales

Y(x0) = po,
Y'(x0) = ps,

Y(n_l)(XO) = Hn-1,
Ya que esto se puede reducir al problema anterior mediante el cambio de variables.
Yk=Yk-1 Paratodok=2,..,n, Yl=Y

Con lo que se obtiene el sistema:

Yy = Ya. con condiciones iniciales Y1 (zg) = g,
y2(xo) = ps

Yn—1 = Yn; :
Yn = F(@T 915 s Yn—1), Yn (o) = fn_1.



Sea D un dominio del plano que contenga al punto (Xo0,Yo) y sobre el cual la funcidn f sea
continua. Una funcion y sera una solucion del problema [20] sobre [a,b] si ara todo

a<x<b, (XY(X)) €D, existe Y'(X), la derivada tal que Y’(X) = f (X,Y(X)), ademads de satisfacer
la condicion inicial Y(Xo) = Yo.

Teorema
Si los dos puntos (X,Y1), (X,Y2) € a D entonces la recta vertical que los une también
pertenece a D, es decir, (X, AY1 + (1- A)Y2) € D.

Teorema
Sea f una funcion continua sobre el dominio D y Lipschitz en el segundo argumento, es

decir, 3 0 < K tal que:

1 f(X,Y1) —f(X,Y2) I £ KI1Y1-Y21 paratodo (X,Y1), (X,Y2) €ED.
Si (Xo, Yo) pertenecen al interior del dominio D entonces existe un intervalo
I =(Xo—-6, Xo + 6), sobre el cual existira una unica solucion Y(x) del problema.



Para estudiar la convergencia de los métodos numéricos, se debe imponer la hipotesis mas

fuerte, es particular que .',3.)1. Para que debido al teorema del valor medio, se tenga que f sea
. . J‘I .

de Lipschitz en la segunda variable.

Para estudiar la estabilidad del problema, se considera un problema perturbado adecuado que
tenga una solucién Unica sobre un intervalo I. Se considera el problema:

y = f(x,y) + d(z),
y(zg) = yo + &,

donde 6 es una funcidn continua para todo x tal que (x,y) € D, dado y. Se puede probar que
este problema tendra una unica solucidn, que se denota y(x;6,€), sobre un intervalo fijo
| = [Xo- a, Xo+ a], para toda perturbacion que satisfaga ¢l < o, [|d]|oc < €0 para algun

Eosuficientemente pequefio. Asi:

Teorema
Sean la unica solucion al problema de perturbacion planteado sobre el intervalo

I =[Xo- a, X0+ a], entonces:

‘ 1 &
ly(:8,2) — ylloo,s < (le| + ell8]]oc,r)-

—1- Ko




Método de Euler

Se reemplaza la derivada por: dy(x) = y(x+h) — y(x),
dx h

siendo h algun numero pequeno. Asi la ecuacion diferencial se
transforma en ecuaciones de diferencias:

y(x+h) = y(x) + hf(x,y)
con Xk+1 = Xk + h.

se tiene que Y(Xk+1) = Y(Xk) + hf(Xk,Yk)



Método Predictor Corrector

Los métodos predictor corrector hace uso de una formula para una
primera aproximacion Yk+1, seguida de una formula correctora que
hace mejoramiento sucesivos. Asi por ejemplo una primera
aproximacion es:

Y1 = Uk + Mg

Que puede ser mejorada con:

L,
Y1 = Yk + 5 (Y1 + %)

= Yg+ gixf[..l’a-.+1 ; .Ug+1 ) + T yr)).



Hotdy hh

Método Runge — Kutta

Uno de los métodos mas simples y que es muy confiable.

Supodngase una ecuacion (trataremos por el momento con una sola variable) de la forma:

dy =F donde F es del tipo: F(y,t) = m(t)y + g(t)
dt

La grafica de la funcidn se representara como en la figura. Las derivadas de dicha funcidn se
conocen en todo punto, ya que vienen especificadas por la ecuacion diferencial. Si es el

incremento de tiempo, entonces, a primera aproximacion, se tendra como valor de la
funcion después de un tiempo, la cantidad:

y(to+h) =yo + y’h

Esto se puede representar en la figura.



sle)

:tll i‘l'h
derivada

En el caso no lineal que es el que interesa se escribe: y(to+h) = y(to) + hF(y,t)

aungue eso no es precisamente correcto debido a la no linealidad. Como se ve, este
método consiste en tomar una nueva derivada después de cierto tiempo, y asi
sucesivamente, porque la tangente a la curva estd cambiando constantemente su direccion.



Puede entenderse a la funcion F(y,t) como una superficie en tres dimensiones de la cual
nos trasladamos a un campo de tangentes como indica el siguiente dibujo.

e
.r'".,'
,.,.._4..—1._.;-_..---"‘ .
-~ r‘,....‘I"
/'l_._,.--ha-.-.....,.,_..-r -
P e e e el

En cada punto habra una flecha indicando en que direccién hay que moverse. Con este
procedimiento no se sigue exactamente a la curva pero se puede confiar en que escogiendo
suficientemente pequeio habra un error, de tal manera que el resultado final diferira del

valor real por una cantidad del orden de .

El método que acabamos de exponer se conoce como ~"Método de Euler' y ya esta
expuesto. La técnica puede mejorarse si en vez de una recta se toma por ejemplo una
parabola tangente a cada punto de la curva.



Considere ahora la ecuacion y =y, si se toma y=1 en t=0, al desarrollar la funcidn en serie

de potencias alrededor de to =0 se tiene:
2 3 h‘Z h.‘-l

h h
y = yot+hyy+ y{i"‘g,yn‘i‘ =l-h+———t--=e P

eso debido a que:

!

v = -1
w o= () =—(w)'=-(-1)=1
yo = (yp)' =-1

o, . n

No hay ningun argumento que impida desarrollar “y
la funcion en toda su generalidad se tendra:

en serie de potencias pero si se toma

y = F(y1)

. d OFdy  OF OF OF
= —F(y.t 4+ —

Y a' v =srw e T Tt
- F,-F+F,

d
y" = —(F,-F+F)



Los subindices significan derivacion parcial con respecto a la variable indicada; entonces,
para F’”’ se tendra:

1] d dF d a ! ] a
y = EFH*F+EJ‘E+EFE—(%F)*Fﬁ‘ﬂ‘;*r+Efﬂ

Se cambiod el orden de la derivacidn. Sustituyendo F’ resulta lo siguiente:

d d
'yj” — E(EJ‘F‘FFF}‘F"‘ﬂJ‘(ﬂJ‘F+Ff}+E[FIJ‘F+FF]

Resumiendo, se tiene para las tres primeras derivadas:

y = Fly1)
" F,-F+F
" = FyF?+ F}F+ FyF + F{F + FyF; + FyF + F,Fy + Fy
= F,F*+2F}F +2F,F +2F,F, + F

= e
Ll

Por el mismo procedimiento pueden ser encontradas las derivadas de orden superior.
Simbdlicamente se resuelve la ecuacion diferencial tomando todas las derivadas formando
asi una serie de Taylor lo que no es practico porque hay que efectuar una cantidad de
calculos muy grande y tediosa, y eso para cada ecuacion diferencial que se presente.



Se desea conocer una técnica mas general que permita resolver cualquier ecuacion
diferencial, sin necesidad de conocer su forma precisa, para obtener las derivadas; el
método que emplearemos permite calcularlas de otra manera. La base de este concepto es
qgue existen muchas funciones lineales, por ejemplo, los polinomios forman un espacio
vectorial (espacio dual) y por lo tanto puede formarse una base en ese espacio de manera
gue toda funcidn analitica puede expresarse como una combinacion lineal de elementos de
dicha base. Los polinomios tiene propiedades muy interesantes, por ejemplo, en un
polinomio de segundo grado basta conocer tres valores diferentes de la funcidén para
conocer su comportamiento en cualquier otro punto y de esa manera puede encontrarse su
derivada como combinacién de los tres valores conocidos. Es bien sabido que tres puntos
determinan una parabola, de la manera siguiente:




Esta expresion puede también escribirse como un determinante:

1 1 1 1
T Ti To Ij
2 2 .2 .2 |=0

o =

h|l— ——— —

X

| i
| |
| |
Kb lll ,'1 =

parabola



Al hacer operaciones se obtiene un polinomio de segundo grado, asi, puede calcularse
faciimente dy/dt porque es una suma de productos y diferencias. Con el objeto de evitar
una gran cantidad de pasos algebraicos se procede en una forma equivalente pero mas
sencilla como veremos en seguida:

Se toma un punto, definido por (yo + Ay’,to + ph) donde la funcién expresa la derivada de
cualquier curva que pase por ese punto; posiblemente no la curva que nos interesa sino
alguna que pase precisamente por ahi con esa derivada, de acuerdo a la figura:

Yok Fh

curva



Esperamos obtener las derivadas de F en diversos de tales puntos. Dibujemos esta funcién
en tres dimensiones, representando un cambio como el que acabamos de mencionar, se
represente en la siguiente figura.

(e A RY 50+ 0]

ld (’I;‘h}

superficie



Desarrdllese la funcidn en serie de potencias alrededor del punto escogido de la manera
anterior y utilizando los parametros indicados, eso es:

F(yo + MiFy, tg + ph) = F(’y{j,i{]}+}ih:j'_|%+ﬂ-hﬂa_?+ | [22]
+3 (Agthg%{; + 2).;;.’12%}% + ;Lghg%{f— + - )

La pendiente en este punto, entonces, queda expresada en términos de la pendiente en el

punto original, teniendo en cuenta que F como funcion de dos variables puede

desarrollarse en serie de potencias, como acaba de hacerse. Esta ecuacion contiene las

derivadas deseadas; la idea consiste en invertirla. Esto se hace por un procedimiento mas

sencillo, por ejemplo, escribiendo y como:

h?
y= v +hy+ ?y” 4o [23]

Se considerara la hipdtesis de suponer para y un desarrollo de la forma:
Y= W+ ogky+ gk + e [24]

donde aoy al son coeficientes, mientras que kO y k1 se definen como:

ko = hF(yo,to) = hF
k1 = hF(yo + Akg,to + ph)



se tienen dos valores de F uno en cada punto; puede identificarse a ko como el término h, y’
qgue se introdujo en (y(to+h) = yo + y’h). Al expresar y en término de esas dos cantidades se
evita el problema de trabajar con las derivadas; el procedimiento es tan legitimo como lo es el
obtener la funcion, la derivada y la segunda derivada usando tres puntos de la curva. Que
dicho procedimiento sea o no correcto depende de qué tanto coinciden las series [23] y [24]

Entonces, en lugar de tener que invertir el desarrollo [22] se supone gque puede expresarse en
la forma que hemos indicado y se vera que error resulta al hacer esa consideracion. El error
es, naturalmente, la diferencia entre las expresiones [23] y [24].

Al substituir KO y K1 en la segunda de estas series se tiene:

y= %+aFh+ah(F +MFF, + phF,) + oh3 + ... [25].

haciendo también una substitucién en [23] y usando (22] resulta

h? .
V= y+hF+ %[Fﬂ, +F) +oh® 4 - [26].

Por comparacion de [25] y [26] se observa que son muy préoximas una de otra si los
coeficientes de las mismas potencias de h son aproximadamente iguales, o sea, que



Fhogy + Fhoy = hF
h2 Aoy FF, 4+ mply) = (FF, + I, h?

Si la aproximacion no representa a, por lo menos vy, la diferencia entre aquella y el caso real
tiende a cero a tercer orden en h. Como deseamos que el método tenga validez general,
debemos pedir que se cumplan las relaciones

1 1
g+ =1 }.r}:1:§ , ;mn_:i
Si esto se cumple, podemos confiar en nuestro método. Como tenemos cuatro incognitas
y s6lo tres ecuaciones, el sistema esta indeterminado, pero si se toma al = c por ejemplo,
entonces todas las soluciones quedan en términos del parametro y se tendra por
consiguiente :

v = A=

1
2¢
1
ag=1—¢ ;L:E



un valor muy favorecido para c es % porque de esa manera se tiene
A=1

¥ =

(= =1

B2 = RS =

La seleccion de ¢ de ninguna manera aumenta el orden de aproximacion (igualar términos
en

h3) sino que simplifica el cdmputo si se toma un valor adecuado. La técnica que acabamos
de exponer es conocida como " "Método de Runge-Kutta" y puede extenderse para incluir
aproximaciones de orden mayor en las potencias de h. Escribiendo la formula de Runge-
Kutta para cualquier punto se tiene:

Yn+l = Yn + ok + 1k
donde:

ko = hF(yn,tn)
ki = hF(y, + Akg,ty + ph)



Al usar el valor convenido anteriormente para c, resulta

Un+1 = Yn T+ %H.n + %Hl [27]
ko = hF(yp,ty)
k1 = hF(y, + kg, ty + h)

Graficamente, el proceso puede extenderse de la manera siguiente: Primero hay que formar
kO que es el incremento vertical de la figura; con k1 se realiza el segundo paso de Euler en el
punto (yn +&,%, + k) .La formula [27] dice que hay que sumar los dos incrementos y el error

obtenido es del orden de €2cuando hay un error de 2€ al ajustar nuestro elemento de arco
con la parabola.

- N

-t

"-'.n tn+ h



Cuando se hacen los calculos a tercer orden el error ird como €3y el punto resultante se
toma como el peso de tres incrementos. Existen varios métodos de Runge-Kutta y su
elaboracion es mas o menos la misma. Hay otros métodos y todos ellos suponen que son
conocidas las derivadas. La ventaja de los métodos de Runge-Kutta esta en que no hay que
calcular derivadas, ademas, es posible modificar el intervalo (se aumenta o se reduce el
incremento ) de acuerdo con la variacion de la tangente. El inconveniente que representan
estos métodos es el de que hay que realizar un gran numero de calculos para obtener Fy
cada paso esta basado en los anteriores. En general, supdngase que es un punto sobre la
curva y que puede escribirse en términos de uno de sus valores anteriores mas multiplos de
F en diferentes puntos. Se expresa y en serie de potencias y se comparan los dos desarrollos.
En otras palabras, suponemos que:

y = wo+al(y,t1) + SF(y2,ta) +vF(ys,t3) + -

Aqui, la aproximacion (el orden) depende del niumero de puntos que se consideren, uno
para la primera aproximacion, dos para la segunda, etc. Ademas, se supone, como hemos
mencionado, que:

! I?"z n h::i i
y= W+ h-yﬂﬁyﬂ oo o [28]

5
tda



El plan es el mismo que en caso anterior; hay que expresar y(t) en términos de (y0,t0 y
elaborar F en varios puntos para obtener una serie; los valores de F se obtienen con ayuda
de la ecuacién diferencial. Hecho todo lo anterior, la tarea consiste en seleccionar los
coeficientes de tal manera que haya una correspondencia, valida hasta la potencia deseada.

Presentamos ahora varios resultados sin entrar en mas detalles, ya que el procedimiento
es el mismo que se discutid en paginas anteriores. En [28] se escribe la férmula hasta
tener orden, lo que significa que el error es a cuarto orden en h. En ese caso se tiene:

Yntl = Yn+ ;‘—S[H.n + 4K1 + K2)
ko = hF(yp,ty)
[29]
k1 = I?F[’yﬂ_ + %h’.{], fﬂ_ + %h}

ka = hF(yn+ %h‘.u, tn + %h]



Esta férmula se atribuye a Kutta. Hay otra que se atribuye a Heun vy es la siguiente:

Yatl = Yn+ 3(Ko + 3K2)
Ky = hF(yy,ty)
k1 = hF(yy + Lko,ty + 3h) [30]
k2 = hF(yn + 3k1,t0 + 3h)

Noétese que en el incremento de la funcién no aparece k1. Este sélo se usa como un paso
intermedio. Con un método de Runge-Kutta a cuarto orden se obtiene:

1
UYntl = y‘n"’ Efﬁ{]"‘?ﬂl +2H‘2+ Hl‘]}+5f’114} [31]
60 = hF(yn,tn)
k1 = hF(y, + kot + 3h)
32
Ko = hF(’yﬂ + %Hlain + %h} [ ]

k2 = hF(yn + k2,tn +h)



