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¢ Qué es una ecuacion
diferencial?

® Una ecuacion donde la incognita es la
funcion.

® Se utilizan para modelar procesos.

® La derivada modela las variaciones de la
funcion respecto de una variable.

® La segunda derivada modela la variacion
de las variaciones de una funcion.

® etc...
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EDO - EDP

® EDQO: Ecuacion diferencial ordinaria.

e Una variable: Tipicamente el tiempo o el
espacio.

@ EDP: Ecuacion en derivadas parciales.

» Existen derivadas de mas de una variable
iInvolucradas. Ejemplo: 2 coordenadas
espaciales y una temporal.

* Cobra especial interés el dominio de interés
de cada variable.
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Ingredientes de una Ecuacion
Diferencial

@ Expresion diferencial

0% N 0% _ 0
or?  oy?

® Dominio sobre el cual
se aplica.

® Condiciones Iniciales
y/o de borde.
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Ecuaciones Diferenciales
Parciales

@ Una gran cantidad de procesos se
modelan con EDPs de segundo orden
(la expresion diferencial involucra
segundas derivadas).

0%u O0%u O0%u Ju Ju
Al o P Lottt Tt =
Ox? T DOy T 12 Ox Oy

@ Otros procesos requieren EDPs de
ordenes superiores.
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EDPs de segundo orden

d u 0% N (ngu N DE)-U Ou
“Ox2 Oxdy 012 ox Oy
@ Elipticas
e d>0
e Poisson, Laplace, Schrddinger independiente
del tiempo.
» Solo se necesitan condiciones de borde. d = det

@ Parabdlicas
e d=0
e Del calor, Scrodinger dependiente del tiempo.
e Se requieren condiciones iniciales.
® Hiperbdlicas
e d<0
e Ecuacion de Ondas
e Se requieren condiciones iniciales.
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Condiciones de Borde

® Dirichlet
e Se conoce el valor de la funcién en el borde.

w(@) = f(T) VI E N

® Neumann
e Se conoce el valor de la derivada de la funcidn en el borde.

Ju(i)=g(T) VT€ I
® Se pueden utilizar condiciones mixtas.

*f,g funciones conocidas.
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EDPs famosas

® Ecuacion de Navier-Stokes
e Movimiento de un fluido

Du - Ny
pﬁi = pF — Vp + pAa + Vv (V : iT)
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EDPs famosas

@ Ecuacion de Shrodinger

* Descripcion mecano-cuantica de una
particula.

OV -
ih— - (7. ) = (— Ay + Tf’(ﬂ) W (7, 1)
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EDPs famosas

V.D =0 @ Ecuaciones de Maxwell
* Ecuaciones
S.5 0 fundamentales de la
- teoria electromagnética.
_ - 0B
VxE+—=0
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EDPs simples

@ Ecuacion de Laplace

Viu =0

® Ecuacion de Poisson

Viu= f(z,...)
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¢ Como resolver una EDP?

® Meétodos analiticos
e Transformada de Laplace
e Transformada de Fourier
e Series de Fourier
e Separacion de Variables

. "
® Métodos numeéricos
e Diferencias Finitas

e Elementos Finitos
e Volumenes Finitos
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Diferencias Finitas

® Expansion de Taylor
A1
2 6

flaEh) = () £ fo)h+ T

® “Restando’

(3) € (3) o
fx+h)—f(x—"h)=2f(x)h+ [ (er) WCL f (-_-)h.‘g

® Primera derivada

o e : (A — } (3) € (3) €5 __
RN CEIES (T B LIRS LI
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Diferencias Finitas

® Expansion de Taylor
A1
2 6

flaEh) = () £ fo)h+ T

® “Sumando’

) @ (e @ (eq)
f(;;f,r -+ /'3.) + f(;;;,- — h.) — Qf(;l_-) 1 f”(;;{.‘) /'3-2' n f (l);f (_) }_3_4

® Segunda derivada

(o DY Flr— By — 9 F () @ ey L f@ ey
ey = He AW S =20()  fOen) + 1)

CC3501 - Diferencias Finitas - Daniel Calderon S. 14




Diferencias Finitas

® Aproximando ...

flx+h)+ f(x —h)

ff(]) ~ 2h
T+ / r—h)—=2f(x
Py L0 e)+f<}:2 h) — 2f(x)
® Version discreta
) ~ ff—lQJ; fic1

I Ji+ i—1 — 2 i
£1(z) ~ fiv1 + ,;2 1 —2f
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Resolviendo Laplace 2D por
Diferencias Finitas

@ Ecuacion de Laplace

O N D2 _0
or?  oy?

Viu =0

@ Aproximacion de diferencias finitas

"{I...i_|_1_j —+ :u“é.—l.j — QUEJ i "u_..‘-_;__j_|_1 — :u-"i.j—l — QUEJT
h?

- =
® SI hx=hy

)
/ Ly

Ui+1,5 + Uij—1,5 + Uj, j+1 + Ui j—1 — —luu =
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Resolviendo Laplace 2D por
Diferencias Finitas

Uj+1.5 -+ Uj—1. j -+ Uj, 541 + Uj j—1 — —]:U'_? j = 0

@ Ecuacion valida para cada punto al
interior del dominio.

Ui j+1

I

S 4111"1‘

Ui-1je * Ujt1,j
j |

i uz"]'_l
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Resolviendo Laplace 2D por
Diferencias Finitas

® ¢,Qué sucede en los bordes?

» Condiciones Dirichlet
o La funcidn no es incdgnita en el punto i,

uij =D

o Influye sobre las ecuaciones de puntos
vecinos

Ui j+1

I

= 41(,"1'

“i-1,l‘ —I—-o ui+1,j

ui,j_1
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Resolviendo Laplace 2D por
Diferencias Finitas

® ¢,Qué sucede en los bordes?

e Condiciones Newmann
o La funcidn es incognita en i,

" g {
B = ﬂ ~ 1+1132h i=bg — Ujr1,5 = Uj—15 + 2hB

2hB Wi j+1

2“’?'-—1.;} - :u-'-'é..j—l—l -+ '“-"i.j—l — qugi — —2hDB — 4wy

2“1'_1_}'._.

Uj j—1

k4
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Resolviendo Laplace 2D por
Diferencias Finitas

@ Se tiene entonces una ecuacion por
cada incognita.

@ Si se numeran las incognitas, es posible
resolver el problema con herramientas
de algebra lineal.
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Métodos Iterativos

@ También es posible resolver el problema
iterando sobre el mismo dominio.

@ La misma ecuacion discretizada de
Laplace se formula recursivamente.

Uji+1.5 + Uj—1,5 T+ Uj, j+1 + Ui j—1 — 4'”’?'-.;;5 =0

0k ok ok uk — 4qF
y N uf—l—lj -+ ”.E’—lj -+ “E}—|—1 -+ “3}—1 —L“E}

k
_uff—l-l .k
] ] 4
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Métodos Iterativos

@ Puede introducirse un factor de
aceleracion para encontrar la solucion
mas rapido.

— 4uk

i

1.

ok ok ok ok
Ui = = Uy ;T W I

® Este meétodo es llamado de
“Sobrerrelajacion sucesiva’
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Métodos Iterativos

@ Se requiere una condicion de termino:
e NUmero de iteraciones.

e Convergencia (en las iteraciones sucesivas,
la solucidn varia muy poco).

@ Puede utilizarse un paso adaptativo

e Es decir, Al principio utilizar un paso grande
e ir disminuyéndolo a medida que nos
acercamos a la solucion.
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Métodos lterativos
Condiciones de Borde

® Borde Dirichlet

uftl =

1]

ook 2k ok Aok

Ui j+1
L

— 4y j
Uj-1,j - Ujyq,j

ui,j—l

—
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Métodos lterativos
Condiciones de Borde

® Borde Neumann

9,k ok ok
.-u‘r“+1 _ .-u‘{f' L Zit'.-_i_l_j -+ u"'i.j—l—l -+ ft'.-..é__j_
i ] i, ] " 1
OB Uij
- 4“1"}'
ZIIELI'.—I
Ui j-1
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