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EDP ecuacion a derivadas parciales

» involucra funcidon desconocida u de mas de una
variables independientes y algunas de sus derivadas
parciales

» valida sobre un domino geométrico = se requiere
discretizacion

» condiciones de borde y condiciones iniciales

= Estudiar seccion 10.3, capitulo 10, Mathews-Fink
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EDP general sobre rectangulo

a%u 9%u a2u du  du
A B C = —_ — 0.
(x, }) s + Blx, }Jaa + C(x, })} f(xzr et 3},) (1.0.1)

paraXo <X <Xy, Yo Sy < yr vy con las condiciones de frontera

u(x, yo) = byo(x), u(x,yr) = bys(x),
u(xg, ¥) = beo(v), y u(xs, ¥y = by(y)

Estas EDP pueden ser clasificadas en tres grupos:

(1.0.2)

EDP Eliptica: Si B2-4AC<0
EDP Parabdlica: Si B2-4AC=0
EDP Hiperbdlica: Si B2-4AC=>0
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EDPs elipticas
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ec. de Poisson
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Ejemplo ec. Laplace

Ejemplo 1.1. Ecuacion de Laplace — Distribucion de la temperatura en un estado
estacionario.
Considerando la ecuacién de Laplace:

0 ulx.y) | ulx,y)

Viu(x,y) = — + e 0 paraOsx<4,0<y<4

con las condiciones de frontera
u(0, v) =e* —cos y, u(d, y) = e’ cos4 — e*cos y

uilx, ) =cosx —e*, uix.4) = e’ cosx — e* cos4
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La distribucion de la temperatura sobre la placa
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Método diferencias finitas
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Derivacion numerica
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Derivacion ec. diferencias
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Ecs. diferencias

Tabla 6.3 Férmulas de diferencias centradas de
orden O(h?).

; e i _
f(mn)ﬁf T | B ami ?0.1‘&._
1 Nfl—zfﬂ“'l'f—l O'MSC-T'?)“*:Z-&I‘
Pl s & Lo flocions
e — f142f — f-2
f(g}(ﬂ!?{}) - f ! +2h.£

2 —4 Bfc— 4f 1+ f-2
f(d) (1170) ~ f Ji -+ f24
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Formula de diferencias finitas

Airoximg_@o:.u de ’C“C‘(j) (&er'\ua.u..c;"h> |

1 (3) (x '?L-il (4) ;
) flat k) f&)+ b + L@ BRI  BPRE ,

6 24
h ) h2 () h3f(3) (z) Rt £ (z)
(2) f(z— h) = o) — hf (2} + = — 5 “s . e e E

Sumando los desarrollos (1) y (2) eliminamos los términos que contienen las
derivadas impares f'(x), f®(z), fFOU=z), .. -:
2R f(z) = 2h*fW)(x) .
(B = +h)+ f(z —h)=2f(z) + 5 + 54 s
A}ic:;ra despejamos f''(z) de la expresion (3) y obtenemos

flz+h) —2f(@) + flz —h) _2n2f®(z)
f(z) = h2 4)

(4) 2h4f{ﬁj {m) Ehﬁk—ﬁf{ﬂk) (I’) o
- 6! o (2k)!
gi truncamos el desarrollo en serie (4) en la cuarta derivada, entonces existe
un valor c en jz — B,z + h] tal que J
wsif

3t o e F B2 4 (¢)
(5) L " (zo) = it ioz e

—
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Representaciones operador de diferencias
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Meétodo de diferencias finitas MDF (2D)

» Se discretiza regién con grilla regular de paso h en
direcciones x, y
» Se escribe ec. de diferencias para cada punto de la
grilla
» Se obtiene sistema linealdeecs Ali=b
» Se resuelve sistema numéricamente
 método directo tipo Gauss
* método iterativo

MCRivara 2011
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Observaciones MDF

» Se adapta bien a geometrias que son uniones de
rectangulos

» Es intuitivo, facil de explicar y entender

» No maneja bien dominios complejos ni condiciones
de borde sobre bodes curvos

» Existen otros métodos numéricos mas generales,
pero mas complejos: método de elementos finitos
MEF

MCRivara 2011
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Conds borde EDP eliptica

» Dirichlet = funcidn conocida en el borde del
dominio

»Newmann = es necesario escribir ecuaciéon especial
sobre puntos del borde.

MCRivara 2011
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Dificultades implementacién MDF con

método tipo Gauss

» Necesidad de mapear dos numeraciones

MCRivara 2011
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Ejemplo con grilla de 5 x5

”2;5 “3;5 ”4‘,5 — N u= U
d - - - - o u5’4
Con c_owuj) FD'W‘\M& it Py Pg Ps
- - - 35,3
Ps Pe
- " T us 2
Po P3 (\
H3 g =l 5\)
- — —itg 1 — WL.2 J
___4_‘191 & R L : — — k3 1
oy — 4fs <+ 3 + Ps = —U4,1 — U5,2
Pz — 4_}33 o e — —-u1,3
o — 4ps + Ps Al i s i} '
- P2 + pa —4ps + Pe ~ N——
| ps .. T+ Ps—4pPe o o — u1,4
P4 gy T R e :
' Ps 4+ pr—A4ps + DPs = U35

I

- —Ua 5 — U5,4

= Pe + ps — 4pg ==.. %
|
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Uy 5= 180 u3,5=180 1y 5 =180

&>
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B R b e . . Tl =0
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Cond. Newmann %:0 sobre rectangulo

e —

(14) QUi 9 + Ui—1,1 + Uiy1,1 —4ug1 =0 (lado mteuor) Py
(15) Qi m1 +tit,m+ Uig1;m — Ui =0  (lado superior),

(16)  2ugj+uyj-1+up41 — 4w =0 (lado 1zqmerdg)

(17) Q1,5 + Unj—1 + Un,j41 = Qln; =0 ( ado derecho).



ui,2 “4”;‘,:::
' - B -
Ui 1,m Yivi,m
Ui—1,1 _ Biv1,1
- . ] &
~4u.
i1 2“;‘,»:—1
”1,j+1 ”n,j+l

u.r:,j—l

Figura 10.18 Los esquemas para la condicién de con-
torno de Neumann.



Ejemplo con conds. borde mixtas

Py
Ejemplo 10.6. Vamos a calcular una solucién aproximada de la e{:uaﬂifm de
Laplace V>u = 0 en el rectangulo R = {{z,y) : 0L = fg fljﬂ L0 % 4} donde
u(z,y) denota la temperatura en el punto (z,y) y las condiciones de contorno son
las que se muestran en la Figura 10.19:

w(z,4) =180 para 0<w <4, DT

uy(x,0) =0 para 0 <a <4, Neurm™ouman
u(0,y) = 80 para 0 <y <4, Dir
u(4d,y}) =0 para 0<y <4 D¢




Malla de 5 x5, 12 incégnitas

iy 5= 180 iy 5= 180 Uy 5= 180

L ]
[ ]

i .:80 » . . -
e i dg dq
”1,2:80 -» - - -

4 {5 dg
TS g

”5,4:{}

us 3=0

“5,2=0

Us | = k)




— g+ @ + 2q4 ~ —80

g —4p+ 0 + 2¢s *=0 g
2 — 4q3 + 24 =0
q1 —4qa + @5 + o = _80
q2 + ga — 45 + o + gs £.0
q3 + g5 — 4go + go =0
qa -4q7 + g3 + quo = —80
g5 + g7 —4gs+ @9 + qun =
qe + g8 — 4qo + q2=0
q7 —4q10 + q11 = —260
g8 + qio —4qu1 + qiz2 = —180
qs + g1 — 4q12 = —180.

HE‘;"O GQD 000. GMSS

Q=[n @ ¢ 9 G5 96 7 98 9o G0 q11 G2’
= [71.8218 56.8543 32.2342 75.2165 61.6806 36. 0412

87.3636 78.6103 50.2502 115.628 115. 147 86. 3492]'.



Meétodo iterativo de sobrerelajacion (ec. Laplace

Witd, 7T Ui—1 5+ Wi 541 + U557 — s ;
Ui = Ui +w (J_+.1_:f_____u-'_ _%M_f_j&i)

= Ujj + Wy j,

(22)

en Ia..que el pardmetro w verifica 1 < w < 2. En el método de sobrerrelajacion
sucesiva, cada paso de la iteracion consiste en hacer un banrido de la malla con la
formula recursiva, (22) hasta que sc tenga |r; ;| < . Para elegir el valor optimo
del pardmet h studi j '

' parameiro w iray que estudiar los antovalores de la matriz que caracteriza el
metodc::r Iterativo que estamos usando para resolver un sistema lineal; en nuestro
caso, dicho valor éptimo viene dado por la f6rmula

4

(23) e = "3
I \ﬂi — (CGS (ﬂf‘_l) + cos (m?i_l ))2

.




Meétodo iterativo ec. Laplace

(18) Wipa gt g1t Usgen s 1 — ;=10

y supongamos que conocemos los valores de u(z, ¥} en el contorno:

wleyyfy) =t s para 2< i< m—1 (a la izquierda),
Gl T ) = e para 2<i<n-—1 (abajo),

(19) A
Wt By ) = B e 2§ Sar— 1 (a la derecha),
e, Yo} = Mg o para 2<i<n-—1 (arriba).

Ahora escribimos la ecuacién (18) de forma adecuada para iterar:

(20) Ui 5 = Ui 5 + Ti,5,

siendo -~

| _ Uity Uioa,j A a4 a1 — AU
(2 ) ’ T-ih?" S 4 H

a2 Si€<n—l1y3<ism—L




Conds. borde para método iterativo

Cond. Newrucomn

(24)
| = Ui O o i N 4%’1) (lado inferior),
U1 = Ui T W |
(25)
i — 43 (gui,m—} 5 Ui —1,m i Ui+1,m — d“i,?n) (iado Superior),
i,m — ti,m .fl.
(26) |
s Wi ¥ i (Bug?j s B *1“_&1,;;) (lado izquierdo),
= :
(27)

(lado derecho).

Buﬂ—l,_}' + Uy, j—1 + Un,jr1 — 4“11,3’
ﬂ- y = 'U-H } _{" L 4




Visualizacion




Ejemplo uso metodo iterativo

Tabla 10.7

Solucion

contorno mixtas.

aproximada de la ecuacion de Laplace con condiciones de

T1 x2 XT3 T4 Is Ia LT s rg
o 130.000 180.000 | 180.000 180.000 | 180.000 | 180.000 180.000 | 180.000 | 90.0000
e 80.000 | 126.457 142.311 | 146.837 145.468 | 138.762 123.583 89,1008 0.0000
Y7 80.000 | 103.518 115.951 | 119.568 | 116.270 105.999 86.4683| 52.8201| 0.0000
Us 80.000 91.6621| 98.4053 99.2137| 94.0461 82.4936| 63.4715| 35.71 13| 0.0000
ys| 80.000 Q4.7247| 86.7936| 84.8347 78.2063| 66.4578| 49.2124 26.5538| 0.0000
Y4 80.000 80.4424| 79.2089| 75.1245 67.4860| 55.9185| 40.3665 21.2915| 0.0000
y3| 80.000 77.8354| 74.4742 68.9677 60.6944| 49.3635| 35.0435 18.2459 | 0.0000
ya | 80.000 76.4244| T1.8842| 65.5772 56.9600| 45.7972| 32.1981 16.6485| 0.0000
Y1 80.000 75.9774| 71.0605 64.49641 55.7707| 44.6670 31.3032| 16.1500 0.0000




Ejemplo

Car. 10 ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Figura 10.21 Solucién u = u(x,y) de un problema mixto.




EDPs elipticas mas generales

Las ecuaciones de Poisson y Helmholtz

Consideremos la ecuacién de Poisson
(28) Vu = g(z,y).

Usando la notacién 9:.5 = g{x:,y;), la extension de la férmula (20) para resolver
la ecuacién (28) sobre una malla rectangular es
3
Uit j + Wi j + Uigyr + Ui 51 —du; ; — h2g;

(29) Usj = Us,5 + g —




Ec. Helmotz

Consideremos la ecuacion de Helmholtz
(30) Viu + f(z,y)u = g(z,y).

Usando la notacién f; ; = f(x;,y;), la extension de Ja formula (20) para resolver
la ecuacion (30) sobre una malla rectangular es

(B1) ws; = u;j + Uit1,j + %ica,5 + Uiger + Uij—1 — (4 — B2 fi5)u 5 — BPg;
c 4—h*fi '

Estas formulas se analizaran con mis detalle en los ejercicios.




Ffunctiom [w ®,¥] = peissanf,Jg,b6x0, bxf byl byf, 0,Nx by, ol HaxIter)
Hoolve W _EX + U_Ky 4+ gl ¥Iu = =%

over the region O = [, xF ,pl,wf] = {(x,yv] 00 == = <= aff, b == y == yi'}
wakh €he Eoundary Condetacans ©

U X0, ¥ = bBEO{¥), WiXf,¥} = DEf{¥]

e, yop = byOlel, oiw,wF}p = Dpf{x)
b = & of subintErvals along X axia
Wy = # of subintervals along ¥ axis
tol : wrror tolsErance
% Maxltar: +the maczmom ¥ of iterakions
¥0 = O[1hz uF = D[2); wh = DiE); wf = Djd);
dx = {xf - Wl x = o + [DzM=]*dx;
dy = {¥F - ywOl/Hy; ¥ = yO + [DIMy] "*dy;
M1 = Hx + 15 Hyl = By + 13
SBoundary comnditions
for m = A:zRyi, u{mn,[1 Ut])=]bxBi{yin)] b=xf|y{m|]]; =emnd Sleft/right side
for n = 1:Mxd, u{[1 By1],n) = [byQ(xini]; byfixin])]; =nd %botton' top
Gdnitialirze as the average of bundary values
sm_of_by = sun{swmi (o2 By 1 BExd)) o1 Myl ) 2:MN=)" ]3F;5
wiZcky 2olix) = sun_of _bwf (2% Wz + By - 2));
for i = A1:Ny

for §j = 9:IEx

Flieid = FQeis) , wOLpd3 S04, 50 = Dix(f) w40}

and
=rwd
ded = diz®dx; dy2 = dy*dy;, dxy2 = ¥ (dx2 + dy2|;
rx o= dyPfduyd: ey o= dy2fday?;  ray = rarvadyds
for i%tr = 1 IHaxlter

for | = 2iMK

For L = ZiNy

Ui, §) = ryoQufd,§ + 1)rufi, G - 1))+ rxtfudd s 1 jreufi - 1,5)]...
#orry T Gl ibteli ik FOL, 3103 SEQ.C9.1_%aj)

Ll

E=rid
end
ifF fimre = 1 & Mmakimax|absiu - Uﬂ':l:ll = tol, hkireak; end
el = W
&t

fizolve pois=son in Examnple 1.1
Ff = anlaipe{'d" ,"=' . "¥'h; 0= imlame{ 0" [ "=%"',"¥"};
B0 = 0} &f = 43 e = 207 w0 = 0y w = 47 My = Z2D;

Dl = imlinel "exXp(y) - Cosl¥] .'¥w'l;: %{E1.1-2a]
bxf = fnline( ' oxpiy)itoos{a) - exp{4i*cos (W], ¥ 1 RIE1.1.2B)
Byl = imlinef 'cos(x) - sxpi{x] " "=®'}; %(E1.1 -3a)
Byl = milineg 'exp(d)*cos({x)] - exgp{xi*cos(4] ', ' ="}); %R(E1.0_38]

= fui wf i wF]; BaxIter = 50; tol = {e-4;
[U, =, ¥] = pEiseon(f.q, 60, 0x%F, bpl, B0F O, i My, to0l ,HaxElter);
aglf, Sezn{x,y,U), axisi[0 4 O a -100 10F]F
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