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(a) e (1.0 Pts) Consideraciones del Problema:

(0.1 Pts) Considerando un flujo laminar (enunciado) es posible aplicar las ecuaciones de Navier-
Stokes al problema, y ademés se tiene que el flujo es irrotacional:

Vxt=0

(0.1 Pts) De la simetria del problema, un flujo unidireccional, tal que solo existen componentes de
velocidad en Z:
vg =0, =0

(0.1 Pts) Estacionario, es decir, el flujo no cambia respecto al tiempo:
ov
0
ot
(0.1 Pts) Incompresible, o sea, de densidad constante (liquido):
p = cte
(0.3 Pts) De la ecuacion de continuidad (coordenadas cilindricas):

L 10 10vg  Ov,
Veu=so o)t Doyt 5o =0

Aplicando las consideraciones anteriores, obtenemos que el flujo es uniforme en 2:

v,
(';z =0 = v, = f(r,0)
Y, apelando a la simetria del problema, asumimos que el perfil se cumple para todo é, luego:
v,
371}9 =0 = v, = f(r)

(0.3 Pts) Y, de las condiciones del problema, notamos que no existen presiones externas P, ni
componentes de la gravedad en 7, ni en 6, luego:

oP 0P

or — 00 r =196
Y, en Z, podemos considerar como presion externa la presion atmostérica P,¢,, pero como es la
misma a la entrada y a la salida del capilar, entonces:

oP
= 0
0z
Asi, solo existe efecto de la gravedad en Z:
9 =49



e (1.0 Pts) Obtencién perfil de velocidades v, en funcion de r y constantes:

(0.2 Pts) Dado lo anterior, notamos que las ecuaciones de Navier-Stokes en 7 y 6 son nulas, y que

en Z se reducen a:
10 v, n 0
2y _
'ur or or g

(0.4 Pts) Reordenando e integrando con respecto a r, se obtiene:

dv, Pg 2
=—— C
"or 2,ur +te

Donde, 'y es una constante de integracion.
(0.4 Pts) Volviendo a reordenar e integrando por segunda vez con respecto a r, se obtiene:

P9

m + CiIn(r) + C»

v.(r) =
Donde, (5 es una segunda constante de integracion.
e (1.0 Pts) Condiciones de borde, constantes y perfil final:

(0.3 Pts) Nos piden el perfil de velocidad en el film que desciende (fuera del capilar), entonces las
condiciones de borde son:

v, (r=R)=0
ov, , B
5 (r=aR)=0

Donde la primera, corresponde al contacto sélido-liquido y la segunda corresponde a la Ley de
Newton de viscosidad donde la velocidad es maxima.

(0.5 Pts) Imponiendo estas condiciones, encontramos que:

_PY 2
Ol = 72” (CLR)
_ P92 P9 2
Cy = —4MR % (aR)?In(R)

(0.2 Pts) Finalmente, el perfil queda:
2
0ulr) = B0 = %] P )~ ()
r € [R; aR)]

=

R
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Figura 1: Perfil de velocidades obtenido para el film exterior al capilar.
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(b)

e (1.0 Pts) Planteamiento de la ecuacién de energia y consideraciones del problema:

(0.7 Pts) Consideremos la ecuacion general de energia en canerias:

W, P—P
mop

Lo o
+ 5(“2 —017) + g(z2 — z1) + ZEf
3
Como no hay trabajo externo, entonces:
Ws=0

Consideramos un largo L del capilar (ultima caferfa) despreciable en comparacién con la altura
h buscada, es decir:

L<h
Consideramos una altura h pequena en comparacién con la atmosfera, luego P = P; = Py,
entonces:
P,—P =0

Consideramos que el flujo parte del reposo, entonces:

1 = Vinicial = 0[m/s]
Luego, la ecuacion se reduce a:

1

0 = 51722 + g(ZQ — Zl) + z[:Ef@

y la altura h buscada queda determinada por:

% 722 + Zi E.fi
g

(1)

h:zleQ:

Donde, para efectos de este problema, 02 = Ufinq = |v.(r = 0,03[m])], es decir, la velocidad en
la direccion Z dentro del capilar (cafieria), seré la evaluada en el perfil obtenido anteriormente,
correspondiente al film fuera del capilar en r = 0,03[m)].

*Notar que esto es ilogico, pues en este caso r ¢ [R ; aR)], y en efecto, lo correcto debiese ser
obtener el perfil de velocidades para el interior del capilar (caneria) mediante las ecuaciones de
Navier-Stokes, luego aplicar las respectivas condiciones de borde del nuevo problema y evaluar el
nuevo perfil en el respectivo r, pero para efectos de este problema obviaremos esto.

Entonces, evaluando v, (r) obtenido en (a) en r = 0,03[m], R = 0,031[m], p = 1000[Kg/m?] y
p = 1073[Pa - s], obtenemos:

|v.(r = 0,03[m])| = Vfina = 37,4[m/s]

Y, considerando un caudal ) constante en todo el sistema, obtendremos las velocidades en las
distintas canerias. Entonces, el caudal considerado sera:

Q = Vfinal * Ar=0,03[m] = 07106[7”3/5]

Donde, A,—g,03(m] = 7(0,03)%[m?] es el area de la cafierfa de radio = 0,03[m] (capilar).
(0.3 Pts) Asi, finalmente obtenemos las velocidades al interior de las distintas cafierias que usaremos
en el problema:
o Caiieria radio r = 0,03[m], A = 7(0,03)%[m?]:
En efecto, la velocidad acé es la misma que la final, entonces:

U = Vfinal = 37,4[m/s]

3

o Caferfa radio r = 0,025[m], A = 7(0,025)%[m?):

= 54[m/s]

<
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o Caifieria radio r = 0,05[m], A = 7(0,05)2[m?]:
U= % = 13,5[m/s]

¢ (2.0 Pts) Calculo de las perdidas de energia Ey, y resultado final:
(0.3 Pts) Primero necesitamos el coeficiente de friccion f, obtenido desde el grafico de Moody
a partir de los pardmetros ¢/D y Re para las caferias de radio » = 0,05[m] y » = 0,025[m],
considerando acero comercial (¢ = 4,6 x 1075[m]). Notar que no necesitamos este factor para el
capilar (cafieria de radio r = 0,03[m]), pues como L < h, despreciaremos su largo, y por ende, su
perdida de energia por friccion serd nula (ver mas adelante). Entonces:

o Caifleria didmetro D = 0,1[m], v = Q/A = 13,5[m/s]:

Re = 222 — 1350000
W =~ 4
¢/D'= 0,00046 }i ] ~0,0043
o Caifleria didmetro D = 0,05[m], v = Q/A = 54[m/s]:

Re = D;fﬂ = 2700000
¢/D = 0,00092

} = f~0,0049

Ahora, consideramos pérdidas de energia en contracciones, expansiones, codos y por friccion en la
caneria, dadas por:
e (0.4 Pts) Contracciones:
Notamos que al principio existe una contraccién subita desde el estanque a la cafneria de
didmetro D = 0,1[m], y luego una desde la cafieria de diametro D = 0,1[m] a la de didmetro
D = 0,05[m], entonces usando:

As 2 1722
2

E =05511——
fcont. ( Al
Donde, 75 y As son la velocidad del flujo y el area transversal por donde atraviesa el flujo
luego de la contraccion, respectivamente. Asi, obtenemos que:
o Estanque - Caneria diametro D = 0,1[m], v3 = 13,5[m/s]:
Vemos que A; < Ay, donde A; es el area del estanque, entonces la perdida queda:

T2
By o = 0555 = 50,12(m?/s”) (2)

o Caifieria didmetro D = 0,1[m] - Caferia didmetro D = 0,05[m], 03 = 54[m/s]:
Como A; = 7(5)2[em?] y Ay = 7(2,5)%[cm?] la perdida queda:

2 _
E —o55(1- 22 “12—45107[ 2/62] (3)
feont. 2 — Y5 A 5 = Jim=/s

e (0.4 Pts) Expansiones:
Notamos que existe una expansién al final, donde el flujo sale subitamente desde el capilar
(cafieria radio r = 0,03[m]) a la atmosfera, y una desde la caneria de diametro D = 0,05[m] a
la de didmetro D = 0,06[m] (capilar), entonces usando:

A\ 2 2
B =(1-21) "
feer ( A2> 2

Donde, 77 y A; son la velocidad del flujo y el area transversal por donde atraviesa el flujo
antes de la expansion, respectivamente. Asi, obtenemos que:
o Caferia diametro D = 0,06[m] - Atmosfera, v; = 37,4[m/s]:
Vemos que A; < As, donde Aj es el “4rea de la atmosfera”, entonces la perdida queda:

- 2
= % = 699,38[m?/s?] (4)

feavp, 1
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o Caneria diametro D = 0,05[m] - Caferia diametro D = 0,06[m], v1 = 54[m/s]:
Como A; = 7(2,5)? y Ay = 7(3)?, entonces la perdida queda:

2 _
E (1o Ay g 13[m?/s?] (5)
fezp, 2 A2 2 - )

e (0.2 Pts) Codos:
Notamos que existen dos codos de 90°, de didmetros D = 0,1[m] y D = 0,05[m], entonces

usando: )

v
Ef,pao = Kf?
Y, de la tabla (enunciado) vemos que Ky = 0,75 para un codo de 90°, entonces obtenemos:
o Caneria didametro D = 0,1[m|, v = 13,5[m/s]:

~2
B, . = 0,75% = 68,34[m?/s?] (6)

o Catleria didmetro D = 0,05[m], o = 54[m/s]:

—92
By = 0,75% = 1093,50[m? /2] (7)

e (0.4 Pts) Friccion en caferia:
Notamos que existen tres tipos de caferia de diametros D = 0,1[m], D = 0,05[m] y D =
0,06[m], entonces usando:
=2
v

L
Eff'ric. = 4f5?

Obtendremos las perdidas de energia por friccion de cada caneria. Del enunciado tenemos
los largos respectivos de cada caneria, anteriormente calculamos los f respectivos, y ademas,
usando el supuesto de que L < h, vemos que esta perdida para el capilar (caneria de largo L
y radio r = 0,03[m]) sera despreciada (nula). Entonces obtenemos:

o Caneria diametro D = 0,1[m|, v = 13,5[m/s|, L = 8[m], f = 0,0043:
Ef,,.. » =125,39[m*/s’] (8)
o Caferia didmetro D = 0,05[m], v = 54[m/s], L = 20[m], f = 0,0049:

Ef,,... , = 11430,72[m? /%] (9)

(0.1 Pts) Perdida por friccion total:
Ahora, calculamos ), Ey, sumando desde (2) hasta (9), entonces obtenemos:

> Ey, = 14054,65[m?/s’] (10)

(0.2 Pts) Resultado Final:
Finalmente reemplazando (10) y U fina = 37,4[m/s] en (1), y considerando g = 9,8[m/s?], obten-
emos la altura h buscada:

(37,4)2[m? /%] + 14054,65[m?/s?]
9.8[m/s?]

1
2

h=2z —z = = 1505,51[m]



