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La concentracion de las especies cambia con el tiempo. Se debe
desarrollar una serie de ecuaciones que permitan calcular la
composicion en funcion del tiempo y la localizacion. Para hacer esto se
usa la expresion general de balance de material:

Acumulacion = Entrada + Generacion — Salida — Consumo

En el caso de un sistema no reactivo sin los téerminos de generacion y
consumo se tiene:

Acumulacion = Entrada - Salida

Esto se aplica al sistema total 0 a un volumen de control que se quiere
encontrar. Para transferir esto a una expresion matematica se debe
i) especificar el volumen de control con sus limites bien definidos, y
ii) reemplazar sus términos con ecuaciones matematicas.
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Para desarrollar una ecuacion unidimensional consideremos
la figura siguiente con un coeficiente de difusion constante




e fcfm Difusion de masa en estado no estacionario

Las moléculas de A difunden en la direccion x dentro del volumen de
control IxAyAz a través de un area seccional AyAz en una ubicacion
x+Ax. En la ubicacion x el flujo (mol A/s) de moléculas de A que

entran en el volumen elemental es:
J, =—-D,AyAz —=

dx

Donde (d[A]/dx) es el gradiente de concentracion en la ubicacion x.
el flujo que sale en x+Ax es:

(L dA
e e o
\ J
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El flujo neto dentro del sistema (flujo entra — flujo sale) es:

=D g Ax4yAz ———= [A] =D, ;4V d [A]
dx ° dx °

J, - J

X X+ AX

Este flujo neto conduce a un cambio en la concentracion dentro del
volumen elemental:

2
Cambio= 4V 5 [A] =J -J., =D,V ﬁE’ [A]
dt dXZ

Asi, se obtiene la llamada segunda ley de difusion de Fick:

a[al_ ,  d?[A]
dt S

Para resolver esta ecuacion se necesitan dos ecuaciones de borde y
las condiciones iniciales. 5
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ecuaciones de difusion en estado no estacionario para distintas
geometrias considerando gradiente de concentracion solo en -x 0 -r.

Solido Ecuacion

Difusion de masa en estado no estacionario

Placa plana

Cilindro

Esfera

Tabla 1.

a[Al ., a’[A]
dt A dx?
d[A]_D,, d 0
dt r dr
M: DAB d (rz
t re dr
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Modelo semi-infinito

v’ Este modelo asume que el cambio de concentracion que toma
lugar en la superficie no tiene tiempo para afectar todo el sistema.

v’ Es aplicable cuando el proceso se efectua en un corto periodo de
tiempo o el sistema es muy grande.

v Se asume en casos en que la difusion de las especies penetran una
corta distancia dentro del sdlido.

v’ En términos de difusion: en un sdlido semi infinito con una
concentracion constante en la superficie después del tiempo cero,
la concentracion en funcion del tiempo y la posicion esta dada por:

[ACOI=-[A] - [
[Ao]_[As] \/4DABt !
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1.2 .
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[Ao]_[As] '\/4DABt g 0.4 3
W21 e
o/
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Argument
donde:
A (x,t) - concentracion de A a una distancia x de la superficie
A, - concentracion en la superficie
A, - concentracion inicial
D g - coeficiente de difusion de A en el sdlido.

Esta ecuacion es similar a aquella de conduccion de calor en estado no
estacionario. La funcion error «erf» varia de cero a 1 asi como el
argumento x/(4D,,t)*? aumenta de 0 a .
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Inmediatamente que el cambio ha tomado lugar en la superficie, el
tiempo t es basicamente cero, y el argumento que es proporcional a
1/t172 es muy grande.

La funcion error es entonces 1y la concentracion A(x,0) en cualquier
ubicacion fuera de la superficie es igual a su valor inicial A, La
concentracion de A en la superficie desde unt =0 aumentaat=1. °
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Se debe notar que de 1 a 10 mm fuera de la superficie, toma un
tiempo relativamente largo como para que tome lugar cualquier
cambio. Los procesos difusivos en solidos son procesos muy lentos.

Para difusion de masa, el numero de Fourier se define como:

Cuando el numero de Fourier es mucho menor que 1 (Fo << 1),
significa que el proceso de difusion solo ha comenzado sin llegar al
otro extremo de la placa.

10
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o= D, U
O L2
Para numeros de Fo menores a 0,01 no ocurren cambios en toda la

cara opuesta a la zona afectada. En estos casos se puede usar el
modelo semi infinito.

El otro extremos es para numeros de Fo muchos mayores que uno
(Fo > 5). En tales casos el equilibrio en estado estacionario se
aproxima al equilibrio.

Para numeros de Fourier entre 0,1 y 5, el sistema es mas dificil de
analizar porque no se puede aplicar el modelo semi infinito ni se ha
alcanzado el estado estacionario.

11



El numero de Fourier se puede usar para estimar cuanto tiempo ha
tomado lugar la transferencia de masa..

Para placas planas podemos estimar el tiempo requerido en
alcanzar el otro extremo definiendo el numero de Fourier igual a 0,1.

Por ejemplo, para una placa de acero de 1 mm de espesor a 750 °C,
con D., = 1012 m?/s, el t. requerido para que el C sea percibido en el
extremo opuesto de la superficie es:

0,001°
10 =12

tiempo = 01 s=10"s=27 8h

La distancia dentro del sodlido que es notoriamente afectada por
cualquier cambio en la superficie esta dada por:

L =.,/10D .t

Difusion de masa en estado no estacionario

12
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Ejemplo 9:

Una placa de 10 cm de espesor de hierro puro a 1000 °C se pone en
contacto por uno de sus lados con carbon, de tal manera que la
concentracion aumenta subitamente de 0 a 0,5 % en peso. El
coeficiente de difusion del carbon en hierro es 3-1011 m?/s.

Asumiendo que la concentracion de carbon en la superficie permanece
constante a 0,5%. Se pide determinar la concentracion a 1 mm de la
superficie después de 1 hora.

Ejemplo 9, Solucion: [cxt)]-[c,] _ [c(xt)]-05 corf| X
[Co] B [Cs] 0-0p 4D gt

Asumiendo que el modelo semi infinito es valido, por insercion de los
datos entregados, siendo [C(wt%)] la concentracion de carbdn a la

13
distancia x de la superficie
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Concentration(wt*,)

[C] vis f(1),
1 mm desde la superficie

Time (Hours)

[c(wi96) = 05 1—erf£ A J = 05 (.- erf(1521x)]

4D gt

Recuerde que estos calculos son validos solo si el modelo semi infinito
es vdlido (Fo < 1). En este caso particular este es valido hasta un
t = 0,1L°/D = 9.200 h. Para tiempos mds largos tenemos que usar
meétodos numéricos para encontrar la concentracion. a
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Solucion numeérica

v’ Para resolver problemas en estado no estacionario se deben
desarrollar ecuaciones unidimensionales, usando un sistema de
malla consistente de puntos nodales.

v’ Cada punto nodal (m, i) considera una ubicacion y un tiempo.
La integral i se define como: t =i-At;i=0,1, 2, 3,.....donde At es el
paso del tiempo y t es el tiempo después de iniciado el proceso.

v’ La ubicacion dentro del sélido estd dada por: x =m-Ax; m = 0,1, 2,
3..... M; L=M-Ax, donde L es la longitud total del sistema. Para t =
0, el sistema tiene su concentracion inicial.

v’ Para determinar como cambia con el tiempo, se ha desarrollado un
conjunto de ecuaciones que permiten resolver el balance de
materia para cada nodal en funcion del tiempo. 15
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Solucion numérica

El balance de materia para el punto nodal (m, i+1) esta dado por:

mol-ent en el punto nodal (m-1, i) — mol-sal en el punto nodal (m+1, i)
= ganancia molar del punto nodal (m, i+1) versus ese nodo (m, i).

Consideremos una especie de A difundiendo en una matriz de B. En
téerminos de nuestra red nodal, el balance molar es expresado por:

[A]m,i ;I)[(A]m—l,i Ly lzft (=D g [A]m+1,!‘;[A]m,i iYVir2i

= 2xyz (A =[Al)

- DAB

Para Ax = Ay = Az, la concentracion en el nodo (n, i+1) es:

A=Ay + 5 (A + Ao =R 16
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Solucion numeérica

v’ Este método de solucion es llamado explicito debido a que la
concentracion del nodo en el nuevo tiempo (m, i+1) estd basada
en la concentracion conocida en el tiempo presente [(m-1,i), (m,i),

y (m+1,i)].

v’ Para resolver el conjunto de ecuaciones algebraicas se utiliza un
proceso directo. El factor D, At/(Ax?) es el numero nodal de
Fourier de difusion.

v’ Se ha encontrado que la solucion converge cuando los pasos
tiempo y distancia se encuentran de tal manera que el numero de
Fourier sea menor o igual a 0, 5.

R fcfm Difusion en estado no estacionario

17
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Solucion numeérica

S —1 * L

M, okl )
C+
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Red nodal para difusion en estado no estacionario

18
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_ Solucion numérica
Ejemplo 10:

Demuestre que la ec. numerica es equivalente a la segunda ley de Fick

Ejemplo 10, Solucion:

[A]miﬂ _[A]mi _ DAB([A]rmi _[A]mi)_ Z'A]mi _[A]m-Li)

A (4
[’A]mﬂ,i _[A]mi _[A]mi _[’A]wli
:M:D X K =D M
d X  d¥

Se debe notar, que las derivaciones anteriores son vdalidas para
pequenos valores de Ax y At. El uso de tiempos mas largos y pasos de

distancias mayores son las incertezas asociadas al uso de meétodos
nuMericos. 19
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| Condiciones de borde

Para resolver la ec. numérica no estacionaria unidimensional se
necesitan dos condiciones de borde y el perfil de concentracion en
algun punto en el tiempo, normalmente la condicion inicial.

Concentracion de la superficie fija

En situaciones donde la temperatura de la superficie es conocida, se
asigna la concentracion conocida ([AJ(0,i) = A).

Superficie adiabatica

Se refiere a una superficie perfectamente aislada a través de la cual no
hay transferencia de masa. Tal superficie se llama adiabadtica.

esta situacion ocurre con simetria a travées de la interface.

Debido a que el punto nodal (0,i) esta en la superficie, su volumen es
solo la mitad de cualquiera en el seno del nodo. 20
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| Condiciones de borde

El balance de materia para el punto nodal (0,i) es:

0-(-D,) A gy oy = B () (A

Después algunos arreglos la concentracion en el nodo (1,i+1) queda

como sigue:
2D ,z At
[A]O,i+1 = [A]O,i T > ([A]l,i B [A]O,i)
AX
i
Red de trabajo nodal para el
interface adiabética sin e : i
transferencia de masa
.\D Otz |
Tumi
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Solucion numérica

Ejemplo 10:

Una placa de acero de 1 cm de espesor tiene inicialmente una
concentracion de 1 % en peso de carbon.

En algun punto ambas superficies son subitamente expuestas a una
atmosfera oxidante conduciendo a la oxidacion y remocion del carbon
desde su superficie.

A 1450 °C, el coeficiente de difusion del carbon en acero es de
1019 m?/s.

Determinar como la concentracion de carbon cambia en el tiempo.
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Solucion numeérica

Ejemplo 10, Solucion:

Ambos lados de la placa son descarburizados y existe una simetria a
lo largo del centro de la placa. Se necesita analizar sélo la mitad de la
hoja, con un limite adiabdtico en el centro (no hay difusion a traveés
de la linea de simetria) y con un contenido de carbdn igual a cero en
la superficie.

Se escoge Ax = 0,001 m. eligiendo un paso de tiempo de 3600 s (1h)
conduce a un numero de Fourier de 0,36 que da el criterio de
estabilidad.

Este largo periodo de tiempo indica que tomara un largo tiempo en
decarburizarse.
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Solucion numérica
Ejemplo 10, Solucion:

Insertando éste nodal numero de Fourier en la ecuacion
correspondiente se tiene la siguiente representacion en el seno de
los nodos:

[C]m,i+1 - [C]m,l [036([C]m—1,i + [C]m+1,i - 2[C]m,i)

Los nodos en la superficie (0,i) donde el carbon subitamente
disminuye a cero, tienen un valor asignado de 0 para i mayor 6 igual
a 1. los nodos (5,i) a traves del plano de simetria ([C],, = [C];,que
esta perfectamente aislado corresponde a:

[C]S,i+1 - [C]S,i + 2[036[([C]4,i _[C]S,i)
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Solucion numérica
Ejemplo 10, Solucion:

1.2

4——— Centre of 1 cm plate

0.1;:0.2:03and0.4cm
from afiected suriace

Carbon Concentration(wt%)

0 25 S0 75 100 125 150
Time (Hours)

Perfil de concentracion en una hoja de acero en funcion del tiempo 25
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Solucion numérica
Ejemplo 10, Solucion:

Con esta representacion se obtienen las concentraciones calculadas
mostradas en la Figura siguiente.

Las concentraciones en los nodos (1, i) a (5,i) son dibujados versus el
tiempo.

Se puede ver que toma cerca de 125 horas antes que la
concentracion de carbon en el centro de la placa se aproxime a cero.

Esto corresponde a un numero total de Fourier (D-t/L?) de 1,8.

Notar que debido a que la placa es afectada por ambos lados la
longitud caracteristica (L) es la mitad de espesor (0,5 cm)



