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Solucion empirica a
problemas de conduccion transiente

Para problemas de conduccion de calor en solidos, con una
componente transiente y una o mas coordenadas, la solucion
puede obtenerse a partir de las condiciones iniciales y de borde
del problema.

Matemadticamente se pueden utilizar métodos de combinacion
de variables, separacion de variables, respuesta sinusoidal o
transformada de Laplace.

Para no centrarse en los métodos matematicos complejos, se
describiran dos métodos empiricos que hacen uso de
simplificaciones apropiadas:

» Método de capacitancia de masa
» Modelo de sélido semi-infinito
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BE fcfm Método de Capacitancia de masa
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e En muchos sistemas, la tasa de transporte de energia hacia o
desde un sistema es mucho mas lenta que la velocidad a la que
se distribuye dentro del sistema.

e En ese caso, es razonable asumir que la energia se distribuye
uniformemente a través del sistema en cada momento por lo
que no hay un gradiente dentro de éste.

e Cuando ocurre este caso el sistema puede ser tratado como una
unidad simple 0 masa.



fcfm Método de Capacitancia de masa

* Un ejemplo metalurgico, en sistema transiente lo constituye el
enfriamiento de un bloque de cobre en aire. Ello porque el cobre
tiene una alta conductividad térmica y ocurre una lenta
remocion del flujo de calor por el aire, por lo tanto el blogque todo
el tiempo durante el enfriamiento presenta una temperatura casi
uniforme.

e E|l método de capacitancia de masa tiene un amplio rango de
aplicaciones y puede ser usado para analisis de transferencia de
calor, transferencia de masa, reactores quimicos y sistemas
electricos. En estos ultimos, esta técnica se aplica a la carga o
descarga de condensadores a través de alambres delgados.



Meétodo de Capacitancia de masa
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llustraciones sobre el método de capacitancia de masa
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% fcfm Meétodo de Capacitancia de masa
Transferencia convectiva

Para transferencia de calor convectiva, tenemos la siguiente ecuacion:

ove, T <At 1)

h es el coeficiente de transferencia de calor, A es la superficie del
sistema, V es su volumen, p la densidad, G, la capacidad calorifica, T,
es la temperatura del fluido ambiente, T_ es la temperatura del solido y
T(t) es la temperatura del seno del sdlido.

cuando el método es aplicable, la temperatura en la superficie (T
iguala a la temperatura en el seno del sistema (T) en todo momento:

T(t) = T(t)



R fcfm Meétodo de Capacitancia de masa
Transferencia convectiva

bajo esta suposicion y con una temperatura inicial T, del sistema,
obtenemos:

2 (T()-T.) Ppve,
Como resultado:
_ hA t
T(t)_Too - e /)cht — @ 1 = @ BiFo
T,-T.
donde la constante de tiempo T esta dada por:
- PVC, _ pL.C,

hA h
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Meétodo de Capacitancia de masa
Transferencia convectiva

L. es el largo caracteristico (V/A) y se usa en la definicion de los
numeros a dimensionales de Fourier y Biot:

Fo kt at

_ _ . _hL
T 2L 8=
mp C C k
Sistema V/A L, Bi Fo
Placa afectada por ambos lados WL L, W 2ht
Ancho: W 2L,L, 2 Woc,
Cilindro R L R 2 ht
Radio = R 27RL 2 Rpc,
Esfera 4/3 R *® R 3ht
Radio = R 2 3
aaio 4 nR 3 Roc,




% fcfm Meétodo de Capacitancia de masa
Transferencia convectiva

Para determinar si el método de capacitancia de masa es aplicable o
no, tenemos que ver la razon relativa entre la resistencia térmica
interna y externa.

La transferencia de calor hacia la superficie esta dada por h-(T,,-T,,, )y
dentro del sdlido, se puede aproximar por k-(T,, =T cniro )L, dado que
durante la transferencia, la energia transferida desde el ambiente a la
superficie iguala a la energia conducida desde Ila superficie,
obtenemos:

Tsuperficie _Tcentro ~ — h& = B
T T superficie k

SR x
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Transferencia convectiva

Si esta razon es mucho menor a 1, la resistencia a conducir calor dentro
del solido es mucho menor a la resistencia convectiva a traves de la
capa limite fluido/sdlido. Para Bi menores a 0.1, el error introducido
por esta técnica al asumir temperatura uniforme es menor al 5%, lo
que es aceptable para la mayoria de los cdlculos de ingenieria.

Meétodo de capacitancia de masa: Bj < 0.1

Ejemplo 30

Determinar la respuesta de temperatura de un alambre de cobre de

0,79 mm de didmetro el cual es inmerso: a) en agua, y b) en aire,
ambos a 20 °C.

El alambre esta inicialmente a 80 °C, h,,, = 85 h,,. =5 W/m*C,

respectivamente, mientras que para el cobre: Cp = 390 J/kg °C, k = 385
W/m °C, y p = 8900 kg/m?>.

10
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- fcfm Meétodo de Capacitancia de masa
| Transferencia convectiva

Ejemplo 30, Solucion:

El primer paso es encontrar el numero de Biot para determinar si el
meétodo de capacitancia de masa es aplicable. La longitud
caracteristica del alambre (volumen/drea) es:

D *°
Lc: 4 :D:R
D 4 2

El numero de Biot para el agua y el aire son:

hl, h(D

Agua: Bi = = 44110° <01

Aire: Bi = 02510 <01

Por lo tanto, el método de capacitancia de masa es valido en ambos
Casos.

11



Wfcfn = Método de Capacitancia de masa
Transferencia convectiva

La temperatura del alambre esta dada por:

T T _ hA ¢ _ 2h ¢ _@
Agua: — = =g V% =g PR =g 82
T, -T.
t(s)
Aire Ll —e B
T, -T.,
100
La respuesta a la temperatura se & g
aprecia en la Figura. En el caso del g & \
agua toma 20 s en que la & K \ Air
temperatura caiga a 25 °C, é 0 \Water T~
mientras que en el caso del aire & *°
toma 340 s en hacer lo mismo. 0 ' I ' '
0 100 200 300 400 500

Time (Seconds) 15



Transferencia convectiva

Ejemplo 31:

Una esfera de cobre de 1 cm de diametro cae a un estanque de agua
(27 °C) a 1 m de profundidad con una velocidad constante de 1,5
m/s. Inicialmente la esfera tiene una temperatura de 87 °C.

El coeficiente de transferencia de calor entre el agua y la esfera es
de 8 kW/m?K.

Calcular la temperatura de la esfera cuando esta alcanza el fondo
del estanque. k., = 385 W/mK, h., = 9,38:10° m?/s.

'fcfm Método de Capacitancia de masa

13
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fcfm Meétodo de Capacitancia de masa
Transferencia convectiva

»
2|
]|

—)

Ejemplo 31, Solucion:

Con una velocidad de 1,5 m/s a la esfera le toma 0,667 s alcanzar el
fondo del estanque. Para determinar si el método de capacitancia de
masa puede ser aplicado se debe calcular el numero de Biot.

hi{L, _hCR _ 8000D005
Kk 3K 3[385

Ya que este es menor a 0,1 se puede con razonable precision usar la
ecuacion de capacitancia de masa. Entonces:

TCu =27 — @ BiFo _ 5700346225 _ 046
37—27

Resolviendo para la temperatura del cobre da 54,6 °C.

Bi = = 0,035

14
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% fcfm Metodo de capacitancia
Longitud critica de materiales
. 1 — —-
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Longitud critica de materiales v/s el coeficiente de transferencia de calor
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Método de capacitancia
Longitud critica de materiales

Tipo de transferencia de

Coeficiente de

Calor Sistema Transferencia de
Calor (W/m?K)
Conveccion Natural Gas 3-30
Agua 100 — 1.000
Conveccion Forzada Gas 10 - 300
Agua 300 — 15.000
Petroleo 50 - 1.700
Metal Liquido 6.000 — 110.000
Cambio de Fase Agua Hervida 3.000 - 60.000

Condensacion de
agua

5.000 — 110.000

Radiacion

5—1.000

16
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Longitud critica de materiales

La tabla anterior entrego el rango de valor del coeficiente de
transferencia de calor para varios condiciones.

En el caso de enfriamiento con aire, 3 < h < 300 W/m?K el método de
capacitancia de masa, puede ser usado para un gran numero de
piezas hechas de metal. Para el caso de aisladores tal como vidrio, la
longitud critica puede ser menos que 1 cm, para aplicar el método.

Con enfriamiento con agua forzada con un coeficiente de
transferencia de calor hasta 15 kW/m?K, atn para el caso del cobre
se debe ir a dimensiones inferiores a 0,5 cm para obtener numeros
de Biot inferiores a 0,1.

17
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Longitud critica de materiales
Ejemplo 32:

Determinar el tiempo requerido para granular cobre liquido a 1150
°C y enfriarlo a 50 °C usando una ducha de agua a 30 °C. El cobre
granulado forma gotas esféricas. Asumir un coeficiente de
transferencia de calor de 1000 W/m?K.

Cobre: p=8920 kg/m>, C, ..

= 207 ki/kg, punto de fusion = 1085 °C,

=517 J/kg°C, C, .4 = 437 I/kg°C, AH, 4,

,s0l

Ejemplo 32, Solucion:

50 mg de cobre tienen un radio de 1,1 mm y un area superficial de
1,5-10° m?. Aunque la p,, liquido es ligeramente mds baja que la del
solido, el tamano de gota se puede asumir constante. Para gotas
individuales, se obtiene el siguiente dato de calor: C, . = 0,0259
J/°C, Coss = 0,0219 J/°C, AH.sisn =10,4 J. Usando la técnica de

capacitancia de masa se tendra que::
18



& fcfm Método de capacitancia
Longitud critica de materiales

J«1085 dT 3
150 T(t)-30
-5
i _rl 1000 CLSCI0™® W~ hsg 3 — ¢ = 010
0 0,0259
AH f 10 ,45

= 066 s

1. = =
° ANT, -30)ch 15010°° {1085 - 30 ) 1000

50 dT
.[1085 T(t)_ 30
o _jts 1000 M5 0 ~°

0 0,0219

dt = -0685 I, = t, =585

Lo que conduce a un tiempo total de 6,6 s. Notar que se asume que
la temperatura del agua no cambia. Lo que significa que se requiere
un gran requerimiento de agua. 19



s fefon = Modelo de sélido semi infinito

e Este modelo asume que el fenomeno de transferencia solo ocurre
cerca de la superficie y no penetra a todo el sistema.

e Esto ocurre cuando el proceso se lleva a cabo en un tiempo
reducido o el sistema es muy “grande”.

e En este caso podemos asumir que la temperatura lejos de la
superficie se mantiene constante e igual a la temperatura inicial.

 De algun modo, este modelo es el opuesto al método de capacitor
de masa o “bloque capacitor”.

e La razon de definir si el sistema puede o no ser tratado como un
modelo semi infinito es que es mas simple de tratar
matematicamente.

20



Modelo de solido semi infinito

Como un ejemplo, supongamos una roca expuesta al sol durante 8
hrs. luego de una noche fria. En términos de transferencia de calor
importan las dimensiones de la roca 1, 10, 100 6 1000 m ya que
durante el dia, solo la superficie se calentara.

La figura muestra el perfil de
temperatura en el granito, en
donde la temperatura varia
entre 30y 10 °C.
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Temperatura

1,4, 8y 24 horas

/

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Distanda, m
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s fefon = Aplicabilidad Modelo Semi Infinito

Al usar el modelo semi-infinito asumimos que solo una parte del
sistema ha sido afectada por el cambio en la superficie.

En tanto el numero de Fourier sea mucho menor que 1, el proceso de
transferencia de calor ha recién comenzado y no ha alcanzado el
otro extremo del sistema

Ejemplo 33:

Al encender un horno, inicialmente sus paredes se encuentra a
temperatura ambiente, 20 °C. Las murallas del horno estan hechas
de 10 cm de aislacion con las siguientes propiedades k=0.12 W/m K,
Cp=1300 J/kg K, p=600 kg/m3, a=1.54x10" m?/s.

Determine: Por cuanto tiempo se puede tratar a las murallas como
solido semi infinito y Cuanto tiempo tardarad en llegar el sistema a
régimen estacionario 22
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Jffon = Aplicabilidad Modelo Semi Infinito

Ejemplo 33, Solucion:

Supongamos que las condiciones de borde son las siguientes:

- La temperatura de la cara interna del horno se mantiene a 1000 °C

desde el inicio del proceso y la temperatura de la cara externa se
mantiene a 20 °C.

- El perfil de temperatura calculado en funcion de Fo es el siguiente:

Fo=2"! = 154110° (9 =00554(h)
i

Usando métodos numéricos para resolver se obtiene la resolucion de
la figura siguiente:

23
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Ejemplo 32, Solucion:

Temperatura, °C

1000
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100

Temperatura para distintos numeros de Fouriel

0] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Distancia, ir

Perfil de temperatura a través de la pared del horno
en funcion del numero de Fourier

Aplicabilidad Modelo Semi Infinito

24



s fefon = Aplicabilidad Modelo Semi Infinito

Del ejemplo anterior, vemos que el modelo semi infinito es aplicable
para pequeios numeros de Fourier.

Si consideramos un error en las aproximaciones de un 5% o menos,
entonces este método puede aplicarse para:

a ([t
L2

<0.1

Modelo semi infinito FO =

El numero de Fourier también puede usarse para estimar cuanto
calor ha sido transferido basado en qué tan profundo en el solido la
temperatura ha sido afectada.

Para una posicion X, cuando el numero de Fourier local ha alcanzado
0.1, un cambio pequefio, pero medible (5%), de temperatura ha
ocurrido. Por lo tanto, el tiempo transcurrido esta dado por:

_0.10%?
a 25

t
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s fefon = Aplicabilidad Modelo Semi Infinito

Por ejemplo, para un ladrillo de 0.15 m con una difusividad térmica

de 10° m?/s, el tiempo requerido para que la temperatura comience
a aumentar en el otro extremo puede estimarse segun:

2 2
t= DI M - 5950 5= 38min
10 "
S

Alternativamente, para un periodo de tiempo dado, podemos
determinar qué tan lejos el proceso de calentamiento ha llegado si

establecemos un numero de Fourier. Para ello, se define el Fo = 0,1y
se resuelve para la distancia:

Distancia de penetracion térmica X = /100 (&

26
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Ejemplo 34:

En una fundicion, una olla inicialmente a 25 °C se llena con cobre
liquido a 1150 °C. La olla se transporta a un horno de refinacion
donde ésta se vacia. El proceso toma 15 min. Estimar, qué tan
profundo en el ladrillo refractario de la olla el frente de temperatura
se ha movido. Para el recubrimiento de greda, k = 1.0 W/mK,
0 =2000 kg/m3y Cp = 960 J/(kg°C.

Ejemplo 34, Solucion:

Después de 15 minutos (900 s) el frente de temperatura es:

x= |10 3K_ = \/10[9005 L0 =0068m=7cm
p 2000960

Esto muestra que con 7 -10 cm de ladrillo dificiimente se note el

efecto de la temperatura en la cubierta exterior de la olla en 15 min.
27
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Debemos resolver la ec. que representa el balance de calor en modo
transiente. En 1D y coordenadas cartesianas, la 1¢ ley de Fourier
implica:

dT  d2T
=
dt dx?

Para resolverla, necesitamos 2 C.B. y una C.I. En este modelo
asumimos que la temperatura en un extremo permanece constante e
igual a la temperatura inicial.

Esto impone una de las condiciones de borde. En la superficie donde
ocurre el cambio, se puede imponer la sequnda condicion de borde.

En las secciones siguientes analizaremos varias C.B.

28



&5 fcfm Modelo semi infinito

Temperatura constante en la superficie

En tanto el solido pueda ser tratado como solido semi infinito con
una temperatura inicial T,, la temperatura dentro del solido sera:

T(x,t)=Tg + (T, - T, ) erf [\/:?j

donde T es la temperatura impuesta en la superficie y T(x,t) es la
temperatura a una distancia x de la superficie. La ec. anterior puede
reordenarse para calcular la temperatura adimensional:

9= T(x,t)-Tg _ erf(
To _Ts

aat)? e”(zmj

erf se define como la “funcion de error”

29



erf(u) = ;sz: e du

Modelo semi infinito
Temperatura constante en la superficie

0 . -
025 05 075 1 125 15 175 2
u
v ory) v efiu) v orty) v erfiu)
0 («] e 03304 Iy | e 712 140 095
oc2 00326 035 0.7 o8 074 150 0 946
004 0 0451 040 04284 o8s 07707 160 0978)
008 00676 045 047455 090 0 TS 1”0 eS8
008 0 0901 0% 0 8205 09% OB 18 0 s
0.10 0Nz 055 0 %613 100 08427 19 09928
015 01680 060 00 110 0 8802 200 09951
020 o7 A 0640 120 eNed 25 0 9906
025 0278 oem 06778 10 083480 300 10000

erf(u) varia de 0 a 1 mientras
u varia entre 0 e e-.

El factor 2/72 normaliza la
funcion error de tal manera
que se aproxima a 1 cuando
u se aproxima a infinito.

Los valores de la funcion
error se presentan en el
grafico.

30



g fcfm Modelo semi infinito
Temperatura constante en la superficie

1.2
Semi-infinite model Opposite side
0.8 \
\ 50% into solid
0.6

0.4 \
\ 10% into solid

0.2 = ———

Dimensional Temperature

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Fourier Number

Temperatura adimensional en un sélido semi infinito v/s
el Fo sobre el cambio de temperatura de la superficie a1
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Temperatura constante en la superficie

H_T(x,t)—T (

= > = erf
To _Ts

aat)? e”(Z@j

erf(u) = ij: e du

En el tiempo cero, el argumento de la funcion error es infinitamente
grande, por lo que la funcion error se aproxima a la unidad.
Entonces, la temperatura adimensional es también la unidad y la
temperatura en cualquier parte es igual a la temperatura inicial.

Con el aumento del tiempo el argumento de la funcion error es mas
pequeno y lo es también la funcion error. Esto significa que la
temperatura en cualquier posicion comienza a desviarse de la
temperatura inicial y eventualmente se aproxima a la temperatura
de la superficie.

32
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Temperatura constante en la superficie

—

Fisicamente, esta condicion ocurre cuando la superficie del material
tiene una baja difusividad térmica y se expone subitamente a un
fluido con temperatura fija 0 en contacto directo con un metal de
alta conductividad térmica. Caso del Fe, Cu, Al 6 Mg cuando se
vierten en moldes de arena u ollas con refractario.

Para pequenos valores de u (u<=0.2) erf se puede aproximar como:

erf(u)—zu:>erf( X j: X
m Jdalt) ol

Cerca de la superficie, donde esta condicion es vdlida (x muy
pequeno), el flujo de calor se puede calcular:

X
I (B IR
| dx g dx o [ s




&5 fcfm Modelo semi infinito
Temperatura constante en la superficie

El flujo de calor disminuye con la raiz cuadrada del tiempo.
En el seno del material el gradiente de temperatura esta dado por:

dT (T -7 )ex

p4at
dx NEi0

La superficie de un molde delgado que esta a 25 °C, subitamente es
calentado a 660 °C al ser llenado con Al,, y mantenido a esta

temperatura:

Ejemplo 34:
lig

a) determinar el flujo de calor al molde en 1, 5 y 15 min. Las
propiedades del material del molde son k = 0,48 W/m°C, p = 1440
kg/m3 Cp =840 J/kg°Cy a = 3,97-10-7 m?/s.

b) estimar el espesor minimo del molde después de 15 min y si aun
puede ser tratado como solido semi infinito. o



# fcfm Modelo semi infinito
Temperatura constante en la superficie

Ejemplo 34, Solucion:

a) El flujo de calor dentro del molde estd dado por:

k(T,-T,) _ 048 (660 — 25 )W _ 273 kW /m?

O,t = =
Aot Nt \/ 314 0397 10 "t Jt(s)

Lo que da flujos de calor de 35,2 kW/m?, 15,8 kW/m? y 9,1 kW/m?
después de 1, 5y 15 minutos, respectivamente.

b) el solido con una precision de 5 % puede ser tratado como solido
semi infinito si el numero de Fo es menor a 0,1.

L > /10at = +/10 0397 (10 7 (BO0Om = 0,060 m

35
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Interface entre dos solidos semi infinitos

|
4

e Cuando dos sdlidos “semi-infinitos” (A'y B) a temperaturas distintas
se ponen en contacto repentinamente, la temperatura de la
interface permanece fija durante un tiempo. Asumiendo que no hay
resistencia térmica entre los solidos, la temperatura de la interface
debe ser igual en ambos materiales:

T =Tg; =Tg

 Dado que la interface no puede acumular calor, el flujo a través de
la interface desde un solido al otro debe ser igual:

36
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Interface entre dos sélidos semi infinitos

N
x|
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* DondeT,,y Tz, son las temperaturas iniciales y Ts, la temperatura
en la interface entre A y B, Resolviendo para la interface:

(koc, V2T, + (koc, )2 To,
(koc, )2 + (koc, )22

* El téermino kpC, se llama “difusividad calorica” y representa la
capacidad de un material a resistir un cambio brusco en
temperatura en su entorno. De la ecuacion anterior, se ve que un
material con mayor difusividad caldrica tiende a imponer su
temperatura en la interface.

Tg =

e Mientras el modelo semi infinito sea aplicable, esta temperatura de
interface puede utilizarse como temperatura constante en la
superficie para resolver el perfil de temperatura dentro de cada
solido. 37
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Interface entre dos solidos semi infinitos

.......

L
g5 A NN A
PAI CA

 ka,

Temperatura de dos solidos en contacto
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n Propiedades térmicas
Wfcfn = .
de algunos materiales comunes

p C, k o = k/pC, (pC, k)"
Material kg/m® | J/kg°C | W/m=C m?/s J/s“§n°c
Cu 8954 383 386 11.3-10° 36,400
Al 2702 896 204 8.43-10° 22,200
Fe 7897 452 73 2.05-10° 16,100
Fe-1 wt% C 7801 473 43 1.17-10° 12,600
Al,O, Sapphire 3970 | 765 46 1.51-10° 11,800
18%Cr-8%Ni steel 7817 460 16.3 0.45-10° 7,660
Graphite 2210 709 5.7 0.36-10° 3,000
Chrome Brick 3000 840 2.3 8.7-107 2,350
Granite 2640 820 2.5 0.12-10°° 2,330
Water 1001 4182 0.597 1.43-107 1,590
Carbon 1950 780 1.6 0.11-10° 1,560
Soil 2050 1840 0.52 1.38-107 1,400
Glass 2700 840 0.78 3.44-107 1,330
Common Brick 1600 840 0.69 5.13-107 963
Sand 1515 800 0.27 2.2:107 572
Pine(white) : 640 2800 0.147 0.82-107 513
Oil(SAE 50) 888 1880 0.145 0.87-107 492
Wood(Oak) 540 2400 0.166 1.28-107 464
PVC 1340 1000 0.15 1.12-107 448
CORK 70 . 1880 0.045 3.42-107 77
Glass Wool 24 700 0.038 0.23-10°% 25
_Air 1.18 1006 0.026 2.11-10°% 6
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