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Conductividad Termica y Ley de Fourier

o Conductividad Termica:

Consideremos la misma geometria de las placas planas paralelas, sin embargo nos olvidaremos del
esfuerzo de corte que vimos anteriormente sobre la viscosidad, e impondremos una diferencia de tem-
peratura AT > 0, pero relativamente pequena, entre las placas, tal que T, la temperatura de la placa
superficial, sea mayor que la de la placa inferior (ver figura). La pregunta es, ;cuél es la distribucion de
temperatura en el fluido lubricante?

Figura 1: Definicién del problema para definir el coeficiente de conduccién térmica.

Dado que no existe movimiento (velocidad) del fluido que pueda transportar el calor, el transporte de
calor en estas condiciones se debe a la conduccion térmica (calor transmitido por actividad molecular),
que transporta calor de zonas de mayor temperatura a zonas de menor temperatura, y se expresa como:

q=—rVT

donde ¢ es el flujo de calor por unidad de superficie (vector),  es el coeficiente de conductividad térmica
(escalar, propiedad del fluido), y VT es el gradiente de la temperatura (vector). La ecuacién anterior
es conocida como la Ley de Fourier.

Dada esta definicion podemos calcular como varia la temperatura en la direccién § (figura anterior),
para lo cual consideraremos condiciones permanentes, es decir que la distribuciéon de temperatura no
varia en el tiempo. Bajo estas condiciones es posible ver que el flujo de calor permanece constante en
4 va que, en caso contrario, habria zonas que acumularian calor en el tiempo, mientras que otras lo
perderian continuamente, violando asi el supuesto de condiciones permanentes. Es asi que, si g, es el
flujo de calor en la direccion ¢, constante, entonces:

oT
qy = _H@



y por lo tanto,

T(y) = *%y +C

donde C; se obtiene de las condiciones de borde del problema, es decir, T(y = €) = Ty o bien,
T(y =0) =Ty — AT. Dada la forma de como se enunci6 el problema, ambas condiciones de borde son
necesarias ya que el flujo de calor ¢, no es un dato. Por lo tanto, al reemplazar ambas condiciones de
borde para obtener el valor de C y gy, se llega finalmente a:

AT
T(y)=Tn — T(G—y)
y que
AT
Qy = —K—

€

Cabe mencionar que este perfil lineal de temperatura es valido si la diferencia de temperaturas AT
es pequefia, ya que para AT grande otros procesos entran a gobernar la dindmica. En particular, la
temperatura del fluido define en gran medida su densidad y coeficiente de conduccién térmica, de
manera que cambios grandes en la temperatura pueden inducir reorganizaciéon del fluido ya que, en
palabras comunes, "fluidos més densos tienden ubicarse mas abajo en la columna de fluido".

Por dltimo, las dimensiones del coeficiente de conduccion térmica x quedan determinadas al reconocer

que el flujo de calor es, por definicién, energia por unidad de tiempo y por unidad de superficie, por lo

tanto, k, se suele medir en [mIf,/K] o en [cm?g'lOK], y ¢; en [%] o en [c’rfzaél‘s]’ respectivamente.

Ahora, al igual que para la viscosidad p vista anteriormente, la importancia radica en encontrar el valor
de la conductividad termica x. Para este proposito, es que existen metodos analogos a los mostrados para
la viscosidad, entre los cuales destancan los modelos empiricos-graficos, mostrados a continuacién:

o Para gases poliatomicos, ecuacién de Eucken

1,25 R
HM(OP+M)

Donde, k es la conductividad térmica de la sustancia, p es el coeficiente de viscosidad de la
sustancia, M es el peso molecular de la sustancia, C,, es la capacidad caldrica a presién constante,
vy R es la constante de los gases ideales.

o Para una mezcla de gases, ecuacion de Wilke

Kmezcla = E
Z] 115

’L]

1 M;\ "¢ TAGIN
e o3 (2 ()
V8 M; 14 M;
Donde, mmezcla[ﬁ] es la conductividad calorifica de la mezcla de gases, z; ; son las fracciones
molares de las sustancias, ®;; es un adimensional, funcién de las sustancias presentes en la mez-

cla, M; ;[-25] son los pesos moleculares de las sustancias, y k; ;[—%.—] son las conductividades
calorificas de las sustancias.

o Para una mezcla de gases, ecuacion alternativa

n 1/3
YT ki - M,

K3

Z?:l X+ M-l/s

Rmezcla =

K2



o Conductividad térmica en sélidos:
La conduccién de electrones en metalles desde un gas de electrones obedece a la mecanica cuantica.

7T277,6H§T V- 2ep _ C, VA ) Wzne/i%T)\el

F y R Rel = 7
) ’ ’ 3meVF

2ep Me 3
Donde, C, ; es la contribucién electrénica a la capacidad calérica volumétrica de un metal, n. es
el numero de electrones libres por cm?, ep es la energia de Fermi, y k; es la contribucién de los
electrones a la conductividad térmica. La energia de Fermi se relaciona con la velocidad promedio
de los electrones.

Cv,el =

Para probar que los electrones en un metal arrastran la mayor porcién de energia térmica, la
conductividad eléctrica y térmica se relacionan:

Rel T™ (KRB 2 _8 weQ
= =—|—=] =24 1 —
o T 3(e> A5 < 107 5]
Tambien se puede usar la siguiente relacién para L:
Kp
L=—
T

Donde, p[Qm)] es la resistividad eléctrica.
En compuestos semiconductores:

2 2 1 E\2
poa(f2) () L (B
e e/ (on+op) RT
Donde, o, es la conductividad eléctrica via electrones en la banda de conduccion, o, la conducti-
vidad eléctrica en los huecos de la banda de valencia, y Ey es la energia del gap entre las bandas.

o Conductividad térmica en liquidos:
Para liquidos se trabaja con la expresion de Bridgman-Bird:

B =[]
k=28kpVs | — Vo= |22 =
o (V Cy Pﬂ T

Donde, V; es la velocidad del sonido en el liquido y 5 es la compresibilidad.
Para sales fundidas (Lida & Guthrie):

U, 7.\ /2
_ —7 S . _ m
k=33x10 AQ/S,US_<)

Donde, T,,[°K] es el punto de fusion y, M|[g/mol] es la masa molecular.

o Conductividad térmica en grandes materiales:

I{eff = Kc(l — w)

T
P,=432x 1072
’ 7 8 (Dp‘d2>

Donde, kcsy es la conductividad en materiales porosos, Py[Pal es la presion de lo que se conoce
como Packed Bed (particulas apretadas), D,[m] es el didmetro promedio de la particula y, d[nm]
es el didmetro medio de la molecula de gas.

Si la presion actual es mayor que Py, no se realiza correcion del valor k4, en caso contrario (Presion
actual es menor que P,) se corrige la conductividad térmica en la fase gaseosa:

o

Ry

Mo = —22 (_Cp/Cy 1-w Try
144,95 x 10 (1+(’}p/cv) (%2) (PDpd2gC'pn)
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Se determina:

1< <6000
Kg

Se calcula la conductividad térmica efectiva del Packed Bed:
Kb
kg

Si, se considera el efecto de la radiacién:
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Figura 2: Relacion grafica entre =& y ==,
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Transferencia de Calor

o Transferencia de Calor:

Sabemos que el calor se genera por disipacion electrica, roce, origen nuclear y, por reacciones quimicas.
Por su parte, la transferencia de calor ocurre por tres mecanismos conocidos:

e Conduccion: Asociado a Solidos.

e Conveccion: Asociado a Fluidos.

e Radiacién: Asociado a Ondas Electromagneticas.

o Conduccién:

La conduccién térmica de distintos materiales depende de sus propiedades atémicas o internas. En este
caso, el modelo que describe la transferencia de calor, no es mas que la ley de Fourier:

oT
Gn = —Ko—

on

Donde n es la direcciéon en la cual se quiere calcular el flujo. Esta ley responde a la primera ley de la
termodinamica, ya que el calor se transfiere de las regiones de mayor temperatura a las de menor.

Por otra parte, de la termodinamica tambien tenemos que:

q = pCpAT

De esta forma, definimos el coeficiente de difusividad térmica:

o= —

pCp ~ Calor Almacenado

K Calor Conducido [m?
s

Luego:
9 _
g=a (pCp(T Tref))
on
e Balance de Calor:
Sabemos que la entalpia se define como:
H=U+P-V

& dH =dU +VdP + PdV
en la mayoria de los procesos metalurgicos se trabaja a volumen y presién constantes, luego:

dH = dU

que nos dice que el cambio de entalpia marca el cambio de energia interna del cuerpo. Por otro
lado, sabemos que:

dU = dQ + dWemt - Pe:vtdv
Y, como P =ctey V = cte, luego dW,,; =0y dV =0,

= dU =dQ
luego, por definicion:
_ 4@y
“="ar



= Cp:diT

Con esto tenemos que, al pasar de:
Estadoy, — FEstados = AH = Hy — H;

Si AH < 0 entonces el proceso es exotérmico, en caso contrario (AH > 0), el proceso es endotér-
mico. Por lo general, se trabaja con entalpias estandar a 298[° K] y 1[atm].

Ahora, para una reacciéon quimica se tiene:

AHRac = A}IProductos - A]_IReactcmtes

oH OH
dH = (8T>PdT+ (3P)po

pero, la mayoria de los procesos ocurren a presién constante, entonces:

= dH:(8H> dT
ar ) ,

y, como

y por definicién:

dH
O =7
Entonces:
T
AHrp, 7, = CpdT
T

Empiricamente, se sabe que:

Cp=a+bT +cT™*+dT?
Por lo que, en forma general:

Trus T;

Cp(s)dT +AHypys + / Op(l)dT

AHagsor)— 7, = AH, +/
Trus

298[° K]

y, para la reaccién global:

AH = Z n,AHZ - Z nlAH,

Productos Reactantes

con
m;
ny — %
3 M,L
El balance de calor nos entregaré la energia transferida en el proceso en Joule [J]. La ecuacién de
Fourier implica una tasa de transferencia ([J/s] = [Watt]) y, por simplicidad normalizada por el

area de transferencia ([Watt/m?)).



e Simplificacién de la Conduccién (Método de las Resistencias):

En terminos sencillos (y realizando un balance del calor transmitido), la ley de Fourier para n
cuerpos en contacto transmitiendo calor por conduccién desde un punto a una temperatura Ty a
otro con una temperatura T,,, se puede escribir como:

¢ {W} _ (T -To)
m? Y Ri
Donde )" | R, representa la suma de resistencias existentes expresadas segin su geometria como:
— Rectangular:

K

R;

Donde Azx; es el ancho de la superficie con conductividad «;.
— Cilindrica:

In(riy1/r:)
i

R; =

En donde, entre ;11 y r; esta la superficie con conductividad ;.
Hay que tener cuidado al usar este metodo, pues la expresiéon para la resistencia R; puede cambiar

no solo segin la geometria, sino que también con los diferentes tipos de transferencias de calor
(conveccion sobre todo).

o Conveccién:

Ocurre debido al movimiento del seno del fluido, es decir, el lugar con temperatura més distinta a la
interface. Principalmente, depende de propiedades como p, &, p, Cp y V, ademés de la confguracion
geométrica y aspereza de la superficie sélida. Existen dos tipos de conveccidén, la natural y la forzada.

Se define el coeficiente de transferencia de calor h como la velocidad de la transferencia de calor entre
una superficie solida y un fluido por unidad de &area superficial por unidad de temperatura.

oT
dy

=0 w
h = —R fluido (TS —yTOO) |:m2 . OK:|

e Numero de Nusselt:

Nu =
K

Donde D, es el diametro equivalente. Representa el mejoramiento de la transferencia de calor a
través de una capa de fluido como resultado de la conveccién en relacién a la conduccién a través
de la misma capa, en sintesis:

Gconveccion
Ny= ———

qconduccion

e Numero de Prandtl:
Parametro por medio del cual se describe el espesor relativo de las capas limites de velocidad y
térmica. En sintesis, como el movimiento hace variar la temperatura.

e Conveccion Natural:
Como su nombre lo dice, se lleva a cabo por una corriente de conveccién natural, aumentando la
velocidad de transferencia.



o Numero de Grashof:

gﬂ(Ts - Too)Lg
2

GT‘L =

v
Donde g es la gravedad, § el coeficiente de expansion volumetrica definido como:

=1 /0p
ﬂw(w)

1
=7

Representa la relacion entre la fuerza de empuje y la fuerza viscosa que actiian sobre el fluido.

Para gases ideales:

Gr >10° — Flujo Turbulento

Cuando tenemos un flujo externo involucrando convecciéon natural, una buena forma de dis-
criminar la importancia relativa de cada una es por:

G
LQL <1 — Natural Despreciable
Re?,
G
r; > 1 — Forzada Despreciable
Rey
G
L; ~1 — Ambos Importantes
Rey,
o Numero de Rayleigh:
Rar, = Gry, - Pr

La gracia es que tipicamente:

Nu=C(Grr - Pr)" = CRa}
Es decir, es una funcién de ambos numeros. La importancia radica en poder determinar Nu,

para calcular:

kNu

h =
D.

Donde D, es el diametro equivalente.

e Conveccion Forzada:
En este caso, existe una fuerza externa impulsando el movimiento del fluido. También, se tiene la
siguiente relacion:

Nu=C-Re™- Pr"
Dependiendo de la geometria. Aun asi, se tiene:

kNu
D,

h =
o Radiacién:

Cuerpo Negro — q=o0-T*

Cuerpo Gris — qg=-e¢-T*



Donde o es la constante de Stefan-Boltzman:

w

— -8
g = 5,67 x 10 [W]

y, e es la emisividad propia de ciertos materiales. Representa la relacion entre la radiaciéon emitida por la
superficie a una temperatura dada y, la radiacién emitida por un cuerpo negro a la misma temperatura.

q

N oy

| e 7 |

3
Figura 3: Esquema de radiacién sobre un cuerpo.

En el proceso de radiaciéon, pueden ocurrir tres posibilidades con la energia recivida por el cuerpo:

(1) El cuerpo refleja parte de la energia con un coeficiente p:

_ Radiacion Reflejada
" Radiacion Incidente

p

(2) El cuerpo absorve parte de la energia con un coeficiente a:

_ Radiacion Absorvida

"~ Radiacion Incidente
(3) El cuerpo transmite parte de la energia con un coeficiente 7:

Radiacion Transmitida

= Radiacion Incidente

Tanto p, o, 7 € (0,1) y, ademés se cumple:

pra+1=1

e Factor de Vision:
Sea F;; la fraccion de la radiacion que sale de la superficie ¢ y choca con la superficie j.

= Qi =A; Fy o(T} - T;L)
Fj; se puede determinar a través de formulas y graficos. También se cumple que:

n

> Fj=1
j=1

Lo cual quiere decir que, la suma de los factores de visién desde i a todas las superficies 7, incluida
ella misma, debe ser igual a 1.

Con esto, tenemos que para n superficies interactuando es necesario determinar % factores
de visién.
Algunas propiedades son:

Fi(j k) = Fir + Fij

Si la super ficie i es plana = F; =0

9



Transferencia y Ecuaciéon General de Energia

o Ecuacién General de Conduccién del Calor:

Si consideramos un volumen de control de lados Az, Ay y Az, al aplicar la primera ley de la Termodi-
namia tenemos que el cambio de energia interna, no es mas que la cantidad de energia que entra o sale
de la frontera (analogamente al momentum).

T
Az

=1 ——

Figura 4: Volumen de Control.

Luego tenemos:

Qentrante + Wentram‘,e + Econversion = Qsaliente + Wsaliente + Uinterna

En donde, E.onversion representa energias provenientes de disipacion electrica, roce (viscosidad), reac-
ciones quimicas 6 de origen nuclear, en este caso la llamaremos ¢. Por otro lado, si suponemos que p es
constante, entonces el trabajo sobre el volumen de control se transforma en energia térmica. Entonces:

ou

= Qe T Ay + @y T ATAYDAZ = Gpy + qyy + G2y + v

Si agrupamos los terminos de a pares, por ejemplo:

oT oT
oy = Go, = —AYAz ((fiaa:)xl - (Haac)m)

Pero,  puede depender de la temperatura y, por ende, de la geometria. Entonces, haciendo una expan-

sién de Taylor:
or\ _ Or  (-As\ 0 (0T),
Hax m*“ax 2 ox Hax
or\ _ Or  (Ac\ o (0T,
Hax w*”ax 2 ) Ox H@x

0 oT
= Goy —Gay = AyAz (Axax <R8x> + .- >

Por analogia:

Asi mismo:



ou or
T pCv (AzAyAz) En

Para un fluido Newtoniano, p = cte = Cy = Cp.

Luego, agrupando los términos en la ecuacién original:

9 [ or 9 [ or 9 [ or ar
AyAs (2e 2 (k25 Y oneaz (a2 (#25) Yaneay (22 (+22) ) id = pov (Azayan 2L
Y Z< * on (“ax)>+ v Z< Yoy <“ay>)+ v y( “ 9z (“az))+q pCv (ArAyAz) 5

y, dividiendo por el volumen de control AzAyAz, se tiene:

ﬁ 87T+£ (97T+ﬁ a£+—_ca£
or "z dy Ky 8- \"2 E=PEVig

Que es la ecuacion general de la conduccion.

Ahora, en base a esta ecuacién, se tienen los siguientes casos especiales:

e Ecuacion de Fourier: Si k es constante y, no hay conversion de energia interna, entonces:

o1 0T 0T 107
0r2  0y2 022 a Ot
10T

2
T=-2
v o Ot

Donde « es el coeficiente de difusividad termica visto anteriormente.

e Ecuaciéon de Poisson:
Si K es constante, el sistema se encuentra en estado estacionario y, hay conversién energia interna,
entonces:

o*r  o0*T  O°T q
e
ox? = Oy 022 K

ver = -4
K
e Ecuacion de Laplace:

Si k es constante, el sistema se encuentra en estado estacionario y, no hay conversién energia
interna, entonces:

PT L PT 0T

ox? + Oy? + 022 0

V2T =0

o Ecuaciéon General de Energia:

Realizando un balance de energia sobre un volumen de control estacionario AzAyAz parecido al visto
anteriormente, pero esta vez considerando:

Ue,i,c = Qi,c,c + Qc + Wf

En donde, U, ; . es la tasa de acumulacién de energia interna y cinética en el volumen de control; Q; ¢ .
es la tasa neta de energia interna y cinética producto de la conveccién; Q). es la tasa neta de calor
producto de la conduccién y; W es la tasa neta de trabajo realizado por el fluido.

Como es evidente, este balance de energia es mucho mas complejo, pero no asi distinto que el anterior, ya
que en esta oportunidad se considera la energia interna y cinética del sistema, acumulada y, producida
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por conveccién. También, se considera la energia producida por conduccién y, se considera el trabajo
realizado por el fluido, el cual, representa fuerzas gravitacionales, fuerzas de presion y, fuerzas viscosas.

Por lo tanto, la ecuacién que representa este balance, conocida como ecuacion general de energia
es:

(8T oT oT 8T> (82T 0T 82T>
pCy — | =k 1

T Ty T e 92 T a2 T o2

=9 % 2+ % 2+ ov, 2 n avm+% 2+ va+8vz 2+ %+8vz 2
K or y 0z a y Oox 0z or 0z dy
Donde, el término I puede ser relacionado con el calor generado por el sistema. Si el fluido se considera

ideal (u=0) = I=0.

En terminos de la derivada material, tenemos:

DT I
N VA A
Dt @ + pCp

Recordar que para un fluido Newtoniano de densidad p constante, se cumple que Cy = Cp.

Como es de esperar, al igual que las ecuaciones de Navier-Stokes vistas anteriormente, ésta cumple un
rol analogo para el caso de energia, cambiando la expresiéon al cambiar de geometria.

Conduccion No Estacionaria:

De la ecuacién de conduccién, se tiene la siguiente solucién:

T(t) - T —bt

T —Tw ©

Donde,
b h- A,
_p-V-CP

Tw es la temperatura del fluido, T; es la temperatura del cuerpo y, A, es el area superficial. Esta
ecuacion permite determinar T'(¢) y, es aplicable bajo ciertas condiciones.

Se define el largo caracteristico como:

I Area
¢ Perimetro

y, el nimero de Biot:

Bi Conveccion en la super ficie  h- L,
i= =

Conduccion en el interior K

Notar que se parece a Nu, pero se diferencia en L.
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La condicion es:
Bi<0,1

Cuando se cumple esta condicion, el error en el resultado es del orden del 5%. Por otro lado, si no se
cumple, no quiere decir que no se use, solo que el error asociado es mayor y, se ultilizan tablas o graficos
para determinar estas caracteristicas.

Se define el nimero de Fourier:

P Velocidad conduccion cuerpo volumen L3 a-t K
o )

= = =5 o= —
Velocidad almacenamiento cuerpo volumen L3 L? pCp

y, bajo este parametro, se hacen andlisis gréficos sumado al nimero de Biot.

e Método Lump Capacitance:

Se asume que la energia se distribuye uniformemente a traves del sistema (No existe gradiente).
Asi, el sistema se trata como una sola entidad.

Se tiene la siguiente relacion:

oT(t
pVCp 85‘ ) = hA(Ts — Ts(t))
Integrando esta ecuacion:
/T arit) /t hA
7, (T(t) — To) o PVCp
T() ~Too _ —sbbzt _ -2
To — Teo
Donde: ;
—=DBi-Fo
.

Para ver si el método es aplicable, vemos la razén entre resistencias internas y externas:

Rsuperficie = (Tmf - Te)

H(Ts - Tcentro)

Rsolido ~ I

R ici hL .
— Ilsuperficie T p.
Rsolido R
Luego, aplicamos la condicién vista anteriormente sobre el numero de Biot.
e Modelo Sélido Semi-infinito:

Asume que la transferencia ocurre sélo cerca de la superficie, y no penetra todo el sistema. Es
aplicable solo si ¢ es pequeno o, el sistema es grande, lo que se traduce en un nimero de Fourier
pequeno:

Fo< 0,1
Fo también puede usarse para saber cuanto calor ha sido transferido, segin la temperatura a una

distancia especifica del solido.

Supongamos que la distancia es  cuando el numero de Fourier es Fo = 0,1, entonces el tiempo
transcurrido seréa:

0,122
t =
@
= z=VI10-t -«
Que es la distancia a la cual ha llegado el proceso de calentamiento.
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Para obtener el perfil de temperatura segtin este modelo, se resuelve la ecuacion:

dr 0*T

el

dt O0x?
Imponiendo condiciones de borde. Pero, generalmente, se trabaja con una funcién complementaria
de error, tal que:

T —-T; 2 (5
7(;5’1271 —erfc(f)—erfc(Q\;a)—lﬁ/o e " du

Donde, = es la distancia a la cual se encuentran los limites y, los valores de £ y erfc(§) estan
tabulados.

Asi:

o Si la temperatura es constante en la superficie (Ts) y, To es la temperatura incial, entonces:

T(,t) =To + (Ip — To)er fe (\/ZE)

o Si hay dos sélidos en contacto y, Tao y T, son las temperaturas inciales en cada sélido,
entonces:

(kpCp) Y *Ta0 + (rpCp) Y Th 0
(kpCp)Y* + (kpCp)Y*

o Si hay flujo constante de calor en la superficie:

dat x? n ! T 1
—exp | —— x-erfc| — —
Ve P\ aar Viat
o Si hay flujo de calor convectivo en la superficie (revisen esta formulal):

T(x) — T, h h2at hv/at
R s () o (4 ) oo (o)

Para cuerpos con distintas geometrias, se multiplican las soluciones de la ecuacién y, se procede
del mismo modo visto hasta ahora, obteniendo:

Tez

T(Jf,t) = TO + %

T(x,y,2,t) = 60(x,t) x 0(y,t) x 0(2,t)
T(r,0,z,t) =(r,t) X ¥(0,t) x ¥(z,t)

Donde, cada funcién 6, i son obtenidas mediante gréaficos que incluyen las geometrias de los
cuerpos y, los numeros Bi y Fo.
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