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fcfm “7i%  Ecuacion de Continuidad y Ecuacion de Momentum

Generalidades

v’ La ec. de Navier Stokes corresponde a la ecuacion general de
balance de flujo de momentum y es valida para describir el
comportamiento de todo tipo de flujo.

v' Cuando se desea resolver problemas simples de flujos iso-
termales en donde py I son constantes es preferible aplicar
balances simples diferenciales de momentum.

v La ec. de Navier Stokes es utilizada en conjunto con la ec. de
continuidad para simplificar su desarrollo.

v' Ambas ecuaciones pueden ser desarrolladas vectorial o
tensorialmente dependiendo de las condiciones del problema
a enfrentar.



fcfm “7i%  Ecuacion de Continuidad y Ecuacion de Momentum

Generalidades

v La utilizacidon conjunta de estas ecuaciones, representan la
solucion matematica a problemas de flujo de fluidos, son
ecuaciones complejas y no siempre entregan soluciones
exactas.

v’ La ec. de continuidad se desarrolla a partir de la aplicacion de
la ley de conservacion de masa a un elemento de volumen
pequeno inmerso en un flujo.

v’ Ambas ecuaciones son validas para resolver problemas de
flujo laminar y turbulento, sin embargo debido a su
complejidad, se prefiere abordar estos ultimos mediante
modelos empiricos.
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Para desarrollar la ec. debemos aplicar la ley de conservacion de
masa a un elemento de volumen inmerso en un fluido en movimiento
que presenta las componentes de velocidad, v,, v,y v, .

wfdfon = Ecuacién de Continuidad

Acumulacion de | — Flujo de masa

flujo de masa entrante

Z A

_______________

Flujo de masa
saliente




wfdfon = Ecuacién de Continuidad

El flujo de volumen del fluido que entra a través de la seccion
transversal perpendicular a la direccion-x es el producto de la
velocidad (componente-x) y el drea de la seccidn transversal:

Ly Az |,

El flujo masico del fluido que entra a través de la seccion
transversal-x perpendicular a la direccion-x es:

AyAz(pv, ),

El fluo masico del fluido que sale a travées de la seccion
transversal-x#x perpendicular a la direccion-x es:

Ay AZ(,()\/ X )‘ X+ AX



fcfm Ecuacion de Continuidad

Las expresiones de flujo masico que entran y salen a través de
las otras secciones transversales perpendiculares a las
direcciones-y, -z, son analogas.

La acumulacion, es la velocidad del cambio de masa en el
elemento de volumen de control:

Ay Az 2P
ot

[1 El balance general de masa es:

AXAyAZ ap — AyAZ( x‘ X pvx‘ x+Ax)+

ot
..+A)(A2(p\/y‘y—p\/y y+Ay)+AXAy( Z‘Z_pvz‘z+dz)




fcfm Ecuacion de Continuidad

Dividiendo por el volumen de contrafixdy4dz y haciéndolo
tender a O, se obtiene la ec. de continuidad:

B =2 v+ 2 v, + L pu
at X y Y Z

Para fluidos de densidad p constante (mayoria de problemas de
ingenieria), la ecuacion de continuidad puede reducirse a la

forma:
ov, Ov, +9V. g
OX oy 0z

En notacion vectorial:




fcfon = Ecuacion general de Momentum

Para todo tipo de flujos incluidos agquellos no estacionarios, el
balance general de flujo de momentum queda definido por:

Flujo de mom.| __| Flujo de mom. = | _ [ Acumulacion d
[ entrante j ( saliente + ZFdeI SISt = | Flujo de mom.
Por simplicidad consideraremos solo la componente-x de cada

uno de los téerminos. Las componentes-y, -z, resultan andlogas:

Debemos considerar el flujo de momentum combinado total que
entra y sale por las superficies del volumen de control por efecto
de la componente-x del fluido.

¢ =74 TOV\V, = PTT; + OV,
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/ |
sz| z+4z
Fuerzas viscosas causadas Tl yiny
por el stress molecular en el — 1" .- e

volumen de control Txx‘x Tyx‘ y XX| X+4x

y sz V4

X
AyAZ(Txx‘ X - Txx X+AX ) +
+ — +
AxAz\r T Dy Ay)

+ AXAy sz‘z - sz z+Az) 9




] fcfm Ecuacion general de Momentum

! ‘ IOVZVX z+4z
Z | .
‘* :
: \\Ia/yvx yr+Jy
Fuerzas convectivas v ‘ X ;
causadas por el movimiento PV x| i __ﬂxvx X+2X
del seno del fluido \
' Y
(momentum-x) AV yVuly
y I
‘ Iovzvx‘z
X>
AyAz(p\/XvX\X ~ VNV n )t
.+ AxAz Vx|, TV yVx y+Ay)+...
+AXAy(WZVx‘Z _Wzvx z+Az) 10




s fefon = Ecuacion general de Momentum

Fuerzas del sistema

En la mayoria de los casos, las fuerzas actuando sobre el
sistema provienen de la presion P y de la aceleracion de
gravedad g por unidad de masa. En la direccion-x, estas fuerzas

seran:

AyAZ(P‘x B P x+Ax)
09, AxAy Az

Finalmente, la acumulacion de flujo de momentum-x en el
volumen de control es:

0,
XA Az —
y (at pvxj



fcfm Ecuacion general de Momentum

Dividiendo por el volumen de contrafixdy4dz y haciéndolo
tender a O, se obtiene la ec. de momentum de la componente-x:



s fefon = Ecuacion general de Momentum

De manera analoga se obtienen las ecs. de momentum de las
componentes-y, -Z:

ot 7 ox Y oy Y'Y o9z" VY]
(o, Lo, Lo P,
ox ¥ oy ¥ o0z 7)) oy Y
at Z X Z Y Z az Z Z



fcfm Ecuacion vectorial general de Momentum

Utilizando notacion vectorial es posible resumir las ecuaciones
anteriores. Representacion vectorial de la velocidad magmay

de la aceleracion, g, son triviales y conocidas, sin embargo, los
terminos oP/dx,0P/dy ,0P/dz representan gradientes de presion.

La presion es una cantidad escalar, pero el gradiente de presion
es un vector denotado porjp 0 bien gradP.

P:iP+iP+iP
)¢ oy 0z

donde:

0 O0 O
— + + —
OX 0y 0z
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Ecuacion vectorial general de Momentum

Expresion general para la ley de conservacion de momentum
sobre un volumen de control inmerso en un fluido en movimiento:

0
ot

(

o) —

P~

7)+ 09

Sin embargo, necesitamos relacionar los esfuerzos de corte o
componentes viscosos de esta ecuacion con los gradientes de
velocidad y con las propiedades del fluido para determinar las

distribuciones de velocidad:

Para fluidos Newtonianos incorporamos el tensor de esfuerzos,
los nueve componentes de 3 relacionados con los esfuerzos
normales y 6 relacionados los esfuerzos de corte.



B fcfm R Tensor de esfuerzos viscosos de Newton

/ ov, 2

=2 4 — v

Lo = 20— 2+~ (0 V)

Esfuerzos r.., =—2U avy "'E,U( DI/)
normales < 7 oy 3
ov, 2

=—2pu—=+Z (0w

.= —2p— =+ pu(0W)
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Esfuerzos
de corte

Tensor de esfuerzos viscosos de Newton

{
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s fefon = Ecuacién de Navier Stokes

Esta ecuacién asume gue tanto la densigad;omo la viscosidady,
son constantes iyl .

[v=0
ov, , 9V, v, P
ueqa OXx oy 0z
_GVX+V OV, ,y Oy, OV |__OP, 0%v, , 0%v, 9%V, |, ;
Pat " ox Yoy faz| ox o ap o | TV

avy ov, ov, ov, oP 0°v, 0°v, 0°v,
D +v,—L+y —Y+v L |=——+y +—2 + +pg,
ot ox 7 oy 0z oy | ]

OV ov ov GVZ}_ oP {azvZ 0°v,  0°v
=4 + +

Z+V Z+V Z+V -
ot “ax Yoy ‘oaz| oz |ad o oz



< fefon = Ecuacién de Navier Stokes

Consideremos un volumen de control de un fluido moviéndosme
espacio sin flujo masico a traves de su superficie, los cambén la
componente-x de su velocidad con el tiempo y posicidn seran:

= ov, At+aVXAx+aVXAy+aVX e
ot 0X oy 07

Ademas la componente-x de la aceleracion esta definida.como

AV

. N, . |ov At ov, Ax ov, dy ov, Az
3 =Im=—>=lims + + + >
a0 M gl Ot A Ox A oy A 0z At
Obteniendo
_0v, ov, ov, ov, _Dv,
ax — +Vx +Vy +Vz =
ot 0X oy oz Dt



< fefon = Ecuacién de Navier Stokes

La ec. Corresponde a la derivada substancial vista como Ila
aceleracion sobre el volumen de control. Expresiones ajsdo
existen para las direcciones-y, -z, representando el migtpor las
correspondientes 3 derivadas substancialés.y

pot = =OP + a2V + pg

Ec. de Navier-Stokes, que atribuye la Ley de newton en swafdan
masa( p ) por aceleracion( Dv/Dt ) igual a la suma de fuerzas,
siendo estas; las fuerzas de presion P ), las fuerzas viscosas
(,uDZV) y las fuerzas de gravedad o de cuefpag ).



::.\:. |
gecieriadaMines, e 7 .
o fcfm Ecuacion de Navier Stokes

Table 2.1 The continuity equation in different coordinates systems

Rectangular coordinates (x, y, z):

dp 0 0 J
el _ Y tov)= 0 A
o + ax(pv,‘) + ay(pv,) + = (pv.) (A)

Cylindrical coordinates (r, 8, z):

dp 10 I ¢ d
or r ar(p"") r 00 (ove) Bz(pv') v

- Spherical coordinates (r, 0, ¢):

dgp 10, 1 @ . | '
op 10 o e 2 e C
ot "'Hrssneao(””"s'"o”rssnoaqb(p”" ©)

*Tables 2.1-2.7 are from R. B. Bird, W. E. Stewart, and E. N. Lightfoot, Transport Phenomena

~ Wiley, New York, 1960, pages 83-91. Reprinted by permission.
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Ecuacion de Navier Stokes

Table 2.2 The momentum equation in rectangular coordinates (x, y, 2)

Interms of t:

l ov, N dv, N v, o dv, P
. n —_ — P — )y —] = ——
x-component p Py v, x " 3y 3 Ix
My My O,
— | A
(Ox dy * d T+ P8s )
: dv, " dv, : dv, N dv, P
y-component  p y v, I v, 3y v, 3 Iy
dt,, Ot dt,
— - B
(0x+0y+0: * Py (&)

v, . dv, N dv, N adv, ar
— Yt U —— U — ] = ——
o *ox  Tay oz 0z

(Ot,, d,, v,

b e e emmn] & DR e
0x dy . 0z ) T P8, )

z-component p(
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rCff'd PE Ecuacion de Navier Stokes

In terms of velocity gradients for a Newtonian fluid with constant p and g

t dv, . v, . v, + dv, apP
¢ n _— Ut Ut U] = —
x-compone P Y e Y 3y 27 F
" (72 ()20‘ ()zux (D)
% a2 0)'2 + 5 + pg.
l dv, N v, N dv, N v, oP
- onen —_—t Uy + U, — ] - ——
y-compone P ot ox ’ 6y Vs 0z ay

+ g, (E)

}‘{ = v,
6 I3 02
dv, dv, dv, dv,

z-component  p|-— Py +v-&-+v,5;+u-é; =_-._5;

dzv: N 320: (720 . (F)
ax? | 9y MY

+ U
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rcfrd S Ecuacion de Navier Stokes

Table 2.3 The momentum equation in cylindrical coordinates (r, 8, 2)

In terms of t;

r-component* ‘)U + v o, . o, v dv, oP
P ' or r 90 ’ + l.‘? - ——a-r-
l a ' at'. t” ar'.
(;5;‘"" M i R
s vy Ly vy 0,0, Ov, | oP
0 A A ap T ™ —] . ——
<omponent  plSFH B F gt T F e r 00
| 0 2 ' at“ at’x
(7‘ A A i
- po p a r ar ao D, az = -5;
IB( lat,,+at"+
rarn")+r00 0z PE

(A)

(B)

()
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rcfrd S Ecuacion de Navier Stokes

In terms of velocity gradients for a Newtonian Auid with constant p and 4/,

-component® -—-+ — = = — 0, —
CSSSEE F Y Tree 7T

dv, v, ] v, or
or

N a(li(, )‘ 1 2%y, 2 du,
ﬂarrﬁruj+r’80’ r’ﬂo

L 0 | 6P
f-component p-‘%*.vs?'*ﬂr‘.ﬁgib&?'*”‘i?): _;39

l
3 ]+pz. (D).

. "(l"(, ))+1a=u. 2 dv,
Hl o WITE T T A
v av, Ve 60 ov, _opP

z-component p(-aT' + v, -07 et -~

e
+&d+n.(&

w5l ) e

l’.] + P8: (F)

“The 1erm pu; r is the centrifugal force. It gives the effective force in the r-direction resulting from
fluid motion in the f-direction. This term arises automatically on transformation from rectangular to

cylindrical coordinates; it does not have to be added on physical grounds.
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Table 2.4 The momentum equation in spherical coordinates (r, 8, ¢)

In terms of t:
, dv, N v, L av, L Ve dv, vy + v}
recomporemt P \ar "% T r 90 " rsind 99 :
- la(2 ) + (t,95in 0)
o 2ar T sin0ae
I 0ty Tey + Tye
— A
rsin@ d¢ T PE (A)
g dvg v v, vy Ovy vy vFcoll
0- v 28y Loy Ve O -
componen p(al o T r a0  rsmBolm T r
LoP (10 I | Ot
TSNP [— + — 9 .
r 00 (rz AR e L ey
T, cot 0
B B
; ; t“) + P8 (B)
v, vy vy vy Vg Ovg V4, Vgl
- t e —_ 4 — to
{HEPmpaRen ”(az T T30 Trsmbde . r T r°
L P [1d Loty 1 Oty
== —— — — |5 = () + -2 —
rsndag  \ParT ¥ 758 T rend oo
T, 2cot @
To Tw) + P8y (€)
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In terms of velocity gradients for a Newtonian fluid with constant p and y:

l v, N dv, LU dv, LY dv, vy + v}
- ¢ - —_— — —
oo A T T T 0 T rsin0 0
daP 2 2 dvy 2
= — — Vi, — =p, = = — — — cot 0
or ”’( PR T T Y
2 Ov, .
rtsin0 d¢ i
v, vy vy v, vy vy VW, vycOLO
0-c onent — +v,— + - + — : 3 =
component - # ot Y dr * r 00 rsinf d¢ r r
I OP + v & 2 Jv, Vg 2cos 0 adv, &
—_— e — v —_— p— —
r 30 °T 00 T Fsint0 risin0 op) PP
YN vy vy g Vg Uy VU, Vel
-component  p|— 4 v, — + — + — + + —cot 0
$-comp ANoc "% "7 30 “rsnoog T Ty
| aP v 2 Ov
— e + Vz . 'é + — r
rsin( d¢ T 2sinZ0 " Flsin0 A
2cos 0 v, N
st op) © PEe

(D)

(E)

(F)
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Table 2.5 Components of the stress tensor in rectangular coordinates (x, y, z)

™ =
ov,

Tux = —H 2—é—X— - %(V ¢ v)-‘ (A)
[ Jv ] \
W= ~H 25, 3( v)~
[~ a -
t, = —H| 252 = }(V-0) (C)
% i
K av,—
_ e e e D
Txy = 1"yx ,UL. ay T ax ( )

= = —| — (E)
Tz = Tay ”_az dy |
[ Ov ov. |
_ — z X (F
Tax = Tz 'UL_ax 0z )
0 %,
(Vop) = oy Dy T (G)
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Table 2.6 Components of the stress tensor in cylindrical coordinates (r, 0, 2)

T, = —/,[[.2%% — (V- v)] (A)
To0 = —,uL2(% %%_+ E;) — 3(V °v)] (B)
T, = —H LZ% — 3(V- v)] (C)
T,9 = Top = —,u;r (%(?rf) + %%%] (D)
T, =T, = —,U:%? + %”7] (F)

(V'v)=li(rvr)+-—+—- (G)
r or
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Ecuacion de Navier Stokes

Table 2.7 Components of the stress tensor in spherical coordinates (r, 6, ¢)

[ du,
T, = —,U;’- 5 :zs(V'v)] (A)
[ [10v, v
= -4 2[- —= + <} = ¥V. B
Too ,U_ (r 30 + r) 3 ”)] (B)
i | dv, v, vugcotB|
= — — -] — %(V. C
feo 'JLZ(r sin ) d¢ N r M r ) 3 v)] (€)
3 [ 3 (v, 2 | dv, (D)
e == T = _'u: or\ r r 00
(sinf @[ v, | vy
Y] i I . E
T = Too = —HI ao(sin 9) T rsing a¢] -
I dv, e fv,
= = - T = il F
e T 'ubrsin9(3¢ +r6r(r)] i
I %) Il dv
Vev)= = —(r? — (vg sin 0 ¢ (G
(Vov) = 55 o)+ o gpesin O + 2 55 (©)
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