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fefon === Flujo laminar y ecuacion de momentum
Balance de momentum

v’ El balance se aplica a un volumen de control de fluido con el
objetivo de desarrollar u obtener una ecuacion diferencial que
represente y describa el comportamiento del mismo.

v’ Para la resolucion de la ecuacion diferencial serd necesario
imponer restricciones fisicas del sistema (condiciones de
borde) y de tiempo (condiciones iniciales).

v’ La resolucion de la ecuacidn diferencial nos proporciona la
distribucion de velocidad en el sistema de donde se obtiene
ademas el esfuerzo de corte en la interface fluido-sdlida.

v' El planteamiento del comportamiento de fluidos mediante
balances de momentum es un tema bdsico e introductorio del
transporte de momentum.
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fcfm Flujo laminar y ecuacion de momentum

v

Balance de momentum

Para flujo estacionario el balance de momentum queda definido por
la ecuacion general:

Flujo de momentum _ FIUJode_momentu + Zﬁdel sistema = O
entrante saliente

Generalidades

v Los balances se aplican a una delgada “envoltura” de fluido.
v Se considera flujo rectilineo en estado estacionario.

v’ Las fuerzas que nos interesan son las de presion actuande sob
las superficies y las de gravedad actuando sobre todo ehveiu
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fcfm === Flujo laminar y ecuacion de momentum
Generalidades

v El momentum que entra o sale del sistema por transferencia de
momentum lo hara ya sea por transporte molecular o por
transporte convectivo.

v El balance de momentum, resulta en un balance de fuerzas
porque tiene relacion con los flujo de momentum que entran y
salen del volumen de control.

v Si el flujo es Newtoniano, podremos relacionarlo con la ex. d
viscosidad de Newton para determinar el perfil de distribnc
de velocidad del sistema.

v Si el flujo es no-Newtoniano la ec. de viscosidad de Newtasno
valida y otros modelos empiricos deberan ser utilizadosapar
determinar el perfil de distribucidon de velocidad del siste



fcfm Condiciones de borde en
el balance de momentum

Determinaciones de hecho fisicos para valores concretodade
variable independiente utilizadas en la resolucion degrdeion de
problemas de fenomenos de transporte.

v Interfase fluido-soélido: velocidad del fluido = velocidadn que
se mueve la superficie de contacto, principio de adherencia

v Interfase fluido-gas: densidad de flujo de cantidad de
movimiento o esfuerzo de corte, y por consiguiente el graeie
de velocidad en la fase liguida se supone igual a cero.

v Interfase fluido-fluido: la densidad de flujo de cantidae d
movimiento como la velocidad son continuas a través de la
Interfase.



s fefon = Flujo laminar de un film en descenso

Considere el flujo de un liquido en estado estacionario eedendo
por un plano inclinado, el liquido present& Gte. y por endepy u
permanecen ctes. Considere ademas un volumen de contraigite |
L, espesor variabled, y ancho perpendicular al plano de la imagen
W, el cual se encuentra alejado de las entradas y salidasiskeinsa
de forma tal que no existe influencia sowge

Perturbacién de entrado

Pelicula de liquido . Entroda de

liquido



Flujo laminar de un film en descenso

Entrado de cantidad de movimiento
debida ¢l flujo \ -

+ m V Distribucién de
i J velocidad

— p + le + Ia/ i VJ Entrado de contidad 9¢

movimiento por tronsg

== |
3 |
e |
- A | \
i
B . l
Salida de contidad de
movimiento por
fransporte uou} |

Direccion da
la grovedod

Oistribucién d e b densided
de fiujo de cantidad

de movimhmo\“‘& - =

saliae ce cannaoag™
de movimiento
debida al Aujo

Flujo de momentum _| Flujo de _momentu + Z E el sistemal = 0
entrante saliente

Flujo de momentum = FM



FM entrante en la

seccion transv. a x (LW)(7,,)
(por viscosidad) '

FM saliente en la
seccion transv. a x4x (LW) (T )
(por viscosidad) Xz

FM entrante en la
seccion transv. a z =
(mov. del fluido)

FM saliente en la
seccion transv. a z =
(mov. del fluido)

F. de grav. actuando

sobre el fluido (LWAX)(,Og COS,B)




fefon == Flujo laminar de un film en descenso

Flujo de momentum __| Flujo de _momentu + Zlfdel sistemal = 0
entrante saliente

LWr,, —LWr L TWAXp;

...+ LWAxog cosfs =0

Los terminos tercero y cuarto se cancelan, y se divide pooklmen
de control, permitiendonos hacer edx infinitamente pequeno,

obteniendo por definicion la primera derivada implicita de,
respecto a x:

+WAX oV

XZX XZX+AX

X+AX TXZ

|
AX -0 AX

| - TXZ

X = pgcospf



fefon == Flujo laminar de un film en descenso

a7, = pgcospf
dx

Integrando implicitamente, se obtiene la ec. que desciiilfleje de
momentum por unidad de area (distribucion del esfuerzo dexo

T, = pgxcospf+C,

Aplicando la C.B.1, (interfase fluido-gas) en x = @, = O
tendremos que G- O:
T., = OgXCosps

Como el fluido es Newtoniano aplicamos la ec. de viscosidad d
Newton para obtener la distribucion de velocidad:

_dv, dv, __pgcosp
Z-XZ _ _ILI dX jl> dX B ,Ll X




& fcfm Flujo laminar de un film en descenso

Integrando implicitamente:

Vv, = _(,og cosﬁsz +C,

Z 2/,[

Aplicando la C.B.2, (interfase fluido-solido) en x 3 v, = 0
tendremos que = (og cosB/ 2u) &

2 2
v, = 090° cosp 1_(xj
2

Resultando en una distribucion de velocidad parabdlica.
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e fcfm Flujo laminar de un film en descenso

Otras cantidades importantes pueden ser calculadas:

2
1) Velocidad méxima,V;mX cenx=0: M — ,095 COS,B
Z

i) Velocidad promedioV, : V, =

5 2 2
jV dx_pgdcosﬂj 1_(xj dX:pgé cosf
O 0




& fcfm Flujo laminar de un film en descenso
i) Velocidad volumétrica o Caudal, Q:

ogWo° cosf
3u

Q= j:v dS= ”v dxdy—v (Wo) =

Iv) Espesor de la capa limite, ya sea como funciélv_gle ,deQola
velocidad de flujo de masa por unidad de anchura de pared
(M= poVv,)

5= 3uv, _| Q| 3ur
pacosB | pgWeosB p “gcos/3




& fcfm Flujo laminar de un film en descenso

v) Componente-z de la fuerza F del fluido sobre la supetfiese
obtiene integrando el esfuerzo de corte sobre la interfased-
solido:

= LWpgocospS
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fcfm “i%¢  Flujo laminar de un film inmiscible en descenso
Ejemplo 5:

Describir el comportamiento del flujo laminar de 2 fases istibles
fundidas de escoria y metal gue descienden en estado asaci@or

un plano inclinado. Las fases de escoria y metal presentppseses
A, Y o,V viscosidades cinematicasy V,, respectivamente.

Ejemplo 5, Solucion:

Para la escoria, se cumple la CB fluido-gas:

[y = ,OngCOS,B ﬁ dc;/)z = — 9 CVOSIB X

S

Integrando:

VZ:—(QZOS’BJXHQ, J,<x<0
v

S




& fcfm %% Flujo laminar de un film inmiscible en descenso
De igual forma para el metal, tendremos:

d°v, _ gcosp

dx? %

m
Integrando intrinsicamente 2 veces:

VZ:—[gCOS'B]x2+C2x+C3, J,<x<(0,+7,)
2V

Para determinar los valores de,(0C, y C;, imponemos las 3 CB:
C.B.1l:v,=0enx=(o+3,)

C.B. 2:v, (metal) =v, (escoria) en x =0,

C.B. 3:r,(metal) =1, (escoria) en X =0,
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& fcfm %% Flujo laminar de un film inmiscible en descenso

Resolviendo el sistema algebraico de 3 condiciones y 3 mtax]

_ (o, +p,)d,cosp
C, = .

2
C3 _ (53 +5r£)v gCOS,B +C2(5S +5m)

2
C. - gcosB| 3,(20,+4,,) . 4, rCo
2 V V
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Ex fcfm ==2= Flujo laminar estacionario entre placas paralelas

Considere el flujo laminar de un liguido en estado estacimnantre

2 placas paralelas, el liguido present& €te. y por endeo y u
permanecen ctes. Considere ademas un volumen de contraigite |
L, espesor variablel, y ancho perpendicular al plano de la imagen

W, el cual se encuentra alejado de las entradas y salidasiskeinsa
de forma tal que no existe influencia sowge

x=0 x=l
e guie -E/j//z DSl LLL L L LLLLLLLLLLLLLLLLLLL L L LLLLLL LU L L L LLLL L L L L
— Y
-\ AR A YR SRR |
- —
L 26 - A
- —— =
- —— &
- V////f///f/////////////////////////////////////////////////7///
- ’
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3L L\ Ingenieria de Minas
B[é c m s ’ M A E

Flujo laminar estacionario entre placas paralelas

¢ =74 TOV\V, = PTT; OV,

Flujo de momentu

entrante

x=0 x=L
prmas g -E////L DIl LLL L L L L LLLLLLLLLLLLLLLLL L L LLLLLLLL L L L LLLLLLLL
' y Y
eo—_= -\ R N YOS B R |
I— 26 =
S -
[
SR V////////////7/////////////////////////7/////////////7/”//////
e 4

Flujo de momentu

+ i =
salionte Z F del sistema| =0

Flujo de momentum = FM
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fcfm ==r*=. Flujo laminar estacionario entre placas paralelas

FM entrante en la seccion transv. a 'y

(por viscosidad) (LW)(TVX) y
FM saliente en la seccion transv. ay

(por viscosidad) (LW)(Tyx) y+ Ay

FM entrante en la seccion transv.ax =0

(mov. del fluido) Wy, )(ov,)|. .

FM saliente en la seccion transv. ax =L

(mov. del fluido) Wy, )(ov,)|. -
F. de presidon actuando en la seccion traniYyW[P(X _ O)‘ = P_AyW
—MY)T %o

ax=0

F. de presion actuando en la seccion tra

ax=L rz\{/-\N[P(X = L) =—H 4yW
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W0 fcfm === Flujo laminar estacionario entre placas paralelas
[HUJO de momenturﬁ _ ( Flujo de _momentunj + (Z E el sistem% -0
entrante saliente

LW, +(P,-P )ayw =0

. LWT,, oy
Dividiendo por el volumen de control, permitiendonos haekrly
Infinitamente pequeno, obtenemos por definicion la praydarivada
implicita der,, respecto a y:

Lyx

y+dy I y — (Po — PL)

Ay L
dryx — (Po — PL)
dy L

lIm
2y -0
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% fcfm = Flujo laminar estacionario entre placas paralelas

Imponiendo las condiciones de borde en la linea central (y y 6n
las paredes solidas (y 9):

CB.1lieny=0r,=0
CB.2:eny=9 v,=0
(Po B PL)

Z-yx = | y

Como el fluido es Newtoniano aplicamos la ec. de viscosidad d
Newton para obtener la distribucion de velocidad:

zlu( 2 yZ)(Po E P)

Resultando en una distribucion de velocidad parabadlica.

X
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i fcfm ==2= Flujo laminar estacionario entre placas paralelas

v
—

Otras cantidades importantes pueden ser calculadas:

) Velocidad maxima, eny = 0: meax — i O’ (PO B PL)
2 L
—_17% o2 (P, -P
i) Velocidad promedio: V, = givxdy: BIu ( O 1 '—)

2Wo° (P, -P)
3 U L

iii) Velocidad volumétrica o Caudal: Q =
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Flujo laminar estacionario

a través de una caneria

Enfrado de canfidod de
movimiento debido gl fujo Presién Py

I
Considere el flujo de un liquido —g¢
en estado estacionario a través de

%

una caneria de largo L y radio R. R—ize
El liguido presenta Tcte. y por ,; i
endeopy L permanecen ctes. 2 1 F
: K g | rored del tubo
Considere un volumen de control # e g8 1] |

cilindrico de largo L y espesor
variable 4r, el cual se encuentra
alejado de las entradas y salidas
del sistema de forma tal que no
existe influencia sobre.,.

-| Envolturc de espesor i
.| &r a la que ¢e eplicaf”
‘}=— ¢l balance de ——»}
1 contidad de movim. }:

y

¢

salido de €OMidoQ de movi- Presién p,
miento debido gl Aujo 24
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Flujo laminar estacionario
a traveés de una caneria

[s12]%
£ L Ingenieria de Minas
? ] - C m .v " : v.‘.‘ ; ‘

Distribycidn parabdlico de
velocidad 0‘(1')

)istelbucién lineal de 1a

- dens da fluje de
wontidod de movimiento

Tr(r)

Flujo de momentum _| Flujo de _momentu + Z E del sistemnal = 0
entrante saliente

Flujo de momentum = FM 25



Flujo laminar estacionario

| a traves de una caneria

FM entrante en la seccion transv. a r
(por viscosidad)

FM saliente en la seccion transv. a r+Ar

(por viscosidad) (2 L T, )

r+Ar

F de gravedad actuando sobre el volumen

del cilindro (2 AL ),Og

FE. de presion actuando en la seccion transv.
az=10

(27w 4r)P,

FE. de presion actuando en la seccion transv.
az=1

En este caso el factor de drea (27wrl) asi como el esfuerzo de corte
dependen de .
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fcfm Flujo laminar estacionario
N | a través de una caieria

Flujo de momentum _| Flujo de _momentu + Zﬁdel sisternal = O
entrante saliente

(2mLr,) -(2mL71,)  +...

+Ar

2 oLpg+2mar (P, - P ) =0

Es importante notar gque todos los términos contienen ebfacpor lo
tanto, siendo que r es una variable no deberiamos utilizadono
comun divisor. Luego dividiendo por24r y hacemos tendedlr a cero
para obtenemos la primera derivada implicita de, respecto a r:

Iim”””“_””r [ Th
r -0 Ar L _




Flujo laminar estacionario
a traveés de una caneria

d

- :_PO_PL
lrrg)=| = oy

Integrando los campos, se obtiene la ec. que describe & €gj
momentum (distribucion del esfuerzo de corte):

I:)O_PL+pg %+&
| r

Aplicando la C.B.1, (simetria) enr = @,, = 0 tendremos que = 0:

I, = |

rz

P,-P r

L

+ 9
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Flujo laminar estacionario

a traveés de una caneria

Como el fluido es Newtoniano aplicamos la ec. de viscosidad d
Newton para obtener la distribucidon de velocidad:

dv,
Z-FZ — _ﬂ dr

Aplicando la C.B.2, (interfase fluido-solido) en r
tendremos que:

P-P . R
-+ -
PR ]

1
g
1
o

<
[

Resultando en una distribucion de velocidad parabdlica.
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fcfm Flujo laminar estacionario
N | a través de una caieria

Otras cantidades importantes pueden ser calculadas:
P, -P R
) Velocidad maxima, enr =0: VzmaX: O L +,00 |—
L 14u
i) Velocidad promedio:
—_ 1% P-P . R
v, :—ZHVZrdrdé’: O _L+pg|—
TR 5% L 18u
| P,-B | R
i) Velocidad volumétrica o Caudal: Q= ] + 00 a

La ec. iii) es conocida en fluido-dinamica como la ley
Hagen-Poiseuille y es valida para largos iniciales de edaaa
caneria de L= 0.035 DRe asegurando un flujo estacionario.



fcfm Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles

Flujo de momentum __| Flujo de _momentu + Z E del sistemal = 0
entrante saliente
Distribucién de

velocidad

ivyido menos dento |
menos

pt ’%’

—————————————— o

’t
O L
- =B -

pl 2 ul'4pll

Distribucién del esfuerzo
. cortante O densidad de
flujo de cantidad de
movimiento

vy p,,lé[u’vp’]
T =N - n
u! 4 u

Flujo de 2 fluidos inmiscibles entre 2 laminas planas palade
debido a un gradiente de presion.
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fcfm Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles

dt.. _Po ~ 5 (2.5-1)
dx L
Esta ecuacion se obtiene tanto para la fase 1 como para la fase II. Integrando la
Ec. 2.5-1 para las dos regiones. resulta

7! - (20:_.2&): + (2.5-2)
= L
" (P" . PL)z + G (2.5-3)

Se utiliza la condicién limite de que el transporte de cantidad de movimiento es
continuo a traves de la interfase de los dos fluidos:

CL.1: para x = 0 Ter =T o1 (2.5-4)
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fcfm Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles

Lo que nos indica que Cl' - ‘Cl" , V. por tanto, le llamaremos simplemente ¢onstarte
de imtegracion (.

S1 se substituye la ley de Newton de la viscosidad en las Ecs. 2.5-2 v 2.5--3,
se llega a

l —
—pt .4‘;’_' = (P_o_ELI.-), + C, (2.5-5)
xr
wde, _ (po—pp 2.5-6)
R e S R

La integracion de estas ecuaciones da

— 2z C I -
v,‘n—(p' f[) ....%,.,.c’ 2.5-7)
(P. - PL)" C; I1 -

33



fefon === Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles

Para determinar las tres constantes de integraciOn, se utiliin estas tres

limite adicionales C,I - C,":
CL.2: para x = 0, vt = 0m— Po= PV - b | o1
CL. 3: para X = w= b, ol =0 j ( 2u L)bl ut .
= «~ Po = P, Cn I
.4 x =+ b, v, 1=0 0=~ + C
CL para i 2“11 L P 2

De estas ecuaciones se deduce que

- t_ 1
CL - (po 2L )b /‘l +/‘ll) .2 §-15,‘
ut+
2 I
Ctl 2”l1f')b ( " ) = an (2.5-16)
o+
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r cfm Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles

Por lo tanto. los perfiles de densidad de flujo de cantidad de movinuento y de velo-
cidad son:

(2.5-17)
() ) - (] e

o1t =(P02;I¥z)b’ [(”12:.1:‘“) + (:: :i z:) (%) - (%)’] . (2.5-19)
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