Capitulo 2. SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

1. Formulacién de modelos matematicos para los sistemas mecanicos.

Con los métodos numéricos existentes hoy en dia, principalmente el de elementos finitos, es
posible analizar una maquina en su forma real. Sin embargo, esto frecuentemente conduce a
un analisis muy largo y complicado y a la obtencion de mucha informacién que no era
requerida.

En muchos analisis de maquinas y estructuras es conveniente sustituirlas por un simplificado
modelo matematico que:

1) se adapte mejor al calculo matemético produciendo la informacion deseada tan
econdémicamente como sea posible y que

2) tenga la exactitud requerida. Algunos ejemplos de modelos para el analisis de
estructuras reales se muestran en las figuras. N°2.1 a 2.4.
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FIG.2.1 Modelos para el andlisis vibratorio de la chimenea.

2. Ecuaciones del movimiento

Los sistemas de N grados de libertad pueden escribirse en forma matricial:
[MJix}+ [Clix+ [K fix} = {F

[M]: Matriz de masas

[C]: Matriz de amortiguamiento viscoso
[K]: Matriz de rigidez

[f]:Vector fuerzas externas

{x}: Vector desplazamiento
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FIG. 2.2 Modelo para el andlisis vibratorio de un torno.
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FIG. 2.3 Modelo para el andlisis vibratorio del ala de un avion.



Ejemplo de sistemas de dos grados de libertad

Figura 2.5 muestra algunos sistemas que se han modelo con dos grados de libertad. Figura 2.6
muestra un sistema de dos grados de libertad que se analizara a continuacion.
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Fig. N°2.5 Ejemplo de sistemas de dos grados de libertad.
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FIG.2.6. Sistema de dos grados de libertad a analizar

Las ecuaciones del movimiento del sistema de la figura 2.6 son:

mx, + (C, +C, )X, —C,X, + 2kx, —kx, = f,(t)
MX, + C, X, — C,X, — kX, +kx, = f,(t)

[m 0}{&} {cl +c, —cszl} {Zk —kal} {fl(t)}
+ + =
0 mi[x, -C, C, ||X, -k k|x, f,(t)

3. Vibraciones libres no amortiguadas

3. 1. Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones del movimiento de sistemas discretos de N grados de libertad son:
[M J{x}+ [KJix} =0

Las soluciones de estas ecuaciones son de la forma:

% (t)= X e" (2-1)
x®] (X

10 O S L SV 2-2)
0 [X,

Reemplazando ecuacion (2-2) en (2-1), se obtiene:



IMrz + K |(x}=0 (2-3)

La solucién no trivial del sistema de ecuaciones homogéneas (2-3), se obtiene para los valores
de r que satisfagan la ecuacion caracteristica siguiente:

det [Mr2+K]=O (2-4)

Ejemplo .
Determine las frecuencias naturales y modos de vibrar del sistema indicado en figura 2-6

1. Para determinar las frecuencias naturales se utiliza ecuacion (2-4):

mr? + 2k —k

2 -
det [Mr +K]_det k M2 4k

=0

(mr2 + 2k fmr? +k?)-k? =0

2
r4+%r2+k—2=0
m m

2= —0,382% N — 0,618\/E j=zto,j
(2= —2,618% N — 1,618\/5 j=tw,j

r,,r,= valores propios, eingenvalores
w,,w, = frecuencias naturales de vibrar

2. Para determinar los modos de vibrar o vectores propios se utiliza ecuacién (2-3)

Asociada a cada frecuencia natural de vibrar existe un modo de vibrar determinado, o dicho
de otra forma, asociado a cada valor propio existe un vector propio. Los modos de vibrar o
vectores propios son determinados por la ecuacion (2-3) para cada valor propio.

k
— Para: 1t = —0382—

m

1618kx, —kx, =0
—kx, +0,618x, =0= X, =1,618x,

P k
— Mara: r5 = —20610
m

—0.618kx, —kx, =0
—kx, —1,618kx, = 0= x, =-0.618x;



Normalizacién de los modos:

Los valores x; obtenidos en el ejemplo anterior muestra que solo se puede encontrar una
relacion entre las amplitudes con que vibran libremente las dos masas.. Si hay x; valores,
existen i-1 ecuaciones independientes. Para poder determinar un valor numérico para cada
amplitud, es necesario agregar una nueva ecuacion. Esto se llama normalizacion de los modos
de vibrar.

Existen numerosas formas de normalizar los modos de vibrar. A continuacion se indican tres
formas de normalizacion:

1) Hacer una de las amplitudes igual a 1.

X, : Amplitud de masa i cuando vibra con el modo j.

. X! 1
Tt {Xl}:{xi}:{lew}
2 el

>3 o

1,618
Y
10
0,618

FIG. 2.7. Gréafico de los modos de vibrar de ejemplo de figura 2.6

2). Hacer la longitud del vector propio igual a uno.

IX|= /X2 + X2 +.X2 =10 > X} {x}=10

exiet o Xt boaxt] <o b0

- X2 +(-0618x2)f =1 {x2}={ 0851 }

-0,526



3.- Hacer el producto X'MX =1,0.

%

1 anll

mx; + 2m(1,618x12 )2 =10 X,

} =mx; +2mx; =10
040) -
- {Xl}z m 2
0,648

{X 2}:{ 0,753 }m—}/z
—-0,465

. 0460
m

k1

Para w=wl

Para w= w2

>

:'“1 "‘tnmkﬁw.'i“‘ m?2

- X1 li — X2 li
— :::‘:::
2 >
) I ——

LJU

Primer modo de vibrar
Cuando las masas vibran
con wi: ellas vibran en
fase con la relacion de
amplitudes:

Xz /X1 =1.618

Segundo modo de vibrar
Cuando las masas vibran
con wy: ellas vibran en
contra fase con la relacion
de amplitudes:

Xz /X1=-0.618

3.2.- Vibraciones libres. Ecuaciones del movimiento

FIG. 2.8. Modos de vibrar de ejemplo de figura 2.6

Si el sistema vibrara s6lo con el modo r=r, (o = @, ), entonces de ecuacion (2-2):

{X(t)), = (Asenm,t + B.cosa t X *}

(2-5)

En el caso general: El sistema vibra con una combinacion lineal de los modos:

O} = Y (1)), = Y (Aseno,t + B.coswt){X )

=1 S

»

=1

La solucién para el desplazamiento de la masa i, sera:




% (t)

N
> (Asena,t + B,cosat)X (2-6)

s=1

Esta expresion se puede generalizar para sistemas amortiguados:
N
X, (t)=> e =" (Asenayt + B,cosamgt)X | (2-7)
s=1

Ejemplo

Determinar x;(t) y xo(t) del sistema mostrado en figura 2.6 si se le dan las siguientes
condiciones iniciales:

Xl(o) = X0
Xz (0) = Xl(o) =X, (O) =0

Anteriormente se habian determinado que los modos de vibrar eran:

- -G

Aplicando ecuacidn (2-6), se obtiene:

X, (t) = (Asena,t + B,cosam,t)X ! + (A, senem,t + B, cosm,t)X

X, (t) = (Asenayt + B,cosam,t)X L + (A, senem,t + B, cosm,t)X 2
Utilizando las condiciones iniciales:

1(0): Xp —>Xo =B +B,

0 —0=1618B,-0,618B,
0)=0 —0=Awr +Awn,

0 —0=1618Am, —0,618A,0,

— B, =0,276 X,
— B, =0,724 x,,
—->A=A=0

se obtiene finalmente:

%, (t) = %,,(0,276 cos w,t + 0,724 cos w,t)
X, (t) = X,,(0,446 cos ,t — 0,446 cOs w,t)
por lo tanto, el vector desplazamiento del sistema es:

X)) = {Xl (t)} = 0,276X,,COS0;t{X * |+ 0,724x,,cOs0,t{X *}

X(t)




= EIl sistema vibra con una combinacién (ponderada) de sus modos de vibrar. Esto se
muestra graficamente en figura 2.9

Modo {X'} Modo {X°}
f_._fff&’
Deformacion inicial 1.0 _— 1.0
L P ] | - N
T . 0.618
o0 B 0,276 x10 {X'} 0,724 x10 {X%}
0. 2761w 0,446xm 0.724 1w
- . T : - _' + - T

0.446xn

FIG. 2.9. Representacion grafica de la participacion de cada modo en las vibraciones.

= EI modo que mas participa en la vibracion sera el que es preponderante en la deformacion
inicial. Si la deformacion inicial es la forma de un modo, el sistema vibrara solo con ese
modo (“condiciones apropiadas”). Lo anterior permite verificar experimentalmente los
modos de vibrar. Por ejemplo, si se quiere verificar que el primer modo de vibrar del
sistema de la figura 2.6 es X1/X,= 1/1.618, se le da al sistema dicha deformacion inicial.
Con un sensor de vibraciones se verifica si el sistema solo vibra con w;_si es asi, ese es el
primer modo de vibrar del sistema.

3.3. Vibraciones forzadas

A continuacion veremos dos métodos para determinar la respuesta de sistemas de varios
grados de libertad:

1. EI método directo, que solo sirve para determinar la respuesta estacionaria de un sistema
bajo una excitacion armoénica.

2. El método modal que sirve para determinar la respuesta estacionaria y/o transiente para
cualquier tipo de excitacion.

3.3.1.-Método directo

Este método permite determinar la respuesta estacionaria de un sistema de varios grados de
libertad bajo una excitacion armdénica. Es un método de calculo muy corto y sencillo, por lo
que se va a utilizar cada vez que se pueda.

Este método no es otra cosa que la generalizacion del método del algebra compleja visto en el
capitulo 1.
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Para esto hay que reemplazar en las ecuaciones del movimiento:
f(t)=F e
th
X, (t
%, (t
jot

)=X
)= jX Qe
x (t)=-Q*X,e
y luego se resuelve el sistema de ecuaciones resultantes.
Ejemplo.

Determinar la respuesta x;(t) y X» (t) estacionarios para el sistema mostrado en la figura 2.10
cuando sobre la primera masa acta una fuerza armonica Fo senQt.

/i X /i’rz
Yre ™M1 T

Q0 OIS

Fo senwt

FIG 2.10. Ejemplo
Las ecuaciones del movimiento son:

mx, + 2kx, —kx, = F,senQt
mx, —kx, +kx, =0

Y las frecuencias naturales son:

o, = o,maJVim
o, = 1,618\/%

Reemplazando en las ecuaciones del movimiento:

F, sen Qt = F e
x(t) =X
x(t) =-XQ%

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

10
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X[m0 +2k)- X,k = F,
~ X, E+fk-mP)x, =0 ‘

Utilizando la regla de Cramer se obtiene:

R, -k
= X, = ° kA_mQZ = Fo(k—mQZ)
m?| Q?-0382K " | 07 -2,618K"
2k-mQ? F,
o |k 0 ~F,k
2 A T m Q2 -0 O - w?)
Con:
_ 2k—m92 -k _ _ 2 _ 2)_ 2
A= k_mQZ_(Zk mQ? Jk - mQ? )k
=m? Q“—%Qhk—i
m m
- m?(Q? - 0,382 %XQZ - 2,618%)
Y por lo tanto:
k_ 2
x,(t) = m!:EQ(Z _Z?ngz _wz)seth= Xy sen(Qt + ¢y) (a)
1 2
~F, k
X, (t)= e _2)2 6% _wz)seth (b)
1 2

Frecuencias de resonancia y de anti-resonancia

Figura 2.11 muestra el grafico de la amplitud de x;(t), X; y de la fase ¢1 en funcion de la
frecuencia Q de la excitacion. De este grafico se observa:

- Que al igual que para los sistemas de un grado de libertad, cuando la frecuencia de la
excitacion (2 coincide aproximadamente con cualquiera de las frecuencias naturales del
sistema, w,, se generan grandes amplitudes de vibracion para sistemas poco amortiguados
— Resonancia.

- Que el numero de frecuencias naturales es igual al niamero de grados de libertad del
sistema.

11
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Observe que para una cierta frecuencia Q2 de la excitacion, la respuesta de X; = 0. Esto sucede
en este ejemplo, ver ecuacion (a), cuando:

Q? =k/m

Estas frecuencias para las cuales sucede lo opuesto que sucede en las resonancias, es decir,
que para sistemas no amortiguados la amplitud de la vibracion es cero, se llaman frecuencias
de anti-resonancia, mai,

Observe lo sig

uiente:

1. Las frecuencias anti-resonantes se generan entre dos frecuencias de resonancias y se
generan en la masa sobre la que esta actuando la excitacion. Analizando la ecuacion
(b) se infiere que para X no existe anti-resonancia.

2. El desafio de los disefiadores es entonces tratar que en sus disefios, las frecuencias de
las excitaciones queden en las zonas anti-resonantes, donde los desplazamientos
vibratorios, y por lo tanto los esfuerzos dindmicos (que son los causantes de la fatiga
de los materiales), son pequefios.

3. El desfase entre el desplazamiento vibratorio y la fuerza cambia abruptamente en 180°
a través de las resonancias y anti-resonancias.

X1

180

Zona
resonante

Zona

Zona resonante

anti-resonante

' whAl= w2= ' = (2

0,678¥%k,/m Jk/m  1.6184k,/m

Du

wi wil w2

FIG. 2.11 Respuesta de X; del ejemplo.

12
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Aplicacion de zonas anti-resonantes: Absorbedor de vibraciones

Al igual que para los sistemas de un grado de libertad cuando se produce un problema de
resonancia se puede evitar:

1.- Eliminando la fuente excitadora.
2.- Cambiar el valor de la frecuencia natural variando la masa y/o rigidez.
3.- Amortiguar el sistema.

Sin embargo, hay situaciones donde no es factible o0 es muy caro estas soluciones.

Otra alternativa “elegante” para solucionar un problema de resonancia, es utilizar un
absorbedor dinamico de vibraciones. El absorbedor de vibraciones es un dispositivo que se
le agrega a un sistema que esta en resonancia, con el objeto de disminuir sus altas vibraciones,
y que sea el absorbedor (de ahi su nombre) el que vibre.

Para ilustrar lo anterior consideremos una maquina montada en una base, como se indica en
figura 2.12. Al sistema maquina- base se le llama el sistema primario. Supongamos que la
méaquina tiene altas vibraciones porque la fuerza de excitacion Q=RPM debido al
desbalanceamiento residual del rotor esta cercano de un ;.

Este es un problema que corrientemente ocurre en las Plantas industriales. Aunque en su
inicio la base esta disefiada para que no entre en resonancia con la fuerza de excitacion que
existe en todo rotor, con el tiempo la corrosion de ella le va haciendo perder rigidez y
variando sus frecuencias naturales hasta que se genera la resonancia.

v FysenQat Y
1 \ s K
Sistema \ ) gh
Primario (A oA ma | FysenQt
' ' 02 = k,
4 i ar, Al
. _+ F,senQt Lod
Sistema VR "
Primario : ) -
+ I mi| | FysenQt
absorbedor : | ]
I
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S -y

FIG. 2.11. Sistema en resonancia y solucién mediante un absorbedor de
vibraciones.

13
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Para solucionar el problema se le agrega a la base un absorbedor de vibraciones compuesto
por una barra de rigidez k, y una masa puntual m; en su extremo. Las ecuaciones del
movimiento del sistema primario mas absorbedor son:

X, + e, oy )x —kyx, = FosenCy

Mg Xy —dym thyx, =10

y la respuesta estacionaria utilizando el método directo es:
X, = X,sen Qt = X, e
X, = X,senQt = X e
F,senQt = F e

(_mlﬁz +i +’;52)X1 —dpky =
ke + ey — 0\, =0

Fo 0?
1_
< - Fo(kz—szz) _ A( wzzJ
L= _
(k, +k, -m,Q? k, —m,Q?)-kZ (1+‘% o 2)(1_92 zj_l%
1 a)l Wg 1

FO
FO.k2 kl
2 2 2 (1
(k, +k, —-m, 0%k, —m,Q? )k 1+k/ A _k/
k, o w2 )~k

donde la frecuencia natural del absorbedor es:

2k,
a)2 = m2

De la ecuacion (1) se observa que si: Q=w, = X, =0. Es decir, el sistema primario
(maquina) queda detenido (no vibra) si se hace que la frecuencia natural del sistema
absorbedor (w;) = Q (frecuencia de la excitaciéon).

(1

X, =

De ecuacion (11):
Fo FO FO
X, =——=X, (t)= ——senQt = © sen(Qt +180°)

k2 2 2

es decir, el absorbedor vibra en contrafase con F,senQt .

14
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Respuesta del
sistma primario

l |
," ‘ \ Respuesta delsistema
; ‘ \\ con absorbedor
J ‘ \ w2: frecuencia natural del absorbedor
\ w : frecuencias naturales del sistema
/ \ con absorbeddor
/
!
N
0 wwi w2

FI1G.2.12. Respuesta del sistema primario con y sin absorbedor de vibraciones

1.6 T
| 5 — S [SSS S ._L__ -/ /

1.4

13
L~
|2 A |

e T |
118 / Para frec. excitacion = wi=w2
F 3
.1 +

wiw2

g fo | . i -
0.85 Jem =
0.8
1 ~—— , |
0.7 e
06

O Ol 02 03 04 05 06 07 08

J4t = masa del absorbedor/masa sistema primario

FIG. 2.13. Frecuencias naturales del sistema con amortiguador para diferentes razones
p =masa del absorbedor/masa del sistema primario

15
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Figura 2.12 muestra como se desplazan las frecuencias naturales o del sistema con
amortiguador para diferentes razones:

m . o
1 =—2 = masa del absorbedor/ masa del sistema primario
1

Si la razén de masas es por ejemplo, u=0.1, se observa que las frecuencias del sistema con
absorbedor seran 1.18 y 0.85 w, (= wi= Q). De esta figura también se observa que si la masa
del absorbedor es muy pequefia respecto a la masa del sistema primario, las frecuencias
naturales del nuevo sistema con absorbedor estaran muy cerca de la frecuencia de la
excitacion, Q= RPM. Esto tiene el inconveniente, de que como las maquinas cambian
ligeramente su velocidad de rotacion, al cambiar Q= RPM, pueden entrar en resonancia con
las nuevas frecuencias naturales. Se recomienda entonces que la razén de masas p no sea
menor que 0.1.

De la figura 2.12 se observa que el absorbedor no sera efectivo si 2 no es constante. Cuando
Q) no es constante y se puede caer en una zona resonante del sistema con absorbedor, entonces
es necesario tener un cierto grado de amortiguamiento para que las vibraciones no tiendan a
infinito. Eso si, como se observa en figura 2.14 la efectividad del absorbedor disminuye (la
respuesta ahora ya no es cero para Q=w,. En el caso de que exista amortiguamiento no se
tendrd amplitudes — oo en las resonancias ni amplitud = 0 en la antiresonancia

X
4

Wiz

Figura 2.14. Comparacién del sistema con absorbedor cuando este tiene y no tiene
amortiguamiento.

En resumen:

= Para solucionar problemas de resonancia con una fuerza de excitacion, es util el
absorbedor de vibraciones

= Para esto, la frecuencia natural del absorbedor, w,=Q (frecuencia de la excitacion)

= Fisicamente consiste en agregar una masa de manera que cuando ella vibre genere
una fuerza de inercia que anule (en contra-fase) la fuerza de la excitacion. Por lo
tanto, la direccion en que vibrard el absorbedor debe ser la misma de las altas
vibraciones que se quieren eliminar.

= La masa del absorbedor no debe ser menor al 10% de la masa del sistema primario.
Las dimensiones de la barra del absorbedor deben ser suficientes para resistir las
vibraciones que se generan en él.

16
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Funciones respuestas para sistemas de N grados de libertad

Para sistemas de varios grados de libertad se tiene una matriz de funciones respuestas que
relacionan las diferentes salidas con las diferentes entradas al sistema.

Hli Hi!]

donde:
H;(f)=X/F,

= Funciones respuestas directas o puntuales ( point) si i =j.
= Funciones respuestas de transferencia: si i#]j.

Sistemas con movimientos de cuerpo rigido.

Los sistemas no restringidos a moverse, presentan movimientos de cuerpo rigido (el sistema
se mueve sin deformarse). Ellos estan caracterizados por:

= La primera frecuencia natural de vibrar (la mas baja) es w, = 0. El sistema se puede
mover sin deformarse.

= EI primer modo de vibrar correspondiente a w; es consecuente con el sistema
moviéndose como un cuerpo rigido.

Ejemplo de un sistema con movimiento de cuerpo rigido
Determinar las frecuencias naturales y modos de vibrar del sistema indicado en figura 2.15.

FIG- 2.15. Ejemplo de un sistema con movimiento de cuerpo rigido
Las ecuaciones del movimiento son:

ik, Hhx —kx, =0
i, thkx, —kx =10

Las frecuencias naturales son obtenidas de:

17
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2 J—
detmr ;k zkk=0=m2r4+2kmr2=0
- mr? +
=r?=0
-2k
=>rf=—
m

Para: r?=0;(w, =0):

mr? +k —k
—k mr? +k

{Z}:o = X, =X, {xl}z{i}.

Es decir, si la masa de la izquierda se desplaza en X;=1, la masa de la derecha también se
desplaza en X,=1, o sea el sistema se mueve sin deformarse, 0 sea como cuerpo rigido.

Para: r; =—2%;(a)2 =A/2%j:
_2%m+k -k {Xl}zo X X s {xz}:{l}
XZ 1 2

—k — 2k m ek

3.3.2- Método modal

Las coordenadas x;, X, elegidas para definir el movimiento del sistema de figura 2.16 estan
acopladas, en el sentido en que ambas coordenadas aparecen en cada ecuacion y por lo tanto
si varia Xy, varia también x,.

(@] [
B T i S i

FIG- 2.16. Ejemplo de un sistema con movimiento de cuerpo rigido
Las ecuaciones del movimiento son:

mx, + 2kx, —kx, =0
mx, —kx, +kx, =0

18
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Coordenadas principales.

Sin embargo, siempre es posible en un sistema no - amortiguado encontrar un sistema de
coordenadas, ¢, sin ningun tipo de acoplamiento o desacopladas, llamadas coordenadas
principales.

Propiedades de ortogonalidad de los vectores propios

Consideremos dos modos cualquiera i y j. De ecuacién (2-3)

[KZ]{X}= —r*[Mix]

(2a) [KIx'j=o/mlx'}

(2b) [KIx'}=wf[M]x |

(2-c) DT IKEx =07 X [M]X'} Pre-muttiplicando ec. (2-a) por {x '
(2d) X[ [K]=w? x| [M] Transpuesta de ecuacion (2-b)

@e) DCfIKIX = {x [ [MIX'} Post-mulplicando ec. (2-d) por {X'}
= (0! -0} Jx [ MEx"}=0 Ecuacion (2-¢) - (2-€)

- Parai =], si o, # w;; se obtiene las siguientes relaciones de ortogonalidad:

X f mlix =

0
X K] f=0
parai,j= 1,2,...N

(2-8)

es decir, los vectores propios son ortogonales respecto a las matrices [M]y[K]. Estas

relaciones son importantes, como veremos a continuacion, porque ellas permiten desacoplar
las ecuaciones del movimiento.

- Parai=j: se obtiene:

(2-9)

X MIX = g
{Xi}i[K]{X‘}wn

Masa modal correspondiente al modo i.
v = Rigidez modal correspondiente al modo i.

19
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Nota: observar que g ,y; son constantes que dependen, sin embargo, de como fue

normalizado el vector propio {X i }

Matriz modal

Para eficiencia operacional se define la matriz modal [X |, como la matriz cuyas columnas
son los vectores propios de los diferentes modos, 0 sea como:

[X]=[x* x?2———x"] (2-10)

Se puede demostrar que [X][M][X] y [X][K][X] son matrices diagonales. Como
ejemplo, consideremos un sistema con dos grados de libertad:

X IMIXx]= {XI}T M IEXTRX 2= {Xl}T[M]{Xl} {Xl}T[M]{XZ}
= 1 et BT Pk

SIS

Ecuaciones del movimiento en coordenadas principales.

Introduciendo la siguiente transformacion lineal de coordenadas:

X(t)}=[XKa(t)} (2-11)

en las ecuaciones del movimiento y pre-multiplicando por [X ]T , Se obtiene:

[XT M R+ [XT [ X Ja} = [XT {}
[ Jiap+ [, Jla)= P

(2-12)

Las coordenadas g; (t), se llaman coordenadas principales y generalmente no tienen
significado fisico. Es una herramienta de calculo atil para desacoplar las ecuaciones del
movimiento. El sistema de ecuacion (2-12) son N ecuaciones desacopladas de la forma:

Hi G + 75 G = B(t) (2-13)
P (t)=[X] {f} (2-14)
Coni=1,2,3,......N
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Cuando los modos son normalizados respecto a la matriz de masa, a veces se Ilaman modos
normales : {X'N } y las matrices de (2-12) se transforman en :

(X, M, ]=[1,] (2-15)
X, JIKIX )= [0? ]

Ejemplo de vibraciones libres.
Determinar utilizando el método modal x, (t), x, (t)del sistema de la figura 2.17 si se le dan
las siguientes condiciones iniciales:

Xl(o): X10 » X5 (0): Xl(o): X, (0): 0

FIG. 2.17. Ejemplo

Las ecuaciones del movimiento son:
m X 2k —k|[x
1 + 1 — O
m|| X, -k k ||x
Las frecuencias naturales y sus modos de vibrar son:

1 1
X} {11618}: x?}= {_ 01618}; of =2618K 10] =0382K

1. El primer paso para utilizar el método modal es desacoplar las ecuaciones del movimiento,
para lo cual se determina sus masas y rigideces modales:

my = X MIX =4 1,618}{”1 mH ! }=3,618m

1618

={1 —0618}m L1 138m
Ho = ! m||-0,618/ "~
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- {1 1618] ke =KL agpy
Fum® S8 ek Nueis[ T

- —0618}2k B STy
V22 ! -k k ||-0,618 ,

= Reemplazando estos valores en las ecuaciones (2-13) se obtienen las ecuaciones del
movimiento desacopladas:

3,618m g, +1,382k g, =0
1,382 m q, +3,618k g, =0

= Comprobacion de relaciones de ortogonalidad (verificar si fueron bien calculados los

X
w, =11 1,618}{”1 H L }:m—m:O . idemy, =0
m||-0,618

= Verificacion de las frecuencias naturales (las frecuencias naturales son independientes
del sistema de coordenadas elegido).Las frecuencias naturales calculadas del sistema

de ecuaciones desacopladas son:

2 :@—7:

Yo, 3618m

2 _ 7o 3618k _, o0k
Uy 1382m m

2. La solucion de cada ecuacion desacoplada es la solucion de un sistema de un grado de

libertad en vibraciones libres:

q;(t)=q,(0) cose, t + % (%i senw;t

Calculo de las condiciones iniciales en coordenadas g; :(q

™)

(0) , ,(0)), usando

3.
ecuacion (2-11):

x(@)f =[x Ja(t)
(ol se ol

= g,{t)= 0,276 x (£) + 0,447 x,{z)
= ¢, {0)= 0,276,

22



23

= g, ()= 0724 % () - 0447 x,{z)
= ¢,(0)=0,724x,

NOTA: Observe que las coordenadas gi(t) y g2(t) no tienen un significado fisico directo, solo
sirven para desacoplar las ecuaciones del movimiento.

Reemplazando en ecuacion (*) se obtiene la solucion en coordenadas g (t):

q,(t)=0,276 x,, cose,t
q,(t)=0,724 x,, cosm,t

4. Para obtener la solucion en coordenadas Xx; (t), se utiliza las ecuaciones (2-11),
obteniéndose:

12 =0276 x, cos @i +0,724 x)y cosant
x,(2) = 0,447 x), cos @ + 0,447 x, cosa,t

Verificacion parat =0
x,(0) = 0,276 x,, +0,724x,, = Xy,
X,(0) = 0,447 x,, —0,447x,, =0

Ejemplo.

a) Determine las respuestas estacionarias x; (t), xo (t) del sistema de figura 2.18 usando el
método modal

b) Determine la respuesta total x;(t) y xx(t) si las condiciones iniciales son:
Xl(o) =0;x%, (O) = Xl(o) =X, (0) =0

- FysenQat

FIG. 2.18. Ejemplo

a) De ecuacion (2-14) se determina las fuerzas modales:

R =[xT{f}
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1 -0,618 0 F,senQt

{Pi(t)}:[l 1618 } {Foseth} _ {FO seth}

Por lo tanto las ecuaciones desacopladas del movimiento de acuerdo a ecuacion (2-13) son:

3618 ma, +1382 kg, = Fysenll

")
1382 my, +3618k g, = Fysenll

Cuyas soluciones en coordenadas g;(t) para el movimiento estacionario son:

qi(t): Fol i F

LY @lo ) senQt = 7—)/4" eI senQt

F
t)= ° Ot
() 3618m(wf —Q?)

F
t)= . Qt
%) 1382m(e? —Q7)

Para obtener la solucién en coordenadas x; (t), se utiliza las ecuaciones (2-11), obteniéndose:

1 1
3618 m(w? —0?) " 1,382 m (02 - ?)

F
x,(t)=a,(t)+q,(t)= ﬁo senQt

F,(k - mQ?
x,(t)= mz(a)llo—(anxqa)zz zgz)seth = X, sen Ot

x,(t)=1618 q, (t)- 0,618 q, (t)
—F,k

X, (t)= (0?0 _Qz)seth = X ,senQt

Estas ecuaciones son las mismas obtenidas utilizando el método directo.

b) La solucidn total de las ecuaciones (*) es:

F,
Afl= —{—]senﬂz + A searw i+ B, coswt
g:( } ',5,{!! m}j _Qj A‘! ) 2 1

donde las constantes A; y Bj son determinadas de las condiciones de borde

24
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Andlisis de la participacion de los modos de vibrar en la respuesta estacionaria del ejemplo

A continuacion se analiza la participacion de cada modo de vibrar en x;(t) para diferentes
valores de la frecuencia de excitacion,Q.

F, senQt F, senQt
(t)=(t)+ 0, (1) = 3 eis m(w? -Q?) ’ 13§2 m(w? -Q?)
] 1 1 2
g, (t)= participacion ler modo g, (t)= participacion 2° modo

|Xf|1

Fo k.
0,72 Fo/kA

0.28 Fo/kA

FIG. 2.19. Participacion de los modos de vibrar en la respuesta X; del ejemplo.

Notas:

25

= Para Q cercanas a o, la respuesta estacionaria total es aproximadamente la del

modo i.

= Para un sistema de N grados, en la respuesta a una excitacion a Q, los modos
predominantes son aqueéllos (dos o tres) con @, cercanos a Q. Es decir, un sistema de

N grados de libertad puede ser analizado en ese caso como un sistema de dos o tres

grados de libertad.

En resumen:

la suma de N sistemas de un grado de libertad
» Lo anterior sin embargo, es a costa de un mayor tiempo de desarrollo

accion de una excitacion cualesquiera.

respuesta estacionaria bajo excitacion armoénica.

» La gran ventaja del método modal es desacoplar las ecuaciones del
movimiento, lo que permite analizar un sistema de N grados de libertad como

» El método modal permite determinar la respuesta estacionaria y transiente de
sistemas de ecuaciones diferenciales (por lo tanto, es aplicado al anélisis de
sistemas eléctricos, térmicos, fluidos, etc.) de N grados de libertad bajo la

» El método directo, aunque mas corto, solo es aplicable para determinar solo la

25
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4. Vibraciones amortiguadas

Se ha visto que el amortiguamiento no tiene influencia en la respuesta estacionaria en las
zonas alejadas de las resonancias, y por lo tanto, se puede despreciar. Como en general en los
disefios se evita trabajar en las zonas resonantes, en la mayor cantidad de situaciones no se
considera el amortiguamiento. Sin embargo, si es necesario trabajar en una zona resonante, es

4.1.- Vibraciones libres

La solucion de las ecuaciones del movimiento en vibraciones libres:
[MJix}+ [CJxj+[K]x} =0 (2-16)
son de la forma: {x}={X Je" (2-17)

reemplazando ecuacion (2-17) en (2-16) se obtiene:

IMr? +cr+Kklix}=0 (2-18)

para que el sistema de ecuaciones homogéneo tenga soluciones diferentes a la trivial, es
necesario que el determinante de sus coeficientes sea cero:

det [Mr? +Cr+K|=0 (2-19)

Para que exista vibracion los valores propios, r, obtenidos de la ecuacion (2-19) deben ser
complejos conjugados, es decir, deben ser de la forma:

h=-a; = jp;
a; = &0 (2- 20)

Bi =y, =, 1-&f
Nota: «; debe ser negativo para que el sistema sea estable.

Reemplazando los valores para “r” obtenidos de la ecuacion (2-20) en (2-18), se obtienen los
modos de vibrar. Estos vectores propios podran ser reales o complejos dependiendo del tipo
de amortiguamiento.

Amortiguamiento proporcional

Se Ilama amortiguamiento proporcional, al amortiguamiento que es proporcional a la matriz
de masa y/o matriz de rigidez, es decir, cuando:

[C]=a[M]+b[K] (2-21)
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con a, b = constantes
Cuando el amortiguamiento es proporcional:

= Los modos de vibrar son reales, e iguales al sistema
conservativo asociado
= Se pueden desacoplar las ecuaciones del movimiento

En efecto, de las ecuaciones del movimiento:
[MJix}+[Cx}+ [Kfix} = {F} (2-22)

con la transformacion de coordenadas:
{x}=[x1{a} y pre-mulplicando por [X]", se obtiene:

[XT [M][x Ka}+ X T [e]ix T+ [x T [x][xJa} =[x {a} (2-23)
Si:
[C]=a[M]+b[K], entonces:

Diagonal Diagonal

IXT[cIx]=a[x] [M]X]+b[X] [K]X]= Diagonal

y la ecuacion (2-23) queda desacoplada:

[ s Ja b+ [ oo Jal+ [ 7 Jad = {P) (2-24)

donde:
o ={X' [ [C]{x'} = amortiguamiento modal del modoi  (2-25)

Amortiguamiento no-proporcional

Cuando no se satisface los requerimientos indicados en la ecuacion (2-21), el
amortiguamiento es no-proporcional, lo que trae como consecuencia:

1. No se pueden desacoplar las ecuaciones del movimiento. La matriz de
amortiguamiento no es diagonal.

2. Los modos de vibrar no son reales, son cantidades complejas. Fisicamente significa
que las diferentes masas no llegan a sus posiciones extremas al mismo tiempo, sino
que desfasadas (por lo tanto ya no se puede hablar de la deformada o forma de vibrar).
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Ejemplo
Determinar para el sistema de la figura 2.20, las frecuencias naturales y modos de vibrar para:
a) Sistema con amortiguamiento proporcional: ¢, =c, =0,2-/km

. . . . ¢, =0,4-/km
b) Sistema con amortiguamiento no-proporcional:
c, =0,2+/km
Sk k
C1 _/\(/3\/2\/;
I T o R

@) {J Y

FIG. 2.20. Ejemplo

a)_Con amortiguamiento proporcional

¢, =C, =0,2-/km

R R vyl S o W
m|x,] |-02/km 02/km [|x,] |-k k [|x,]

Observe que el amortiguamiento es proporcional, pues: [C] es proporcional a [K |

det [Mr2+Cr+K|=0
det mr? +0,4-/km r + 2k —0,2-/km —k
-0,2-/km -k mr? +0,2-/km r +k

2
r*+0,6r® km+3,04r2£ 0,4 kk k =0
m 'm m m?

Para resolver esto se requiere un programa de célculo numérico. Utilizando el programa
MATLAB como se vera en el ejemplo siguiente, se obtiene:

n =(—0,03819+£0,6168 j)ﬁ:igl + 78,
= M

7y = (-0,2618+1,5967 ;)E —a, tiG

Observe que los valores propios obtenidos cuando existe vibracion, son siempre complejos
conjugados obteniéndose + w;. Figura 2.21 ilustra que para que Xx(t) sea real debe ser la suma
de dos vectores iguales con frecuencias + w, es decir :

A"+ Ae? es un real , como debe ser x(t)
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Real
A . l‘ A
| Ti= s

A2 M2
“} D) . ' SR - - A
tiempo {seconds) Imag

fase  (radians) \

A Bk e

29

Suma de los vectores
rotatorios da una

. magnitud real

frecuencia

S

FIG. 2.21. Suma de dos vectores rotatorios iguales con +w y —w generan una magnitud real.

Usando ecuacion (2-20):

o4, = 0,6168\/% 0, = 0,618\/% & =0,0618
w,, =15967, [k o, :1,618\/% &, =01618

Usando ecuacion (2-18):
[Mrz +cr+klix}=o0

Para: r, = (—0.03819 F0.6168j),/k/m

)= el

Para: 2 = (—0.2618 T1,5067/1./k/m

= {— ;:218}

Nota: Se observa que los modos de vibrar son reales e idénticos a los modos sin

amortiguamiento.
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b)_Con amortiguamiento no — proporcional:

¢, =0,4-/km
¢, =0,2-/km

Las ecuaciones del movimiento son:
m X, 0,6-/km —-02Jkm|(x ] [2k —k][x,
+ + =0
milx, ] |-02/km 02/km [|x] |-k k ]|x

=1, =-0,0659+0,6156 j

det|Mr? +Cr+K|=0 _
r, =-0,3341+15802

Usando ecuacion (2-20) se obtiene:

w,, =06156 @, =0619 ; & =0,1064
®,, =158 ‘0, =1615 ; &, =0,207

Usando ecuacion (2-18):

IMrz +cr+Kfx1=0

Para: r; = (—0.0639 F0.61565)/k/m:

L 1 1
{X }: (T £3,20
1,618+ 0,09017 j 1,621e

Para: ™2 = (—0.3341 F1,5802j]/k/m

5 1 1
{X }: ST +8.3°
0,5982 + 0,08714 j 0,6045 e

4.2. Método seudo modal

1.- Si el sistema tiene N grados de libertad se usa un sistema s6lo de n grados de libertad
de modo que:

Qmax < (o),

(méxima frecuencia de excitacion) < (frecuencia natural del modo n).
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Para lo cual es necesario determinar
W, 0,..0,

XHX2.LX"

2.- Se resuelve el sistema:

0] [P®
[uJa o xex oy )% 1= %0
a, P, (t)

Si el amortiguamiento es no-proporcional y pequefio, se puede aproximar la solucion no
considerando los términos diagonales de matriz XTCX (Hipdtesis de Basile) y
desacoplando el sistema de ecuaciones. Falta por determinar para que valores de los
coeficientes de amortiguamiento esta hipotesis es valida.

5. Método de resolucion de valores y vectores propios utilizando MATLAB

Cuando:

= un sistema no amortiguado tiene mas de dos grados de libertad
= 0 cuando un sistema amortiguado tiene mas de un grado de libertad

se requiere utilizar un programa de calculo numérico para determinar las frecuencias naturales
y modos de vibrar. Una alternativa, la cual se vera a continuacion es el programa MATLAB.

MATLAB resuelve el problema estandar del valor propio:
[Al{x]) = A{x} (2-26)

por lo que, el primer paso es escribir la ecuacion a resolver en la forma indicada en ecuacion
(2-26)

1) Determinar las frecuencias naturales y modos de vibrar de un sistema no amortiguado de
N grados de libertad

Para transformar las ecuaciones del movimiento:

M} + [KJxj =0

a un problema del valor propio en la forma estandar , se reemplaza en la ecuacion
anterior:
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&} = ri{x}
obteniéndose:

[K]{x} = —r?[M]{x}

[MITH [KT{x} = —r?{x} (2-27)
se obtiene la ecuacion estandar del problema del valor propio, con :

[A] = [M]*[K]
= (2-28)

2) Determinar las frecuencias naturales y modos de vibrar de un sistema amortiguado de N
grados de libertad

Para transformar las ecuaciones del movimiento:

M Jix+[Clix} + [K ]ix)

a un problema del valor propio en la forma estandar , se le suma la ecuacion anterior:

[KJix}-[K]{xj =0

obteniéndose después de ordenar:

D/)l —OKHEHE ﬂ{z}zo (2:29)

-5 ] e 5] -l @30)

0

si se llama;

se obtiene:
[Aly®)}+[Bly®)}=0

como las soluciones son de la forma:

)= {rje"

Se obtiene la forma estandar del problema del valor propio:

(A (8]} = i)
(AT )= 2y} (231
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Ejemplo:
Determinar las frecuencias naturales y modos de vibrar del problema anterior.

Como se sabe que las unidades para las frecuencias naturales seran determinadas en funcion
de ,/k/m, para resolverlo numéricamente es equivalente a resolver el problema indicado en
figura 2.22, y luego a los resultados obtenidos para w;, multiplicarlos por,/k /m.

k=1 k
| m & m=T1

= —
OO 0O _ O

~

FIG. 2.22. Resolucion numérica del problema anterior

a) Para el amortiguamiento no proporcional: ¢, =0,4/km ,c, =0,2~/km

o b kS e

= [C]: Amortiguamiento no proporcional

Programa MATLAB para resolver el ejemplo:

1. Introducir los valores de las matrices A y B de ecuacion (2- 30):

» A

A=
1 0 0 O
0 1 0 O
0 0 -2 1
0 0 1 -1

» B

B=

0.6000 -0.2000 2.0000 -1.0000
-0.2000 0.2000 -1.0000 1.0000
2.0000 -1.0000 0 0
-1.0000 1.0000 0 0
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2. Se obtienen los siguientes valores al utilizar la funcion eig de MATLAB.

» [E,EE]=eig(inv(A)*B)
E=

-0.3774 - 0.6221i -0.3774 + 0.6221i 0.2433 + 0.1313i 0.2433 - 0.1313i
0.1715 + 0.4050i 0.1715 - 0.4050i 0.4055 + 0.1905i 0.4055 - 0.1905i
0.4252 - 0.1489i 0.4252 + 0.1489i -0.2527 + 0.3681i -0.2527 - 0.3681i
-0.2673 + 0.0520i -0.2673 - 0.0520i -0.3757 + 0.6184i -0.3757 - 0.6184i

EE =
0.3341+15802i O 0 0
0 0.3341-1.5802i 0 0
0 0 0.0659 +0.6156i 0
0 0 0 0.0659 - 0.6156i
Se ha llamado:

EE = matriz de los valores propios, 4 = - 1
E =el vector propio, definido en ecuacion (2-30) :

Xl
XZ
X3
X4
Observe:
= que: ri=-4

= los valores propios no estan ordenados del menor valor al mayor valor

> ordenando los valores propios de menor a mayor se obtiene:

r,=—4,=-00659F 06156 — @, =06156 ;& =0,0659
r,=-1, =-03341F15802i — w,, =15802 &, =0,3341

> considerando solo del vector anterior los desplazamientos (eliminando las
velocidades), se obtiene para los vectores propios:

Parar;.

fix)- 'X,| [-02527+0368l| [-044641e™%| [ 1
“1ix,[ T |-03757+06184i | -072358e %" |1621e7
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Mg:
{2)(}— ?X,| [ 04252¥0.1489i | |0,450518e™%% | 1
“12x, [ |-02673£0,0520i]  |-0,27231e% [ |- 0,6046e5
b) Para el amortiguamiento proporcional:

¢, =0,2+/km ¢, =0,2¢km = [C]: Amortiguamiento proporcional

[C] _ { 0,4 —0,2}

-02 0,2

Luego utilizando MATLAB se obtiene:

» [E,EE]=eig(inv(A)*B)
E=

0.0030 - 0.7236i 0.0030 + 0.7236i -0.0474 + 0.2723i -0.0474 - 0.2723i
-0.0019 + 0.4472i -0.0019 - 0.4472i -0.0767 + 0.4406i -0.0767 - 0.4406i
0.4410 + 0.0742i 0.4410 - 0.0742i -0.4350 - 0.1038i -0.4350 + 0.1038i
-0.2726 - 0.0459i -0.2726 + 0.0459i -0.7038 - 0.1680i -0.7038 + 0.1680i

EE =
0.2618 + 1.5967i 0 0 0
0 0.2618 - 1.5967i 0 0
0 0 0.0382 + 0.6169i 0
0 0 0 0.0382 - 0.6169i

r,=-4, =-0,0382+ 0,6169i
r, =—4, =-0,2618 +1,5967i

{1 X }_ ! Xl )= 0,4350 ¥ 0,1038i ~ 0,4472e1605 ) 1
'X,| |-0,703870,1680i| |0,72357e™* |  |1,618
Mg:

fx)- 0,4410£0,0742i | [ 044726 | [ 1
"~ 1-0,2726 70,0459 [ |0,27641e7%5 [ |-0,618

Observe que los modos obtenidos son reales e iguales a los del sistema conservativo
asociado.
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Solucién de b), utilizando el sistema conservativo asociado

Como se sabe que cuando el amortiguamiento es proporcional, las frecuencias naturales y
modos de vibrar son iguales a los del sistema conservativo asociado, es mas corto en ese caso
determinarlos directamente del sistema conservativo asociado. Para el ejemplo analizado, el
sistema conservativo asociado se muestra en figura 2.23.

k=1 k

A AN

998 =1
O OO

FIG. 2.23. Sistema conservativo asociado

Las ecuaciones del movimiento son:

1 0|[X% 2 —-1|ix

+ =0
0 1|% -1 1|[x,

Utilizando la ecuacion 2-28, en MATLAB se obtiene:
>> M=[10;01]

> K=[2-1;-11]
>> [E,EE] = eig(inv(M)*K)

E=
-0.5257 -0.8507
-0.8507 -0.5257
EE =
0.382 0
0 2.6180

Por lo tanto: de ecuacion (2-28):

{lx}:{iil} :{1,6118}

36
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Para: W2 = 1.618k/m

= {— 0,1618}

6. Comparacion del comportamiento vibratorio de sistemas lineales y no-lineales.

En general las maquinas y estructuras tienen un comportamiento aproximadamente lineal y es
valida la teoria desarrollada hasta aqui. Sin embargo, bajo ciertas circunstancias las maquinas
tienen un comportamiento no-lineal. Las causas mas frecuentes de no linealidades en las
maquinas se genera cuando la relacion entre la fuerza que genera el elemento elastico
(modelado por un resorte) y su deformacidn no siguen una relacion lineal.

Figura 31 muestra el comportamiento de un resorte con comportamiento lineal, con
comportamiento de resorte “duro” y con comportamiento de “resorte blando”. Cuando la
relacion existente entre la fuerza aplicada al resorte y su deformacion es como la indicada en
la curva superior, se dice que el resorte tiene comportamiento de resorte “duro”, pues para
obtener un determinado desplazamiento de él, se requiere una fuerza mayor que la requerida
si hubiese tenido comportamiento lineal. Cuando la relacién existente entre la fuerza aplicada
al resorte y su deformacion es como la indicada en la curva inferior, se dice que el resorte
tiene comportamiento de resorte “blando”, pues para obtener un determinado desplazamiento
de él, se requiere una fuerza menor que la requerida si hubiese tenido comportamiento lineal.

TIPS DE RESORTES

FLERZA BURG)

LINEAL

BLARD

DESPLAZAMIENTC

FIG. 2.24. Comportamiento lineal y no-lineal (resorte duro y resorte blando) de un
elemento el&stico

Causas comunes donde las maquinas pasan a tener un comportamiento no lineal son, como se
indica en figura 2.25, las siguientes:

» Vibraciones de muy grande amplitudes, como las que se generan cuando se excitan
zonas resonantes muy poco amortiguadas

» Magquina con solturas o grietas en las uniones entre los diferentes elementos de ellas
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(recordar que se habla de esto cuando las superficies en contacto se separan)

» Rozamientos parciales entre partes del rotor con partes del estator.

Ejemplo sistema lineal (para 6 < &)

2F

Resorte duro
Resorte lineal
— — Resorte blando

k = rigidez =

Grandes deformaciones
zona comportamiento no lineal

Ejemplo de sistema no lineal

F
- -
7 ?
F
kz
"/I/A
T . 6
&y

nn

rigidez eje sin roce en sellos
rigidez eje con roce en sellos

FIG. 2.25. Causas de comportamiento no-lineal de maquinas
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Las principales diferencias en el comportamiento vibratorio de una maquina con
comportamiento lineal y no-lineal son las siguientes:

> La vibracion generada por la accion de una fuerza sinusoidal es:

i) Si la maquina tiene comportamiento lineal:

= forma de onda armoénica y a la misma frecuencia que la de la fuerza
aplicada.
= espectro vibratorio con una sola componente a la frecuencia de la fuerza

if) Si la maquina tiene comportamiento no-lineal:

= forma de onda deformada diferente a la forma armonica
= espectro vibratorio con varias componentes cuyas frecuencias son:

- Mudiltiplos enteros de la frecuencia de la fuerza aplicada, 6

- Multiplos de una fraccion de la fuerza aplicada.( en teoria cualquier
fraccion 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...; en la préctica sin embargo son mas
frecuentes los multiplos de % para el caso de las solturas y los maltiplos
de 1/3 para el caso de rozamientos parciales)

Figura 2-26 a) muestra la diferencia en la respuesta vibratoria de una maquina al
desbalanceamiento del rotor para el caso de maquina con comportamiento lineal(sin
solturas) y para el caso de comportamiento no-lineal(con solturas).

Figura 2-26 b) muestra la respuesta vibratoria de una maquina al desbalanceamiento
del rotor para el caso de maquina con comportamiento no-lineal debido a un
rozamiento parcial del rotor con el estator.

» Los equipos de medicion de vibraciones miden simultaneamente la amplitud de la
vibracion debido al desbalanceamiento residual (f=RPM) y la velocidad de rotacion en
la partida y/o parada de la maquina. Los resultados se muestran en un gréafico amplitud
de la vibracién versus RPM, llamado grafico de partidas/paradas

Figura 2-27 muestra la diferencia en el comportamiento vibratorio de una maquina en
un ensayo de partidas y paradas para:

- caso 1: comportamiento lineal
- caso 2: comportamiento no lineal.

Se observa que cuando la méquina tiene comportamiento lineal para cada velocidad de
rotacion existe una amplitud de vibracion bien determinada. Sin embargo, cuando la
maquina tiene comportamiento no-lineal existe una zona marcada por las lineas
verticales a trazos para la cual la maquina puede vibrar para una misma velocidad de
rotacion con diferentes amplitudes.
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Comportamiento vibratorio al desbalancamiento de una maquina con
comportamiento lineal
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Comportamiento vibratorio al desbalancamiento de una maquina con
comportamiento no-lineal debido a solturas mecéanicas
b)

Comportamiento vibratorio al desbalancamiento de una maquina con
comportamiento no-lineal debido a roce parcial del rotor/estator

FIG. 2.26. Causas de comportamiento no-lineal de maquinas
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Esto genera el llamado” fendmeno de salto”, es decir la maquina cuando pasa por esa
zona esta vibrando con una cierta amplitud y debido a cualquier pequefia perturbacion

salta bruscamente a la otra amplitud a la cual puede vibrar a dicha velocidad de
rotacion

Respecto a las frecuencias naturales.

- Cuando la méaquina tiene comportamiento lineal, las frecuencias naturales de ellas
son independientes de la amplitud vibratoria con que ellas vibren libremente. Estas
frecuencias naturales solo dependen de la rigidez y de la masa del sistema vibrando,
es decir, son unas constantes.

- Cuando la maquina tiene comportamiento no-lineal, las frecuencias naturales de ellas
son dependientes de la amplitud vibratoria con que ellas vibren libremente, por lo
tanto no son unas constantes caracteristicas de las propiedades de rigidez y masa del
sistema. La linea punteada de la figura muestra como aumenta (en el caso de un
resorte duro) la frecuencia natural con la amplitud de las vibraciones.

————— zona inestahilidad

Xo = Amplitud desplaz. estacionario

————— fendémeno
ie salto

Wn =yk/m =RPM

FIG. 2.27. Variacion de la componente a 1XRPM con la velocidad de rotacion.
casol: comportamiento lineal de la maquina
casol: comportamiento no-lineal de la maquina con resorte duro
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