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(30%) Considere el sistema controlado lineal auténomo de orden n,
z(t) = Azx(t) + Bu(t), Vt € I; x(0) = xp.

con u(t) € [—1,1]™. Muestre que si se satisface la condicién de Kalman y todos las valores propios de la
matriz A tienen parte real menor o igual a cero, entonces todo punto xy € R" puede ser conducido al origen
en tiempo finito. Pare esto:

a) Definamos el conjunto C = {zg € R™ : 0 € Acc(xo,T), para algin T > 0}. Muestre que si C # R",
entonces existe v € R\ {0} y o € R tal que para todo z¢ € C, vT'zg < a.

b) Defina v(t) = BTe 14"y € R™. Muestre que v(t) no es identicamente cero en [0, +00). Consi-

dere el control u,(t) := ()/||v( )|| si v(t) 7é 0y uy(t) = 0 si no. Muestre que zo(v,T) :=
—fOT e *ABu,(s)ds € C y que vTxo(v,T) fo |v(s)||ds.

c) Supongamos que [ |[v(s)||ds < +oo. Defina ¢(t) ft s)ds y el operador diferencial D := 4,
de modo que —Dg(t ) v(t). Sea p el polinomio caracterlstlco de A. Muestre que q(D)$(t)=0, donde
q es el polinomio g(\) := Ap(—\), y que entonces ¢(t) es combinacién lineal de (n + 1) términos

de a forma ¢;(t)e?it para ciertos polinomios qi,...,@ni1 Y A1, ...Any1 raices del polinomio g, tales
que Re(X;) > 0, para i = 1,...,n + 1. Muestre que lo anterior contradice que [ |[v(s)||ds < +oo.
Concluya.

(30%)

a) Considere el sistema controlado @(t) = u(t) con x y u escalares, y tal que z(0) = 2o € R. ParaT >0

fijo, considerere el costo
T

Cu) = ca(T)? + / w(t)2dt,
0
con ¢ > 0 constante. Encuentre el control que minimiza C(-) y la trayectoria éptima asociada.

b) Considere el sistema controlado 4(t) = x(t) +u(t) con = y u escalares, tal que 2(0) = z¢. Para T >0
fijo, considere el costo

Clu) = /0 " et + 2u(t)dt.

Encuentre el control que minimiza C(-) en forma de ciclo cerrado.

Indicacion: Intente una solucién de la ecuacién de Riccati de la forma E(t) = 2 ((tt)) y pruebe que

satisface § = 3 — 28, B(T) =0, (T) #0.

(40%) Un motor de corriente continua funciona gracias a la corriente eléctrica que lo hace rotar. Esta
corriente es generada por una fuente de voltaje, permitiendo asi controlar la rotacién del motor a través
del voltaje v. En una versién simplificada, podemos suponer que la intensidad de la corriente, denotada
por 7, produce un torque en el motor mediante la relacion T = K;ii, donde K7 es un factor constante.
Ademds, existe un roce dindmico en el motor que amortigua el torque producido de manera proporcional



Figura 1: Motor DC

(con constante de proporcionalidad b) a la velocidad angular 0, donde 6 es el dngulo de rotacién del motor.
La segunda ley de Newton nos dice entonces que J§ = Kji — bf, donde J es el momento de inercia del
motor.

Por otro lado, la ley de induccién de Lorentz establece que la rotacién del motor produce a su vez una
fuerza electromotriz dada por € = Kgé, donde K5 es una constante. Ademds, en un circuito como el de la
Figura 1, la ley de Kirchhoff establece que la suma de voltajes producidos en la inductancia, Vi, (t) = L%
(relacién de inductancia), y en la resistencia, Vg = iR (ley de Ohm), debe ser igual a v —e. Aqui, Ry L
son considerados constantes.

(a)

(b)

(1.5 pts.) Encuentre el sistema diferencial lineal controlado que satisfacen la variable de estado z :=
(0,6,4)T y el control v. Compruebe la controlabilidad del sistema. Muestre que el sistema sigue siendo
controlable cuando se impone |v| < 1.

(1 pto.) Para un observador de la forma y = Cux, con CT € R3, muestre que para asegurar la
observabilidad del sistema descrito en la parte (a) es necesario observar siempre, al menos parcialmente,
el angulo 6.

(1.5 pts.) Considere que inicialmente la velocidad angular 9 y la intensidad de la corriente ¢ son iguales
a dos valores de referencia Op y 2. Nos interesa llevar en tiempo minimo estas variables a cero, es
decir, detener el motor y la corriente. Simplifique el problema asumiendo que no hay resistencia en el
circuito (i.e. R = 0) y que sus pardmetros satisfacen % > 4K Establezca (sin resolver) la dindmica
adjunta y muestre que el voltaje éptimo toma sélo valores -1 y 1, cambiando de signo a lo mds una
vez.

Indicacion: Note que el sistema a resolver se puede reducir a un sistema de 2 x 2.

(2 pts.) Considere que inicialmente las variables (6, 6,7)7 tienen los valores (0,1,1)”. Se desea mini-
mizar la cantidad de voltaje y velocidad angular del circuito durante un horizonte de tiempo [0, 7], con
T =1, asi como la velocidad angular y la intensidad de corriente en el instante final T'. Plantee esto
como un problema lineal cuadratico (considere un costo cuadratico con iguales ponderadores de costo
para cada variable) y resuelvalo suponiendo que K; = 0.
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