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Pregunta 1 Sea p una medida regular sobre R? y f una funcién medible acotada sobre
compactos tal que para cierto p € [1, 00],

sup {‘/fd)d,u‘ : ¢ € Co(RY), |||, < 1} =A< o0,

(donde la norma se refiere al espacio LP(u)).
i) Pruebe que se tiene A = sup{‘f fgbdu‘ co € LP(p),|oll, <1}
ii) Concluya que f € L%(u), donde g es el conjugado de p, y que || f||, = A.

Pregunta 2
Sea (X, 7) espacio medible y p y v dos medidas con signo finitas definidas en 7.

i) Muestre que v y p son singulares entre si ssi |v| y |u| lo son.

ii) Muestre que si v y u son singulares entre si, entonces

v = pll = {11l + [l
donde || - || denota la norma de variacién total.

iii) Suponga que X es infinito no numerable y que para todo x € X se tiene {z} € 7.
Deduzca que el espacio vectorial de medidas con signo finitas sobre (X, 7), dotado de
la norma de variacién total no es separable.

Pregunta 3
Sean (X, 7, 1) espacio de medida y ( f,) una sucesién de funciones medibles t.q. sup,, || fn|[, <
©y fn—f p-ct.p.

a) Muestre que f € LP.

b) Suponga que 1 < p < co. Pruebe que dados g € L9(u) (con ¢ el conjugado de p) y
e >0, existen (i) 6 > 0 t.q. [, |g|9du < € para todo A € 7 t.q. pu(A) < 0; (ii) Be T
t.q. u(B) < ooy [gelgl%dp < e; (iii) C C B medible t.q. u(B\C) <dy fn— f
uniformemente en C'. Deduzca que para todo g € L9 se tiene

/ fngdp — / fgdu,

¢) Muestre que la conclusién anterior no es valida en el caso p = 1 (Ind.: busque un
contraejemplo en R con la medida de Lebesgue).

es decir f, — f débilmente.

Pregunta 4 Desigualdad de Minkowsky para integrales
Sean (X, 7,u) v (Y, F,v) dos espacios de medida o—finitos y f : X x Y — R una funcién
T ® JF medible.



a) Pruebe quesi f >0y 1 < p < oo, entonces

V(/f(x’y)d”(y> dpl ] /[/fwypdu } dv(y)

1

Ind: Sea g tal que p~! + ¢~ ! = 1. Estudie la aplicacién

g—T(g /[/fxydl/ ] g(z)du(z)

para funciones g € L9.

b) Suponga que 1 < p < o0, que f(-,y) € LP(u) v — c.t.p en y y que la funcién y —
Il £(-,y)|lp pertenece a L*(v). Pruebe que entonces f(z,-) € L'(v) u — c.t.p en z, que
la funcién = — [ f(z,y)dv(y) pertence a LP(u), y que

I [ i@l < [ 176 wlhdvt)

c¢) La desigualdad triangular usual de la norma L? es conocida también como desigualdad
de Minkowsky. Justifique por qué.

Pregunta 5 Sean (X;,7;), i = 1,2. espacios medibles y v;, u; medidas o-finitas sobre (7;).
a) suponga que v; << p;. Probar que v ® vp << 1 @ p2 y que

O ®uy) O dva o o
O(ps x p2)  Opy opg 1 EHEETP

b) Probar que vy [] 1 0 vo [ po implica vy ®@ vo [ 1 ® po

c) Sea v @y = (11 @ 12), + (11 ® 12)s la descompoaicién de Lebesgue de v ® vy ¢/r
a pi1 ® pz.Probar que (11 ® 12)q = (11)a ® (12)a ¥ (11 ® 12)s = (V1)s ® (v2)s , donde
v; = (Vi)a + (Vi)s es la descomposicién de v; ¢/t a ;.

Pregunta 6 Funcion Mazximal de Hardy-Littlewood y derivada de Lebesgue
En esta pregunta se denotard indistintamente por A o por dz la medida de Lebesgue en R".
Medibilidad serd siempre c/r a las tribus de Lebesgue.

1) Sea C una familia de bolas abiertas en R" y U = (Jgcz B. Sea ¢ < A(U). Se probard
que existe bolas disjuntas By, ..., By tales que Zle ABj) >3™"

a) Muestre que existe un compacto K C U y una cantidad finita de bolas A1, ... 4,, €
C tales que A(K) > cy K CUJL, Aj.

b) Defina By como la bola A; con mayor radio, y recursivamente, Bj;1 como la bola
de mayor radio entre las A; que son disjuntas de By, ... B;, y asthasta que ya no
se pueda continuar el proceso. Muestre que si para cierto j € {1,...,m} se tiene
Aj no es ninguna B;, entonces existe i(j) tal que A; N B(;) # @ y A; C Bl*(j)

donde B;‘j) es la bola concéntrica a B;(;) de radio tres veces mayor. Concluya

la desigualdad buscada.



2) Una funcién medible f : R"™ — R se dice localemte integrable si [ | f(x)|dx < co para
todo compacto K C R"”.

Para f localmente integrable, z € R” y r > 0 definimos

1
Arf(z) = >\(B(9077'))/B(z,r) f(y)dy

donde B(z,7) es la bola de centro z y radio 7.

a) Pruebe que para cada r > 0, A, f es medible en z (Ind.: muestre que A, f(x) =
or™ fR” gr(x,y) f(y)dy para cierta constante o > 0 y cierta funcién medible g, :
R2" — R.)

b) Pruebe que para todo z € R" y r > 0, la esfera S(x, ) de centro x y radio r tiene
medida nula, y que para todo z la funcién A, f(z) es continua como funcién de
r.

Deduzca que la funcion mazimal de Hardy-Littlewood H f, definda por

1
Hf) = swp Arlfl@) = sup e | sy

es medible en z.

d) Pruebe el Teorema maximal: Existe C' > 0 tal que para todo a > 0 y toda f
integrable,

Mo s Hi(@)> o) < © / 1 (@)de.

Para ello, se sugiere definir E, := {z : Hf(x) > a}. Muestre que para cada
x € E, existe r, > 0 tal que éfB(a: %)f(y)dy > A(B(x,r;)) y considere la
familia de bolas {B(x,rz)}tzer, ¥ ¢ < A(Eq) cualquiera.

3) Se probara el Teorema de derivacién de Lebesgue para todo f localmente inte-
grable, lim, o A, f(x) = f(z) dz — c.t.p.

a) Pruebe el resultado pirmero para g continua integrable.

b) Considere f integrable y una funcién g como antes a distancia € de f en norma p
(porque existe?). Defina Do = {x : limsup,_ |4, f(z) — f(z)] > a} y F, = {x :
|f(z) — g(x)| > a}. De una mayoracién para A(Fa) y pruebe que
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c¢) Concluya el resultado para f integrable y luego para f localmente integrable.



