Ejercicios resueltos

18 de septiembre de 2003






Ejercicios Tema 1

Ejercicio 1 Demostrar que una clase no vacia A es un dlgebra en Q) si
y solo si se verifican las siguientes propiedades:

i) Si A € A entonces A° € A.

ii) Si A, B € A, entonces ANB € A.

Ejercicio 2 Dada una aplicacion F: Q — ', demostrar las siguientes
propiedades:

(i) F~Y(UB;) = UF~Y(B;), F~Y(NB;) = NF~Y(B;), F~1(B°) = [F~Y(B)]°,
(ii) F(UA;) = UF(A;), F(NA;) CNF(4;),

(111) Si F' es sobre F(A)¢ C F(A°).

(iv) Si F' es inyectiva F(A)¢ D F(A°) y F(A)°NF(2) = F(A°).

Ejercicio 3 Dada una aplicacion F: Q — €, demostrar que:

(a) Si A es una o—dlgebra de 2, A’ ={B C Q' : FY(B) e A} lo es de
Q.

(b) Si A’ es una o—dlgebra de ', A= F1A]={F1(B)cQ: Be
A’} lo es de .

(c) Sic CP(), o[F~1(C)] = F~'[o(C)].
(d) Demostrar que si ( ,T) y (Y, T") son espacios topoldgicos y F es
continua, entonces F~1(B) € B(R), para todo B € B(Y').

Ejercicio 4 Consideremos las siguientes extensiones de una familia C
de subconjuntos de €):

Ci={ACQ:AeC JA°eC},
ng{Alﬂ---ﬁAn:Aiecl,neN},
C'3={A1U---UA,L:AZ'€C'2,nEN}.

Demostrar que C3 = o(C).

Ejercicio 5 Sean (Q1,A1),..., (0, Ay) espacios medibles. Demostrar
que la familia de los rectdngulos medibles,

R={A1 x- XA, CO x---xQ,: A; € A},

es una clase elemental.



Ejercicio 6 Demostrar que la c—dlgebra B(R) se genera por las familias:

Ci ={(a,b) :a,b e R}, Co={(a,b]:a,beR}
Cs ={[a,b) : a,b € R}, C4y={[a,b]:a,beR},
Cs = {(—oo,b) :be R}, Ce = {(—oo,b] :be R},

Ejercicio 7 Demostrar que la o—dlgebra B(R) se genera por la familia
C ={(a,b] : a,be€R}.

Ejercicio 8 Demostrar: (a) ) C liminf A,, C limsup 4,, C Q.
(b) Si A, T A (6 A, | A), entonces limsup A,, = liminf A,, = A.

Ejercicio 9 ;Puede una o—dlgebra infinita contener sélo una coleccion
numerable de elementos?

Ejercicio 10 Consideremos (N, P(N), ), el espacio de medida de con-
tar en los naturales. Encontrar una sucesién A, | 0 para la que no se
verifique p(Ay,) — p(0) = 0.

Ejercicio 11 Consideremos (N, P(N), u), para p(A) = 0 si A es finito
y w(A) = 0o en caso contrario.

(a) Demostrar que p es aditiva pero no numerablemente aditiva.

(b) Encontrar una sucesion A, 1 A para la que no se verifique

p(An) — u(A).

Ejercicio 12 Dada una medida p y una sucesion A, € A, demostrar

que
(o]

UA <> u(Ay).

n=1

Ejercicio 13 Sea u: A — [0,00], aditiva en un dlgebra A. Dada una
sucesion A, € A de conjuntos disjuntos cuya union estd en A, demostrar

que
o0

Z(UERES )

Ejercicio 14 Dado un espacio de medida (2, A, 1) y una sucesion A,, €
A, demostrar que:

i) p(liminf A,,) < liminf p(A,).

it) Que si u(UA,) < oo, entonces limsup p(A4,) < p(limsup 4,,).



Ejercicio 15 Demostrar el Lema de Borel-Cantelli: Sea (2, A, 1) un espacio
de medida y C,, € A, entonces

Z,u(Cn) <oo = p(limsupCy) =0.
n=1

Ejercicio 16 Dada una medida finita u sobre una o— dlgebra A y una
sucesion A, € A tal que liminf A,, = limsup A,, = A, demostrar que
H(A) = limy, o0 /-L(An)

Ejercicio 17 Dada una sucesién doble x,., € (—oco,00|, tal que para
cualesquiera n,m € N, Tpm < Tpgim Y Tnm < Tnom+1, demostrar que

lim lim z,, = lim Lm z,.,.
n—oo m—0o0 m—00 N—00

Ejercicio 18 Dado un espacio medible (2, A) y una sucesion de medidas
en €l w,. Demostrar:

a) Si pn, < ppa1, entonces p(A) = lim u, (A) define una medida en
el espacio.

b) Sean como sean las pin, p(A) = > pun(A), define una medida en
el espacio.

Ejercicio 19 Dado un espacio no numerable 2 y

A={ECQ: EJ E° es numerable},

(B) = 0, si E es numerable,
a 1, si E° es numerable, para cada E € A,

demostrar que A es o—dlgebra y p medida.

Ejercicio 20 Dado un espacio de medida semifinita (2, A, ), es decir
tal que para todo E € A con u(E) = oo existe F € A, con F C E y
0 < u(F) < o0, demostrar que para todo E € A con p(E) = oo y todo
r>0existe FEA con FCE yr<u(F) < oo.

Ejercicio 21 Demostrar que toda medida o—finita es semifinita. Dar
un contraejemplo para el reciproco.



Ejercicio 22 Dado un espacio de medida (2, A, ), definimos \: A —
[0,00], de la siguiente manera

AMA) =sup{u(B): B€ A, BC Ay p(B) < oo},

demostrar que:
a) \ es una medida semifinita.
b) Que si u es semifinita entonces A = .

Ejercicio 23 Demostrar que la medida exterior de Lebesgue en R, se
puede definir en vez de con la clase C = {(a,b]}, como vimos en el
ejemplo (??7), de la pdgina ??, con cualquiera de las clases C; = {(a,b)},
Cy = {[a,b]}, C3 = {[a,b)} y con p de cualquier intervalo también la
diferencia de extremos.

Ejercicio 24 Sea p* una medida exterior en Q y A la medida restriccion
de p* a la o—dlgebra A.. Demostrar que:

(a) p* < X*.

(b) Si pu* es la medida exterior generada por una medida p en un
dalgebra A, entonces p* = \*.

(¢) Encontrar una medida exterior p* en Q = {0,1}, para la que
prFE A

Ejercicio 25 Dado un espacio de medida (Q, A, ). Demostrar:

(a) Si A,Be Ay u(AAB) =0 entonces u(A) = u(B).

(b) La relacion entre conjuntos medibles A ~ B siy solo si y(AAB) =
0, es de equivalencia.

(¢c) En el espacio cociente X = {A € A: u(A) < oo}/ ~ la aplicacion

p(A, B) = n(AAB),

define una métrica, respecto de la que la aplicacion A € X — A° € X es
una isometria (si p(2) < 0o) y las aplicaciones de X x X — X

(A,B) - AUB, (A,B)— AnB, (A,B)— AAB,

son continuas.

Ejercicio 26 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y sea A,, su completa-
cion y u* la medida exterior generada por p. Demostrar que para cada
AcCQ:

w*(A) =inf{u(B): Be A AC B},



Yy que st definimos la “medida interior”
pe(A) =sup{u(B): Be A BC A},

entonces si A € A, se tiene que p1.(A) = p*(A) = p(A) y reciprocamente
st py(A) = p*(A) < oo entonces A € A,,.

Ejercicio 27 Sean p;: B(R) — [0,00], para i = 1,...,n medidas de
Lebesgue—Stieltjes. Demostrar que existe una unica medida pv: B(R™)) —
[0, 0], tal que para cada semirrectdngulo acotado (a,b),

:U'(a7 b] = ,LL1((11, bl} v ,Ufn(ana bn}
Ejercicio 28 Demostrar que toda medida en B(R™) de Lebesgue—Stieltjes

es o—finita. Encontrar una que sea o—finita pero no de Lebesque—Stieltjes.
Encontrar una que sea o—finita pero no regular.

Ejercicio 29 Demostrar que toda medida semifinita p: B(R™) — [0, 00]
es regular interior.

Ejercicio 30 Demostrar que sit € R y B € L(R™), entonces tB €
LR™) y m(tB) = [t|"m(B). Ademds si B € B(R"™), entonces tB €
B(R™).

Ejercicio 31 ;Se puede poner un cuadrado del plano como union nu-
merable de segmentos?

Ejercicio 32 Demostrar que para p =0, H, es la medida de contar.

Ejercicio 33 Sea Q' C Q y consideremos el espacio métrico (', d), con
la métrica inducida. Demostrar que la medida exterior de Hausdorff en
Ql, H; = lep(Q/).

Ejercicio 34 Demostrar que si A C Q y 0 < Hy(A) < oo, dimy(A4) =
D.

Ejercicio 35 Demostrar que dimg({z}) =0, para cada = € Q.

Ejercicio 36 Demostrar que dimpg(UA,,) = supdimpg(A4,).



Ejercicio 37 En los subespacios de R™ con la métrica euclidea, demos-
trar que la dimension vectorial y la de Hausdorff coinciden.

Ejercicios Tema II

Ejercicio 38 Sea f: (2, A) — (R, B(R)) acotada. Demostrar que existe
una sucesion de funciones simples s, tales que s, — [ uniformemente.

Ejercicio 39 Sean f y g funciones medibles y A un conjunto medible.
Demostrar que es medible la funcion

o) = f(z) sixzeA,
" {g<x> i A

Ejercicio 40 Sea (2, A, 1) un espacio de medida. Probar que f: Q — R
es medible si para cualesquiera m,n € Z, {x : mf(x) < n} es medible.

Ejercicio 41 Sean h y g funciones medibles. Demostrar que los con-
Juntos

{z€Q: h(z) < g(@)}, {reQ: h(x) <g(@)}, {ref: h)=gl)},

son medibles.

Ejercicio 42 a) Sea f medible y f = g c.s. jes necesariamente g me-
dible?, ;y si el espacio es completo?.

b) Sean f < g < h, con f y h medibles tales que f = h c.s. jes
necesariamente g medible?, sy si el espacio es completo?.

Ejercicio 43 Sea f,, una sucesion de funciones medibles, demostrar que
es medible el conjunto {x : existe y es finito el lim f,(z)}.

Ejercicio 44 Sea f: R — R mondtona creciente, ses f borel medible?

Ejercicio 45 ;Es cierto que f es medible si y sdlo si |f| es medible? En
caso contrario dar un contraejemplo.



Ejercicio 46 Sea A, una sucesion de subconjuntos de 2. Demostrar
que

il’lfIAn :IﬁAn’ Sup]A" = IUAny
lim inf IAn = Iliminf An>s lim sup IAn = Ilim sup Ay, *

Ejercicio 47 Sean A,B C Q. Demostrar que {x € Q : Iy # Ip} =
AAB.

Ejercicio 48 Si f: R — R tiene derivada en todo punto, demostrar que
f' es Borel medible.

Ejercicio 49 Demostrar que f = (f1,..., fn): @ — R™ es medible si y
solo si cada f; lo es.

Ejercicio 50 Sea (2, A, u) un espacio de medida y f = Y " | anla,,
con a,, € (0,00) y A, € A, calcular [ fdp.

Ejercicio 51 Sea f > 0 integrable. Demostrar que Ye > 0 existe un
medible A, con p(A) < oo tal que [ f < [, f+e.

Ejercicio 52 Sea f integrable y € > 0. Demostrar que existe una fun-
cion simple s tal que [|f —s| <e.

Ejercicio 53 Sean pu1 < po medidas. Demostrar que si una funcion
medible compleja [ es us—integrable, entonces es uy—integrable.

Ejercicio 54 Sean f, > 0 medibles tales que f, | f. Demostrar que si
f1 es integrable, [ f, — [ f. 4Es cierto si f1 no es integrable?

Ejercicio 55 Sean f, f, > 0 integrables, tales que f, — f c.s. Demos-

trar que [ fo — [ f si [|fn— f] = 0.

Ejercicio 56 Sea u(Q) < oo y f, integrables tales que f, — f unifor-
memente. Demostrar que f es integrable y que ffn — ff

Ejercicio 57 Sean f, f,, integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar

que [ |fo— f1 =0 sii [|ful = [If]-

Ejercicio 58 Sea f integrable y g medible acotada, demostrar que fg es
integrable.



Ejercicio 59 Demostrar que p es o—finita si y solo si existe una funcion
medible estrictamente positiva e integrable.

Ejercicio 60 Sea Q un espacio topoldgico, p una medida en B(Q) tal
que u(A) > 0, para cada abierto A y f,g: 8 — R continuas tales que
f =g c.s., demostrar que f = g.

Ejercicio 61 Demostrar que si f < g c.s., existe la ff Yy —o0 < ff,
entonces eziste la [ g y si existe la [ gy [ g < oo, entonces existe la [ f
y en ambos casos [ f < [g.

Ejercicio 62 Demostrar el teorema de la convergencia mondtona cuan-
do las condiciones son c.s.

Ejercicio 63 Calcular:

1
lim (1+nz?)(1 4 2% """ dm.

n—oo 0

Ejercicio 64 Sea f: R — R medible y a € R. Demostrar que

| s@dn= [~ jta - aam,

en el sentido de que si una integral existe también la otra y coinciden.

Ejercicio 65 Sea f: R — R medible tal que e'* f(x) es integrable para
todo t € (a,b) C R. Demostrar que F(t) = [ €' f(x)dm es diferenciable
y que F'(t) = [xe'” f(x)dm.

Ejercicio 66 Demostrar que para t >0 y 0 < « < 1, la sucesion (1 +
(t/n)*)™ es creciente y para 1 < «, (1 — (t/n)*)™ también es creciente.

Ejercicio 67 Demostrar que

(a) lim (1 —(t/n))"logtdm = / e ‘logtdm.
1 1
(b) lim (1= (t/n))"logtdm = e ‘logtdm.



Ejercicio 68 Sea f no negativa e integrable, con 0 < [ fdp=c< ooy
sea 0 < o < 00. Demostrar que

e 00, st 0<a<l,
lim [ nlog {14—( ) ]du: ¢, st a=1,
n—oo n
0, st 1 < a<oo.

Ejercicio 69 Demostrar que si f es p—integrable, entonces para cada
€ >0, existe un § > 0, tal que

WE) <6 = /E|f|du<e.

Ejercicio 70 Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable F(x) =
ffoo fdm es uniformemente continua.

Ejercicio 71 Demostrar que si f tiene integral impropia de Riemann,
entonces es continua c.s. (m), pero no reciprocamente.

Ejercicio 72 Sea f: R — R no negativa, con integral impropia de Rie-
mann finita, demostrar que f es Lebesgue medible e integrable y las dos

integrales coinciden. Dar un contraejemplo si quitamos la no negativi-
dad.

Ejercicio 73 Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable

/ fdm= lim fdm.
[—O0,00]

a——00, b—oo [a,b]
¢ Fs cierto si existe la integral pero no es finita?

Ejercicio 74 Demostrar por induccion que fooo " e dm = nl.

(b) Demostrar que para t > 0, fooo et dm = 1/t y utilizarlo para
demostrar (a) —sabiendo que la integral es finita—, derivando respecto
de t.

Ejercicio 75 Calcular:
(a) limy, oo [~ (1 + (x/n)) " sen(x/n) dm.
(b) limy, oo [ nsen(z/n)[z(1 + 2%)] 7 dm.
(¢) limy oo [ n(1+n%2?)~ dm, en funcién de a.
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Ejercicio 76 Dadas las funciones

x 2 2 1 efm2(t2+1)
= - = Tt
fa) = ([[ertar) o= [ e

demostrar que:

(a) f(x) +g(x) = /4. (b) [F e~ dm = /2.

Ejercicio 77 Demgstmr:
(1) [70 a*"e™ dm = 2nly/m/4"nl.
(2) Para a >0, [ e~ cosazdm = Jme /4,
(8) Para p > 0, fol 2Pz — 1) tlogzdm =307 (1/(p+n)%.

Ejercicio 78 Demostrar que es de clase infinito la funcidn en (0, 00)
I'(y) = / e Tz tdm,
0

y que verifica: T'(y + 1) = yI'(y) para y > 0; que I'(n + 1) = nl, para
n=0,1,2,...; y que I'(1/2) = /7.
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Ejercicios Tema III

Ejercicio 79 Sean Q1 y Qs espacios topolégicos. Demostrar que:

(a) B(Q1) x B(Q2) C B(£21 x Q2).

(b) Si sus topologias tienen bases numerables, B(Q1) x B(Q2) = B(2 x
Qo).

Ejercicio 80 Sean (21, A1) y (€22, A2) espacios medibles y f: Q1 — R
y g: Q2 — R medibles, demostrar que h(z,y) = f(z)g(y) es A1 X Aa—
medible.

Ejercicio 81 Demostrar que (A1 X -+ X Ap_1) X A, = A1 X -+ X A,

Ejercicio 82 Sea f: R?2 — R, tal que f, es Borel medible para cada x
y fY continua para cada y. Demostrar que f es Borel medible.

Ejercicio 83 Sean (1, A1, p1) y (2, As, u2) espacios de medida o—
finita y completos, ses necesariamente completo el espacio producto?.

Ejercicio 84 Sean (1, A1, p1) y (Qa, As, u2) espacios de medida o—
finita y E, F € Ay X As, tales que para todo x € Qy c.s. (u1), pa(Ey) =
ua(Fy). Demostrar que u(E) = pu(F).

Ejercicio 85 Sean (21,.41) y (Q2,A2) espacios medibles y A: 1 %

Ay — [0, 00] una medida de transicion. Demostrar que:
(a) Si p es una medida en (21, A1), entonces

A(B) = /AB dp,

es una medida en (a2, As).
(b) Si g > 0 es medible en (22, Az),

f@) = [ gan..

es medible en (Q1, A1) y se tiene que

/fdu:/gd)\.
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Ejercicio 86 Demostrar que: (a) Si F: (Q,A) — (', A’) es medible y
w es una medida en (Q, A), v = F(u), para

es una medida en (', A") y si v es o—finita, p también lo es.
(b) Si F1: (1, A1) — (), A) y Fo: (Q2, A3) — (25, AY) son medi-
bles entonces también es medible

Fi@F: Q1 xQy— Q) xQy, F1 @ Fay(r,y) = (Fi(z), F2(y)),

y dadas medidas p1 en (1, A1) y p2 en (Q2, As), tales que v; = F;(u;)
son o—finitas, se verifica que

Fi1 @ Fa(pa X po) = vi X va.

Ejercicio 87 Sean (21, A1, 1) y (2, Az, p12) espacios de medida o—
finita y f: Q1 — R y g: Q9 — R medibles e integrables, demostrar que

h(z,y) = f(z)g(y) es u = 1 X pa—integradle y

fosem (] ) (f o)

Ejercicio 88 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: & — R
medible y no negativa. Demostrar que la grifica de f es medible

E={(z,y) €2x[0,00]: y= f(z)} € Ax B(R),
y que p x m(E) = 0.
Ejercicio 89 Sea (92, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q@ — R

medible y no negativa. Demostrar que la funcién F(y) = p{f~*(y)} es
medible y F =0 c.s.

Ejercicio 90 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f,g: Q —
[0,00) medibles y tales que para cada x > 0, u{f > z} < p{g > z}.

Demostrar que
[tan< [gin
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Ejercicio 91 Sea (2, A, ) un espacio de medida o—finita, f: Q — [0, 00]
medible y 1 < p < oco. Demostrar que

/f” dp = /Oooptp‘lu{f > t}dt.

Ejercicios Tema IV

Ejercicio 92 Sean A\, \2: A — (—00, 00| cargas, demostrar que
A1+ A2| < [Ad| 4 [ Az

Ejercicio 93 Sea (2, A,\) un espacio medible con una carga. Demos-
trar:

(a) E € A es nulo si y sdlo si |[A|(E)=0.
(b) St P,N y P',N' son descomposiciones de Hahn, |\|(PAP") = 0.

Ejercicio 94 Sean 1, jio medidas, i = p1+po y f una funcion medible.
Demostrar que existe [ f dp sii existen [ fduy la [ fdps y su suma estd
definida. Y en tal caso

[ran= [ ram+ [ 1

Ejercicio 95 Sea A una carga. Demostrar:
(a) g es A\—integrable si y sdlo si es |\|—integrable.

(b) Si g es A—integrable,
[aa < [1alan.

(¢) Eziste una medida p y una funcidn medible f, con integral respecto
de u, tal que para todo E € A

ME) = /E Fdp.
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Ejercicio 96 Encontrar en B(R) la descomposicién de Jordan para la
carga A = P — 610y, siendo P una probabilidad.

Ejercicio 97 Sea f una funcion con integral en el espacio de medida
(Q, A, 1) y consideremos la carga A = fu. Demostrar que

(A — + —(A) = - -
V@ = [t @)= [ an = [ i

Ejercicio 98 Demostrar que si una carga \ = 1 — us es diferencia de
dos medidas p;, entonces A\t < py y A~ < .

Ejercicio 99 Sea A una carga en un espacio medible (2, A), demostrar
que

IN(A) = sup{> _[\(Ei)| : E; € A, disjuntos, UE; = A},
1=1

sEs cierto el resultado si ponemos Y .o, en lugar de sumas finitas?.

Ejercicio 100 Sea (92,.A) un espacio medible con una medida compleja
A=A +ido = AT — AT +iA] —iAg,
demostrar que

AT SIS IS AT AT +A5 + 5

Ejercicio 101 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y [ una funcién me-
dible no negativa. Si definimos la medida A\(A) = fAfdu, demostrar
que para cada funcién medible g

/gdA=/fgdu,

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son
iguales.
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Ejercicio 102 Sean A1, Ao y A3 medidas, Ay y A3 o—finitas, en (Q,.A),
demostrar que si A1 K Ay Yy Ay K A3, entonces \y <€ A3 y ademds se

tiene que
d\1  d\ @

dhs  dhydrz

Ejercicio 103 Sean u y v medidas o—finitas, conv < p y sea A = p+v.
Demostrar que v < A y si f = dv/d\, entonces 0 < f <1 c.s (u) y que

dv/dp = f/(1 - f).

Ejercicio 104 Sean A y u medidas o—finitas en (2, A), demostrar que
son equivalentes las condiciones:

(a) p <Xy A< p.

(b){AeA: p(A)=0}={AecA: AA) =0}.

(¢) FEziste una funcion medible g: Q@ — (0,00), tal que A\(A) =
Jagdu-

Ejercicio 105 Demostrar que si (0, A, u) es un espacio de medida o—
finita, existe una medida finita A, que tiene los mismos conjuntos nulos

que f.

Ejercicio 106 Sea (2, A, 1) un espacio de medida finita y f : @ — C
integrable. Demostrar que si S es un cerrado de C, tal que para cada
E € A con u(E) > 0, se tiene

1

entonces f(z) € S c.s.

Ejercicio 107 Sea (0, A, u) un espacio de medida. Demostrar que
{Ae M(AR): A< pu},

es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach M(A,R).

Ejercicio 108 Sean vy < puy1 en (Q1, A1) y va < po en (Qa, As), medi-
das o—finitas. Demostrar que v1 X vy < f11 X lg Yy que

d(lll X 1/2)
d(pa X p2)

vz
dpo

- dl/l

T,Y) = —
(z,y) "

() == (y)-
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Ejercicio 109 Sea f medible compleja integrable respecto de una medida
compleja \, demostrar que

’/fdA‘ < [ 11

Ejercicio 110 Demostrar que si A1 y Ay son complejas y A1 L A, en-
tonces |A1 + A2 = || + [Aa].

Ejercicios Tema V

Ejercicio 111 Calcular el drea y el volumen de la elipse y elipsoide respecti-
vamente

Ejercicio 112 Sea o: R — R™ una curva de clase 1, demostrar que para todo
[a,b] C R, sio(t) = (zi(t))

Ejercicio 113 Sea f € C*(R?) y consideremos su grdfica F: R* — R3, F(xz,y) =
(z,y, f(z,9)), demostrar que para todo A € B(R?),

v Ha[F(A)] = /A 1+ 12 + f2 dxdy.

Ejercicio 114 (1) Demostrar que el drea de la esfera de radio  es 4mr?.
(2) Demostrar que el drea del casquete esférico de radio v y altura h es 27rh.

Ejercicios Tema VI

Ejercicio 115 Demostrar que si [ € Lo, entonces {x : |f(x)] >
| fllso} es localmente nulo.
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Ejercicio 116 Demostrar que si f € Lo, y es integrable, entonces {x :
[f(@)] > || flleo} es nulo.

Ejercicio 117 Sea (Q, A, ) un espacio de medida o—finita. Demostrar
que

(e MAR): A< ul,

es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach M(A,R), que
es isomorfo a L1(Q, A, u, R). Dar un isomorfismo.

Ejercicio 118 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q — C

medible. Demostrar que ps(B) = p[f~1(B)] es una medida en B(C), y
que si f € Lo, entonces

K ={z€eC: ps[B(z¢€)] > 0,Ye > 0},
es un compacto, donde B(z,€) = {z': |2 — z| < €} y que

[flloc = sup{|z[ : z € K7}

Ejercicio 119 Demostrar que si0 <1 < p < s < 00, entonces L,.NLgs C
L,C L, + L.

Ejercicio 120 Demostrar que si0 <r < s < ooy f € L,.NLs, entonces
f € Ly, para todo p € [r,s]; que la funcidn

d(p) = log/lflp dp,
es conveza en [r,s] y que || fll, < max{||f|l., [|f]ls}-

Ejercicio 121 Demostrar que un espacio normado £ es completo sii
para cada sucesion x,, € €

Z |lznl] <oco = an es convergente.

Ejercicio 122 Demostrar la desigualdad de Holder generalizada: Si1 <
P, Pn < 00 son tales que Y (1/p;) =1/r <1y f; € L,,, entonces

[Iriere, v 1[5 <TI0
=1 =1 =1

Pi-
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Ejercicio 123 Demostrar que si f,g € L, para 0 < p < 1, entonces

1_
1 +gllp <2272 (1F 1o + llglly)

Ejercicio 124 Demostrar que st f € Ly, para algin 0 < p < oo, enton-
ces |[fllr = || flloos cuando r — oo.

Ejercicio 125 Demostrar que si u(2) < oo y 0 <71 < s < 00, entonces
Ly C L, yque para f € Ly
1

1l < 1 Flspa(€)7 5.

Ejercicio 126 Demostrar que si p(2) < oo y fn, f son medibles, en-
tonces:
(a) Si f, — f c.s., entonces f, — f en medida (es decir que para
todo € > 0 existe un N € N, tal que paran > N, p{|fn — f| > €} <¢€).
(b) Si frn— f en L, (con1l<p<o0), entonces f, — f en medida.

Ejercicio 127 Demostrar la Desigualdad de Jensen, es decir que si
w(Q) =1, f: Q — (a,b) es medible e integrable y ¢: (a,b) — R es

COTL’Ue:L’a, entonceS
w(/fdu) S/wfdu-

Ejercicio 128 Demostrar que si u(2) = 1 y f, g son medibles y positivas
y tales que fg > 1, entonces

/fdu~/gdu21-

Ejercicio 129 Demostrar que si 0 <r < s < oo, entonces I, C 5.

Ejercicio 130 Sea g € L, demostrar que para 1 <p < oo, si f € Ly,
gf € Ly, que la aplicacion G: L, — L,, G(f) = gf, es lineal y continua
y que [|G]l = llglloo-
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.- Dada una aplicacién F: Q) — ', demostrar que:

(a) Si A es una oc—dlgebra de Q, A’ ={BC Q' : F7'(B)c A} loesde .

(b) Si A" es una o—dlgebra de ', A= F A ={F'B)cQ: B A} lo
es de Q.

(c) Sic c P(), o[FH(C)] = F'[o(C)].

(d) Demostrar que si (0, T) y (Q',7") son espacios topoldgicos y F' es continua,
entonces F~*(B) € B(R), para todo B € B(QY').

Ind.- (c) Aplicar el principio de los buenos conjuntos. (d) Aplicar (c).

Ejercicio 4.- Consideremos las siguientes extensiones de una familia C de sub-
conjuntos de §2:

Ci={ACQ:AeCs A e},
CQZ{Alﬁ---ﬂA,L:Aiecl,’nGN},
C3:{A1U~~~UAn2Ai€CQ7TLGN}.

Demostrar que Cs = a(C).

Solucién.- Por una parte tenemos que C C C1 C C2 C C3 C «(C), por tanto
a(C3) = a(C) y basta demostrar que C3 es algebra. Que 0, € C3 es obvio,

A=A 1U---UA,€C3 =
A®=AfN-- - NAY = (U2 Bry) NN (U Bj)
= U;-T:1 T U;:L,,":1 [mfleBiji] € Cs,
donde los B;; € C1. Por tltimo es cerrado para uniones finitas. 1

Ejercicio 5.- Sean (Q1,A1),...,(Qn, Ayn) espacios medibles. Demostrar que la
familia de los rectangulos medibles,

R={A1 X xA, CUX--xQ: A € A},

es una clase elemental.
Solucién.- P e R y
(A1 X -+ X Ap)N(B1 X -+ X Bp) = (A1 NBy) X -+ X (Ap N By),
[A1 X - X Ap]® =A] X Q2 x -+ x QU
Al X AS X - X QpU... U
Ar X - X A1 X AS € Ag. 1

Ejercicio 9.- jPuede una o—algebra infinita contener sélo una coleccién nume-
rable de elementos?
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Ind. No porque al menos tendria una coleccién numerable A, de conjuntos
disjuntos y las uniones arbitrarias de estos serian distintas e identificando cada A,
con n € N, estas uniones se identificarian con partes de N que es no numerable.

Ejercicio 12.- Dada una medida p y una sucesién A,, € A, demostrar que

p(l 4An) <D nl(An).

Ind. Témense los conjuntos disjuntos By, = (A1 U---UA,_1)°NA,. 1

Ejercicio 14.- Dado un espacio de medida (2, A, 1) y una sucesion A, € A,
demostrar que:

(a) p(liminf A,) < liminf pu(Ay).

(b) Que si u(UA,,) < oo, entonces limsup pu(Ay) < p(limsup A,).

Solucién.- Sean B, = N2 A; y Cp = U2 A;, entonces By, C An C Ch,
w(Bn) < u(An) < u(Cp) y Bn 7 liminf A, Cy, | limsup A,. 1
Ejercicio 15.- (Lema de Borel-Cantelli) Sea (2, A, 1) un espacio de medida y
C, € A. Demostrar que

e}

Z,u(Cn) <oo = p(limsupCy)=0.
n=1
Ind. Sea D, = U2, C;, u(D1) < 00, i(Dr) | 0y Dy | limsupCr. B

Ejercicio 17.- Dada una sucesion doble xnm € (—o0, 0], tal que para cuales-
qu’era n,m S N; Tnm S Tn+1,m Y Tnm S Tn,m+1, demOStrar que

lim lim zn, = lim lim z,m.

n—00 M— 00 m—0o0 Nn— 00

Ind. Demostrar que existen los limites an = limm—oo Tnm, a = limp— o0 an,
bm = limp—o0 Tnm y b = limm—c0 bm, que Tpm < an < a'y por tanto b < a, la otra
desigualdad por simetrfa. 1

Ejercicio 19.- Dado un espacio no numerable 2 y
A={ECQ: E6 E° es numerable},
0, si E es numerable,
w(E) = {

1, si E€ es numerable, para cada FE € A,

demostrar que A es o—dlgebra y ;1 medida.

Ind. Si A, € Ay para todo n A, es numerable, entonces UA,, € A por ser
numerable y si existe un ¢ tal que A es numerable, entonces (UA»)¢ = NAS, C A es
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numerable. Y si los A, son disjuntos y todos numerables, p(UA,) =0 = > u(An),
y si un A; no lo es, entonces para todo j # i, A; C A es numerable y u(UAn) =1 =
.U'(Ai) = ZM(An)- ]

Ejercicio 20.- Dado un espacio de medida (2, A, 1), tal que para todo E € A
con u(E) = oo existe F € A, con F C E y0 < u(F) < oo (estas medidas suelen
llamarse semifinitas), demostrar que para todo E € A con u(E) = oo y todo
r>0existe F€A con FCEyr<u(F)<oo.

Solucién.- Basta demostrar que
sup{p(B): B€ A, BC Ey u(B) < oo} = co.

En caso contrario, el supremo valdria ¢ < oo y para todo n € N, podriamos encontrar
Fpn C E tal que u(Fn) > ¢—(1/n) y considerando B, = U, F; y su unién expansiva
Bn 1 B, tendriamos que u(Bn) < ¢, pues Bp, C E'y pu(Bn) < >0, u(F;) < oo, por
tanto tomando limites u(B) < ¢, pero como

1
w(Bn) > p(Fn) > c— e

tomando limites u(B) > ¢, por tanto p(B) = ¢y como B C E llegamos a contradic-
cién pues pu(E\B) = oo ya que u(E) = p(B) + p(E\B), y por definicién existe un
medible A C E\B con 0 < pu(A) < oo, por lo que BU A C E tiene medida finita
mayor que c. 1

Ejercicio 22.- Dado un espacio de medida (2, A, u), definimos \: A — [0, o0],
de la siguiente manera

AA) =sup{u(B): Be A, BC Ay u(B) < oo},

demostrar que:

(a) A es una medida semifinita.
(b) Que si u es semifinita entonces \ = .

Solucidn.- (a) Es aditiva, pues para A, B € A disjuntos y cualquier C C AU B,
con C € Ay pu(C) < oo, tenemos ANC C A, BNC CB,con ANC,BNC e Ay
Hw(ANC) < oo, u(BNC) < oo, por tanto como son disjuntos

H(C) = (AN C) + u(BNC) < A(A) + A(B),

y como esto es vélido para cualquier C', A(AU B) < A(A) + A(B). Veamos la otra
desigualdad; para cualesquiera A’ C A, B’ C B, de A con medidas finitas por u,
tendremos que son disjuntos y

w(A") 4+ w(B") = p(A" UB') < AAUB),

y se sigue la otra desigualdad. Ahora basta demostrar que si A, T A, entonces
A(Apn) — A(A). Ahora bien como A es no negativa y aditiva es mondtona, por tanto
AMAR) < A(An+1) < A(A), para todo n y si consideramos un B C A medible con
w(B) < oo y la sucesién B, = BN A, 1 B, tendremos p(Bn) — p(B), u(Bn) <
w(B) < 00y Bn C Ap, por tanto p(Brn) < A(An), de donde

u(B) = lim u(By) < lim A(An) < A(A),
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y tomando sup en u(B) se dan igualdades y por tanto A es medida. Ademds si
1(A) < 0o, A(A) = pu(A) y si A(A) = oo, existe By, C A medibles con u(Bn) < ooy
1(Br) — o0, por tanto existe Bn, C A, con 0 < A(Brn) = u(Bp) < 00, lo que prueba
que es semifinita.

(b) Es consecuencia del ejercicio 20. 1

Ejercicio 23.- Demostrar que la medida exterior de Lebesgue en R, se puede
definir en vez de con la clase C = {(a,b]}, con cualquiera de las clases C; =

{(a,0)}, C2 = {[a,b]}, C3 = {[a, )}

Ind.- Para C y C1, denotemos

oo oo
Da={> (bn—an): an <bp €R, AC | (an,bnl},
n=1

n=1

oo [eS]
'DlAZ{Z(dn—Cn)Z cn < dn GR, AcC U(Cn,dn)},

n=1 n=1

entonces por un lado D14 C Dy, pues (¢,d) C (¢,d] y por otro para cada € Dy y
€>0,x+e€Dya, pues para & = y_(bn — an), con A C U7 (an,bn], tendremos
A CUpZi(an,bn +€/2™) y la suma correspondiente a estos intervalos es e +z. 1

Ejercicio 24.- Sea u* una medida exterior en Q) y A\ la medida restriccion de p*
a la o—dlgebra A.. Demostrar que:

(a) u* <\,

(b) Si u* es la medida exterior generada por una medida y en un dlgebra A,
entonces ¥ = \*.

(c) Encontrar una medida exterior i* en Q = {0, 1}, para la que pi* # \*.

Ind. (a) Para A C Q, A*(A) = inf{>_ p*(4;) : A; € Ay, A C UA;}, y dado uno
de estos nimeros > p*(A;),

pH(A) < pt(UA) <Dt (Ay),
por tanto p*(A) < A*(A).

(b) Para A C Q, p*(A) = inf{>  pu(A4;): A; € A, A CUA;}, y dado uno de estos
nimeros Y u(A;), como los A; € A,

A(A) < 37 (A) = 37 Ay,

por tanto A*(A) < p*(A).
(c) p*{0} = p*{1} = 2, p*{0,1} = 3, por tanto A, = {0,Q} y \*{0} =3. 1

Ejercicio 26.- Sea (2,.A, i) un espacio de medida y sea A,, su completacion y
w* la medida exterior generada por . Demostrar que para cada A C Q:

u*(A) =inf{u(B): Be A AC B},
Y que si definimos la “medida interior”

p(A) =sup{u(B): Be€ A BC A},
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entonces si A € A, se tiene que j1.(A) = p*(A) = p(A) y reciprocamente si
s (A) = p*(A) < oo entonces A € A,,.

Ind. Si A € Ay, existen B,D € A, con BC A C Dy u(D\B) = 0, por tanto
w(D) = u(A) = p(B) < px(A) < p*(A) < p(D) y se tiene la igualdad. Ahora dado
A C Q se demuestra que existen B,D € A, con B C A C D, pu(B) = p«(A) y
n*(A) = (D) y si ps(A) = p*(A) < co entonces A € A,. 1
Ejercicio 27.- Sean u;: B(R) — [0,00], parai =1,...,n medidas de Lebesgue—
Stieltjes. Demostrar que existe una dnica medida p: B(R™)) — [0,00], tal que
para cada semirrectdngulo acotado (a,b],

(0, b) = g1 (@, ba] -+ fin (an, b,

Ind. Considérense funciones de distribucién F; que generen p;, la funcién de
distribucién F(z1,...,2n) = Fi(z1) - Fn(zn) y la medida que genera. 1

Ejercicio 28.- Demostrar que toda medida en B(R™) de Lebesgue—Stieltjes es
o—finita. Encontrar una que sea o—finita pero no de Lebesgue—Stieltjes. Encontrar
una que sea o—finita pero no regular.

Ind. En R, pu(A) el nimero de racionales de A. 1
Ejercicio 29.- Demostrar que toda medida semifinita y: B(R") — [0,00] es
regular interior.

Ind. Se ha demostrado que toda medida es regular interior en los borelianos de
medida finita, sea B un boreliano con u(B) = oo, entonces por ser semifinita hemos
demostrado que para todo n € N existe un boreliano B, C B, tal que n < u(Bn) <
00, pero entonces existe un compacto K, C Bn, tal que n < u(Kyn) y Kn C B. 1
Ejercicio 30.- Demostrar que sit € R y B € L(R"), entonces tB € L(R") y
m(tB) = |t|"m(B). Ademds si B € B(R"), entonces tB € B(R").

Ind. Para t > 0, m(tB) = |t|"m(B), pues m*(tB) = t"m*(B) y para t < 0,
m*(tB) = m*[|t|(—B)] = |[t|*m*(—B) y basta demostrar que m*(—B) = m*(B).
Observemos que para a,b € R", a < b se tiene m(a, b) = mla,b) = m[a,b] = m(a,b] =
T1(bi — a;), pues por ejemplo (a — 1/n,b] | [a,b], entendiendo a — 1/n el vector de
coordenadas a; — 1/ny

m[a,b] = limm(a — 1/n,b] = lim H(bl —a;+1/n) = H(bz —a;) = m(a,b),

y m(a,b) = m(a, b] por motivos andlogos considerando (a,b—1/n] 1 (a,b), por Gltimo
la igualdad que falta se sigue de las anteriores y de que (a,b) C [a,b) C [a,b]. Ahora
se tiene que

m*(A) = inf{z m(a, b) : A C U(as, b}
= inf{> mla;,b;]: A C Ulas, bi]}
= inf{z m(a;, b;) : A C U(as,b;)}
= inf{z mla;, b)) 1 A C Ulas, bi)}
= inf{z m(—b;, —a;] : —A C U(=b;, —a;]} = m*(—A),
y se demuestra facilmente que si B € L(R™), entonces tB € L(R™). |
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Ejercicio 32.- Demostrar que para p =0, H, es la medida de contar.

Ind. Para A = {z1,...,2m} y 6§ < min{d(z;,z;)}, Hos(A) =n. |1

Ejercicio 33.- Sea Q' C Q y consideremos el espacio métrico (', d), con la
métrica inducida. Demostrar que la medida exterior de Hausdorff en ', H], =

Hypjp(ar)-

Ind. Para A C &/,
15(A) =inf{> d(An)P: ACUA, CQ, d(An) <6}
=inf{) d(Bn)": ACUB, CQ, d(Bn) <8} =Hpys(A). I

Ejercicio 35.- Demostrar que dimp ({z}) = 0, para cada x € Q
Ind. Ho({z})=1. 1
Ejercicio 36.- Demostrar que dimp (UA,) = supdimpg (Ay).

Ind. Si A =UA;, Hy(A;) < Hp(A) <3 Hp(An), por tanto sip < sup dimy (Ar),
existe un ¢ tal que p < dimpy (A4;), por tanto Hp(A;) = oo = Hp(A) y p < dimpy(A) y
sisupdimy (An) < p, Hp(Arn) = 0 para todony Hp(A) = 0, por tanto dimp (A) < p.
1

Ejercicio 37.- En los subespacios de R™ con la métrica euclidea, demostrar que
la dimensién vectorial y la de Hausdorff coinciden.

Ind. Es consecuencia de los resultados anteriores y de que para un cubo @,
n—dimensional, se tiene que 0 < H,(Q) < oo, por tanto dimpy(Q) =n. 1

Ejercicio 41.- Sean h y g funciones medibles. Demostrar que los conjuntos
{r eQ: h(z)<g(x)}, {x€Q: h(z)<g(x)}, {reQ: h(x)=gx)}

son medibles.
Ind. El primer conjunto es medible porque
{zreQ: h(z) <g(2)} = J ({h(z) <r}nir<g@)}),
reQ

el segundo porque su complementario lo es y el tercero es la diferencia. 1

Ejercicio 48.- Si f: R — R tiene derivada en todo punto, demostrar que f’ es
Borel medible.

Solucién.- Si f es derivable es continua y por tanto medible, como también lo
es fn(z) =n[f(z+1/n) — f(x)] y como fn — f’, f' es medible. 1

Ejercicio 49.- Demostrar que f = (f1,...,fn): (2, 4) — (R", B(R™)) es me-
dible si y sélo si cada f; lo es.



25

Solucién.- Si f es medible, f; = z; o f es medible por que las proyecciones
z;: R™ — R son continuas y por tanto medibles. Reciprocamente sea (a,b] un se-
mirrectangulo, con a < b € R™, entonces

FHa,b={xeQ: a< f(z) <b} = ﬁ{xeﬂ: a; < fi(x) <bj} €A,

i=1
y como estos semirectdngulos generan B(R"), f es medible. 1

Ejercicio 50.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida y f = > 7 anla,, con
an € (0,00) y An € A, calcular [ f dp.

Ind. [ fn=3[/fn 1
Ejercicio 51.- Sea f > 0 integrable. Demostrar que Ye > 0 existe un medible
A, con pu(A) < oo tal que [ f< [, f+e.

Ind. An ={1/n < f}TA={0<f}, u(An) <ooy [y f1[af=[Ff 1
Ejercicio 55.- Sean f, f,, > 0 integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar que
f.fn_’ffSi"f‘fn_ﬂ_)O-

Ind. = |ffn_ff‘§f‘fn_f‘-

<:|f*fn|:(f*fn)++(f*fn)_:fn*f+2(f*fn)+:(f*fn)-‘rffy
(f_fn)+_)0' I

Ejercicio 57.- Sean f, f, integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar que
S 1fn = fl = 0sii [|ful = [If]-

Ind.

Por el TCD para gn = |fn| — |fn — f|, lgn] < |fl ¥y gn — |f], por tanto f|fn| —
f‘fn—f‘:fgn_)f”‘ ]

Ejercicio 63.- Calcular:
1
lim (1 +nz®)(1 4+ 2*) " dm.
n—oo 0
Ind. Para f, las funciones del integrando f1 =1y fn | 0, pues por un lado

2 2 2 2
1+ nz Zl—i-(n—l-l)z 1+x221+(n+1)z _ x
(14 az2)m (14 z2)nt1 1+ na? 1+ na?

y por otro (1 +z2)" =1 +nz? + (1/2)n(n — 1)z* 4 ..., por tanto

1+ a22)n -1
A+2hm n-lo o

nx?

Aplicar el TCM. 1



26

Ejercicio 65.- Sea f: R — R medible tal que e'” f(x) es integrable para todo
t € (a,b) C R. Demostrar que F(t) = [e' f(z)dm es diferenciable y que
F'(t) = [ze" f(z)dm.

Ind. Para cada s € (a,b) existe un € > 0 tal que [s —€,5 + €] C (a,b). Basta
demostrar que F' es diferenciable en I = (s — §,s + §), para § = ¢/2. Existe r > 0,
tal que para & > r, & < e, por lo que el médulo de la derivada del integrando,
|z e!® f(x)|, estd acotado para t € I por la funcién integrable

=9z | £ ()], sixz < —r,
res=IT | f(z), si—r <z <0,
re<5+€)””\f(ac)|7 si0<z<r,
e+ | f(z)],  siz >,

h(z) =

y el resultado se sigue del teorema de derivacién bajo el signo integral. 1

Nota. Para los siguiente ejercicios puede ser ttil recordar que:

lim (14 1/a,)* =e,

lan|—o0

Ejercicio 66.- Demostrar que parat > 0y 0 < «a < 1, la sucesién (1+ (t/n)*)"™
es creciente y para 1 < a, (1 — (t/n)*)™ también es creciente.

Ind.
()6 )Y -
(e — )" non

<
((TL + 1)a _ tu)n+1 — (TL + 1)a(n+1) ’

lo cual induce a considerar la funcién

f) = D
(Do =)+t

y demostrar que f’ < 0, en cuyo caso f(z) < f(0), para todo z > 0. El otro es

similar. 1

Ejercicio 67.- Demostrar que

(a) lim (1 — E) logtdm :/ e "logtdm.
1 n 1

n—oo

n—oo

1 n 1
(b)  lim (1—1> logtdm:/ e tlogt dm.
0 n 0

Ind. (a) Se puede hacer utilizando el ejercicio (66) y el TCM pues 0 < I(1 ,)(1—
(t/n))"logt y (1 — (t/n))™ es creciente para 0 <t < n.
También se puede hacer utilizando el TCD, probando que

[T(1,ny (1 = (¢/n))" log t] = I(1 ) (1 = (t/n))" logt < e™'t,

y demostrando que e~'t es integrable.
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(b) se sigue del desarrollo de (a), utilizando el TCM y teniendo en cuenta que
como en (0,1) el logt es negativo, la sucesién (1 — (¢/n))™logt < 0y es decreciente.

Ejercicio 68.- Sea f no negativa e integrable, con 0 < [ fdp =c¢ < oo y sea
0 < a < co. Demostrar que

o 00, si O0<a<l,
lim [ nlog [1 + (i) ] dp =< c, si a=1,
n—oo n
0, si 1<a<oo.

Ind. La sucesién 0 < f,, = nlog[l + (f/n)?], es creciente para o < 1, por el
ejercicio (66) y

Gk 1 /D% /) 10, sia>1
{”(’) } :{”(ma} S Dl
" " Too, sia<l.

y fn T fparaa =1y fn T co para a < 1, en cuyo caso el resultado se sigue del
TCM. Paraa > 1, fn < af,puesparaz >0y a>1, 1+ 2% < (1+2)® (ya que si
h(z)=(1+z)*—2*—1, h(0) =0y h'(z) >0),y

o n no
ef"=|:1+(£> :| S(l_’.i) Teozf7
n n
y se aplica el TCD. 1

Ejercicio 69.- Demostrar que si f es u—integrable, entonces para cada e > 0,
existe un 6 > 0, tal que

WE) <5 = /E\f|du<e.

Ind. Sea A\(A) = [, |f|du, que es una medida finita y B, = {|f| > n}, entonces
Bn | B ={|f| = oo}, por tanto A(Bn) — A(B) = [z |f|du = 0, por tanto existe un
N €N, tal que para n > N, A(Bp) < €/2. Ahora bien

€
[oiftdu= [ Apldus [ il < S (),
E ENB, ENBS

y basta tomar § < e¢/2n. 1

Ejercicio 70.- Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable F(z) =
ffoo f dm es uniformemente continua.
Ind. Aplicar el ejercicio anterior. 1

Ejercicio 71.- Demostrar que si f tiene integral impropia de Riemann, entonces
es continua c.s. (m), pero no reciprocamente.
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Ind. Se sigue del teorema de caracterizacién, pues es Riemann integrable en cada
intervalo acotado y por tanto en él es continua c.s. El reciproco no es cierto para
f(z) = x, ni siquiera para f acotada, f = Ijg o) = {(—o0,0)- I

Ejercicio 72.- Sea f: R — R no negativa, con integral impropia de Riemann
finita, demostrar que f es Lebesgue medible e integrable y las dos integrales
coinciden. Dar un contraejemplo si quitamos la no negatividad.

Ind. Consideremos la sucesion fn = fI[_, ), para la que fn T f, entonces es
Lebesgue medible por serlo las f,, y por el Teorema de caracterizacion y el Teorema
de la convergencia mondtona

/::; f(z)dz = nllmoo /:; f(z)dx = nlimoo/fndm = /fdm,

Si quitamos la no negatividad es falso pues por ejemplo para

(o) _1)n
f= Z ( ) I[nfl,n)a
n=1

n

existe

[ rwar=> EF

n=1
y es finita y sin embargo no es Lebesgue integrable, pues no lo es | f|, ya que [ |f|dm =

>(1/n)=0co. 1

Ejercicio 73.- Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable

/ fdm= lim fdm.
[—00,00]

a——00, b—oo [a,b]

¢ Es cierto si existe la integral pero no es finita?

Solucién.- A(A) = [, fdm es una carga y si A, 1 A, A(An) — A(A). 1
Ejercicio 75.- Calcular:

(a) limp oo f° (14 (x/n)) " sen(z/n) dm.

(b) limp, 0 [,° nsen(z/n)[z(1+ z*)]~" dm.

(¢) limy oo [ n(1+ n?2%)~ dm, en funcién de a.

Ind. (a)= 0 por TCD, pues la sucesién (1 + (z/n))™ es creciente —y converge a
e®—, por tanto, |(1+(x/n)) "™ sen(z/n)| < (1+(x/2)) "2, y esta tltima es integrable.
(b)=m/2 pues |sent/t| < 1y [ dz/(142?) = arctan(z) y para (c) se hace el cambio

t=nz. 1

Ejercicio 76.- Dadas las funciones

3 T o 2 B 16712(t2+1) »
f(z) = /Oe ) g(m)*/oﬁ )

demostrar que:
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(1) f(x) + g(z) = m/4.
(2) [;°e ™ dm = /m/2.

Ejercicio 77.- Demostrar:

(1) [ 2*" e dm = (2n)ly/7/4™n).

(2) Paraa >0, [*°_ e cosaxzdm = /me /%,

(3) Parap >0, fol a? Yz — 1) togadm = Y22 1/(p +n)>.

2n+1 e T

2
Ind. (1) Por induccién derivando z y utilizando el ejercicio anterior.

(2) cosz =300 o (—1)"x%"/(2n)\.
(@) 1/(1—z) =372 2",

(" Plogz™!) = (n+p)z" P lloga™! — " TPL,
por tanto fol 2P llogz=ldz =1/(p+n)2. 1

Ejercicio 78.- Demostrar que es de clase infinito la funcién en (0, c0)

F(y):/ e x¥ " dm,
0

y que verifica: I'(y+1) = yI'(y) paray > 0, queI'(n+1) = n!, paran =0,1,2,...
y queT'(1/2) = /.

Ind. Basta ver que lo es en cada intervalo (a,b) con 0 < a, para lo cual tenemos
que probar que tanto la funcién f(z,y) = e *2¥~!, como sus derivadas parciales
AFf/oy* = e*az¥~1(logx)* estdn acotadas por una funcién integrable para todo
y € (a,b). Para0 <z <1, 2" =e" logz o5 decreciente en 7 y para 1 < z creciente,
por tanto para y € (a,b)

zo— L si0<ax <1,

—e Tg¥l < =
f@y) =e et < g(a) {MeZ/Q, sil<ua,

(pues sup{e=*/2gb=1 .z > 1} = M < oo ya que limg_00e %/22071 = 0) y g es
integrable. Como el integrando es continuo, I" también lo es.
Que es de clase 1 es andlogo pues basta verlo como antes en cada abierto (a,b)

siendo

2@ logz|, sio<z<1,

8f —z y—1
| = It < h(z) =
‘81/ e’ [log 2] < h(z) Ne /2, sil<a,

(pues limg— o0 e~ % 2P~ 1| log x| = 0) y h es integrable, por tanto
oo
IM(y) = / e z¥ " logx dm,
0

como el integrando es continuo, IV también. De modo anélogo se prueba para el resto
de derivadas observando que %~ !|logz|¥ es integrable en (0,1] y que

lim e™® 2% 1|logz|*F = 0.
Tr—0o0
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Por tltimo derivando e™* z¥, respecto de z, se demuestra facilmente que I'(y + 1) =
yT'(y), ahora bien por el ejercicio (74), T'(1) = 1 y haciendo el cambio = t2, se sigue
del ejercicio (76) que I'(1/2) = /7. 1

Ejercicio 79.- Sean Q1 y Q2 espacios topoldgicos. Demostrar que:
(a) B(Ql) X B(Qz) C B(Ql X Qg)
(b) Si sus topologias tienen bases numerables, B(21) x B(Q2) = B(21 x Q2).

Solucién.- (a) Como las proyecciones m;: 21 X Q2 — ; son continuas son
B(21 x Q2)—medibles, por tanto dados A € B(Q1) y B € B(Q2),

Ax B=a7 A) N7y (B) € B(Q1 x Q2),

y se sigue la inclusién de (a).
(b) Si C; es una base numerable de la topologia 7; de €,

C={UxV:UEe€C,Vel}CB()xB(Q2),
es una base numerable de la topologia producto 7, por tanto
T Co(C) C B(21) x B(Q22),
y se sigue el resultado. 1

Ejercicio 82.- Sea f: R? — R, tal que f. es Borel medible para cada = y f¥
continua para cada y. Demostrar que f es Borel medible.

Ind.- Basta observar que la sucesién de funciones medibles
oo
fa@y) = > FA/my){(i-1)m<o<i/n} xR>
i=—00

verifica fn — f, pues fn(x,y) = f(zn,y), para un z, = i/n tal que |z, —z| < 1/n.

Ejercicio 88.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q — R medible
vy no negativa. Demostrar que la grifica de f es medible

E={(z,y) €Qx[0,00]: y= f(z)} € Ax BR),

y que p x m(E) =0.

Ind. Consideremos las funciones medibles w2 (z,y) = y y h(z,y) = f(z), entonces
E={h=m2}ycomom(E;)=0, uxm(E)=0. 1

Ejercicio 89.- Sea (2, A, i) un espacio de medida o—finita y f: Q — R medible
y no negativa. Demostrar que la funcion F(y) = u{f ' (y)} es medible y F =0
c.s.

Ind. En los términos del ejercicio anterior F(y) = w(EY) y 0 = p x m(E) =
S F(y)dm. 1
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Ejercicio 91.- Sea (Q, A, ) un espacio de medida o—finita, f: Q& — [0, 0]
medible y 1 < p < oco. Demostrar que

[ du= /prtp—lu{f > t}dt.

Ind. Haciendo el cambio de variable s = tP,

/fp dp = /OOO p{ff > s}ds = /Ooopt”’lu{f >thdt. 1

Ejercicio 95.- Sea (2, A, \) un espacio medible con una carga. Demostrar:

(a) g es A—integrable si y sélo si es |\|-integrable.

(b) Si g es A—integrable, |[ gdA| < [|g|d|A|.

(c) Existe una medida 11 y una funcién medible f, con integral respecto de p, tal
que para todo £ € A, \(E) = [, fdp.

Ind. (c) Considerar una descomposicién de Hahn, PN, f =1Ip — Iy y p=|A|

Ejercicio 99.- Sea )\ una carga en un espacio medible (2, A), demostrar que
n
IA[(A) = sup{>_ |\(E:)| : Ei € A, disjuntos, UE; = A},
i=1

¢ Es cierto el resultado si ponemos y_:° | en lugar de sumas finitas?.

Ind. Sean FEy,..., E, € A medibles y disjuntos, tales que UE; = A entonces
n n
DUIAEN <D IAE) = [AI(A),
i=1 i=1

por tanto |[A|(A) es una cota superior para el supremo. Veamos que se alcanza, para
ello sea P, N una descomposicién de Hahn

IA[(A) = AT(A) + A7 (A) = MAN P)| + [AMANN)],
y el resultado se sigue pues AN P, AN N es una particién de A. 1

Ejercicio 100.- Sea (92,.A) un espacio medible con una medida compleja A =
M +ide = AT = AT +iMS —i)y, demostrar que \E < [\ < A+ A7 +A5 + 5.
Ind. AF <A A7 = 0| <A< M+ el =27 #A7 +A5 +25. 1
Ejercicio 101.- Sea (2, .A, i) un espacio de medida y f una funcién medible
no negativa. Si definimos la medida A\(A) = fA fdu, demostrar que para cada

funcién medible g
/ gdr = / fodp,
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en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.

Ind. Demuéstrese para indicadores, funciones simples, funciones no negativas y
en general. 1

Ejercicio 103.- Sean p y v medidas o—finitas, con v < pu y sea A = p+ v.
Demostrar que v < X y si f = dv/d)\, entonces 0 < f < 1 c.s (u) y que

dv/dy = [/(1 - f).
Ind. Existe g = dv/du, con 0 < g < oo, entonces g+ 1 =d\/duy f(g+1) =
dv/dp, por tanto g = f(g+1) cs. (W) y0< f=g/(g+1) <lecs. (u)yg=[f/A-f)
c.s.(pu).
Ejercicio 104.- Sean X\ y u medidas o—finitas en (2, A), demostrar que son
equivalentes las condiciones:
(a) p<KAy A< p.
b)y{AeA: u(A)=0}={AcA: X\A) =0}.
(¢) Existe una funcién medible g: Q@ — (0,00), tal que \(A) = [, gdp.
Ind. (a)<(b) es trivial.
(a)=>(c) Por el Teorema de Radon—Nikodym 0 < d\/dp < oo y por el ejercicio

anterior
1= du  dp dX

N du N ﬁ@’
por tanto d\/du es invertible c.s. y por tanto positiva c.s.
(c)=(a) Como existe g~! y es no negativa tiene integral y si consideramos v(A) =
Ja 971 dX, tendremos que

dv dv d\ o

e =1 = =pu 1
dp _dxdp 77 veH

Ejercicio 105.- Demostrar que si (2, A, 1) es un espacio de medida o—finita,
existe una medida finita A\, que tiene los mismos conjuntos nulos que .

Ind. Sea A, una particién de €, con 0 < u(A,) < oo (observemos que los de
medida nula los podemos unir a cualquier otro A, de medida positiva) y sea

[e')

1
=S ———1
g 2" u(An) Ans

n=1
entonces el resultado se sigue del ejercicio anterior para A(A) = fA gdu. 1

Ejercicio 106.- Sea (2, A, ) un espacio de medida finita y f : Q — C inte-
grable. Demostrar que si S es un cerrado de C, tal que para cada E € A con

w(E) > 0, se tiene
5
— [ fdues
WE) Jg

Ind. Hay que demostrar que u[f~1(S€)] = 0, ahora bien como S¢ es abierto es
una unién numerable de discos cerrados y basta demostrar que para cualquiera de

entonces f(x) € S c.s.
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ellos D[z,r], u[f~*(D[z,r])] = 0. Supongamos que no, que E = f~1(D[z,7]), tiene
©(E) > 0, entonces llegamos a un absurdo, pues

r<‘ﬁ/lzfdufz‘:‘ﬁ/li(ffddu’Sﬁ/ﬁv\f*ﬂduﬁﬁ I

Ejercicio 107.- Sea (Q, A, 1) un espacio de medida. Demostrar que {\ €
M(A,R) : XA < p}, es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach
M(AR).

Ind. Veamos que su complementario es abierto. Sea M, = {\ € M(A,R) :
AL puty A € M — M,, entonces existe A € A, tal que u(A) = 0y AA) # 0,
entonces para 0 < r < [A(A)| y |[v = Al <7, v € M — My, pues

[v(A) = A(A)] < [lv = Al <,

y por tanto v(A) #0. 1
Ejercicio 108.- Sean vi < p1 en (Q1, A1) y v2 < p2 en (Q2, Az), medidas
o—finitas. Demostrar que 11 X vo < 1 X p2 y que

dl/Q

d(l/l X 112) avy
duz

d(pr x pe2)

_dn
- i

(z,y) (@) =—=(y).

Solucidn.- Sea E € A tal que u(E) = p1 X p2(E) = 0, entonces como pu(E) =
J p2(Ez)dpr, p2(Ey) =0 c.s. p1, por tanto c.s. v1 y v2(Eyx) = 0 c.s. v1, por tanto
v(E) =11 X v2(E) = fva(Ez)dry = 0.

Ahora si f = dvi/dp1, g = dva/dus y h(z,y) = f(x)g(y), entonces como h > 0,
tiene integral y

() = [ va(e) don :/(/Emgdm)d’“ =/(/Emgdu2)fdu1
:/(/IEmhzdug)dm:/Ehd,u.

Ejercicio 111.- Calcular el drea y el volumen de la elipse y elipsoide respectiva-
mente ) ) 9 9 9

T y x y z

2te=b atpta=t

Ind. Consideremos la aplicacién lineal

rowtw - (30) () - (52).

que para B = {(z,9) €R?: & + % <1}, y B={(z,y) : 22 + 42 < 1}, T(B) = E,
por tanto
m[E] = m[T(B)] = | det T|m[B] = abr. I
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Ejercicio 114.- (a) Demostrar que el drea de la esfera de radio r es 4mr2.
(b) Demostrar que el drea del casquete esférico de radio r y altura h es 2nrh.
Ind. Basta demostrar (b). La proyeccién del casquete es el circulo de radio

k =+/2rh — h2, pues k? + (r — h)?2 = 12, y su 4rea es para z(x,y) = /12 — 22 — 32
yU={a?+y? <k?}

dx dy
1422+ 22dedy=7r | ———,
/U o U T2 —a? —y?

y por el teorema de cambio de variable para F = (f1, f2): V = (0,k) x (0, 27) — R2,
F(p,0) = (pcos,psinf), como F(V) = U = {22 +¢y*> < k?} y J(DF, ) =
| f1pf20 — fi6f20| = p,

dx d dp df k
r/ e r pap —727rr[ r27p2]0:27rrh. 1

F(V) /Tz_xz_yz_ v T—/ﬂ_

Ejercicio 118.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q — C medi-
ble. Demostrar que uus(B) = u[f~"(B)] es una medida en B(C), y que si f € Lo,
entonces

K ={z€C: uy[B(z,¢)] > 0,Ve > 0},

es un compacto, donde B(z,€) = {2’ : |2/ — z| < €} y que

[flloc = sup{|2] - 2z € K}.

Solucién.- Veamos que K¢ es abierto. Sea z € K€, entonces existe ¢ > 0 tal
que ps[B(z,€)] = 0, pero entonces B(z,e) C K¢, pues la bola es abierta y dado
z' € B(z,€), existe un 6§ > 0, tal que B(2’,6) C B(z,¢€), por tanto u¢[B(z',8)] =0y
z' € K°. Ahora veamos que K es acotado, para ello veamos que si z € K, |2| < ||f|l
6 reciprocamente sea z € C con || f]lco < |2|, entonces existe € > 0 tal que

[fllee <lzl—€ = A{z:[f(z) -2 <e} C{|f] > I flloo}
pues [z|—|f(z)| < |z=f(@)| y ps[B(z, )] = pfz : |f(z) =2 < e} < p{|f] > Iflloo} =
0, por tanto z € K°.

Ahora veamos que el supremo es ||f|loc. Para ello sea k > sup{|z| : z € K}},
entonces py¢{|z| > k} = 0, pues para z tal que k < |z], z € K¢ y existe un € > 0
tal que p¢[B(z,€)] = 0, ahora basta considerar que {z : k < |z|} es unién numerable
de compactos por tanto existe un recubrimiento numerable suyo por bolas del tipo
anterior. Pero entonces p{|f| > k} =0y ||f|loo < k. Un argumento alternativo es:
tomemos para cada |z| > k de coordenadas racionales, la bola de radio mdximo 7,
tal que ps[B(z,72)] = 0. La unién de esta coleccién numerable de bolas contiene a
{z : k < |z|} y tiene medida nula. 1

Ejercicio 119.- Demostrar que si 0 < r < p < s < oo, entonces L, N Ly C
L, CL,+ Ls.
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Solucién.- Sea A = {|f| < 1}, entonces si f € L, N Ls,

Jiran= [ raus [ 17 an

g/A |f|5du+/A\f|rdu§/\f|5du+/|fmu<oo,
ysif=Iaf+Tacf€Lp, Ianf € Ls, Ipcf €Lr. 1

Ejercicio 120.- Demostrar que si0 < r < s < oo y f € L, N Ls, entonces
f € Ly, para todo p € [r, s]; que la funcién

o(p) = log/ [f1? dp,

es convexa en [r, s] y que || fllp < max{[|f[l-, || f]ls}-

Solucidén.- Sean r < a < b<sytel0,1], entonces basta demostrar que

edlta+(1—1)d] < et¢>(a)+(1—t)¢(b),

es decir que, para ¢ = ta + (1 — t)b,

JRE (/m“du)t (/|f\bdu)17t,

y esto es consecuencia de la Desigualdad de Holder, pues parap =1/ty g =1/(1—1),
obviamente conjugados y las funciones gP = |f|*, h? = |f|®, tendremos que g € Ly,
helLq,y

a

- — c
gh=|f|»Ta = |f|tat(=0b = |,

ademds tomando ahora a = r y b = s y un valor intermedio ¢ = tr + (1 — t)s,
tendremos que

1/c t/c (1-t)/c
1£lle = (/mw) < (/|fvdu) (/mw)

= FIE e 1057 < max{|[ £l (1 £]ls3. B

Ejercicio 121.- Demostrar que un espacio normado £ es completo sii para cada
sucesion x,, € €

Z |zn] <00 = Zazn es convergente.

Solucién.- =) Sea Y ||zn|| < oo, entonces v, = > 1~ ; ; es de Cauchy y tiene
limite por ser el espacio completo.

<) Sea v de Cauchy e y, una subsucesién suya tal que ||[yn+1 — ynl < 277,
entonces para Tn = Yn+1 — Yn, 2. ||Zn|| es convergente, por tanto también es conver-
gente > xp = y como yn = y1 + Z?;ll x;, tiene limite as{ como v,. 1
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Ejercicio 123.- Demostrar que si f,g € L, para 0 < p < 1, entonces

1_
1 +glls < 277 (If 1l + llglle)

Ind. Por la desigualdad (a +b)" < a" +b", para 0 < r <1y a,b> 0y porla
concavidad de aP

J1f +olPdp  J1fIP dp+ gl dpe ((fflp)l/”Jr (f|gp)1/1’)p. .

2 2 - 2
Ejercicio 124.- Demostrar que si f € L, para algin 0 < p < oo, entonces

Iflle — I

Solucién.- Si f € Lp N Lo, entonces
{|f] > 0} es o—finitoy {|f] > ||flloc} es loc. nulo,

por tanto su intersecciéon A = {|f| > ||f|lcc } €s nulo y para r > p

i/r 1/r
1= ([ 11 an) " = ([ 11 an)
/ 1/r ( )
< WA ([ 1) =1 <
Ac

y haciendo r — oo se sigue que limsup||f||» < ||f]locc. Ahora para cada € > 0,
B = {|f| > || flloo — €} no es localmente nulo, por tanto u(B) >0y

|so, cuando r — oo.

1/r
p(B)T (| flloe —€) < (/B If\rdu> < 1l
por lo que p(B) < oo y haciendo r — oo, tendremos que

| flloo — € < liminf || f[|r,
y el resultado se sigue. Si por el contrario || f||oc = 0o, entonces para todo n, u{|f| >

n}>0y

1/r
w{If] > n}/rn < (/{|f> }Ifl“”du> <111l

y haciendo r — oo, tendremos que n < liminf || f||» y el resultado se sigue. 1

Ejercicio 125.- Demostrar que si ;(2) < co y 0 < r < s < o0, entonces
Ls C L, y que para f € Ls

1
T

[ flle < ALFlls ()7

_1
s

Ind. Sea f € L, entonces para p y g conjugados, con 1 < p =s/r, f" € L, y
como 1 € Ly, tendremos por la Desigualdad de Holder que f" -1 = f" € L1, es decir
f € L, y ademés

1/p
St <1571l = (/|pr du) (@)Y,
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el resto es simple. 1

Ejercicio 126.- Demostrar que si 1(2) < oo y fn, f son medibles, entonces:
(a) Si fn — f c.s., entonces f, — f en medida (es decir que para todo € > 0
existe un N € N, tal que paran > N, p{|fn — f| > €} <¢€).
(b) Si frn — f en L, (con1 < p <), entonces f, — f en medida.
Solucidn.- (a) Observemos que fyn(z) no converge a f(z) sii existe un € > 0, tal
que para todo N € N, hay un n > N, para el que |fn(z) — f(z)| > ¢, por lo tanto

0=p{fn » f} =p{Ue>0 NX=1 UnZn|fn — f| > €},
y para cada € > 0y An(e) = {|fn — f| > €}, como la medida es finita se tiene (ver
ejercicio 14)
limsup p{An(e)} < p{limsup An(e)} =0 = limu{An(e)} =0.
(b) Para p < oo, por la desigualdad de Tchebycheff

P
plan@y < Il

€

y para p = oo, dado el € > 0, basta considerar N tal que paran > N, ||fn — fllcc < ¢,
pues

p{lfrn = fI > €} < pf{lfn — fI > 1 fn = fllo} = 0.

Ejercicio 127.- Demostrar la Desigualdad de Jensen, es decir que si u(Q) =

1, f: Q — (a,b) es medible e integrable y ¢: (a,b) — R es convexa, entonces
¢ ([ fdu) < [oo fdu.

Solucidn.- Toda funcién convexa tiene la propiedad de que para todo zg € (a,b)
existe una funcién afin, h(z) = pr+c, tal que h(z) < ¢(x) y h(zo) = ¢(x0). Tomemos
xo = f f du, y veamos en primer lugar que zg € (a,b), para ello observemos que para
a = —o0, como f es integrable, a < g, por lo que también si b = co es g < b. En el
caso finito, pongamos b < oo, si fuera g = b, como f < b, b — f > 0 y tiene integral
nula, lo cual implicarfa que b — f = 0 c.s., lo cual es absurdo. Ahora el resultado es
evidente pues tomando la funcién h correspondiente tendremos que

so(/fdu) =s0(fvo)=h(~’vo):pxo+c=p</fdu) e

= [wr+odu= [nnaus [elridu

Ejercicio 128.- Demostrar que si u(Q2) = 1 y f,g son medibles y positivas y
tales que fg > 1, entonces ([ fdp) - ([ gdu) > 1.
Solucién.- 1/f < g y por la Desigualdad de Jensen, para ¢(z) = 1/z,

ffildué/%duéfgdu- ]

Ejercicio 129.- Demostrar que si 0 < r < s < 0o, entonces I, C Is.



38

Solucién.- Para s = oo es obvio, pues si z,, es tal que > |x5|" < oo, en particular
tendremos que |zn|" < > |xn|" < 0oy por tanto |z, | estd acotada. Sea ahora s < oo,
como sélo hay un conjunto finito F' de n para los que |z, | > 1, pues en caso contrario
S lznl” > X g lzn|" = oo, se tiene que

o0
Sl = Sl 4 3 ol € el + 3 el <o 8
n=1 F N—F F N—F

Ejercicio 130.- Sea g € Lo, demostrar que para 1 < p < oo, si f € Ly,
gf € Ly, que la aplicacién G: L, — Ly, G(f) = gf, es lineal y continua y que
G = [lglloe-

Solucién.- Si f € L, y g € Lo, entonces |fg| < |f]||g]loo c.s., por tanto |fg|P <
IfIPllgll5e es. v IG(H)llp < llglloo|fllp, por tanto G es acotada y [|G]| < [lglloo,
veamos la otra desigualdad, para ello sea ¢ > 0, entonces {|g| > ||g||lcc — €} no es
localmente nulo y tiene un subconjunto medible A, con 0 < p(A) < oo, por tanto

f=1a€ Ly, I fllp = n(A)Py

(lgllee — €)u(A)H/P < (/ IfglP)P = 1IG(N)llp < NG lp-



