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Capitulo 1

Medida

1.1 Introduccion Histérica.

El concepto de medida tiene una larga historia de méas de 5000 anos, que
surge del manejo de longitudes, areas y volumenes fundamentalmente y
de la necesidad de su célculo. Estos tres ejemplos particulares de medidas
son los que han servido como guia para sacar a la luz el concepto que
detras de ellos se escondia.

Las primeras demostraciones satisfactorias de teoremas relativos a
dreas y volimenes aparecen en el libro de EUCLIDES (300 a.c.?) “Los
Elementos” (ver VANDALEN-MONNA, p. 78 y BOYER, p. 129). Sin
embargo en este libro no hay definicién de longitud, drea 6 volumen;
Euclides las considera caracteristicas que puede medir respectivamente
en las figuras que si define

Linea es una longitud sin anchura. (Libro I, Def.2).

Superficie es lo que sdlo tiene longitud y anchura (Libro I, Def.5).

Sélido es lo que tiene longitud, anchura y profundidad (Libro XI,
Def.1).

tampoco define que es medir, es una palabra que utiliza no sélo en estas
tres “magnitudes”, sino también en los niimeros; por ejemplo en el libro
VII, las definiciones 3 y 4 dicen
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3.- Un nimero es parte de un numero, el menor del mayor, cuando
mide al mayor.
4.- Pero partes cuando no lo mide.

por ejemplo 3 es “parte”’de 15 y 6 es “partes’de 15.

Las longitudes las daba en comparaciéon con un segmento unidad,
las areas con un cuadrado unidad y los volimenes con un cubo unidad,
de este modo dio los valores correspondientes a figuras simples como
poligonos y poliedros y demostré teoremas como el de Pitdgoras. Otros
autores griegos mas que dar la medida de una figura daban resultados
del tipo: A y B tienen igual drea 6 volumen. Por ejemplo ARQUIMEDES
(287-212 a.c.) atribuye a EUDOXO (408-355 a.c.) la demostracién de
que el volumen de un cono es un tercio del volumen del cilindro de la
misma base y altura. Esto sin conocer este volumen, para el que hace
falta conocer el area del circulo, que descubrié casi 100 anos después el
propio ARQUIMEDES demostrando que es el de un tridngulo rectdngulo
con un cateto el radio y el otro la longitud de la circunferencia; suyo
también es que el volumen de la esfera es 2/3 el volumen del cilindro 6
que el area de la esfera es la del cilindro circunscrito (ver BOYER, p.177).
Para esta tltima, que demuestra en Sobre la esfera y el cilindro (ver la
bibliograffa en la pdg.59), utiliza los axiomas de Euclides junto con cinco
principios de los que destacan

4.- Dos superficies que tienen los mismos limites en un plano son
desiguales cuando ambas son concavas en la misma direccion y una de
ellas estd completamente limitada por la otra y por el plano que tiene los
mismos limites que esta otra, o cuando una de ellas solo estd parcial-
mente limitada por la otra y el resto es comiun. La superficie limitada es
la menor.

5.- Dadas dos lineas, dos superficies o dos solidos desiguales, si el
exceso de una de estas figuras sobre la otra se anade a si mismo un
cierto numero de veces, se puede superar una u otra de las figuras que
se comparan entre si.

(este 1ltimo es el conocido axioma de Arquimedes). Y en la demos-
tracién hace un uso riguroso del concepto de limite.

Por dltimo suya es también la mejor acotacion de m de la época:
3+ (10/71) < m < 3+ (10/70).

Asi se mantuvieron mas o menos las cosas durante 2000 afios, hasta
que en 1883 G. CANTOR (1845-1918) did la primera definicién de medida
m(A) de un conjunto arbitrario (acotado) A C R™. Otros autores como
SToLZ en 1884 y HARNACK en 1885 dan definiciones equivalentes en R.
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Para ellas la propiedad aditiva de la medida m[A U B] = m[A] + m[B],
para conjuntos disjuntos A y B, se satisfacia si los conjuntos estaban
“completamente separados” , pero no en general, pues con sus definiciones
un conjunto y su adherencia median lo mismo y por tanto los racionales
y los irracionales de [0, 1] median 1, lo mismo que todo [0, 1].

El primero en considerar qué conjuntos A son medibles y dar una
definicién de su medida fue en 1887 G. PEANO (1858-1932), el cual
consideré la medida m[A] de sus predecesores (que en el caso del plano
definia mediante aproximaciones externas de A con poligonos) v a la que
llamé6 medida exterior y considerd, para A C R, con R un rectdngulo,
la medida interior de A como m[R] — m[R\A]; definié conjunto medible
como aquel cuya medida interna coincide con la externa y demostrd que
la medida era aditiva. Ademaés explico la relacion existente entre medida
e integracién, demostrando (ver PESIN, p.38) que una funcién acotada
f:a,b] — [0,00), era Riemann integrable si y sélo si el conjunto E de
R? limitado por la gréfica de f y las rectas x = a, z = be y = 0 era
medible, en cuyo caso

/ab f(z)dx = m[E].

En 1892 C. JORDAN (1838-1922) di6 una definicién mas simple utili-
zando una malla de cuadrados de igual lado, en lugar de poligonos, para
aproximar el conjunto.

Sin embargo estas definiciones eran pobres, pues por ejemplo con
ellas los racionales ya no eran medibles.

E.BOREL (1871-1956) did, en su doctorado de 1894, el siguiente pa-
so importante considerando la numerable aditividad para sus medidas.
Ademaés di6 una definicién razonable de conjuntos de medida nula, de
hecho mientras que para sus antecesores los racionales de [0, 1] median 1,
BOREL concluyé que medfan menos que € > (1/n?) —y por tanto cero—,
considerando para cada 7, € QN [0,1] un segmento de longitud €/n?,
con € > 0 arbitrariamente pequeno.

Se sabia desde CANTOR que todo abierto A C R era unién, A = UI,,
a lo sumo numerable de intervalos abiertos I, disjuntos. BOREL define su
medida como la serie m[A] = > m[l,] y describe la clase de los conjun-
tos (ahora llamados “borelianos”) que pueden obtenerse a partir de los
abiertos, mediante iteraciones en las que se hacen uniones 6 diferencias
A\B numerables de conjuntos de la clase, e indica que para estos con-
juntos puede definirse una medida que es “numerablemente aditiva” (i.e.
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la medida de una unién numerable y disjunta de conjuntos medibles es
la suma de sus medidas). La numerable aditividad de BOREL frente a
la finita aditividad de PEANO—JORDAN fue una propiedad bésica que
permitié obtener los resultados fundamentales en la teoria de integra-
cion abstracta, teoria que desarrollé fundamentalmente H. LEBESGUE
(1875-1941) a partir de su tesis de 1902. La numerable aditividad y la
integracién estan muy relacionadas, de hecho la originalidad de LEBES-
GUE no reside tanto en haber extendido la integral de Riemann, como
en su descubrimiento —obtenido independientemente por W.H.YOUNG
para funciones semicontinuas— del teorema fundamental sobre el paso
al limite de la integral, que obtiene como consecuencia de ser la medida
numerablemente aditiva.

1.2 o—algebras de conjuntos

1.2.1 Algebras y o—algebras.

En la leccion siguiente definiremos el concepto de “medida”, que englo-
ba términos como: longitud, drea, volumen, probabilidad, etc. Para ello
consideraremos un conjunto €2 del que queremos medir (en algin senti-
do), algunos de sus subconjuntos. El objetivo de esta leccién consiste en
definir la estructura que tiene la coleccién de todos esos conjuntos que
vamos a “medir”’y estudiar sus consecuencias bésicas.

Definicion. Llamaremos o—dlgebra en ) a una coleccién A de subcon-
juntos de € con las siguientes propiedades:

a) Qe A

b) Si A € A entonces A° € A.

c)SiAy,...,A,, ... € A entonces U2 A, € A
si la tercera condicién se satisface solo para uniones finitas, diremos que
A es un dlgebra.

Se sigue de forma inmediata que una o—élgebra es cerrada para in-
tersecciones numerables y un algebra para intersecciones finitas.
Definicién. Llamaremos espacio medible al par (£2,.A4), donde 2 es un
conjunto y A es una o—algebra de Q y conjuntos medibles a los elementos

de A.



1.2. o—algebras de conjuntos 5

Veamos ahora algunos simples ejemplos de algebras y o—algebras:
Ejemplo 1.2.1 P(Q) es la mayor o—&lgebra de €.
Ejemplo 1.2.2 {(), Q} es la menor o—4lgebra de €.

Ejemplo 1.2.3 Sea Q con infinitos elementos (numerable o no) y consi-
deremos la coleccién A de todos los subconjuntos A C €, tales que A 6
A€ sea numerable. Entonces A es o—élgebra de Q.

Ejemplo 1.2.4 Sea ) con infinitos elementos y consideremos la colec-
cién A de todos los subconjuntos A de €2, tales que A 6 A€ sea finito.
Entonces A es dlgebra pero no o—élgebra de €.

Ejemplo 1.2.5 Sea Q) = R y sea A la coleccién de todas las uniones
finitas y disjuntas de los intervalos® (a, b], (a,00), con —0o < a < b < oo.
Entonces A es dlgebra pero no o—algebra.

Nota 1.2.6 Llamaremos limite superior y limite inferior de una sucesién
de conjuntos A,, respectivamente a los conjuntos

limsup A, = ﬁ Ej A,, liminfA, = [j ﬁ Ay,

m=1n=m m=1n=m
y denotaremos con

A, 1A & A,CA,y1, paracada neN y UA, =A.
A, lA & A, DA,4;, paracada neN y NA, =A

Definicion. Una clase mondtona C de €2 es una familia de subconjuntos
de 2 satisfaciendo las condiciones:

a)Si A, €Cy A, T A, entonces A € C.

b)Si A, €Cy A, | A, entonces A € C.

Ejemplo 1.2.7 Sea Q2 = R, la coleccién de todos los intervalos es clase
monotona y no es o—algebra.

A continuacién damos unas simples propiedades de estas estructuras
conjuntistas.

IPara a = b, entendemos (a,a] = 0
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Proposicion 1.2.8 Una familia A de Q0 es una o—dlgebra si y sélo si es
dlgebra y clase mondtona.

Demostracion. Hagase como ejercicio. Obsérvese que toda unién
numerable UA;, se puede poner como unién de una sucesién creciente de
conjuntos del dlgebra

5o Ui
=1

Proposicion 1.2.9 La interseccion de dlgebras, o—dlgebras o clases mo-
notonas en ) es respectivamente un dlgebra, una o—dlgebra, o una clase
mondtona.

Definicién. Si C es una familia de subconjuntos de ), denotaremos
con o(C) la minima o—dlgebra que contiene a C, que por el resultado
anterior existe y es la interseccién de todas las o algebras que la contienen
(observemos que al menos hay una, P(£2)). Del mismo modo se tiene la
existencia de la minima algebra que contiene a la familia, que denotamos
a(C) y la minima clase mondtona que la contiene, que denotamos con

M(C).

Nota 1.2.10 Si hay confusién y necesitamos hacer referencia al conjun-
to Q denotaremos las familias de conjuntos anteriores: oo (C), aq(C) y
Mq(C) respectivamente.

Proposicion 1.2.11 Si C C D C P(Q) entonces
alC) c (D), o(C)cCco(D) y M(C)cC M(D).

El siguiente resultado es importante no sélo por lo que dice sino por-
que nos ofrece un buen ejemplo en el que se utiliza (tres veces) una
técnica comin en Teoria de la medida, el principio de los buenos con-
Juntos.

Lema 1.2.12 Si A es dlgebra, M(A) es dlgebra.

Demostracién. 1.- Q € M(A) es obvio pues Q2 € A.
2- Ae M(A) = A° € M(A), pues la clase {A € M(A): A° €
M(A)} es mondtona? y contiene al dlgebra A, por tanto es M(A).

20bservemos que la demostracién no se hace para un elemento A, sino para todos
los elementos a la vez, viendo que tienen estructura de clase monétona. En esto
consiste el principio de los buenos conjuntos.
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3-A,Be M(A) = AN B e M(A), pues la clase
{Ae M(A): AnBe M(A),VB € A},

es monGtona y contiene a A, por tanto es M(A), es decir que para todo
Ae M(A) ytodo Be A, AN B € M(A), lo cual significa que la clase

(también mondtona)
{Be M(A): ANB e M(A),YA e M(A)}
contiene a A y por tanto es M(A). 1

Teorema de la clase monétona 1.2.13 Si A es dlgebra entonces
o(A) = M(A).

Demostracién. Por (1.2.8) o(A) es clase monétona, por tanto
o(A) D M(A). Por el lema anterior M(A) es dlgebra y por (1.2.8)
o—4lgebra, por tanto o(A) C M(A). 1

Hay distintas clases de conjuntos que generan la misma algebra, pero

entre ellas las hay mas ttiles, como las que tienen las siguientes propie-
dades.

Definicion. Llamaremos clase elemental de € a una familia C de sub-
conjuntos de € satisfaciendo las condiciones:

a)becC.

b) Si A, B € C, entonces AN B € C.

c) Si A € C, A° es unién finita disjunta de elementos de C.
Ejemplo 1.2.14 En 2 = R es una clase elemental la familia

C ={(a,b], (a,0), (—00,b]: a <beR}.

Ejemplo 1.2.15 Sean (Q4,.4,),...,(Q,,.A,) espacios medibles. La fa-
milia de los productos de medibles,

Ap XX Ay ={A1 X XA, T X - xQ,: A; € A},
es una clase elemental.

Proposicion 1.2.16 Si C es una clase elemental, la familia de uniones
finitas disjuntas de conjuntos de C es el dlgebra o(C).
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Demostracion. Basta ver que la familia Ay de uniones finitas dis-
juntas de conjuntos de C es dlgebra, pues C C Ay C «a(C).

Se tiene: ) € C C Ay y si R,Q € Ap, con R = U, R;, R, € C
disjuntos y @ = Ué?:le, con los @); € C disjuntos, entonces

RNQ =V (RNQ)=UZ, U?:l (R N Q;) € Ao,

ya que los R; N Q; € C y son disjuntos. Por dltimo es cerrado por paso
al complementario, pues por definicién para R; € C, R{ € Ay y para
R € Ay como antes,

Dada una familia de conjuntos C en Q y un A C €2, consideramos la
familia en A

CNnA={CnA: Cec).

En el siguiente resultado usamos esta notacién y volvemos a utilizar el
principio de los buenos conjuntos.

Proposicion 1.2.17 Para cada A C Q) se tiene que
c(C)NA=04(CNA).

Demostracién. Se demuestra fécilmente que o(C) N A es una o—
algebra de A que contiene a C N A, por lo tanto

oc(C)NADoa(CNA),

y para demostrar la otra inclusién consideramos la familia de “buenos
conjuntos”

A={Ce€o(C): CNAcoa(CNA)},

la cual es o—dlgebra y satisface C C A C o(C), por tanto
A=0c(C),

y se tiene el resultado. 1§
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1.2.2 o—algebra de Bérel.

Un caso particularmente importante de espacio medible se tiene cuando
(©,7) es un espacio topolégico y consideramos la clase de los abiertos
T para generar la llamada o—-dlgebra de Borel de 2, que denotaremos
o(T) = B(f2) y a sus elementos llamamos borelianos.

Ejemplo 1.2.18 Los abiertos y cerrados son borelianos y si el espacio es
Hausdorff también los compactos (pues son cerrados).

Proposicion 1.2.19 Si X es un espacio topolégico e Y C X es un subes-
pacio suyo, entonces

B(Y)=BX)nY.
Demostracién. Por ser 7(Y) =7 (X)NY y por (1.2.17). 1

Definicién. Llamamos base de un espacio topolégico a una coleccién de
abiertos tal que todo abierto del espacio es unién de abiertos de la base.

Proposicion 1.2.20 Si un espacio topoldgico tiene una base numerable
de abiertos®> N, entonces B(Q) = a(N).

Demostracién. Obvio pues 7 C o(N), por tanto o(N) = B(Q2). 1

Ejemplo 1.2.21 En Q = R con la topologia usual 7k, de las uniones ar-
bitrarias de intervalos abiertos (a, ), podemos tomar como N = {(a,b) :
a,b € Q}, para el que o(N) = B(R). Como consecuencia veamos que

C={(a,b]: a,beR} = B(R)=0c(C)
(en los ejercicios se verdan més familias generadoras).

Demostracién. Por una parte (a,b] = (a,00) N (b,0)¢ € B(R) y

por otra
> 1
b) = b——
(@b) = | ( n]

n=1

por lo que N' C ¢(C) C B(R) y el resultado se sigue. 1

3Esto suele nombrarse diciendo que el espacio satisface el segundo azioma de
numerabilidad.
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Ejemplo 1.2.22 En Q = R = R U {—00, o0}, definimos la topologfa 7,
formada por las uniones arbitrarias de intervalos del tipo

[—00,b), (a,b), (a,o0],

con a < b € R, para la que 7x = 7 NR. Esta topologia tiene una base
numerable Ny formada por los mismos intervalos pero con a,b € Q.
Observemos que por (1.2.19) se tiene

B(R) = B(R) N R,
por lo tanto como R, {—o0o}, {c0} € B(R), se tiene que
B(R) = {E,EU{ooc}, EU{—00}, EU {00, —00}: E € B(R)}.

Ejemplo 1.2.23 Si Q = R", podemos considerar la base numerable N
formada por los rectdngulos abiertos (a,b) con a,b € Q", donde para
a = (a;),b = (b;) € R™ utilizamos la notacién

(a,b) = H(al,bz) = {(ml, Ce ,il'n) La; <y < bz},
(a,b] = H(ai,bi] ={(z1,...,2n): a; <z <b}, etc...

Proposicion 1.2.24 La o-dlgebra B(R™) estd generada por cualquiera de
las clases:

C1 ={(a,b), a,b e R"},
Ca = {(a,b], a,b e R"},
Cs={H ={(r1,...,2n) s z; <b}, para algin 1 <i<n ybecR}.

Demostracién. Por una parte todo abierto es unién numerable de
rectangulos abiertos con extremos en Q™, por otra parte observemos que

(a,b] e {131 < al}c N {Il < bl} Nn---N {In < an}c N {:l)n < bn},
por tanto se tienen la primera y tercera inclusiones (las otras son obvias)

B(R") C 0(C1) C o(C2) C 0(C3) C B(R™). 1

Nota 1.2.25 Dada una clase F de conjuntos, denotaremos respectiva-
mente con

‘7:57 fo’;
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las familias de todas las posibles intersecciones numerables de elementos
de F, y las de las uniones numerables.

Estas clases de conjuntos juegan un papel importante en el estudio
de la relacién entre topologia y medida (cuestién que trataremos en el
Tema VI). Por ahora veamos algunas relaciones conjuntistas entre estas
familias.

Denotemos con Cy A4 respectivamente las familias de los cerrados y
de los abiertos de R™.

Proposicion 1.2.26 En los términos anteriores se tiene que

A= A5, C=0GC55 Ass =Asy, Coo = Coy---

ﬂcﬂécﬂéacﬂéaéc'”

c Co Cos Coéo

donde en las dos ultimas filas queremos indicar que cada uno de los dos
conjuntos a la izquierda de C estd contenido en cada uno de los de la
derecha y por tanto corresponden a cuatro inclusiones.

Nota 1.2.27 Como consecuencia del Teorema de la categoria® de Baire,
que se verd en Andlisis Funcional, puede probarse sin dificultad que

Qed, Q¢as
pues en caso contrario tendriamos abiertos V,, tales que
Q=nV,, R=UVSUQ=UViU{z1}U --U{z,}U---

y por el Teorema de Baire algin V¢ tendria interior no vacio, siendo
Ve c R\Q.

Ejercicios

Ejercicio 1.2.1 Demostrar que una clase no vacia A es un algebra en €2 si y
sélo si se verifican las siguientes propiedades:

i) Si A € A entonces A° € A.

ii) Si A, B € A, entonces AN B € A.

4Este resultado dice que si un espacio métrico completo X es unién de una sucesién
de cerrados Up, entonces para algin n, Int U, es no vacio (ver Ash, pdg.398).
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Ejercicio 1.2.2 Dada una aplicacién F': Q — ', demostrar las siguientes
propiedades:

() P (0B) = UF-(B), £ () = 0B, BB = [ (B
(ii) F(UA;) = UF(Ay), F(NA;) CNF(A),

(iii) Si F es sobre F(A)° C F(A°).

(iv) Si F es inyectiva F(A)° D F(A®) y F(A)°N F(Q) = F(A°).

Ejercicio 1.2.3 Dada una aplicacién F': Q — ', demostrar que:

(a) Si A es una o—dlgebrade Q, A/ ={Bc Q' : F(B) € A} lo es de Q.
(b) Si A’ es una o-dlgebrade @', A= F 1A ={F'(B)cQ: Bc A}l
es de €.

(c) SiC Cc P(Y), o[F~1(C)] = F*o(C))].

(d) Demostrar que si (€2,7) y (', 7") son espacios topolégicos y F es continua,
entonces F'~1(B) € B(Q), para todo B € B(®).

Ejercicio 1.2.4 Consideremos las siguientes extensiones de una familia C de
subconjuntos de €2:
Ci={ACQ:AeC A" e},
Co={A1N---NA,: A €Ci, neN},
C3={A1U---UA,:A; €Cs, neN}L
Demostrar que Cs = «(C).
Ejercicio 1.2.5 Sean (Q1,.41),..., (n, A») espacios medibles. Demostrar que
la familia de los productos de medibles,
R={A1 X XA, CU x--XQ: A; € A},

es una clase elemental.

Ejercicio 1.2.6 Demostrar que la o—dlgebra B(R) se genera por las familias:
Ci ={(a,b) : a,b € R}, C2={(a,b]:a,beR}
Cs ={[a,b) : a,b € R}, Ca={[a,b]:a,beR},
Cs = {(—00,b) : be R}, Cs={(—00,b]:beR}

Ejercicio 1.2.7 Demostrar que la o—dlgebra B(R) se genera por la familia C =
{(a,b] : a,beR}.

Ejercicio 1.2.8 Demostrar: (a) ¢ C liminf A,, C limsup A, C Q.
(b) Si A, 1 A (6 A, | A), entonces limsup A,, = liminf A,, = A.

Ejercicio 1.2.9 ;Puede una o—4lgebra infinita contener sélo una coleccién nu-
merable de elementos?
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1.3 Medida

Definicién. Por una medida®, en un espacio medible (€2, A) —con A
algebra—, entenderemos una funcién no negativa

w: A— [0, 00],
que satisface:
() (0) = 0.
(b) Es numerablemente aditiva, es decir si dados Ay,..., A,,... € A

disjuntos —es decir tales que A; N A; = 0, para i # j— y cuya unién
esté en A (esto es automdtico si A es o—dlgebra), entonces

(| A =3 p(An).

Si la condicién (b) sélo es vélida para colecciones finitas de conjuntos
disjuntos, Ai, ..., A,, diremos que la medida es aditiva.

Diremos que una medida p es o—finita si existe una sucesién de con-
juntos medibles y disjuntos A,, € A, tal que UA,, = Qy cada u(A4,) < oo.
Llamaremos probabilidad a toda medida verificando p(£2) = 1.

Definicién. Llamaremos espacio de medida a toda terna (Q, A, i), don-
de p es una medida sobre la o-dlgebra® A de €.

Definicién. Diremos que un espacio de medida (€2, A, 1) es completo si
para cada B C A, con A € Ay pu(A) =0, también es B € A.

Ejemplo 1.3.1 La medida delta de Dirac. Consideremos (2, P(Q2), i),
reQyuE)=0,sic¢ Ey u(E)=1,siz € E. Es la probabilidad
concentrada en z, 6 delta de Dirac en x, suele denotarse con J,.

Ejemplo 1.3.2 La medida de contar. Consideremos (2, P(2), i), con
wu(@) =0, u(A) = n si A es finito y tiene n € N elementos y pu(A) = oo
en cualquier otro caso.

5 Algunos autores la llaman medida positiva.
6En algunas ocasiones A es sélo dlgebra, en cuyo caso lo especificaremos.
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Ejemplo 1.3.3 Consideremos 2 = N, y una sucesién de nimeros reales
no negativos p, > 0. Para cada A C N definimos

= ana

neA

la cual es una medida en (N,P(N)), para la que pu({n}) = p,. Sila
> pn = 1 entonces es una probabilidad y si p, = 1 para cada n, p es la
medida de contar en los naturales.

Otros ejemplos de medidas, de las que estudiaremos algunas a lo largo
del curso, son:

Ejemplo 1.3.4 La medida de Lebesgue en R™. Demostraremos la
existencia de una tnica medida, definida en los borelianos de R"™, inva-
riante por traslaciones y que en el cubo unidad vale 1.

Ejemplo 1.3.5 Las medidas de Lebesgue—Stieltjes en R".

Ejemplo 1.3.6 La medida de Haar en un grupo localmente compac-
to”, que generaliza a la de Lebesgue en el sentido de que son invariantes
por traslaciones en el grupo (ver COHN; FOLLAND).

Ejemplo 1.3.7 La medida asociada a una variedad Riemanniana.

Ejemplo 1.3.8 Las medidas de Hausdorff en un espacio métrico.
Mas generales que la de Lebesgue nos permitirdan definir el drea de una
superficie del espacio.

Proposicion 1.3.9 Sea (2, A, ) un espacio de medida, entonces para
A B e A:

(a) u(B) = w(BNA) + u(B N A°).

(b) Si A C B entonces u(B) = p(A) + u(B\A).
(¢) St AC B y u(A) = oo, entonces p(B) = oo.
(d) Si A C B entonces (A) < u(B).

() H(AU B) + (AN B) = u(A) + (B).

(f)

f) u(AUB) < u(A) + p(B).

"Ver la definicién de espacio topoldgico localmente compacto en la pag.237.
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(g) Si Ay,..., A, € A, entonces
(AT U U A,) < p(Ar) + -+ p(An).

Demostracion. (e) Como AUB = (ANB°)U(ANB)U(A°N B),
tendremos que

1(A) + p(B) = p(AN B) + u(AN B°) + u(AN B) + u(A°N B)
=u(ANB)+ pu(AuU B).

(g) Por induccién y usando (f). 1

Nota 1.3.10 Los apartados anteriores son validos también si A es dlgebra
y w es aditiva.

Una de las propiedades basicas y mas utiles de las medidas consecuen-
cia de ser numerablemente aditivas, es la de la “continuidad secuencial” .

Proposicion 1.3.11 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y A, € A una
sucesion, entonces:

(a) Si A, 1 A, entonces u(Ay) — u(A).
(b) Si A, | Ay u(Ayr) < oo, entonces u(Ay,) — p(A).

Demostracién. (a) Consideremos los conjuntos disjuntos
By = A17 B, = An\An—l = An N AZ—l;

para los que por induccién se tiene A, = B1U...UB, y A=U2 A, =
Uy, By, por tanto

o0

w(A) = n(|J Ba) =D u(By)

n=1
n

= lim > (Bm) = lim p(Up,—Br) = lim p(An).
m=1

(b) Como A,, C Ay, tenemos por (1.3.9)—(b) que

(An) + (A1\Ay) = p(Ar) = p(A) + u(A\A),

y todos los términos son finitos por serlo la suma. Ahora como A, | A,
entonces A1\A, T A1\A4 y por (a) im u(A4,) = p(4). 1
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1.3.1 Cargas.

También hay medidas que toman valores negativos —un ejemplo en la
fisica es la carga eléctrica—, pero preferimos no llamarlas medidas para
evitar confusién.

Definicién. Llamaremos carga en un espacio medible (2,.4), a toda
funcién p: A — (—o00,00], numerablemente aditiva y tal que p(@) = 0
(como para las medidas la llamaremos carga aditiva si sélo es aditiva).
Obviamente las medidas son las cargas no negativas.

Nota 1.3.12 Entendemos que la suma en R, eslade R y

atoco=004+a=00, a—00=-00+4+a=-—00, paraa€R,

00+ 00 =00, —00—00=—00,

y 00 — 00 no estd definido, ademds extendemos el orden siendo —oo <
x < 0o para todo z € R. Asfi se tiene por ejemplo que si a,b,¢c,d € Ry
a+b,c+ d estan bien definidos entonces

(1.1) a<c, b<d = a+b<c+d.

Por otra parte observemos que toda carga (en particular toda medida)
es aditiva, pues como p()) = 0 tendremos que para A y B disjuntos

WAUB) = p(AUBUDUD---) = p(A) + u(B),

y por tanto aunque hubiésemos puesto que el rango de p fuese R, el hecho
es que si es aditiva el rango no puede contener ambos extremos infinitos,
pues si existe A con p(A) = oo, entonces () = u(A) + p(A°) = oo y si
existe A con u(A) = —oo, entonces p(Q) = p(A) + p(A°) = —occ.

Por ltimo observemos que si pu: A — (—00, 0] es numerablemente
aditiva, entonces es una carga —salvo que sea degenerada y sélo tome
el valor u(A) = oo para todo A € A—, pues si existe un medible A con
#(A) € R, tendremos

p(A) = p(AUDUD---) = p(A) + > u(®),

y por tanto u(0) = 0.

Las cargas conservan algunas de las propiedades de las medidas.
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Proposicion 1.3.13 Sea p una carga en (2, A), con A dlgebra, entonces

para A, B, A, € A:
(a) p(B) = p(BNA) + p(B N A?).

(b) Si A C B entonces u(B) = pu(A) + u(B\A).

(¢) Si AC By u(A) = oo, entonces u(B) = oo.

(@) WA U B) + u(AN B) = u(A) + u(B).

(e) Si A, T A, entonces u(A,) — p(A).

(f) Si A, | Ay p(Ar) < oo, entonces pu(Ay) — u(A).

Nota 1.3.14 Se sigue de (1.3.9)—(d) que una medida aditiva y es acotada
si y sélo si es finita, es decir que

() =sup{u(d): Ac A} <o & pu(d)<oo, YA€ A,

tal resultado no es cierto en general si quitamos la no negatividad (ver
prob.4 del Ash,p.12). Sin embargo veremos en (4.2.3) de la pagina 133,
que si es cierto para cargas sobre o—algebras.

Si de una medida 6 una carga p sélo sabemos que es aditiva, el si-
guiente resultado nos dice cuando es numerablemente aditiva.

Teorema 1.3.15 Una carga aditiva p sobre un dlgebra A es numerable-
mente aditiva, si se verifica una de las dos condiciones:

(a) p es continua superiormente, es decir dados A,, A € A con A, T A,
p(An) = p(A).

(b) v es continua inferiormente en el 0, es decir si dados A, € A, con
A, L0, se tiene p(Ay,) — 0.

Demostracién. Sea A, € A una sucesién de conjuntos disjuntos
tales que A = UA,, € A, entonces para B, = U], A; tendremos que
B, 1 A, por tanto en el caso (a)

n

D nlA) = p(Uf 1 Ai) = p(Bn) — p(U32, Ay,

i=1
y el resultado se sigue. Ahora en el caso (b) como A\B, | A\A = 0,
tendremos que pu(A\B,) — 0, y como

w(A) = u(A\B,) + u(Bn),

el resultado se sigue. 1



18 Capitulo 1. Medida

1.3.2 Propiedades de haz en los espacios de medida.

Definicién. Dado un espacio de medida (€2, A, ). Llamamos restriccién
del espacio de medida a un conjunto medible B € A, al nuevo espacio
de medida (B, Ap, p ), para

Ap={A€A:ACB}, uz(A) =u(A).

En los libros de TJUR, p.23 y LANG, p.339 se demuestra (ver el tema
de medida y topologfa), que si Q es Hausdorff y localmente compac-
to y los A; son un recubrimiento abierto de  tal que la restriccién a
AN A de (A, Ais ) y (45, A, 1) coinciden —donde las medidas p;
satisfacen ciertas propiedades de regularidad—, entonces se puede cons-
truir un tnico espacio de medida (Q, A, 1) cuya restriccién a cada A; es
(Ag, A, ).

Ejercicios

Ejercicio 1.3.1 Consideremos (N, P(N), i), el espacio de medida de contar en
los naturales. Encontrar una sucesién A, | @ para la que no se verifique
1(An) — p(0) = 0.

Ejercicio 1.3.2 Consideremos (N, P(N), u), para u(A) = 0 si A es finito y
u(A) = oo en caso contrario.

(a) Demostrar que p es aditiva pero no numerablemente aditiva.

(b) Encontrar una sucesién A, 1 A para la que no se verifique pu(A,) —

(A).

Ejercicio 1.3.3 Dada una medida p y una sucesién A, € A, demostrar que

p( An) <7 n(An).

Ejercicio 1.3.4 Sea yi: A — [0, 0], aditiva en un dlgebra A. Dada una sucesién
A, € A de conjuntos disjuntos cuya unién esta en A, demostrar que

w( An) 2 )7 (4.
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Ejercicio 1.3.5 Dado un espacio de medida (2,4, 1) y una sucesién A, € A,
demostrar que:

i) p(liminf A,) < liminf u(A,).

ii) Que si u(UA,) < oo, entonces limsup pu(A,) < p(limsup A,).

Ejercicio 1.3.6 Demostrar el Lema de Borel-Cantelli: Sea (£, A, 1) un espacio
de medida y C,, € A, entonces

oo

Zu(Cn) <oo = p(limsupCr)=0.

n=1

Ejercicio 1.3.7 Dada una medida finita p sobre una o— dlgebra A y una su-
cesién A, € A tal que liminf A, = limsup A, = A, demostrar que u(A) =
limy,— oo u(Ar).

Ejercicio 1.3.8 Dada una sucesién doble zpm € (—00, o], tal que para cuales-
quiera n,m €N, Tnm < Tnti,m ¥ Tnm < Tn,m+1, demostrar que

lim lim Zpm = lIm lim Zpm.

n—00 M— 00 mM— 00 N— 00

Ejercicio 1.3.9 Dado un espacio medible (£2,.4) y una sucesién de medidas en
él prn. Demostrar:

a) Si pin < fn41, entonces pu(A) = lim p,(A) define una medida en el
espacio.

b) Sean como sean las pn, pu(A)
espacio.

> pn(A), define una medida en el

Ejercicio 1.3.10 Dado un espacio no numerable 2 y

A={ECQ: E& E° es numerable},

0, si E es numerable,
n(E) = {

1, si E° es numerable, para cada E € A,

demostrar que A es o—dlgebra y p medida.

Ejercicio 1.3.11 Dado un espacio de medida semifinita (2,4, 1), es decir tal
que paratodo F € Acon u(E) = coexiste F € A,con FF C Ey0 < u(F) < oo,
demostrar que para todo E € A con p(E) = co y todo r > 0 existe F' € A,
con FCEyr<u(F)<oo.

Ejercicio 1.3.12 Demostrar que toda medida o—finita es semifinita. Dar un
contraejemplo para el reciproco.
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Ejercicio 1.3.13 Dado un espacio de medida (2,4, ), definimos A: A —
[0, 0], de la siguiente manera

A(A) =sup{u(B): B A, BC Ay u(B) < oo},

demostrar que:
a) A es una medida semifinita.
b) Que si p es semifinita entonces A = p.

1.4 Extension de medidas

1.4.1 Medidas exteriores

A menudo nos encontraremos ante la situacién de tener definida una
medida p sobre una clase reducida de conjuntos y quererla extender a
una clase més amplia. Tomemos por ejemplo las medidas de la forma

p(a,b] = F(b) — F(a),

sobre la clase C de los semiintervalos de R cerrados a la derecha. Donde
F' es una funcién real, monoétona creciente y continua a la derecha. En
particular para F(z) = z tendriamos u(a,b] = b — a, la longitud del
intervalo. La cuestién es: jPodremos extender p al dlgebra «(C), de
manera que sea una medida?. No es dificil ver que si, lo veremos en
(1.2) de la pagina 33. Lo que no es tan ficil de ver es que también puede
extenderse de un tnico modo a la o—dlgebra o(C) = B(R). El objetivo
de esta leccién consiste en demostrar que dada una medida

o = Ag — [0, 00]

definida en un &lgebra Ay de 2, existe una o—dlgebra A que contiene a
A v una medida p sobre A, que coincide con pg sobre Ag y que ademas
es Unica si pg es o—finita. El procedimiento que seguiremos se basa en
la nocién de medida exterior.

Definicion. Una medida exterior en ) es una funciéon de conjunto

2 P(Q2) — [0, 00]
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verificando las siguientes condiciones:
a) p*(0) = 0.
b) Si A C B, entonces pu*(A) < p*(B).
¢) Si B, es una sucesién de subconjuntos de 2, entonces

w(U B < 3 1 (B).

n=1

Ejemplo 1.4.1 Consideremos un conjunto Q. La funcién p*(@) = 0y
1*(A) =1 en cualquier otro caso, define una medida exterior en P(f2)).

Ejemplo 1.4.2 Consideremos un conjunto infinito . La funcién p*(A4) =
0 si A es numerable y p*(A) = 1 en cualquier otro caso, define una me-
dida exterior en P(£2)).

A continuacién construimos una gran cantidad de medidas exteriores.

Proposicion 1.4.3 Sea C una coleccion de subconjuntos de Q2 y p: C —
[0,00] una funcion cualquiera, tales que O € C y p(0) = 0. Para cada
B cCQ,

uH(B) =if{Y_p(An): An€C, BC | An},

n=1

define® una medida exterior (que llamaremos la medida exterior generada
por p), para la que p*(A) < p(A), para A € C. Ademds si C = Ay es un
dlgebra y p una medida, pu* coincide con p sobre Ay.

Demostracién. Las dos primeras propiedades son inmediatas. Vea-
mos la tercera, para ello sea B,, una sucesién de subconjuntos de 2. Si
Yoo w*(By) = o0, la desigualdad es obvia, en caso contrario p*(B,,) <

220:1 pw*(By) < 00, para todo n. Tomemos ahora un € > 0 y para cada
n € N elijamos una sucesiéon A, € C tal que

€

B, C UAnma y Zp(Anm) < N*(Bn) + on’

8Con el convenio inf{) = oo, con el que se verifica que si A C B C R, entonces
inf B < inf A, —incluido A = §—.
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entonces los A, son una coleccién numerable de conjuntos de C, cuya
unién contiene la UB,,, por tanto

(U B ZZP am) <

y el resultado se sigue. Ahora que p*(B) < p(B), para B € C se sigue
de la definicion.

Por dltimo supongamos que C = Ay es dlgebra y veamos que p*(B) =
p(B), para cada B € Ay. Para ver la desigualdad que nos falta conside-
remos una sucesién A4,, € A tales que B C UA,,, entonces B = U(BNA,,)
y como p es una medida en 4y tendremos

B) <> p(BNA,) <> p(A

y por tanto p(B) < u*(B). 1

Ejemplo 1.4.4 Medida exterior de Lebesgue. En R, sea C = {(a,b] :
a <beR}y pla,b] =b— a, entonces para A C R

mf{z —an): a, <b, €R, AC fj (an, bn]},

n=1
es una medida exterior (en el ejercicio (1.4.1) se dan otras clases con las

que también se genera m*).

Ejemplo 1.4.5 Medida exterior de Hausdorff. Sea ({,d) un espacio
métrico, llamamos didmetro de un B C Q al valor®

d(B) = sup{d(z,y) : z,y € B}.

Ahora para cada p > 0y § > 0 definimos la funcién de conjunto que
para cada A C € vale,

A) = inf{i d(B,)P: AC UB,, d(B,) < 6},

(con el convenio inf ) = c0), las cuales son medidas exteriores por (1.4.3),

que verifican
d<e = H,;(A)>H,.(A),

9Con el convenio sup @ = 0, por tanto d(f) = 0.
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y por tanto existe el limite, que también es medida exterior

HP(A) = }E}% Hp,5(A)7

y que llamamos la medida exterior p—dimensional de Hausdorff'?. Vol-
veremos a las medidas de Hausdforff en las paginas 50 y 175.

1.4.2 Teoremas de extension de medidas

Aunque una medida exterior p* tiene la ventaja de estar definida en
todo P(£), tiene el defecto de no ser numerablemente aditiva, ni siquiera
aditiva. Por ello trataremos de encontrar una o—algebra, sobre la que
s{ sea numerablemente aditiva. Veremos que tal c—4lgebra existe y que
su construccion se basa en una simple aunque notable condicién debida
a CARATHEODORY, (aunque el germen de la definicién se encuentra en
PEANO, ver la introduccién).

Definicion. Sea p* una medida exterior en 2. Diremos que E C ) es
w*—medible si para todo A C

pr(A) = (AN E) + p* (AN E°).

Denotaremos con A, la familia de los conjuntos p*—medibles. Se
tiene el siguiente resultado basico.

Lema 1.4.6 Sea u* una medida exterior en €2, entonces:
(a) Si E € A, entonces E° € A,.

(b) Si u*(E) =0, entonces E € A,.

(

(

p(A) 2 p (AN E) + p" (AN E°).
Demostracién. (a) Obvio. (b) También es obvio pues
W (A) < W (AN E) + p* (AN E°) < 1" () + u* (4).

(c) Se sigue de (b) y (a).
(d) Como toda medida exterior verifica pu*(A4) < p*(ANE)+p*(AN

E°), basta demostrar la desigualdad contraria (que es automdtica si
p(A) =00). 1

10Para p = 0 también vale la definicién pero hay que precisarla. Entendemos que
d(P)? = 0, para todo p > 0 y d(A)? = 1, para todo A # (), en particular debemos
entender que d({z})® = 1. Con estos convenios se tiene que para p = 0, Hp es la
medida de contar.
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Teorema de extension de Caratheodory 1.4.7 Sea p* una medida ex-
terior en ), entonces A, es una o—dlgebra, la restriccion a ella de p*
es una medida y (2, Ay, u*) es completo. Si ademds p* es la medida
exterior generada por una medida p de un dlgebra Ay de 2, entonces es

A C Ay p=p" en A.

Demostracién. Veamos en primer lugar que A, es un dlgebra. Por
el Lema anterior (), Q) € A, ysi E € A, entonces E¢ € A,. Consideremos
By, Bs € A, y demostremos que By U By € A,, para ello sea A C (,
entonces usando la medibilidad de los B;

PAN(BLUB)|+p* AN (B1UBy)] =
=u*'[AN(BLUBy) N B+ p*[AN (By U B2) N B+
+ p*[AN (B U By)]
=p* (AN By) + p*[AN By N Bf] + u*[AN Bf N BS)
— u*(ANBy) + (AN BY)
= p*(A).
Ahora bien toda unién numerable de conjuntos F,, del dlgebra A, se
puede poner como unién numerable disjunta de los conjuntos
Bi=EFy,...,B,=E,NE;,_N---NEY,...
del algebra y para cada A C )
i (A) = w* (AN By) + i (AN BY)
=u (AN B1) + " (AN BfN Bs) + p* (AN Bf N BS)
= u*(Am By) + p (AN Bg) + p* (AN Bf N BY)

n

—Z,u (ANB;)+ p' [AN( ﬂB (por ind. en n)

=1

i=1
> Z,u*(Aﬂ B;) + p[AN (ﬂ Bl
i=1 i=1

y tomando limites cuando n — oo

1w ( >Z“ (AN B) +plAn (| B

=1 =1

AN ( UB + AN (B = w*(4),

i=1 i=1

8
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por lo tanto U2, E; = U2 B; € A, v A, es o-algebra. Pero ademas

o0 o0
W (4) =3 (AN By + pwrfAn (| Byl

i=1 i=1
y tomando A = UB,, se sigue la numerable aditividad de pu* en A,, y
por tanto es una medida. Que es completo se sigue del Lema.

Supongamos ahora que p* es la medida exterior generada por una

medida p de un dlgebra Ay de 2. En (1.4.3) vimos que p = p* en Ay,
falta pues ver que Ay C A, para ellosea F € Agy A C Q, por el Lema
anterior basta demostrar que

W(A) 2 W (AN E) + u* (AN E°),

para ello tomemos B,, € Ag, un recubrimiento numerable de A C UB,,,
ahora como ANE C U(B,NE)y AN E° C U(B, N E°), tendremos que

PANE) +p* (ANE) <Y p(BaNE)+ > p(B, NE)

= ZP(Bn)7

y el resultado se sigue. 1

En el caso particular de que p sea o—finita, es decir que exista una
sucesién A4, € Ay, tal que Q = UA,, v p(A,) < oo, para cada n € N,
entonces la extensién de p a la o—élgebra A, es tnica.

Teorema de extension de Hahn 1.4.8 Toda medida o—finita en un dlgebra

Aq se extiende de modo unico a cada o—-dlgebra A entre Ay y Ax.

Demostracién. Sea p* la medida exterior generada por p y supon-
gamos que A es una medida en A que coincide con p en Ag. Sea E € A
y B, € Ag tales que F C UB,,, entonces como UB,, € A

AME) < X( U B,) < Z AMBy) = Zp(Bn)v
n=1 n=1 n=1

tendremos que A\(F) < p*(E). Ahora sean A, € Ay, tales que 4, 1 Qy
AMA,) = p*(An) = p(A,) < oo, por tanto como

MENAL) +AMENA,) = AAn) = 5" (4,) = p*(ENA,) +p* (E°NA,),
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tendremos que A(E N A4,,) = u*(E N A,), pero entonces

p (E)= lim p*(ENA,) = lim A(ENA,) =XE). 1

n—00 n— oo

Por dltimo observemos que la idea intuitiva de construir A = o(C) to-
mando complementarios y uniones e intersecciones numerables, en todas
las formas posibles, con elementos de C, sugiere que si C es un algebra Ay,
entonces los conjuntos de A debieran aproximarse bien por conjuntos de
Ap. Esto realmente es as{ como a continuacién formalizamos.

Definicién. Llamaremos diferencia simétrica de dos conjuntos A, B C )
al conjunto

AAB = (AN B°) U (A°N B).

Teorema de aproximacion 1.4.9 Sea (2, A, 1) un espacio de medida y
sea Ay un dlgebra de conjuntos de Q) tal que A = o(Ag). Si p es o—finita
en Ao y € > 0, entonces para cada A € A con p(A) < oo, existe B € Ay
tal que p(AAB) < e.

Demostracién. Aplicando los teoremas de extensién de Caratheo-
dory y de Hahn, tendremos que A C A, y p = u* en A, por tanto

w(A) = p*(A) = inf{>_ p(By): B, € Ay, ACUB,},
n=1
y existe una sucesiéon B, € Ay, tal que ACUB, =B Ay

p(A) < p(B) < Y~ p(Bn) < p(A) + 5 < ox,

ahora eligiendo F, = U]-;B; € Ay tendremos que E, T B y que
w(E,) — u(B). Ahora basta observar que

H(AAE,) = p(AN EY) + p(A° N Ey)
< u(BNEy) + p(A°N B)
< u(B) — u(En) + p(B) — u(4),

y tomando u(B) — u(E,) < €/2 se sigue el resultado. 1
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Remitimos al lector a la pag. 21 del AsH donde se da un ejemplo en el
que la medida no es o—finita en el dlgebra y los teoremas de Caratheodory
y de aproximacién no se satisfacen.

Ejercicios

Ejercicio 1.4.1 Demostrar que la medida exterior de Lebesgue en R, se puede
definir en vez de con la clase C = {(a,b]}, como vimos en el ejemplo (1.4.4),
de la péagina 22, con cualquiera de las clases C1 = {(a,b)}, C2 = {[a,b]},
Cs ={[a,b)} y con p de cualquier intervalo también la diferencia de extremos.

Ejercicio 1.4.2 Sea p* una medida exterior en Q y A la medida restriccién de
u* ala o—dlgebra A.. Demostrar que:

(a) " <A™

(b) Si p* es la medida exterior generada por una medida p en un algebra
A, entonces p* = \*.

(c) Encontrar una medida exterior p* en Q = {0,1}, para la que p* # \*.

Ejercicio 1.4.3 Dado un espacio de medida (2, A, ). Demostrar:

(a) Si A,Be Ay u(AAB) = 0 entonces u(A) = u(B).

(b) La relacién entre conjuntos medibles A ~ B si y sé6lo si u(AAB) = 0,
es de equivalencia.

(c¢) En el espacio cociente X = A/ ~ la aplicacién

p(A, B) = p(AAB),

satisface p(A4, A°) = u(Q), por tanto en general p : X x X — [0, 0] toma el
valor oo, sin embargo define una métrica en el sentido'’ de que verifica las
tres propiedades habituales. Demostrar que para la topologia natural —en la
que las bolas abiertas de radio finito son base—, para cada A € X, los B que
estan a distancia finita de A es un abierto y que estos abiertos o coinciden o
son disjuntos y descomponen X en componentes abiertas que si son espacios
métricos y son tales que la aplicacién A € X — A° € X es una isometria que
lleva una componente en otra (si u(€2) = c0) y las aplicaciones de X x X — X

(A,B) - AUuB, (A,B)— ANB, (A,B)— AAB,

son continuas.

1 Observemos que el concepto habitual de métrica exige que d(z,y) < oo, aunque
no es esencial.
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1.5 Complecion

Definicién. Diremos que un medible B de un espacio de medida (2, A, u)
es nulo si u(B) = 0 y dijimos que el espacio es completo si son medibles
los subconjuntos de los conjuntos medibles nulos.

Ejemplo 1.5.1 Dada una medida exterior p* en €2, vimos en el Teorema
de Carathedory (1.4.7) de la pagina 24, que (£2, A, pu*) era completo.

Definicién. Diremos que una propiedad se verifica casi sequro respecto
de v (c.s. (A, p) 6 c.s. si no hay confusién), si el conjunto C' de puntos
donde no se verifica la propiedad estd en un medible, C C B € A con

w(B) = 0.

Nota 1.5.2 Observemos que C no es necesariamente medible, pero si lo
es si el espacio es completo. En cualquier caso, si C es medible, u(C) = 0.

Dado un espacio de medida (£2, A, ), podemos completarlo siguiendo
la siguiente construccién. Consideramos

A, ={EcQ: 3A,Be A, ACE C AUBy pu(B) =0},

y extendemos p a A, de la forma

para cada A € A como en la definicién (demuestre el lector que estd
bien definida, es decir que si AC E C AUBy C C EC CUD, con
A,B,C,D € Ay u(B) = u(D) = 0, entonces p(A) = u(C)). Se tiene
entonces el siguiente resultado.

Teorema 1.5.3 (2, A, 1) es un espacio de medida completo al que lla-
maremos complecion de (2, A, u).

Demostracién. En primer lugar se tiene que Q € A,,. Veamos que
es cerrado por paso al complementario, si £ € A,,con AC EC AU B,
A,Be Ay u(B) =0 entonces u(A°NB)=0y

(AUB)CE°C A°=(A°NB°)U(A°NB)=(AUB)°U(A°NB),



1.5. Complecién 29

por tanto E¢ € A,. Veamos ahora que es cerrado para uniones nume-
rables; consideremos una sucesién E, € A,, con 4, C E,, C A, U B,
A,, B, € Ay u(B,) = 0 entonces

||C8
ﬂ
1
Uj
ﬂ
C

13

y UE, € A,,. Veamos ahora que p es una medida en .A,,. Obviamente es
no negativa y (@) = 0, falta ver la numerable aditividad. Consideremos
una sucesién E, € A, de conjuntos disjuntos entonces en los términos
anteriores los A, también son disjuntos y

pl Bnl = nl An Z )= > WE
n=1 n=1 n=1 n=1

Por 1ltimo veamos que es completo. Sea E € A, tal que u(E) =0
y C C E. Ahora como existen A, B € A tales que A C E C AU B,
uw(B) = 0y u(E) = p(A) = 0, tendremos que ) ¢ C € AUB y
w(AUB) =0, por tanto C € 4,. 1

La extensién (€, Ay, p*), de (€2, Ag, 1) en el teorema (1.4.7) es com-
pleta por el Lema (1.4.6). A continuacién veremos de quien es comple-
cién (Q, A, p*).

Teorema 1.5.4 Sea (0, Ao, 1) un espacio de medida con Ay dlgebra y p
o—finita. Entonces el espacio de medida (2, A, u*) es la complecion de

(Qv U(AO)7 :u*>'

Demostracién. Denotemos la complecién de (Q,0(Ap), u*) con
(9, A, 1) y veamos en primer lugar que A, C A,:

Sea A C EC AUB, con A,B € o(Apy), y p*(B) = 0, entonces
E = AU(ENB) y por completitud (Lema (1.4.6)) (EN B) € A,, ahora
como o(Ag) C A, tendremos que E € A,.

Veamos ahora la inclusién contraria, en primer lugar observemos que
para cada A C Q

=inf{>_ u(Bn): ACUB,, B, € A}

= inf{,u:(B) : ACBeo(A)},
=min{p*(B): AC B a(Ay)},
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donde la segunda igualdad se tiene porque dados A C UB,,, B, € Ay,
tendremos que B = UB,, € 6(Ap) y

p(A) <p*(B) <> u(Bn)
n=1

y la tercera igualdad porque el infimo se alcanza ya que podemos con-
siderar para cada n un B, € o(Ag), con A C B, tal que p*(B,) <
w*(A)+1/ny ahora A C NB, = B € 0(Ap), por tanto u*(A) = p*(B).
En definitiva tenemos que dado cualquier A C €, existe un B € o(Ap),
tal que A C By pu*(B) = p*(4).

Como consecuencia tenemos que si F € A,, entonces existe un B €
o(Ap), tal que E C By p*(B\E) = 0. Esto es obvio si pu*(F) < oo,
pues u*(B) = p*(E) + p*(B\FE). En general consideremos una sucesién
A, € Ap, tal que pu(4,) < ooy la UA,, =, entonces por el caso finito
como E, =ENA, € A,y p*(E,) < oo, existen B,, € o(Ap) tales que

E, C B,, p*(Bu\E,) =0

por tanto E = UE,, C B=UB, € 0(Ag) y p*(B\E) = 0, pues

BﬂEC:GB NE°) G n NES),

n=1

ahora el mismo argumento aplicado a A¢ prueba que existe A¢ € o(Ap)
tal que B¢ C A° es decir AC E'y p*(E\A) = p*(A°\E°) = 0. Se sigue
que AC EC By p*(B\A) =0, por tanto E € A,. 1

Nota 1.5.5 Debe observarse que aunque reemplazar un espacio medible
(€2, A, 1) por su complecién (£2,A,,, 1), nos quita ciertos problemas, lo
cierto es que introduce otros. Por ejemplo que la o-dlgebra A, es a
menudo mas complicada que la original, o que al estar la o—dlgebra A,
determinada por la medida p, si en nuestro espacio tenemos dos medidas
distintas, en general obtendremos dos o—éalgebras complecién distintas,
por lo que las medidas extendidas no tendrian en principio el mismo
dominio. Esta es una razén que justifica que en los hechos bésicos de
la teoria de la medida, suelan evitarse argumentos que dependan de la
complecion.
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Ejercicios

Ejercicio 1.5.1 Sea (9, A, 1) un espacio de medida y sea A, su complecién y
©* la medida exterior generada por p. Demostrar que para cada A C Q:

W' (A) = int{u(B) : BeAAC B},
y que si definimos la “medida interior”
w«(A) =sup{u(B): Be€ A BC A},

entonces si A € A, se tiene que pu(A) = pu*(A) = u(A) y reciprocamente si
s (A) = p*(A) < oo entonces A € A,,.

1.6 Medidas de Lebesgue—Stieltjes

1.6.1 Medidas de Lebesgue—Stieltjes en R.

El teorema de extensién de Caratheodory—Hahn, nos da la posibilidad
de construir una amplia clase de medidas en B(R).

Definicion. Llamaremos funcién de distribucion a toda funcién
F:R—R,

monotona creciente y continua a la derecha. Llamaremos medida de
Lebesgue—Stieltjes en R, a toda medida en B(R), finita en cada compacto
(equivalentemente finita en cada intervalo acotado).

A continuacién veremos que existe una biyeccién entre ambos con-
ceptos, siempre que identifiquemos cada dos funciones de distribucion
que difieran en una constante.

Teorema 1.6.1 Sea p1 una medida de Lebesque—Stieltjes en R. Entonces
cada funcion F: R — R que para todo a < b € R verifique
F(b) — F(a) = p(a, b,

es una funcion de distribucion. Existen infinitas y cada dos difieren en
una constante.



32 Capitulo 1. Medida

Demostracién. Es monétona pues sia < b, F(b) — F(a) = p(a, b]
0y continua a la derecha pues parax < z,, y £, — x1 tenemos (x, z,,] |
y como p(xz,z1] < 0o

>
0

F(x,) = F(x) + plx, z,] — F(x).

Es obvio que si F' y G satisfacen el resultado difieren en una constante,
pues para x < y,

Fy)—F(z) = p(z,yl = Gy)-G(x) = F(z)-Gz)=F(y)-G(y),
y que todas son traslaciones Fjy 4 ¢ de una de ellas, por ejemplo de

w(0,z], sixz >0,
Fo(z) =10, six =0,
—pu(x,0], siz<0. 1

Veamos ahora el reciproco, que dada una funciéon de distribucién
F: R — R, existe una unica medida p: B(R) — [0, 00] que para a < b €
R, verifica

p(a,b) = F(b) — F(a).

Tal medida la conocemos sobre los acotados de la clase elemental
C ={(a,b], (a,00), (—00,b] : a<beR}

Demostraremos en una serie de pasos, primero que p se extiende de
un modo unico al dlgebra Ay = a(C) formada por las uniones finitas
disjuntas de elementos de la clase elemental C y después a los borelianos,
sabiendo que o(Ag) = B(R).

Definimos p() = 0 (observemos que si b, — a*, entonces (a,b,] | 0
v 1a,by] = F(bn) — F(a) — 0).

Ahora si un semiintervalo acotado (a,b] es unién finita disjunta de
semiintervalos (a;, b;], ordendndolos se tiene necesariamente que

azal<b1=a2<b2:a3<-~-<bn_1:an<bn:b,

n n

u(a,b] = F(b) = F(a) = Y [F(bs) = F(ai)] = Y plas, bil,

i=1 i=1
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esto nos permite definir ¢ de modo tinico en los acotados A € Ag, como
plA] = >0 p(Is), para A = ;L I;, pues si Up, I; = UL, J; se tiene
por lo anterior que

Z#(L‘) = ZM(UT:1(E nJj)) = ZZM(E‘ nJj)

m n m

=> > wIin ) =Y ull)),

j=1i=1 =1

de esto se sigue que p es aditiva en los acotados de Ay, pues si A, B € Ay
son disjuntos y acotados A = U}, I;, B=U",J; y

n m

WAUB) = () + > p(J;) = w(A) + u(B),

i=1 j=1
de donde a su vez se sigue que para cada m € N
pim s Ao = [0,00], i (A) = p(AN (=m, m]),

es una medida aditiva y finita, para las que t,;, < fm41-

Ahora observemos que si existe la medida que buscamos, debe sa-
tisfacer p(Am,) — p(A) si 4, T A, por tanto sélo hay una forma de
extenderla al dlgebra y es definiéndola por ejemplo

pues AN(—m,m] = A,, T A. Ahora, por el ejercicio (1.3.9), para demos-
trar que p es medida basta demostrar que cada p,, es numerablemente
aditiva, para ello necesitamos un par de resultados previos.

Lema 1.6.2 Para cada A € Ao acotado y todo € > 0, existe un B € Ao,
con B C A tal que p(A\B) < e.

Demostracién. Como A es unién finita disjunta de semiintervalos
acotados, basta demostrarlo para un semiintervalo acotado (a,b] con
—0 < a < b< oo. Como F es continua a la derecha, podemos tomar
a, — a™, tal que [an,b] C (a,b] y

p((a,b]\(an, b)) = p(a, an] = F(an) — F(a) = 0. 1
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Lema 1.6.3 Dada una coleccion de compactos K; en un espacio topoldgi-
co Hausdorff, tales que NK; = (), entonces existe una coleccidén finita de

ellos Ki, , ..., K;, , tales que N K;; = 0.

Demostracién. En un Hausdorff todo compacto es cerrado, pues
si x ¢ K podemos tomar para cada y € K sendos entornos disjuntos
VY y V, de = e y respectivamente. Ahora K podemos recubrirlo con un
numero finito de los V};, que corresponden a un nimero finito de VY cuya
interseccién es un entorno de x que no corta a ningtin V, y por tanto a
K.

Consideremos ahora Kj,,

K =0 = K,c([)K) =K
j

Jj#io J#io

uno cualquiera de los compactos, entonces

n n
= Jiy,..., 0 KiOCUKiCj = szJZQ
j=1 i—

Teorema 1.6.4 La funcidén de conjunto p: Ag — [0,00] es la dnica me-
dida que satisface p(a,b] = F(b)— F(a), ademds es una medida o—finita,
que diremos generada por F.

Demostracién. Basta demostrar segiin dijimos, que las medidas
aditivas finitas p,, son medidas. Ahora por (1.3.15) basta demostrar
que si A, € Ag y A, | 0, entonces lim,, o0 fim (A,) = 0.

Sea € > 0, por el primer Lema para cada C,, = A,, N (—m,m] existe
un By, € Ao, By, C Cp ¥ pim(Cr\Bp) = p(Cp\Bp) < €27". Ahora como
NB, C NA,, = Q) y los B,, son compactos tendremos por el Lema (1.6.3)
que existe un N tal que

N N N
(] B. C ﬂF: = UBi=R
n=1 1=1

n=1

y como A, es decreciente, también C,, y para todo n > N

N N

tim(An) = pn(Cn) = pim ( U BY) ) = Hm (U(Cn me))
i=1 i=1
N

< fm <LNJ(CmB"> Z (Ci\B;)
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por tanto p;,(A,) — 0. Por ultimo u es o—finita pues p(—m,m| =
F(m)—F(-m)<oo. 1

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.6.5 Dada una funcion de distribucion F' en R, existe una
dnica medida p en B(R) tal que p(a,b] = F(b) — F(a), para cada a < b
de R y es una medida de Lebesque—Stieltjes.

Demostracién. Por el resultado anterior existe una tinica medida,
definida en el algebra Ay, que satisface la propiedad. Ademas es o—finita,
por tanto se sigue de los Teoremas de Caratheodory y Hahn que tiene
una unica extensién a B(R) y es de Lebesgue—Stieltjes. 1

Nota 1.6.6 Observemos que para cada punto z € R
p{ry = lim pu(z — 1/n, 7] = F(z) — F("),

y por tanto, como F' es continua a la derecha, es decir F(z) = F(z™),
se tiene que
F escontinuaenz < pfx}=0.

Podemos expresar la medida de cualquier intervalo en términos de la
funcién de distribucién, por ejemplo

p(a,b) =limp(a,b—1/n] = F(b™) — F(a),

ula,b) = p({a}) + pla,b) = F(b~) = Fa"),
la,00) = F(o0) = F(a™),  p(—00,00) = F(o0) — F(~o0).

Nota 1.6.7 Ahora podemos generar ya un buen nimero de medidas en
B(R). Por ejemplo si

T R— R,
es no negativa e integrable (Riemann por ahora), sobre cada intervalo

finito (eso significa que la integral en ese intervalo es finita), podemos
definir la funcién de distribucién (continua)

Jo f@)dt,  siz >0,
F(z)=1<0, siz=0,
— [P f(ydt, siz <o,
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y se puede construir la medida p de Lebesgue—Stieltjes asociada, que
satisface

b
u(a,b] = / f(tydt.

Ejemplo 1.6.8 La medida de Lebesgue unidimensional. Tomando
en particular la funcién de distribucién

F(z) =z, pla,b=0>-a,

la correspondiente medida o—finita pu: Ay — [0,00] define la medida
exterior de Lebesgue que para A C R vale

pr(A) =inf{> p(A;): A; € Ay, ACUA;}
=inf{> u(l;): I; €C, ACUL}
= 1nf{Z(bz — ai) coa; < b, AC U(a“bi}},

la cual define una o—élgebra A,.

Definicion. Llamamos Lebesgue medibles a los conjuntos de esta o—
algebra A, que denotaremos L(R) y medida de Lebesgue a la restriccién

m:u‘*A*.

Tenemos las inclusiones B(R) C L(R) C P(R) y surgen dos preguntas
de forma natural:

1) ;Es B(R) = L(R)?. Contestaremos negativamente a esta cuestién
en (2.2.9), pdg.70. No obstante como p es o—finita sabemos por (1.5.4),
pag.29, que L(R) es la o—4lgebra compleciéon de B(R), con la medida de
Lebesgue, asi que un conjunto Lebesgue medible es la unién de un Borel
con un subconjunto de un Borel de medida de Lebesgue nula.

2) (Es L(R) = P(R)?. Esta cuestién que nos lleva a la base de la
teorfa de conjuntos, serd analizada mds adelante en (1.6.25), pdg.49 y
comentada en el apéndice final del tema.

1.6.2 Medidas de Lebesgue—Stieltjes en R".

Vamos a considerar ahora las medidas de Lebesgue—Stieltjes y las funcio-
nes de distribucién en R™.

Definicién. Llamaremos rectdngulo (acotado) en R™ al producto de n
intervalos (acotados) de R. Llamaremos semi-rectingulo cerrado a la
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derecha (a menudo lo llamaremos simplemente semi-rectdngulo), de R™
al producto []1;, de n semiintervalos I; € C de R, es decir del tipo
considerado en el caso unidimensional

(_Oovbi]v (a'i’bi]v (ai, 00),

y denotaremos con C” el conjunto de estos semi-rectangulos. Por ejemplo
en R? son los conjuntos de uno de los nueve tipos

(=00, b1] X (az,00) i (a1,b1] X (az,00) i (a1,00) X (az,00)

F------

n
8
Na
X
n
8
S
s
=
(=
flit
X
—~
8
s
-—---
D)
=
8
Y
X
n
3
s

Dados a = (a1,...,an),b= (b1,...,b,) € R", diremos que a < b (a < b)
sia; < b; (a; <b;) parai=1,...,n. Sipara algin i, a; = b;, tendremos
que (a,b] = [](a;, b;] = 0 y podemos entender el conjunto vacio como un
semi-rectangulo.

Nota 1.6.10 Recordemos que B(R™) es la o—dlgebra generada por los
abiertos de R™ y por (1.2.24) también es la generada por los semi-
rectangulos de R™, B(R™) = o(C™). Ademds los semi-rectdngulos tienen
la propiedad de formar una clase elemental, por tanto sus uniones finitas
disjuntas forman un algebra que denotaremos con Ay.

Definicién. Diremos que una medida p: B(R™) — [0, 0], es de Lebesgue—

Stieltjes si es finita en los compactos (equivalentemente en los acotados)
de R™.

La nocién de funcién de distribucién en R™ es méds complicada que
en R.
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Definicién. Para cada a = (a;) < b = (b;) € R™ definimos Sy, = {2 =
(x;) € R™: x; = a; 6 x; = b;} el conjunto de esquinas del rectdngulo
definido por a y by la aplicacion

o: Sap — {—1,1},

, six; =a; para un n2 impar de 1,

1, si x; = a; para un n® par de i,
ola) =4,

Definicion. Diremos que F': R™ — R es una funcion de distribucion si:
a) Es continua a la derecha, es decir si ¢ < -+ < zpy1 < xp ¥
x, — x, entonces F(z,) — F(x).
b) Es mondtona creciente en el siguiente sentido, para a < b € R,

Z o(x)F(x) > 0.

TESqp

Por ejemplo para n = 3, que

Z o(z)F(x) = F(b1,b2,b3) — F(a1,ba,b3) — F(b1,az,b3)+

x€Sap
+ F(al, as, bg) — F(bl, bg, ag) + F(al, bg, CL3)+
+ F(bl, as, (13) — F(al, az, a3) > 0.
Ejemplo 1.6.11 Dadas n funciones de distribucién en R, Fi, ..., F,,
F:R" —= R, F(z1,...,z,) = Fi(z1) - Fp(2n),

es una funcién de distribucién en R”, pues es continua a la derecha y es
monodtona, pues por induccién en n se demuestra la tltima igualdad en

n
Y o@F (@) = Y o@Fi(w)--- Fulzn) = [[[Fi(b:) = Fi(ar)).
TESap zESap =1
Ejemplo 1.6.12 Para el caso particular F;(xz) = z, para i = 1,...,n,
tenemos la funcién de distribucién F(xy,...,2,) = @1 Ty.

Como para el caso unidimensional tenemos una biyecciéon entre me-
didas de Lebesgue—Stieltjes y funciones de distribucion, si identificamos
funciones de distribucién que dan el mismo valor a ) ¢ o(z)F(z),
para todo semirectdngulo (a,b] —observemos que si F es funcién de
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distribucién también lo es F' + ¢, para cada ¢ € R, pues se tiene que
> wes,, o(x) = 0, ademds por esta misma razén F'y F + c estdn identi-
ficadas pues ambas funciones dan el mismo valor a la expresién—. Sin
embargo encontrar una funcién de distribucion de la clase de equivalencia
a partir de la medida no es inmediato en general, por ello optaremos por
dar los siguientes resultados que seran tutiles en Teoria de Probabilidades.

Teorema 1.6.13 Sea p una medida finita en B(R™), entonces F(x) =
w(—o0, x|, para cada x € R™ es una funcion de distribucién que verifica
Y wes,, (@) F(z) = p(a,b], para cada a,b € R™, con a <b.

Demostracion. La continuidad a la derecha se sigue por ser y una
medida finita, pues si z, | z, con z,4+1 < z,, entonces (—oo,x,| |
(=00, 2] y F(x,) — F(z). Que es mondtona creciente se sigue de

w(a, b] = M((ala bl] XX (am an

= M((alﬂ bl] X X (—OO, bn])_
= p((az, b1] x - -+ x (=00, an))

= M((alv bl} X X (—OO, bn—l] X (—OO, bn])
— p((a1,b1] x - -+ x (=00, an—1] X (=00, by])—
- M((alabl} X X (_oovbnfl] X (_oovan})+
+ p((ar,b1] X -+ X (=00, an_1] X (—00,a,]) =

— = 3 o@u((—00 @] X - X (~00,2a))

zE€Sqp
= Z o(x)F(x). 1

x€Sap

Teorema 1.6.14 Dada F funcion de distribucion en R™, hay una unica
medida ji en B(R"™), tal que pu(a,b] = > g o(x)F(x), para cada semi-
rectangulo acotado (a,b]. Ademds u es de Lebesgue—Stieltjes.

Demostracion. Como en el caso unidimensional construiremos en
una serie de pasos la medida. En primer lugar la hipdtesis nos la da en
los semi-rectangulos acotados

w(a,b] = Z o(z)F(z),
TESab

con a < b, a,b € R"; y definimos pu(f) = 0. Ahora observamos que es
aditiva en el siguiente sentido. Dados a = (a;) < b= (b;) y a; < e; <b;
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para un j, se tiene

Qp----——-—-

(a,b] = (a1,b1] x -+ x ((a, €] U (&5, b5]) X -+ X (an, by
- (CL, C] U (dv b}a
para ¢ = (¢;) y d = (d;) con
b; sii#j a; sii#j
¢ = L d; = T
ej sii=j, ej sii=j,
por tanto
Sac={x: i =0a; 6 b; (i#j)y x; =a; 6e;},
Sdb:{.Ti fﬂiialébz (z#y)ysze]ébj},
y tenemos que
Sacdeb:{lEi ZL',L:G,Z(,)bZ (z;«é])yx]:e]}
Sac U Sdb = Sab U (Sac N Sdb)
siendo la unién de la derecha disjunta, y se demuestra facilmente que
p(a,b] = pla, ] + p(d, b],

pues si ¢ € SucNSap, los signos o4.(x) v ogp(x), correspondientes a F'(x)
en p(a,c] y en p(d,b] se cancelan. Ahora aplicando sucesivamente este
argumento se tiene que dada una particién entera del semi-rectangulo
acotado (a, b], es decir del tipo

(a,b] :f[ (ai, bi] H( ai, a;) awa,§2]u---u(az(.ki71,bi]>

5
H

3H 3
_
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como unién disjunta de ki - - - k,, semi-rectangulos acotados, tendremos

que
n

k1 kn
plat] = > S ([T (o el ]),
=1 ja=1 =1
es decir es aditiva. Esto implica que si un semi-rectangulo acotado R =
(a, b] es unién finita disjunta de semi-rectdngulos acotados R;, entonces
w(R) = > u(R;), lo cual se demuestra considerando una particién entera
de (a,b], de la que se pueden seleccionar particiones enteras de cada R;

| i b ' W i b

1 | ' W |

[—— [ p———— [ [ ——— [

T T T T T

! " ' " |

| W ' W i

1 I ' W |

| W ' W i

1 I ] W "

! [Ipppp— [ [ ——— (I

! r T " "

| I ' W i

1 I ' | |
QL--mmmmmmmmeee e (IR QL------- L IR

esto nos permite extender u a las uniones finitas disjuntas de semirrec-
tangulos acotados p(UK_| R;) = Y u(R;), de este modo y es aditiva en
los acotados de Ag y cada tm (A) = u(AN (—m,m|") es aditiva y finita
en Ag. Ahora si demostramos que son medidas también lo sera la tinica
forma de extender p a Ag
p(A) = Tim pn(A).
m— 00

Esto se hace como en el caso unidimensional demostrando primero que
para cada A € Ag acotado y cada € > 0 existe un B € Ag, con BC Ay
u(A\B) < €, y como A es unién finita disjunta de semi-rectdngulos aco-
tados, bastard demostrarlo para A = (a,b] un semi-rectdngulo acotado,
en cuyo caso se tiene que si a < a®*t1 < ok y a(F — @, entonces para
By, = (a'*,b], B, = [a*,b] C (a,b] ¥

wBr)= Y oam(@)F(2) = Y gw(@)F(z) = p(A),

JJESa(kb zE€Sap

pues F es continua a la derecha y cada esquina de By, = (a'*,b], (por
ejemplo la sucesién de esquinas (¥ = (al ,ba, ..., by,)) converge a la es-
quina (z = (ay,ba,...,b,)) de (a,b] y z < (¥, por tanto F(z(F) — F(z)
y el signo de z(* coincide con el de z. Por tanto como u es aditi-
vay p(A) < oo, p(A\By) = u(A) — u(Br) — 0. Ahora que las pp,

son medidas se demuestra como en el caso unidimensional. Por tanto
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w: Ag — [0,00] es una medida o—finita y se extiende de un tinico modo
a una medida en los borelianos, y es de Lebesgue—Stieltjes ya que

p((=m,m]™) < oo. 1

Nota 1.6.15 Observemos que el teorema de Caratheodory construye la
medida exterior p*: P(R™) — [0, 00|, asociada a p, de la forma
w(A) = inf{i w(A;) s A € Ag, A CUA;}

i=1
(1.3) = inf{i w(R;): R; €C", ACUR;}

i=1

= inf{i w(R;): R; € C", acotados, A C UR;}
i=1

donde la ltima igualdad se sigue de que todo R € C™ no acotado puede
ponerse como unién numerable disjunta de semi-rectangulos acotados.

Ejemplo 1.6.16 La medida de Lebesgue n—dimensional. Conside-
remos la funcién de distribucién F(x1,...,2,) = 21 - - - 2,, entonces su
medida asociada en los semi-rectdngulos vale

wla,b) = (by —ay) - (by — an),

y el teorema de Caratheodory—Hahn construye el espacio de medida
completo correspondiente

(R™, A, p1*) = (R™, L(R™), m).

Definiciéon. A m la llamamos la medida de Lebesque n—dimensional y
los conjuntos de L(R™) los llamamos Lebesgue medibles de R™. Ademds
ese espacio es la complecién de (R™, B(R™), m), pues u es o—finita.
1.6.3 Propiedades de la medida de Lebesgue.

Veamos algunas propiedades bésicas de la medida de Lebesgue en R™.

Teorema 1.6.17 Sea z € R" y B € L(R™), entonces B+ x € L(R™) y
m(B) =m(B + ). Ademds si B € B(R™), entonces B + x € B(R"™).
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Demostracién. En primer lugar p(a,b] = (by —ay) -+ (bn — ay) es
invariante por traslaciones en los semi-rectangulos acotados, y se sigue
de (1.3) que también lo es la medida exterior que genera p*: P(R™) —
[0, 00]. Por tanto para cualquier A C R" y z € R", p*(A) = p*(A + z),
ahora si B € L(R™), tendremos que para cualquier £ = A+ z C R”

W (E)

W (A) = 1'(AN B) + 1" (AN B
(AN B) +a) + " (AN BY) + )
W (EN(B+a) + 1" (BN (B +2))
W(EN(B+a)+ " (EN (B +a)),

*

y por tanto B+ z € L(R™) y m(B) = p*(B) = p*(B + z) = m(B + x).
Que la traslacién B + x de un boreliano B es un boreliano, es conse-
cuencia de que y € R™ — y 4+ € R™ es un homeomorfismo. 1

Ademads la medida de Lebesgue en B(R™) es la unica medida de
Lebesgue-Stieltjes (salvo un factor de proporcionalidad), no nula e in-
variante por traslaciones.

Teorema 1.6.18 Sea ;1 una medida en B(R™), invariante por traslacio-
nes y tal que u((0,1]") < oo. FEntonces existe ¢ > 0, tal que u(A) =
em(A), para cada A € B(R™).

Demostracién. Consideremos B = (0, 1]", el semi-rectdngulo uni-
dad, y sea ¢ = u(B). Si ¢ = 0, poniendo R™ como unién numerable de
cubos B+2z, con z € Z", tendriamos pu(R™) =0y = 0. Sic > 0, veamos
que A = (1/c¢)p es la medida de Lebesgue; observemos que A(B) = m(B)
y que ambas son invariantes por traslaciones, por lo que si para cada
k € N, dividimos cada (0, 1] en k intervalos disjuntos

0 1 1 2 k—1 1
9 k ) k’ k 9 ) k ? )
B se descompone en unién disjunta de k™ subcubos B;, que son trasla-

ciones de (0,1/k]", por lo que A y m coinciden en cada B;, pues

En

(Bi) = Z A(Bi) = MB) = m(B) = k"m(B;),

de donde se sigue que ambas coinciden en los semi-rectangulos ctibicos
de lado 1/k, para todo k € N y por aditividad en cada semi-rectdngulo
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(a,b] conb—a € Q", puessia =0y b= (m;/k;) € Q", podemos expresar
(0,6] = T1(0, 7*] como unién finita disjunta de semi-rectdngulos ciibicos
delado 1/k, con k = ky - - - ky, por tanto A y m coinciden sobre ellos y por
traslacién sobre todos los semi-rectdngulos (a,b] con b —a € Q™. Por
tanto coinciden sobre todos los semi-rectdngulos (a,b], pues podemos
tomar una sucesion (am,b] 1 (a,b], con b—a,, € Q™. Como consecuencia
se tiene que coinciden en el algebra A, en el que son o—finitas y por el

Teorema de Hahn en todos los borelianos. 1

1.6.4 Regularidad.

Veamos algunas propiedades de aproximacién de la medida de Lebesgue,
de las medidas de Lebesgue—Stieltjes y de las o—finitas.

Definicién. Sea (X,7) un espacio topolégico Hausdorff. Diremos que
una medida g en los borelianos B(X) es regular interior en E € B(X) si

w(E) =sup{u(K): K compactoy K C E},
diremos que es regular exterior en E si
w(E) =inf{u(A): A abiertoy E C A}.

Diremos que p es regular si es finita en los compactos y es regular exterior
y regular interior en todo boreliano.

Se tienen las siguientes propiedades de una medida de Borel p en un
espacio topolégico (X, 7):

Proposicion 1.6.19 (a) u es regular interior en todo o—compacto.
(b) Sea A, T A. Si p es regular interior en A,, entonces es reqular

interior en A. Si j es reqular exterior en A, entonces es reqular exterior
en A.

Demostracién. (a) Todo oc—compacto E es unién expansiva de
compactos K,, T E —pues la unién finita de compactos es compacto—,

y (E) T p(E).
(b) Es regular interior pues p(A4,) — u(4) y

w(Ap) =sup{u(K): K compactoy K C A,}
< sup{u(K): K compactoy K C A} < u(A)
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Si pu(A) = 0o es regular exterior obviamente. Si u(A) < oo, para todo
e > 0y cadan € N existe un abierto V;, D A, tal que u(V,,) — u(4,) <
€2~™ y para el abierto V = UV,, D UA,, = A,

p(V) = p(A) = p(V\A) <3 " p(Va NAS) <> (Ve NAG) < e 1

Lema 1.6.20 Todo abierto de R™ es o—compacto.

Demostracion. Cada abierto V' es unién numerable de los compac-
tos
Kp={zeR": |z||<n y d(z,V)>1/n}. 1

Teorema 1.6.21 Toda medida finita en B(R™) es reqular.

Demostracién. Por el Teorema de la clase monétona (1.2.13), pag.7
basta demostrar que

C={F € B(R™): u es regular en E},

es algebra, clase mondtona y contiene a los abiertos.

(,R™ € C (obsérvese que la regularidad interior en R™, que es o—
compacto, se tiene aplicando (1.6.19a)).

AeC =  A° € C: Consideremos una sucesiéon expansiva de
compactos C,, T R™, por tanto C% | @, de donde pu(CS) — 0 (pues p
es finita). Ahora para todo € > 0, existe un n tal que u(C%) < ¢/2y
existen un compacto K y un abierto V, tales que

KCcACV C,NVec A°Cc K¢
p(V\K) < ¢/2 H(EN(Co N V) < p(C5) + p(VAK) < e,

siendo C,, N V¢ compacto y K¢ abierto.
A BeC = AUB € (C: Para todo ¢ > 0 existen compactos
K4, Kp y abiertos V4, Vg tales que

KyCACVy y KpCBCVg,

y w(Va\K4) <€, u(Vg\Kp) < € y basta considerar el compacto K =
K UKpg y el abierto V = V4 U Vg, para los que

KCAUBCV, uV\K)< 2.

Veamos que es clase mondtona.
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A,eC, A, 1A = AecC: Sesigue de (1.6.19b).

A,eC, A, |A = Aec(C: Sesiguedeque AcC= A°€Cylo
anterior.

Por dltimo, C contiene a los abiertos: La regularidad exterior es obvia
y la interior se sigue de (1.6.19a) y de que todo abierto es o—compacto
(1.6.20). 1

Corolario 1.6.22 Si y es o—finita en B(R™), es regular interior.

Demostracién. Por el resultado anterior toda medida es regular
interior en todo B € B(R™) con u(B) < oo, pues la medida A(A) =
1(A N B) es finita y por tanto regular interior, de donde

w(B) = AN(B) =sup{\(K) = u(K) : K compactoy K C B}.

Ahora si i es o—finita, entonces todo B € B(R™) es unién expansiva
de borelianos B,, de medida finita, por tanto en los que p es regular
interior. El resultado se sigue de (1.6.19b). 1

Teorema 1.6.23 Si i es de Lebesgue—Stieltjes en B(R™), entonces es
regular.

Demostracién. Toda medida de Lebesgue—Stieltjes es o—finita y
por el corolario anterior es regular interior.

Veamos que es regular exterior: Sea V un abierto con pu(V) < ooy
B C V un boreliano. Si consideramos la medida finita —y por (1.6.21)
regular exterior— A(A) = u(ANV), tendremos

u(B) = A(B) = inf{\(A) : A abiertoy B C A}
=inf{u(ANV): A abiertoy B C A}
=inf{u(A4): A abiertoy B C A}.

por tanto u es regular exterior en B.

En R™ existen abiertos V;,, con adherencia compacta (por tanto con
w(Vy,) < o0) y tales que V,, T R™ —por ejemplo las bolas centradas
en 0 de radio n—, y para un boreliano cualquiera B, tendremos que
B, = BNV, 1 By por lo anterior u es regular exterior en B,,, por tanto
se sigue de (1.6.19), que u es regular exterior en B. 1

Volveremos sobre la nocién de regularidad en la pagina 242, del Tema
de Medida y topologia.
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1.6.5 El conjunto de Cantor.

Hay un subconjunto de R, llamado conjunto de Cantor, que por sus
peculiares propiedades resulta muy 1til a la hora de construir ejemplos
o contraejemplos en la teorfa de la medida. Consideremos la sucesion de
compactos de R:

K,CK, 1C---CK3zC
C Ky =1[0,1/9]U[2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9,1] =
= K1 N(1/9,2/9)°N (7/9,8/9)¢ C
C Ky =1[0,1/3]U[2/3,1] = Ko N (1/3,2/3)° C
c Ko =1[0,1],

observemos que cada K, es unién de 2" intervalos disjuntos de longitud

(1/3").

Ko
0 1
K
0 1/3 2/3 1
K>
0 19 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1
K3

Definicion. Llamaremos conjunto de Cantor a K = NK,.

Teorema 1.6.24 FEl conjunto de Cantor es compacto, perfecto (cada x €
K es limite de puntos x,, € K—{z}), es denso en ningin lado (Int(K) =
0), su complementario en [0,1] es denso en [0,1], tiene la cardinalidad
del continuo y tiene medida de Lebesgue nula.

Demostracién. Es compacto por ser cerrado de [0, 1] que es com-
pacto. Cada K, es unién de 2™ intervalos disjuntos de longitud (1/3™),
cuyos extremos estdn en K, pues cada extremo de un intervalo de K,
es extremo de un intervalo de K, ;. Ahora dado x € K y n € N, co-
mo z € K, uno de sus 2" intervalos de longitud (1/3™) lo contiene y
podemos elegir x,, como uno de los extremos de dicho intervalo (que sea
distinto de ), como |z — x,| < 37™ se sigue que K es perfecto.
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Que m(K) = 0 se sigue de que

2n
0<m(K)<m(K,)= 3 0,
lo cual a su vez implica que Int(K) = (), pues si existe un intervalo
abierto (a,b) C K, tendrfamos que m(a,b) =b—a < m(K) =0, lo cual
es absurdo, por tanto Int(K) = () y esto equivale a que K¢ =R y como
K¢ =(]0,1] — K)U[0,1]¢, tenemos que

R=Kc¢=([0,1 - K)u|0,1]e
= ([0,1] = K) U (0,1)",
por tanto (0,1) C [0,1] — K C [0,1] y [0,1] — K = [0, 1].

Por 1ltimo que tiene la cardinalidad del continuo se ve considerando
la biyeccién entre el conjunto de sucesiones de ceros y unos ({0, 1}), del
que quitamos las sucesiones que a partir de un término son 1 y el conjunto
[0,1) (que tiene la cardinalidad del continuo), mediante la aplicacién

oo

(xi)—wc:z:%,

i=1

por lo que 0, z1z2x3 . .. es la expresién binaria de z. Ahora consideramos
la biyeccion que a cada tal sucesién le hace corresponder el punto de
K- {1}
2T Vi
(‘r’)—)yzz 3i: ?’

i=1 i=1

y el resultado se sigue, pues observemos que 0, y1y2ys3 - . . es la expresién
ternaria de y, la cual corresponde a un punto de K siy sélo si los y; =0

1.6.6 Sobre los conjuntos Lebesgue medibles.

Volvamos ahora a la pregunta que nos hacifamos hace un momento: ;Es
L(R) = P(R)? es decir jes Lebesgue medible todo subconjunto de R?.
Debemos observar que la demostracién habitual de este resultado, como
se puede ver en las dos referencias que damos en el siguiente teorema,
depende de la validez del axioma de eleccion. Aunque al final de este
tema trataremos esta cuestion de forma mas extensa, digamos ahora
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que en 1970 SOLOVAY demostrd que si admitimos ciertas hipdtesis de
consistencia, entonces la existencia de un subconjunto de R, no Lebesgue
medible, no puede probarse con los axiomas de la teoria de conjuntos de
ZERMELO-FRENKEL, sin hacer uso del axioma de eleccion.

Teorema 1.6.25  (Ver Ash, p.33,145; Cohn, p.32) L(R) es distinto de
P(R).

Pero se tiene aun mas, también consecuencia del Axioma de eleccion,
de lo que el resultado anterior es una simple consecuencia.

Teorema 1.6.26  (Ver Cohn, p.33) Existe un A C R tal que para todo
Lebesgue medible B, con B C A ¢ B C A® esm(B) =0.

Ejercicios

Ejercicio 1.6.1 Sean yu;: B(R) — [0,00], parai = 1,...,n medidas de Lebesgue—
Stieltjes. Demostrar que existe una tinica medida p: B(R™)) — [0, oo], tal que
para cada semi-rectangulo acotado (a, b,

N‘(av b} = Ml(ah bl] e N"Vl(a’ﬂv bn]
Ejercicio 1.6.2 Demostrar que toda medida en B(R") de Lebesgue-Stieltjes

es o—finita. Encontrar una que sea o—finita pero no de Lebesgue—Stieltjes.
Encontrar una que sea o—finita pero no regular.

Ejercicio 1.6.3 Demostrar que toda medida semifinita p: B(R™) — [0, 0] es
regular interior.

Ejercicio 1.6.4 Demostrar que si t € Ry B € L(R"), entonces tB € L(R") y
m(tB) = |t|"m(B). Ademss si B € B(R"), entonces tB € B(R").

Ejercicio 1.6.5 ;Se puede poner un cuadrado del plano como unién numerable
de segmentos?
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1.7 Medidas de Hausdorff

Definicién. Sea (£2,d) un espacio métrico, diremos que una medida
exterior u* es métrica si dados A, B C €, tales que d(A, B) > 0,

P (AU B) = p*(A) + p*(B).

Proposicion 1.7.1 Si u* es una medida exterior métrica en un espacio
métrico (2, d), entonces B(Q) C A..

Demostracion. Basta demostrar que si U C € es abierto, U € A,.
Para lo cual basta demostrar que si A C 2 tiene p*(A) < oo, entonces
p(A) = p(ANU) + p*(ANT®).

Como U es abierto, U,, T U para U, = {x : d(x,U¢) > n~'}, por
tanto ANU, T ANU y por otra parte

1
d(ANU,,ANU®) >d(U,,U°) > —> 0 =
WANTU®) + " (ANT,) = g [(ANTS) U (ANT,)] < i (A),

por tanto basta demostrar que lim p*(ANU,) = p*(ANU) y si conside-
remos los conjuntos disjuntos Cy = Uy, Cpp1 = Upy1\Un,

@

p(ANU,) < p (ANU) = p*[AN (U U (U2, 11C9))] <

< ANT)+ Y piANGy),

j=n+1
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y basta demostrar que la serie > p*(A N C;) converge, para ello obser-
vemos que (ANU,_1)U(ANChi1) CANUpyiq y como
1

A(ANUn-1, AN Crtt) 2 d(Un1, Crt) 2 s

>0,

pues six € U,_1 ey € Cpy1, y & Uy, y por tanto d(y,U¢) < n~ !, de
donde

1
n—1
tendremos que p*(ANU,—1)+p*(ANChi1) < p*(ANUp41) v separando
los términos pares e impares tendremos que para

1
S d(.]?, Uc) S d(may) + d(y’ UC) < d(ﬂf,y) + ﬁa

xp = p (ANUk-1), yr=p"(ANUs),
e =p (AN Cop—1), sp=p"(ANCay),

T+ Tl < Trr1, Ykt Skt < Ykl

. . .. k
ycomo 1 < w1y 81 < yi1, se tiene por induccion Zi:l r < xp <

p(A) < ooy Ele si < yp < p*(A) < oo por tanto la serie > u*(ANC;)
converge. 1

Ahora consideremos en el espacio métrico (£, d), la medida exterior
de Hausdorff p-dimensional, para cada p > 0, H,: P(2) — [0,00]. Ve-
remos a continuacién que aunque en general las H, s no son medidas
exteriores métricas, su limite H, si lo es.

Teorema 1.7.2 H,: P(Q) — [0,00] es una medida exterior métrica.

Demostracién. Sean A, B C 2 con d(A, B) > 0 y consideremos un
0 < § < d(A, B), entonces para cada sucesiéon C,, C €2, con d(C,) <dy
AU B C UC,, consideramos los conjuntos disjuntos

I={neN: C,NnA#0}, J={neN: C,NDB#0},
para los que A C UperCr y B C UpesCyp, por lo que
Hp’(;(A UB) < Hp_rg(A) + Hp’g(B)
<Y d(CL)P 4D d(Cr)P <D d(C)P

nel neJ

n=1
= Hp75(A U B) = Hp,g(A) + H, 75(3)
y tomando limites (§ — 0), Hy(AUB) = H,(A) + Hy(B). 1
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Definicion. Llamamos medida de Hausdorff p—dimensional, a la restric-
cién de H,, a los borelianos B(€2), de nuestro espacio métrico.

Proposicion 1.7.3 Sea A C Q, sip > 0y H,(A) < oo, entonces Hy(A) =
0, para todo ¢ > p. Si Hy(A) > 0, entonces Hy(A) = oo, para todo
0<qg<p.

Demostracion. Basta demostrar la primera, pues la segunda es su
contrarreciproca. Sea d > 0y B, un recubrimiento de A, con d(B,,) < ¢,
entonces para g > p,

Hy5(A) <> d(By)? <6977 d(B,),

y tomando infimo, Hy ;5(A) < §97PH, 5(A), y haciendo § — 0 se sigue el
resultado pues H,(A) < oco. 1

De esto se sigue que si los conjuntos {p > 0 : H,(A) = oo} ¥y
{p > 0: Hp(A) = 0}, son no vacios, los dos son intervalos disjuntos
con un extremo comin. Como consecuencia podemos dar la siguiente
definicion.

Definicion. Llamaremos dimension de Hausdorff de A C ) al valor

dimpy (A) =sup{p >0: Hy(A) =oco}=inf{p>0: H,(A) =0}.

Nota 1.7.4 Pero como alguno de los conjuntos anteriores puede ser
vacio, consideramos el convenio de inf ) = co y sup ) = 0.

Ejemplo 1.7.5 Por ejemplo la dimensién del conjunto de Cantor es p =
logs 2 (remitimos al lector interesado en la demostracién a la p. 329 del
FOLLAND).

Por tdltimo veamos que las medidas de Hausdorff tienen una pro-
piedad similar a la de Lebesgue, en el sentido de que son invariantes por
transformaciones que conservan la distancia.

Proposicion 1.7.6 Sea T: Q — Q una aplicacion biyectiva isométrica,
es decir tal que d(T(x),T(y)) = d(x,y), entonces para todo B C Q y
todo p > 0, H,[T(B)] = H,(B).
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Demostraciéon. Basta ver el resultado para las Hy, s y para ellas es
cierto pues d[T(B)] = d(B), para cada B C Q y dado A; existe un B;,
tal que T'(B;) = A;, por tanto

H, 5[T(B)] = inf{) d(A;)" : T(B) C UA;, d(A;) < 6}
=inf{)_d[T(B)]" : T(B) C UT(B;), d[T(B;)] < 6}
=inf{) d(B;)’: BCUB,, d(B;) < 6}
= H,5(B). 1

1.7.1 Medidas de Hausdorff en R".

Un caso especialmente importante lo tenemos para el espacio métrico
R™, con la métrica euclidea d(z,y) = /> (y; — z;)2.

Lema 1.7.7 Sea B = BJ[0,1] la bola unidad de R™, m la medida de
Lebesgue y @ = (0,1]™ el semi—rectdngulo unidad, entonces

1
—— < H, < "
5 < H(@ < (V)

Demostracién. Veamos primero que 1/m[B] < H, s(Q), para ello
sea 0 > 0 y consideremos un recubrimiento A; de @, con d(4;) < .
Ahora para cada ¢ elegimos un z; € A; y la bola B, = B[z;,r;], con
r; = d(A;), por tanto A; C B; y Q C UA; C UB;, por lo que

1=m[Q] <m[UB;] <Y m[B;] <m(B)Y ri' =m(B) Y _d(A:)",

y tomando el infimo se tiene el resultado.
Ahora para cada m € N, podemos dividir cada lado (0,1] en m
intervalos disjuntos

<071:|7 <172:|7~~~7<Tn_1»1:|»
m m m m

de tal forma que ) se descompone en unién disjunta de m™ cubos @Q;, que
son traslaciones de Q1 = (0,1/m|™. Como ademds dados z,y € (0,7]" y
beR" conb; =r,

n

d(xv y) = Z(zz - yi)2 < \/T? = T\/> = d<0’ b)a

i=1
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tendremos que d(Q;) = v/n/m y para cada d y m tales que \/n/m <

n

Hps(Q) < ) d(@:)" = (Vn)",

%

3

Il
-

por tanto H,(Q) < (v/n)™. 1

Teorema 1.7.8 Existe una constante vy, > 0, tal que v, H, es la medida
de Lebesgque de R™.

Demostracién. H,, es invariante por simetrias, en particular por
traslaciones. Ahora por (1.6.18) basta demostrar que para el semirrec-
tangulo unidad @ = (0,1]™, 0 < H,,(Q) < 00, lo cual es consecuencia del
lema anterior. 1

Nota 1.7.9 Veremos en la pagina 187 que las constantes del resultado
anterior son

71.n/2
- 2T(1+ (n/2))’

para B = B[0,1/2] la bola cuadratica de R” de didmetro 1 (radio 1/2).

El resultado anterior nos induce a definir las medidas de R"™:

v1H1 = Hi, que nos da la longitud de curvas de R™; v5Hs, que nos
da el area de superficies de R™, etc.

Veremos en la pagina 182 un método préctico para el calculo de estas
medidas mediante la integral de Lebesgue.

Tn = m(B)

Ejercicios

Ejercicio 1.7.1 Demostrar que para p = 0, H, es la medida de contar.
Ejercicio 1.7.2 Sea Q' C Q y consideremos el espacio métrico (€, d), con
la métrica inducida. Demostrar que la medida exterior de Hausdorff en ',
Hy, = Hpjp o).

Ejercicio 1.7.3 Demostrar que si A C Qy 0 < Hp(A) < oo, dimpy(A) = p.

Ejercicio 1.7.4 Demostrar que dimpy ({z}) = 0, para cada z € Q.
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Ejercicio 1.7.5 Demostrar que dimy(UA,) = supdimpg (A4y).

Ejercicio 1.7.6 En los subespacios de R™ con la métrica euclidea, demostrar
que la dimensién vectorial y la de Hausdorff coinciden.

1.8 Bibliografia y comentarios

Los libros consultados en la elaboracién de este tema han sido:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability’. Ac.Press, 1972.

BARTLE, R.G.: “The elements of integration”. John Wiley, 1966.

CoHN, D.L.: “Measure theory’. Birkhauser (Boston), 1980.

FoOLLAND, G.B.: “Real Analysis. Modern Techniques and their applications”, John
Wiley, 1984.

LaNG, S.: “Real Analysis”. Addison—Wesley, 1969.

Tiur, T.: “Probability based on Radon Measures”. J.Willey, 1980.

Aunque nosotros hemos tratado y trataremos fundamentalmente las
medidas numerablemente aditivas, no son las tnicas de interés. Por
ejemplo DUBINS y SAVAGE en un libro de 1965 titulado “How to gamble
if you must”, consideran ciertos problemas en procesos estocasticos (ver
comentarios del tema V-Parte V), usando sélo funciones de conjunto
finitamente aditivas. Y aseguran que para sus propésitos la finita adi-
tividad evita algunas de las complicaciones de la numerable aditividad,
sin sacrificar por ello potencia o generalidad.

Remitimos al lector interesado en resultados propios de medidas fi-
nitamente aditivas (tomando incluso valores en un espacio de Banach),
a los libros

BHASKARA RAO, K.P.S. AND BHASKARA RAO, M: “Theory of charges’. Ac. Press,
1983.

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley In-
terscience Pub., 1958.
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Para una vision clasica de la teoria de la medida, pero considerando
en vez de dlgebras o o—élgebras, anillos 6 o—anillos, es decir quitando la
propiedad de que el espacio total sea medible, nos remitimos al

Harmos, P.R.: “Measure Theory’. Springer—Verlag, 1974.

En cuanto a los textos clasicos los mds importantes son en primer
lugar la Tésis de HENRI LEBESGUE (1875-1941)

LEBESGUE, H.: “Integrale, longueur, aire”. Ann. di Math., serie III, t.VII, 231-359.
Tesis, 1902.

en la que introduce el nuevo concepto de integral y desarrolla una teoria
de la medida méds general que la de EMILE BOREL (1871-1956) quien
introdujo el concepto de medida de Borel en R basandose en la propiedad
de que todo abierto puede ponerse como unién numerable de intervalos
abiertos disjuntos. Otra obra fundamental es

LEBESGUE, H.: “Legons sur l'integration” (1la.edicién 1903, 2a.edicién 1928). Reimp.
de 2a. ed. por Chelsea Pub. Comp., 1973.

CONSTANTIN CARATHEODORY (1873-1950), di6 en 1914 un método
general de construcciéon de medidas exteriores en un espacio métrico. En
su libro

CARATHEODORY, C.. “Vorlesungen uber reelle Funktionen”. Leipzig-Berlin, 1918.
Reimpreso por Chelsea en 1948

aparece por primera vez la medida como el concepto que ocupa el lugar
de importancia frente al de integral. En él demuestra parte del teore-
ma fundamental de extensién que lleva su nombre y aporta numerosas
observaciones originales a la teoria de integracién que habian iniciado
LEBESGUE, RIESZ y RADON fundamentalmente. Otro volumen cldsico
de este autor, publicado a titulo péstumo, es

CARATHEODORY, C.: “Measure and integration”, 1956. Reed. de Chelsea Pub. Co.,
1986.

El primero en demostrar el Teorema de unicidad de extensién de una
medida, que hemos llamado Teorema de extensiéon de Hahn, fue
FRECHET, M.: “Des familles et fonctions additives d’ensembles abstraits”, Fund.

Math. 5, 1924, 206-251.

aunque nosotros no hemos seguido su demostracion, sino la que dieron
de forma independiente HAHN y KOLMOGOROV —ambas basadas en los
resultados de CARATHEODORY—, respectivamente en
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Hann, H.: “Uber die Multiplication total-additiver Mengenfunktionen”, Annali Scuo-
la Norm. Sup. Pisa, 2, 1933, 429-452.

KoLMoGORrOV, A.N. “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitschrechnung”, Edito-
rial. Springer—Verlag, Berlin, 1933; Traducido como “Foundations of the Theory
of Probability”’, por Chelsea, New York, 1950.

Las medidas y la dimensiéon de HAUSDORFF fueron introducidas por
FiLix HAUSDORFF (1868-1942) en
HAUSDORFF, F.: “Dimension und Gusseres Mass”. Math.Ann. 79 (1919), 157-179.

El concepto de dimensidén ha sido objeto de muchas definiciones. En
topologia hay al menos cinco, de las cuales dos son clésicas: la induc-
tiva, sugerida en 1912 por HENRI POINCARE (1854-1913) y precisada
por BROWER en 1913, URYSOHN en 1922 y MENGER en 1923 (ver la p.4
del HUREWICZ) y la de recubrimientos sugerida por Lebesgue en 1911
y formulada por CECH en 1932 (ver la p.263 del libro de Janusz Cziz).
Mids actuales son: la de reticulos, la graduada y la aritmética que
estudian respectivamente
VINOKUROV, V.G.: “Lattice method of defining dimension”. Soviet Math. Dokl. 7

(1966), 663-667.

IsBELL, J.: “Graduation and dimension in locales”. London Math.Soc. Lecture

Notes Ser., N93. Cambridge Univ.Press, (1985), 195-210.

GALIAN, R.: “Teoria de la dimension”. Serie Univ. Fund. Juan March, 107,

Madrid (1979), 663-667.

siendo esta 1iltima introducida por JUAN SANCHO GUIMERA, que a su
vez se basa en la definicién de dimensién de un anillo (dimension de
Krull). Estas tres tultimas coinciden en cualquier espacio topoldgico,
mientras que las dos primeras no. Todas son buenas segin el ambito de
propiedades que se estudien, son invariantes topoldgicos, toman valores
{-1,0,1,...,00} y las cinco coinciden en espacios métricos separables
(i.e. con un subconjunto denso y numerable). Sin embargo la dimen-
sién de Hausdorff —que estd definida en un espacio métrico— no es un
invariante topoldgico, aunque si lo es el infimo de las dimensiones para
las métricas que definan el mismo espacio topolégico (metrizable y se-
parable) y coincide con las cinco anteriores. (Ver HUREWICZ, p.102 y
la Encyclopaedia of Mathematics, Reidel, Kluwer Acad. Pub. Tomo 3,
p-195 y Tomo 4, p.392). Remitimos al lector interesado en las medidas
de Hausdorff y al concepto de dimension a los libros

Cz1z, JANUSZ.: “Paradozes of measures and dimensions originating in Felix Haus-
dorff’s ideas”. World Scientific Pub. 1994.
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Hurewicz, W. AND WALLMANN,H: “Dimenston Theory’. Princeton Univ. Press,
1941.
RoGERs, C.A.: “Hausdorff Measures”. Cambridge Univ. Press, 1970.

En 1918, los franceses GASTON JULIA y PIERRE FATOU estudia-
ron figuras obtenidas del siguiente modo: Para cada ¢ € C la funcién
fe: 2 € C — 22 + ¢ € C define, para cada z inicial, una sucesién por la
férmula de recurrencia z,, = f.(z,—1) y observamos que para ¢ = 0 el pla-
no se divide en tres regiones: Ry = {z € C: |z| < 1}, tal que los zp que
parten de ella definen una sucesién z, — 0, otra Ry = {z € C: |z| > 1},
tal que los zg que parten de ella definen una sucesién z, que tiende a
infinito y otra Rz = {z € C: |z| = 1}, tal que los zg que parten de ella
definen una sucesion z, que permanece en ella; de estas tres regiones hay
una, la circunferencia, que es borde de las otras dos. Para otros valores
de ¢ como por ejemplo ¢ = —0.12375 4 0.56508; observamos (ver fig.3,
pdg.10 del libro de PEITGEN AND RICHTER) que el plano también se
divide en tres regiones similares y de nuevo una es curva borde de las
otras dos, pero esta no es una curva diferenciable, es muy irregular, pa-
rece el contorno de una isla, aunque sigue siendo conexa. Por tltimo hay
valores ¢ para los que la “curva borde”no es conexa. Sus trabajos sobre
estas curvas, que ahora se conocen como curvas de Julia, se mantuvie-
ron en el olvido hasta que en 1975 BENOIT MANDELBROT las recuperd
llaméndolas fractales (por ser curvas “fracturadas”en el sentido de que-
bradas, rotas) y con ayuda de un ordenador se le ocurrié representar los
c para los que la curva de Julia correspondiente era conexa y se encontrd
con un conjunto realmente impresionante y bello (conocido como con-
junto de Mandelbrot). La importancia para nosotros de este conjunto
(de su frontera realmente), as{ como de alguna de las curvas de Julia,
es que son curvas con dimensiéon de Hausdorff no entera. Remitimos al
lector interesado en estos temas al articulo y los libros
BLANCHARD, P.. “Complex Analytic Dynamics on the Riemann Sphere”. Bull Amer

Math Soc, 1984, 11, 85-141.

MANDELBROT, BENIOT: “The Fractal Geometry of Nature”. Freeman and Company,

1983.

PEITGEN, HEINZ—OTTO AND RICHTER, PETER H: “The Beauty Of Fractals. Images

of Complex Dynamical Systems”. Springer—Verlag, 1986.

PENROSE, R.: “La nueva mente del emperador”, Mondadori, 1991.
en este ultimo la definicién que da del conjunto de Mandelbrot, no es

la que hemos dado (que es la del autor), sino que es la siguiente en los
términos anteriores: Un punto ¢ estd en el conjunto de Mandelbrot si



1.8. Bibliografia y comentarios 59

partiendo de zp = 0, la sucesién z, estd acotada. En el articulo de
BLANCHARD se demuestra la equivalencia de las dos definiciones.

Para los lectores interesados en la parte de la historia de las ma-
teméticas que tratan los comienzos de la medida y la integracion, re-
comendamos los siguientes libros, en el primero de los cuales estan los
trabajos Sobre la esfera y el cilindro y Medida del circulo:

ARQUIMEDES, APOLONIO, ETC. “Cientificos griegos II”. Ed. Aguilar, 1970.

BoYER, CARL B.: “Historia de la matemdtica”. Alianza Univ. textos, N94, 1986.

VAN DALEN, D. AND MONNA, A.F. “Sets and integration”. Wollers—Noordhoff,
1972.

EucCLIDES: “Los Elementos”. Biblioteca Clasica Gredos, 1991.

Hawkins, T.: “Lebesgue’s Theory of integration”. Chelsea Pub.Co., 1975.

PEsIN, I.V.: “Classical and modern integration theories’. Acad. Press, 1970.

En cuanto al contenido del capitulo, vamos a hacer algunos comenta-
rios. En 1902 LEBESCUE plantea en su libro “Le¢ons sur l'integration”la
siguiente cuestién: ;Existe alguna medida g en P(R), invariante por
traslaciones, verificando

w(a,b) =b—a, para a<beR?

En 1905 GUISEPPE VITALI (1875-1932) demuestra que no en

VITALL, G.: “Sul problema della misura dei gruppi di punti di una retta’. Bologne,
1905.

basdndose para ello en el axioma de eleccién (ver FOLLAND, p.19).

En cuanto a la existencia de una medida p finitamente aditiva en
P(R?), no nula, finita en los acotados y que tome el mismo valor en
conjuntos congruentes, la respuesta es que no, como se prueba utilizando
el axioma de eleccién en la forma de la Paradoja de Hausdorff, esto
es:

“Hay un subconjunto numerable D de la esfera unidad Sy de R3, y
subconjuntos disjuntos A, B,C C S — D, tales que AUBUC =S —D
y A, B, C y BUC son congruentes”.

Remitimos al lector interesado a la p.51 del

BENEDETTO, J.J.: “Real variable and integration”, B.G.Teubner Stuttgart, 1976.

En 1924 STEFAN BANACH (1892-1945) y ALFRED TARSKI (1901
1983) probaron otra asombrosa paradoja, consecuencia de la de Haus-
dorff, que dice:
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“ Sean B y C dos bolas cerradas del mismo radio de R3. Entonces
existen sendas particiones (disjuntas) B; y D;, parai=1,...,41, de B
y B U C respectivamente, tales que cada B; es congruente con D;.”

De ellos es también la siguiente (ver FOLLAND, p.19):

“Sean A y B dos abiertos acotados de R™, con n > 3. FEntonces
existen m € N y 2m conjuntos A;, B; CR", i =1,...,m, tales que los
A; son disjuntos, los B; también, A = UA;, B = UB;, y para cada i A;
es congruente con B;.”

Uno estaria tentado a decir que esto implica que podemos coger en
el espacio una bola abierta del tamano de una canica, partirla conve-
nientemente en un numero finito de trozos y volverlos a unir en otro
orden obteniendo una nueva bola abierta del tamano de la tierra. Pero
realmente el resultado sélo asegura que existen los trozos, no que puedan
construirse. Y nuestra nocién de lo existente a veces descansa en aziomas
como el de la eleccion, del que hablaremos al final de estos comentarios.

Por otra parte los casos unidimensional y bidimensional se comportan
de una manera esencialmente distinta al tridimensional, es decir que para
P(R) y P(R?) sf existen medidas finitamente aditivas no nulas, finitas en
los acotados, invariantes por traslaciones y que coinciden con la medida
de Lebesgue en los Lebesgue medibles, para n > 2 el resultado no es
cierto. Este resultado, que veremos en (??) de la pagina ??, es de 1932
y se debe a

BANACH, S.: “Theorie des operations lineaires’. Reimp. con correcciones de la la.
ed. de 1932 por Chelsea Pub.Co., 1978.

En 1950 KAKUTANI y OXTOBY obtuvieron en

KAKUTANI, S. AND OXTOBY, J.C.: “Construction of a nonseparable invariant ex-
tension of the Lebesgue measure space”. Ann. of Math., 52, 580-590, 1950.

una extensién de la medida de Lebesgue —numerablemente aditiva e
invariante por traslaciones—, definida sobre una o—dlgebra que con-
tenfa propiamente a L(R). Ver a este respecto las pp.113 y 137 res-
pectivamente de los libros

MUHKERJEA, A. AND POTHOVEN, K. “Real and functional Analysis”. Plenum
Press, 1978.

HewiTT, E. AND STROMBERG, K. “Real and abstract analysis’. Springer- Verlag,
1965.
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Hemos dicho anteriormente que VITALI, partiendo de los axiomas de
ZERMELO-FRENKEL y del axioma de eleccion, habia probado en 1905
que

L(R) # P(R),

esto nos induce a hacer unos breves comentarios sobre el uso del azxio-
ma de eleccion tanto en la teoria de la medida como en el resto de las
matematicas.

No cabe duda de que la naturaleza del axioma de eleccion difiere
bastante de la del resto de la axiomatica de ZERMELO-FRENKEL. No
obstante, su uso —siempre acompanado de reticencia y critica— se man-
tiene porque hay “importantes teoremas”que no se saben demostrar sin
¢l 6 incluso son equivalentes a él. Por ejemplo el Teorema de Hahn—
Banach que es bésico en Analisis Funcional pues su invalidez haria que
desapareciesen la mitad de los espacios que aparecen en esa disciplina
(los espacios duales). El Teorema de Tychonov en Topologia —sobre
la compacidad del producto de compactos—, fue durante mucho tiempo
uno de los argumentos mas importantes a favor del azxioma de eleccion,
pues son equivalentes (ver el VANDALEN—-MONNA, p. 32, para una lista
de resultados equivalentes).

No sabemos si se conoce algin tipo de alternativa para el Teorema
de Hahn—Banach sin hacer uso del azioma de eleccion, pero respecto al
Teorema de Tychonov se ha demostrado recientemente que puede ser
vélido sin necesidad del axioma de eleccion, si se entiende por topologia
un concepto no supeditado a un “conjunto de puntos”, sino que se parte
de un reticulo de abiertos como nocién primitiva —como por otra parte
va hacia Hausdorff— y no de la de punto como es habitual. Remitimos
al lector interesado al articulo de
JOHNSTONE, P.T.. “Tychonoff’s Theorems without the axiom of choice”. Fund.

Math., 113, 21-35, 1981.

Volviendo al resultado de VITALI, este ha sido complementado con
la demostracién de que si la axiomatica de ZERMELO— FRENKEL es con-
sistente, es decir no tiene contradiccién, entonces también es consistente

’ Zermelo—Frenkel ‘ + ’ no axioma eleccién ‘ + | L(R) # P(R) |,

lo cual significa que el azioma de eleccion no es equivalente a L(R) #

P(R).
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Otro resultado en esta linea de 1965, aunque no publicado hasta 1970
es

SoLovAY, R.M.. “A model of set theory in which every set of reals is Lebesgue
measurable”. Ann. of Math., 92, 1-56, 1970. (MR42,1,64).

en el que se demuestra que si

i

’ Zermelo—Frenkel ‘ + ’ hay un cardinal inaccesible

es consistente, entonces también lo es

’ Zermelo—Frenkel ‘ +| L(R) = P(R)

por lo que no hay, en principio, una razén para creer en la existencia
de conjuntos no Lebesgue medibles, cosa que por otra parte facilitaria
enormemente el uso de L(R).

Debemos decir no obstante que en ese mismo trabajo, SOLOVAY tam-
bién demuestra que si

’ Zermelo—Frenkel ‘ + | hay un cardinal inaccesible |,

es consistente, entonces también lo es

Zermelo—Frenkel ‘ + | Todo A C R, tiene la propiedad de Baire

en cuyo caso el Teorema de Hahn-Banach es falso. Lo cual debiera
hacernos pensar —entre otras cosas— si este Teorema no estara al mismo
nivel de entendimiento que lo estaba el Teorema de Tychonov antes
de 1981.

Remitimos al lector interesado en la relacién existente entre la teoria
de la medida y la teoria de conjuntos a

TALL, F.D.: “Appling set theory to measure theory”’. Lect. Notes in Math., Springer—
Verlag, N.1033, 295-302, 1983.

Fin del Tema |




Capitulo 2

Integracion

2.1 Introduccion histérica

En 1881 V. VOLTERRA, estudiante de U. DINI en Pisa, publicé un ejem-
plo de una funcién f: (0,1) — R, derivable en todo punto, con derivada
/' acotada pero no Riemann integrable. Es decir, encontré una fun-
cién derivable para la que el Teorema fundamental del cdlculo no era
valido. La clave de tal funcion —que puede encontrarse en el propio
trabajo de VOLTERRA, cuya referencia damos al final del tema, 6 en la
p-20 del BENEDETTO—, reside en que su derivada es discontinua en un
conjunto de puntos de medida de Lebesgue positiva (ver el Teorema de
caracterizacion (2.5.3), pdg.95).

En su Tesis de 1902 LEBESGUE observa que por esta razén, diferen-
ciacion e integracién no podian considerarse operaciones inversas en el
contexto, relativamente amplio, de las funciones Riemann integrables.
Este fue el motivo fundamental que le llevé a tratar de encontrar una
nocién de integracién nueva, bajo la que derivacion e integracion si fuesen
operaciones inversas para una clase de funciones mdas amplia que las
Riemann integrables.

63
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Hay otras razones para querer extender la integracién Riemann. Po-
demos juntarlas todas y decir simplemente que era necesaria una teoria
que incluyese muchos resultados naturales para muchas funciones, como
por ejemplo la integracién término a término en una serie de funciones.

La idea principal de la integral de Lebesgue consiste en que, a dife-
rencia de lo que ocurre en la integral de Riemann, los puntos se agrupen
de acuerdo a la proximidad de los valores de la funcién a integrar y no
de acuerdo a su proximidad en el conjunto de definiciéon de la funcién,
como hacfa Riemann. Esto permite la posibilidad de extender, de forma
inmediata, el concepto de integral a una clase muy amplia de funciones.

2.2 Funciones medibles

Definiciéon. Diremos que una aplicacién entre espacios medibles
F:(Q1, A1) = (2, Ag),

es medible si para cada B € Ay, F~1(B) € A;.

Si (Q2,A2) = (R,B(R)) —6 (R, B(R))—, diremos que F es una fun-
cion medible —algunos autores la llaman funcidn Borel medible—. Si
ademds (1, 41) = (R, L(R)), diremos que F' es Lebesgue medible.

En el contexto de la Teoria de probabilidades las funciones medibles
se llaman variables aleatorias.

2.2.1 Propiedades basicas de las funciones medibles.

Veamos primero algunas propiedades de las aplicaciones medibles.

Proposicion 2.2.1 (a) La composicion de aplicaciones medibles es me-
dible.

(b) Si (21,41) y (22,.A2) son espacios medibles y C C Az es tal que
o(C) = Ag, entonces F: 1 — Qo es medible si y sdlo si para cada
BeC, F7Y(B) € A.

(¢) Las aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos son medibles
para las o—dlgebras de Borel.
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Demostracién. (b) Es consecuencia de que
o(F7H[C]) = F~ o ()],

lo cual se demuestra facilmente usando el principio de los buenos con-
juntos.
(c¢) Es consecuencia de (b). 1

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones medibles.

Proposicion 2.2.2 (d) Una funcion f: (2, A) — (R, B(R)), es medible

sty solo si para cada c € R,
{zeQ: f(z)>c}eA

(e) Una funcién f: (Q,A) — (R,B(R)), es medible si y sélo si para
cada c € R,
{zeQ: f(z)>c}eA
(f) Si f es una funcidn medible, —f es medible.
(g) Si f,g son funciones medibles max(f,g) es una funcién medible.
(

h) Si f es medible, la parte positiva f* = max(f,0) y negativa f~ =
max(—f,0), respectivamente de f son medibles, f = fT — [~ y |f] =
fT + f~ también es medible.

Demostracién. (d) y (e) son consecuencia de (b), pues la clase de
los intervalos (¢, c0) generan B(R) y la de (¢, 00] generan B(R) y en (d)

{f >c}=f"(c,00) yen (e) {f >c}=f""(c 00].

(f) Es consecuencia de (d) 6 (e), pues para cada ¢ € R,
{reQ: c<—fx)}={x: —c> f(z)} € A.
(g) Se sigue de (d) 6 (e) pues
{max(f,g) > c} ={f>ctU{g>c}.

(h) Que f* son medibles se sigue de (g) y (f). Ademds {|f]| > c} = Q,
parac< 0y {f>ctU{f < —c},parac>0. 1

Nota 2.2.3 Observemos que en los apartados (d) y (e) anteriores pode-
mos cambiar la desigualdad > en {f > ¢} por cualquier otro tipo de
desigualdad: <, < 6 >; pues cualquiera de los conjuntos correspondien-
tes de intervalos generan los borelianos.
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Veamos ahora algunas propiedades de las sucesiones de funciones
medibles, en particular que el limite puntual de funciones medibles si
existe es medible.

Teorema 2.2.4 Secan f,: Q — R, paran € N funciones medibles, enton-
ces:

(i) Elsup f, y el inf f,, son medibles.
(j) Ellimsup f, y el liminf f,, son medibles.

(k) Si eziste en todo x € Q el limite f(z) = lim, o fn(x), entonces f
es medible.

Demostracién. (i) Es consecuencia de (2.2.2), pues para cada ¢ € R

{reQ: c<sup fp(z)} = U{:r c< fo(z)} € A

n=1

Que el inf f,, = —sup(—f,) es medible se sigue de (f) y lo anterior.
(j) Se sigue de (i) y de que limsup f,, = inf,,>1 sup;>,, fi.
(k) Se sigue de (j), pues lim f,, = limsup f,,(= liminf f,).

Definicién. Dado un espacio medible (2,.4) y un A € A denotaremos

con

F(A) ={f: A— R, funciones medibles reales}.

Observemos que les pedimos que tomen valores en R, no en R.

Definicién. Sea (2,.A) un espacio medible y A € A, llamaremos indi-
cador de A a la funcién medible

1 sizeA
I4: Q — R, Is(x)= ’
A » La(@) {O siz e AC.
Obviamente la estructura medible de , es decir la o—dlgebra A,
podemos reconstruirla si conocemos sus funciones medibles reales F(€2),

pues A es el conjunto de todos los f~1({1}), con f € F(Q), ya que para
todo A€ A, I4 € F(Q).
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2.2.2 Funciones simples

Hemos hablado en el Tema anterior de la suma en R, ahora completamos
estas operaciones aritméticas considerando

z/oo=2/—00=0, para z€R,
x-00=o00-z=o00, para z € (0,00],
T 00=00-T=—00, para € [—00,0),

0-00=00-0=0-(—00) =—00-0=0,

con estas definiciones se demuestra facilmente que son validas las propie-
dades conmutativa, asociativa y distributiva.

Definicién. Diremos que una funcién f:  — R es simple si es medible
y toma un nimero finito de valores. Denotaremos con S el conjunto de
las funciones simples finitas, es decir de las funciones simples f: Q — R.

Proposicién 2.2.5 f: Q — R es simple si y sélo si evisten € N, A; € A
disjuntos y a; € R, para i =1,...,n, tales que

f:ZaiIAi, OAi:Q-
i=1

Demostracion. Si es simple Im f = {aq,...,a,}, como es medible
f~Ya;} = A; son medibles y f = Y a;14,. Reciprocamente si f es de
esa forma toma un ntmero finito de valores y es medible pues para cada

B € B(R),
fﬁl(B) =Upa,eBd; € A 1

Proposicion 2.2.6 Si f y g son simples, fg también lo es. Ademds tam-
bién lo son f+g y f/g siempre que las operaciones estén bien definidas,
es decir que no se sume 0o y —oo, que no se divida por 0 6 que no se
divida +00 por £o0o.

Demostracién. Por el resultado anterior f = > a;la, y g =
Z;nzl bjlp;, con los A; disjuntos y los B; disjuntos y tales que UA; =
UB; = €. Por tanto A; N B; € A son disjuntos y es una particién de €
y si denotamos con D los indices (i, j) tales que A; N B; # (), tendremos
que para ellos a; + b; y a;/b; estan bien definidos —lo cual no es cierto



68 Capitulo 2. Integracién

en general si A; N Bj = (— y se tiene

f+g= Z (a; +b;)1a,nB;> 52 Z (ai/bj)a;nB;

(¢,7)€D (i,)€D

Fg9=>"> (aibj)la,ns,.

i=1 j=1

Teorema 2.2.7 Sea f: Q — R una funcién medible. Entonces:

(a) Si f >0, existe una sucesion creciente f, € S de funciones simples,
con 0 < f,, < n, tales que f,, T f. Ademds la convergencia es uniforme
en cada conjunto en el que f sea acotada.

(b) En general eriste una sucesion f, € S de funciones simples, con
|frl < n, tales que fr, — f, |fal < |f|l. Ademds la convergencia es
uniforme en cada conjunto en el que f sea acotada.

Demostracién. (a) Para cada n € N consideremos las funciones
simples

Ful@) = {;1 si f(z) €[5, 5%) (i=1,...,n2")

n, sin < f(x),

las cuales satisfacen el enunciado, pues f, < f; 0 < f, < n; fno(z) —
f(z) yaquesi f(z) = 00, fn(x) =n — coysi f(x) < 0o, existeun N € N
tal que f(x) < N y paran > N, como f(z) <mn, f(z)— fu(z) <277,
pues ambos estan en el mismo intervalo de longitud 277, se sigue ademas
que la convergencia es uniforme en cualquier conjunto en el que f sea
acotada. Por ultimo veamos que f,(x) < fr+1(x).

Si f(z) <nexisteuni=1,...,n2", tal que

i—1 ¢\ |2i—2 2i—1 20—1 2%
f(fE) < 27’ 27 - on+l 7 9n+l U on+l 7 9gn+l |’
en cuyo caso fn41(r) vale (2i—2)/2" ! = f,(x) 6 (2i—1)/2"*! > f,.(2).
Sin < f(x) <n+1, entonces f,,(r) = n y existe un j entre n2" ! y
(n+1)2"* — 1, tal que

R .
fla) € [Q,fﬂ : g;) > fani(@) = 525 2 0= fulo).

Y sin+1< f(z), entonces f,(x) =n<n+1= f11(x) < f(x).
(b) Por (a) existen sendas sucesiones g, T f* y hy, T f~ de funciones
simples, no negativas y finitas y basta considerar f,, = g, — hy,. 1
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2.2.3 Operaciones basicas de las funciones medibles.

A continuacién demostramos que la suma, el producto y el cociente de
funciones medibles, si estan bien definidos son medibles.

Proposicion 2.2.8 Sea (2, A) un espacio medible y A € A, entonces:

(a) Si f,g: A — R son funciones medibles, también lo son, para c € R
cf, f+g,fg,f/g, si estdn bien definidas (es decir si en ningin punto
f+g es del tipo co — 0o, ni f/g co/oo ¢ a/0).

(b) F(A) tiene estructura de R-dlgebra, es decir contiene a las cons-
tantes y es cerrada para la suma y el producto.

Demostracion. Basta demostrar (a). Que c¢f es medible es obvio.
Por (2.2.7) existen funciones simples y acotadas f, — f vy g, — g, por
tanto f, + g, son simples (observemos que la suma estd bien definida por
ser finitas f,, y g») y convergen a f + g, por tanto se sigue de (2.2.4) que
f+g es medible. Del mismo modo lo es fg, pues fr,g, — fg (observemos
que si f(z) =0, todas las f,(z) =0, idem para g); y f/g pues

1 _
Jn(gn + El{gnzo}) Y f/g.

2.2.4 Existencia de Lebesgue medibles no de Borel.

Como consecuencia de que la composicién de funciones medibles es me-
dible también tenemos que si f es Lebesgue medible y g es Borel medible,
por ejemplo continua, entonces go f es Lebesgue medible. Sin embargo si
f v g son Lebesgue medibles, entonces go f no es necesariamente Lebes-
gue medible. Veamoslo al mismo tiempo que contestamos a la pregunta
del tema anterior acerca de la existencia de conjuntos Lebesgue medibles
no Borel medibles.

En (1.6.5), pdg.47, definimos el conjunto de Cantor K = NK,,, don-
de cada K,, es la unién de 2" intervalos iguales y disjuntos de [0,1] y
K, C K,—1. Consideremos K¢ = UK = U(K,,—1 N K&) donde cada
K, 1NK¢ = B, es unién de m = 2"~ ! intervalos abiertos disjuntos que
ordenamos en forma creciente I,,1,..., I,,. Por tanto como los B,, son
disjuntos tendremos que

{Iyp:neNk=1,...,2"},

es una particién por abiertos disjuntos de K°.
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Definicién. Llamamos funcidn de Cantor ala funcién continua h: [0, 1] —
[0, 1] que sobre cada I, vale

h(z) = (2k —1)/2",

que estd bien definida por ser creciente y K¢ denso en [0, 1].

1

s -

4 —

1 .

2 —

1 -

4 —
T T T 177

121 2 7 8
05553 39091
— Figura 1. Algunos peldaios de la funcién de Cantor—

Consideremos ahora la funcién g: [0,1] — [0, 2],

g(x) = h(z) +z,

que es continua y estrictamente creciente. Por tanto tiene inversa ¢!

que es continua por tanto Borel medible y Lebesgue medible. Por otra
parte m[g(K)] = 1, pues

m[g(Iuk)] = m[I], m[0,1] =1, m[0,2] =2,
m[g(K)] = m[Ug(Ix)] = m[K] = 1.

Ahora bien en (1.6.26), pag.49, vimos la existencia de un A C R tal
quesi B € LR)y BC A6 B C A¢, entonces m(B) = 0. Se sigue de
esto que existe C' C g[K] no Lebesgue medible, por ejemplo A N g[K] 6
AN g[K]. Si ahora consideramos la funcién

f=1Icogy,

tendremos que f = Ip, para D = {x : f(xz) = 1}, que es Lebesgue
medible y m[D] =0, pues D C K y m[K] = 0, por tanto f es Lebesgue
medible y hemos demostrado lo siguiente, aunque usando el Axioma de
eleccién.

Teorema 2.2.9 La funcién Ic = Ipog™! no es Lebesgue medible aunque
es composicion de Lebesque medibles. Ademds D € L(R) y D ¢ B(R).
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Nota 2.2.10 Se puede dar una demostracién alternativa de que hay Le-
besgue medibles no Borelianos, en términos de cardinales y sin usar el
Axioma de eleccién (ver el FOLLAND, pdg.38). Observemos también que
mientras los borelianos se conservan por homeomorfismos, los Lebesgue
medibles no, pues g(D) = C.

Ejercicios

Ejercicio 2.2.1 Sea f: (Q,A) — (R, B(R)) acotada. Demostrar que existe una
sucesién de funciones simples s,, tales que s, — f uniformemente.

Ejercicio 2.2.2 Sean f y g funciones medibles y A un conjunto medible. De-
mostrar que es medible la funcién

flx) sizeA,
h(zx) =
(=) {g@c) siogA,

Ejercicio 2.2.3 Sea (2,4, 1) un espacio de medida. Probar que f: 2 — R es
medible si para cualesquiera m,n € Z, {x : mf(z) < n} es medible.

Ejercicio 2.2.4 Sean h y g funciones medibles. Demostrar que los conjuntos
{re: h(x)<glx)}, {x€Q: hiz)<g(x)}, {reQ: h(x) =g},

son medibles.
Ejercicio 2.2.5 a) Sea f medible y f = g c.s. jes necesariamente g medible?,
iy si el espacio es completo?.

b) Sean f < g < h, con f y h medibles tales que f = h c.s. jes necesariamente
g medible?, ;y si el espacio es completo?.

Ejercicio 2.2.6 Sea f, una sucesién de funciones medibles, demostrar que es
medible el conjunto {z : existe y es finito el lim f,(z)}.

Ejercicio 2.2.7 Sea f: R — R mondtona creciente, jes f borel medible?

Ejercicio 2.2.8 ;Es cierto que f es medible si y sélo si | f| es medible? En caso
contrario dar un contraejemplo.
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Ejercicio 2.2.9 Sea A, una sucesién de subconjuntos de 2. Demostrar que

infla, = Ina,, supla, =Iua,,

liminf I4,, = Nimint 4,, limsupla, = lNimsupA,-
Ejercicio 2.2.10 Sean A, B C Q. Demostrar que {z € Q: I4 # I} = AAB.

Ejercicio 2.2.11 Si f: R — R tiene derivada en todo punto, demostrar que f’
es Borel medible.

Ejercicio 2.2.12 Demostrar que f = (fi1,..., fn): @ — R" es medible si y sélo
si cada f; lo es.

2.3 Integracion

Recordemos que S es el conjunto de las funciones simples finitas.

Definicién. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y h € S no negativa, es
decir

h = ZaiIAi: Q — [0, 00),
i=1

con los 0 < a; < oo y los A; € A disjuntos y UA; = Q. Definimos la
integral de h respecto de p como el valor de [0, o]

/thu = aip(A;).

Nota 2.3.1 Recordemos que convenimos en definir 0 - 0o = oo - 0 = 0.
Hay que demostrar que la definicién esté bien dada, es decir que si existen
dos representaciones

h = zn:aiIAi = ibjIBj?
i=1 j=1
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de una funcién simple h € S no negativa, en las condiciones dichas,
ambas llevan al mismo valor de la integral de h, lo cual se sigue de que
a; = bj si A; N B;j # (), por tanto

i=1

i=1 j=1

=3 biu(4;NBy) Zb]u 1

. i—

3
3

—
—

<

Si no hay confusion con el dominio {2 de nuestras funciones, escribi-
remos [ fdp en lugar de [, fdu. A continuacién vemos que sobre las
funciones simples finitas y no negativas la integral es lineal y mondétona,
esto nos permitira extender la nocién de integracién a funciones medibles
no negativas.

Proposicion 2.3.2 Sean f,g € S no negativas y ¢ € [0,00), entonces:
(a) [efdu=c[ fdp.
(b) [(f +9)du= [ fdu+ [gdp.
() f<g = [fdu< [gdp.
Demostracion. (a) Es obvio.
(b) Si f =X aila, yg= ZJ 10i1Ip,, con los A; disjuntos y

los B; disjuntos y tales que UA; = UB; = (2, tendremos que f + g =
Zi,j(a’i + bj)IAiﬁBj y

/(f+9) du:Z(ai+bj)u(AiﬂBj)
_ZC%MA N Bj) —l—ZbJuA N Bj) /fdu+/gdu

(c) Sean f = 37" aila, y g = > -, bjIp;, entonces 0 < a;,b; y si
A; N Bj # () tendremos que 0 < a; < b por tanto

0< ) ap(A) = aip(Ai N By)
i=1 %,

< bju(A;iNB)) = ibju(Bj)' '
j=1

,J
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Ahora extendemos el concepto de integral.

Definicidén. Si h > 0 es medible definimos la integral de h respecto de
wen Q) de la forma

/hd,uzsup{/sdu: seS, 0<s<h}
Q Q

Para h: © — R medible, descomponemos h = ht — h™ y si uno de los
términos, fQ htdu o fQ h~ dp son finitos, definimos su integral respecto
de p como la diferencia

/hd,u:/h"’d,u—/h_du7
Q Q Q

en caso contrario diremos que la integral de h no existe. Diremos que h
es integrable si ambos términos, son finitos.

Definicién. Para h = hy + ihe: © — C medible (entendiendo que en
C consideramos la o—dlgebra de Borel) —lo cual equivale a que hy y ho
sean medibles—, diremos que es integrable si lo son su parte real hy y su
parte imaginaria ho, en cuyo caso definimos

/hduz/hldu—i—i/hgdu.

Definicién. Para K = R 6 C, denotaremos con £1[2, A, 1, K] 6 £1 (22, K)
6 simplemente con £ si no hay confusién, el espacio de las funciones
integrables

f:Q—-K

Nota 2.3.3 Por varias razones no consideramos en el caso real de L,
funciones que tomen valores 00. En primer lugar porque toda funcién
integrable es finita c.s. como veremos en (2.4.7)(a), pdg.82; en segundo
lugar porque para la integracién son indistinguibles dos funciones que son
iguales c.s. (ver (2.4.10)(b), pdg.83); y por dltimo porque las funciones
integrables finitas forman un espacio vectorial.

Nota 2.3.4 Como para las funciones simples sobrentenderemos el espa-
cio Q si no hay confusién y escribiremos [ f dy en vez de [, f dp.

Por otro lado si A: @ — R es una funcién medible y B € A, la
restriccion de h a (B, Ap,u) también es medible y si en este espacio
existe su integral la denotaremos con | g hdu. Para B = () es necesario
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matizar y volver a la definicién pues nos encontramos que en el caso
h>0

/hdﬂ:sup{/sdu: s€8,0<s < hpt.
0 [

y el conjunto de la derecha es vacio. Convenimos en definir de nuevo su
supremo como sup ) = 0, lo cual recordemos que es compatible con que
si A C B C [0,00], entonces sup A < sup B. Ahora definimos para h
medible arbitraria [, hdp = [y At — [ h= = 0.

2.3.1 Propiedades basicas de la integral.

Veamos en primer lugar algunas propiedades de linealidad y orden de la
integral.

Proposicién 2.3.5 Sean f,g: (2, A, 1) — R medibles, entonces:

(a) Si existe la integral de f y c € R, entonces existe la integral de cf y
Jefdu=c/ fdp.

(b) Si f < g y existen sus integrales, entonces

[ran< [gin

(c) Si f <g, existe la [ fdu y —oo < [ fdpu, entonces existe la [ gdp
y st existe la [ gdp y [ gdp < oo, entonces eziste la [ fdp y en ambos

casos
/f@s/ﬁw.

(d) Si existe la integral de f, entonces | [ fdu| < [|f|dp.

Demostracion. (a) Si f es simple y 0 < f, es obvio. Supongamos
que 0 < cy que 0 < f, entonces por linealidad en las simples no negativas

c/fdu:c-sup{/sdu: se8, 0<s< f}
:sup{/csdu: cs €S, Ogcsgcf}:/cfd,u.

Si0<cy f=f"— f tiene integral, entonces como cf™ = (cf)* y
c¢f~ = (cf)~, tendremos por el caso anterior

C/fdu=/(Cf)+du—/(0f)_du=/0fdu,
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y si ¢ < 0 como —¢ > 0, tendremos —c [ fdu = [ —cfdu y basta
demostrar que [—f = — [ f, lo cual es obvio pues f~ = (=f)T ¥y
fT=(=f)", por tanto

_/fduz/f—du—/ﬁdu:/—fdu-

(b)Sio< f<g,seSy0<s<f,entonces 0 < s < g, por tanto
J fdu < [gdu. En general como f+ < ¢gTy g~ < f~ tendremos por
el caso anterior [ fTdu < [gtduy [g~du < [f duy por 1.1 de la
péagina 16 se tiene que

[tan=[sau= [ an< [g"au [ 5 au= [gan

(c) Como f+ < gty g~ < f~ tendremos por (b) que [ fTdu <
Jotdpy [g-du< [f duysi—oo< [ fdu, entonces

/g’dué/f*du<oo,

y por tanto g tiene integral y se tiene el resultado. El otro caso es similar.
(d) Como —|f| < f < |f|, tendremos por (a) y (b) que

—/|f|du§/fdu§/|f|du. 1

Veamos ahora propiedades de la restriccién de la integral a un con-
junto medible.

Proposicion 2.3.6 (e) Si f > 0 es medible y B € A, entonces

/deuz/fgfdu.

(f) Si existe la integral de f, entonces existe la integral de f en cada
BeAy [y fdu= [Ipfduysif esintegrable en Q, también lo es en
cada B.

Demostracién. (e) Para B = () ambos valores son 0 (ver nota
2.3.4). Por definicién se tiene para S(B) las funciones simples y finitas
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definidas en B
/fdu:sup{/ sdp: se€S(B), 0<s< fig}
B B

:sup{/sdu: s€S, Ogsngf}:/Ideﬂ,

pues los dos conjuntos de la derecha coinciden (obsérvese que si s € S,
con 0 < s < Igpf, entonces s = Ips).

(f) Se sigue de (b) de (e) y de que (fIp)t = ftIg < fTy (fIg)” =
ffIs<f~. 1

2.4 Teoremas basicos de integracién

En esta leccién consideraremos un espacio de medida fijo (Q, A, u) y
veremos que toda funcién medible no negativa es la “densidad”de una
medida, demostraremos que la integral es un “operador lineal”, asi como
los teoremas fundamentales de intercambio de limite e integral.

Teorema 2.4.1 Sea h una funcion medible con integral, entonces
A A— R, /\(A):/hdu,
A

es una medida st h > 0 y en general una carga.

Demostracién. Si h =Y. a;l4, es simple no negativa, entonces
por 2.3.6

A(B) = / hdp = /IBhd,U = Z%‘M(B NA;),
B i=1
y como p es medida también lo es .

Si h es medible y no negativa, B,, € A son disjuntos, B = U2 B, vy
s €S, con 0 <s < hlg, entonces por lo anterior

sd,uz/sd,u: / sdu < / hdu,
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y tomando el supremo, A(B) < Y>> | A(B,). Ahora \(B,) < A(B),
pues hlp, < hipy sialgin A(B,) = co, A(B) = Y2 A(B,). Si por
el contrario todo A(B,) < 00, sea ¢ > 0, entonces para cada i existe una

funcién simple finita s; € Stal que 0 < s; < hy

[ ontns [ sidns
B; B; 2

y para cada n se tiene que s = > Ip,s; €S es una funcién simple tal
que 0 < s < hip, por tanto se sigue de (2.3.2) que

Z/ hduSZ/ sidu—i—e:/ZIBisidu—i—e
i=17 Bi i=1YBi i—1
g/IBhdu—i—e:)\(B)-i-e,

y como el € es arbitrario tenemos haciendo n — oo, Y oo | A(B,,) < A(B).

Por tltimo sea h = ht — h™, entonces como una de las dos integrales
fQ htdp, 6 fQ h™ du es finita, tendremos que una de las dos medidas
AT(B) = [ghtdu, 6 A=(B) = [zh~ dp es finita, en cualquier caso
A(B) = A (B) — A7 (B) y basta demostrar que la diferencia de dos
medidas, si una es finita, es numerablemente aditiva. 1§

En la demostracién de este resultado hemos visto cémo A puede po-
nerse como diferencia de dos medidas

A=AT— A, A+(A):/h+du, /\*(A):/h*du,
A A

y al menos una de ellas es finita. Volveremos sobre este resultado en el
Teorema de descomposicién de Jordan (4.2.7).

Nota 2.4.2 Denotaremos la carga A\ del resultado anterior con A = hu
y llamaremos a u la medida base de \. La caracterizacion de las cargas
con base p nos la dara el Teorema de Radon—Nikodym que veremos
en (4.4.3) de la pagina 143.

Tomar limites bajo el signo integral es uno de los procesos fundamen-
tales en Andlisis. Y uno de los hechos mas notables de esta teoria es la
facilidad con la que esto puede hacerse.
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Teorema de la convergencia mondétona 2.4.3 Sea h,, una sucesion cre-
ciente de funciones medibles no negativas, entonces existe h(z) = lim h,, (),

es medible, tiene integral y
/hn dup 7 /hdu.

Demostracién. Por ser h,, creciente existe el limite h, es medible
pues es limite de medibles y es no negativa por tanto tiene integral y
como hy, < hyyq < h, [hydp < [hypprdp < [ hdp, por tanto

lim [ A,du < /hd,u7

n—oo

para ver la otra desigualdad sea s € § una funcién simple finita, tal que
0<s<hy0<r<1,entonces como h, T h, tendremos que

B,={xe€Q: rs(x) <hy,(x)} = B,TQ,

pues rs < h (ya que rs < s) y h, — h; por lo tanto [, sdu — [, sdp

y como
r/ sdug/
B, B

tendremos, haciendo n — co y r — 1, que

hndus/hndus lim /hndu,
n—oo

n

/sdu < lim [ h,dpu,
n—oo
y tomando supremos tenemos la otra desigualdad. 1
Hemos visto que las constantes salen fuera de la integral, con el si-

guiente resultado completamos la linealidad de la integral.

Teorema de aditividad 2.4.4 Sean f y g funciones medibles con integral
tales que tanto f+g como [ fdu+ [ gdu, estdn bien definidas, entonces
f + g tiene integral y

/(f+g)du:/fdu+/gdu-

En particular si f,g: @ — R son integrables, f + g es integrable y se
tiene la igualdad.
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Demostracién. (a) En (2.3.2) lo hemos visto para f y g funciones
simples no negativas. (b) Si 0 < f, g, podemos tomar sendas sucesiones
de funciones simples f,, ¥y g», no negativas, tales que f, T fy g» T g, por
tanto 0 < s, = fn +gn — f+g y por (a), como s, es simple, [ s, du =
f fn dqufgn dp y por el Teorema de la convergencia mondtona, pag.79,

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

(¢)Sif>0,g<0yh=f+g>0 (por tanto g es finita), tendremos

que f=h+(—g) ypor (b) [ fdu= [hdu— [gdu,y se concluye pues
J gdu es finita, ya que si fuese [ gdu = —oo, como h >0

[tan=[nau- [gau=- [gau=ce.

pero entonces [ fdu = oo y la suma de las integrales de f y g no estarfa
bien definida.

(d)Sif>0,9g<0y h = f+ g <0, se tiene también el resultado
por (¢) tomando f'=—g, ¢ =—fy W =f+4¢ =—h.

(e) Por tltimo consideremos los conjuntos

By = {reQ: f(z) 20, g(z) > 0},
By=1{zeQ: f(x) >0, g(x) <0, h(x) > 0},
Es={xe€Q: f(x) >0, g(z) <0, h(z) <0},
By={zeQ: f(z) <0, () >0, hz) > 0},
Es={z€Q: f(z) <0, g(x) >0, h(z) <0},
Es={xe€Q: f(z) <0, g(z) <0},

por los casos anteriores tenemos [ (f +g)dp = [, fdu+ [, gdu,y
como las integrales de f y g existen tenemos por (2.4.1) que

S [ swn= [ 3 [ o fou

y como su suma estd bien definida, basta demostrar por (2.4.1) que existe
a [(f+ g)dp, es decir que una de las integrales

6 6
/hﬂiuzz/ htdp, /h’dp:Z/ h™ dp,
i=1" Ei i=1" Ei
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es finita. En caso contrario existen 1 < 4,5 < 6, tales que

/h+du=oo /hdu:oo

=

/h_du:oo /hdu:—oo

Ej B

/fdu:oo o} /gdu:oo
E. E,

i

/fdu=—oo 6 /gdu=—oo,
E; E;

/fd,u:oo 0 /gdu:oo
/fdu=—oo 6 /gdu=—oo,

lo cual implica que [ fdp+ [ gdu no estd bien definida. 1

Corolario 2.4.5 L, es un K-espacio vectorial y la aplicacion
A L — K| A(f):/fdu,

es K-lineal. Ademds para cada f € L1, |A(f)] < A(|f])-

Demostracién. Para K = R lo hemos visto en (2.3.5)(a), pdg.75, y
el Teorema de aditividad, pdg.79. Ahora para K = C, sea z = z1 + iz €
Cyf=fi+tife,9=g1+1ig2: Q — C medibles e integrables, entonces
las f;, g; son integrables y se prueba simultdneamente por una parte que
también lo son zf y f + g, y por otra la linealidad de la integral, pues

Z/f:zl/fl—ZQ/f2+i(z1/f2+22/f1)
:/(21f1 —z2f2)+i/(21f2+22f1)
:/(Zlfl—22f2+i(21f2+22f1)):/Zf’

[evo=[trar+i[tra=[1+ [

La desigualdad | [ f| < [|f| ya la vimos para el caso real en (2.3.5),
pag.75, vedmosla ahora para el caso complejo. Sea A(f) = r-e'? # 0,
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entonces para e~ f = g, + igs, con las g; reales, tendremos |g;| <
g1 +ige| = [f] ¥

AN =r=e""A(f) = Ale™™ [) = Mg1) < Allga]) < A(S]). 0

Como consecuencia de los teoremas anteriores tenemos una de las
propiedades maés importantes de la integracién, la de poder integrar
término a término la integral de una serie de funciones medibles no
negativas.

Corolario 2.4.6 Si h,, son funciones medibles no negativas, entonces

/@@ duzi/hndﬂ.

Demostracién. Consideremos 0 < > | h; T 3.7, h; y apliquemos
el teorema de aditividad y el de la convergencia mondétona, pag.79. I

Como una simple consecuencia tenemos que si a,,, > 0 para n,m €
N, entonces para h,(m) = apm y p la medida de contar

co oo oo 00
DD m =D D anm.
n=1m=1 m=1n=1

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones integrables.

Corolario 2.4.7 (a) f: Q — R medible es integrable si y sélo si |f| es
integrable y en tal caso f es finita c.s.

(b) Si f y g son medibles, |f| < g y g es integrable, entonces [ es
integrable.

(c) h: Q@ — C medible es integrable sii |h| es integrable.

Demostracién. (a) Como |f| = f* + f~, tenemos por el teorema
de aditividad que [ |f|dp = [ fTdu+ [ f~ dpy es integrable sii f* y
f~ tienen integral finita, y esto por definicion es que f sea integrable y
en tal caso

oo -i{Ifl =oep = [

por tanto p({|f| = c0}) = 0.
(b) Por (2.3.5)(b) [ |f| < [g = |f| esintegrable < f esintegrable.
(c) Es obvio pues |h1], [ho| < [h] < [ha] + [ho|. W

}IfIdMS/Ifdu<oo,
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Nota 2.4.8 Acabamos de demostrar que una funcién medible & es inte-
grable si y sélo si lo es |h|. Esta propiedad es importante y distingue
fundamentalmente esta teoria de otras teorias de integracién como la de
PERRON Y DENJOY. Remitimos al lector a los comentarios del final del
Tema.

Ejemplo 2.4.9 Veamos como consecuencia de los resultados anteriores
que la funcién sen /2 no es Lebesgue integrable en (0, o),

senx (n+1)m sena?
/ | Z/ | dm >
0 n=0 Y nm
o (n+1)7 s )
z:: n+1 / |senx|dmzzm—oo,

n=0

sin embargo veremos en el ejemplo (3.4.4) de la pdgina 116 que existe el
limite
% senx

lim
a— 00 0 xr

s
dm ==
m=5

A continuacién veremos cémo las funciones iguales casi seguro son
iguales para la integraciéon y como acabamos de ver que toda funcién

integrable h: Q — R, es finita c.s., se justifica por qué en £;(Q,R)
consideramos solo funciones h: 2 — R y no funciones h: 2 — R.

Proposicién 2.4.10 Sean f,g: Q — R funciones medibles, entonces:

(a) Si A e Ay pu(A) =0, entonces existen las integrales y son nulas
Jafdp=[Iafdp=0.

(b) Si f =g c.s. y existe [ fdp, entonces también existe la [ gdp y
coinciden.

Demostracién. (a) Para s > 0 en S, fA sdu = 0, por tanto para
f >0 medible [Iof = [, f =0y para f medible

/Af:/Aﬁ—/Af—zoz/fAf,

pues [(Inf)" = [Iaft =0y [(Iaf)” = [Iaf™ =
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(b) El conjunto A = {z : f(x) # g(z)} es medible, por tanto como
[ =gecs., p(d) =0,y siexiste la [ fdu, se sigue de (2.4.1) y de (a)
que

/fd,u:/fdu-l- fduz/IAgdqu/IAcgdu:/gdu,
A Ac

donde la tltima igualdad se sigue del Teorema de aditividad (pég.79),
pues la suma de integrales y de integrandos, g = 149 + Iacg, estan bien
definidas. 1

2.4.1 Teorema de la convergencia dominada.

Como consecuencia de los resultados anteriores se tiene que las hipotesis
del Teorema de la convergencia mondtona, pag.79, se pueden debilitar
considerablemente.

Teorema de la convergencia monétona extendido 2.4.11 Sean h, f, fn
funciones medibles, tales que existe [ hdpu, entonces:

(a) Sih < fu, fo 1 f y—o00 < [hdu, entonces

[ twdnt [ san

(0) Si fo <h, ful [y [hdu< oo, entonces

[ tuint [ san

Demostracién. Por (2.3.5) las f,, y f tienen integral. (a) Si la

J hdp = oo, entonces
[ tndn= [ rau=cc.

En caso contrario, por la hipdtesis, h es integrable y por (2.4.7)(a) h
es finita c.s.,, y para A = {|h] < oo}, u(A° = 0y por (2.4.10) la
integral de cualquier funcién en este conjunto es nula. Ahora si definimos
gn = fuda —hlg y g = fIa — hly, tendremos g, > 0y g, T gy
por el Teorema de la convergencia mondtona, pag.79, el de aditividad y
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(2.4.10),

Jioe o o i o
~ s == [1- [

y [ fndp— [ fdu. (b) Se sigue de (a) cambiando de signo. 1

Lema de Fatou 2.4.12 Sean h, f,, funciones medibles, tales que existe
[ hdp, entonces:

(a) Sih < f, y —co < [ hdu, entonces
lim inf/fn dp > /(lim inf f,,) du.
(b) Si fo <hy [hdu < oo, entonces

lim sup/fn dp < /(lim sup fr) du.

Demostracién. (a) Sea g, = infy>, frx 1 ¢ = liminf f,,, entonces
como h < g, por el Teorema de la convergencia mondtona extendido

Jgndu1 [gduy como g, < fy
/(liminffn) d,u:/gdyzlim/gn d,ugliminf/fn du.

(b) Se sigue de (a) cambiando de signo. 1

Ahora como consecuencia de este resultado se tiene el mas importante
que permite permutar limite e integral.

Teorema de la convergencia dominada 2.4.13 Sean h, f,f,: @ — R
medibles tales que |fn| < h, h es integrable y f, — f, entonces [ es

integrable y
/ Indp — / fdp.

Demostracién. Como |f,| — |f|, tendremos que |f| < hy f es
integrable por (2.4.7), pdg.82. Ahora como —h < f, < h se sigue del
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Lema de Fatou que

/fd,u = /(liminffn)dp < liminf/fn du
<tiwsup [ fodu< [ (mspfy)du= [ fdu o

Nota 2.4.14 El Teorema de la convergencia dominada también es valido
en el caso complejo, es decir para f, f,,:  — C medibles y se demuestra
aplicando el caso real a | f,, — f| que estéd acotada por la funcién integrable

2hy |fu— fl =0

|/fndﬂf/fd,uz|S/‘fn*f|du—>0.

Por otra parte el Teorema de la convergencia dominada también es vélido
si las condiciones se tienen casi seguro. 1

Podemos dar simples ejemplos en los que el resultado no es cierto si
h no existe.

Ejemplo 2.4.15 Consideremos la medida de Lebesgue en (0, 1), entonces
fnznl(o,l/n) —>O:fyffndu:174>ffdu:0.

Ejemplo 2.4.16 Consideremos la medida de Lebesgue en R, entonces
fn=(1/n)Ijpn) — 0 = f uniformemente y [ f,dup=1+ [ fdu=0.

A continuacién damos algunas consecuencias importantes del Teore-
ma de la convergencia dominada.

Corolario 2.4.17 Sean h, f, f,, medibles y p > 0, tales que |f,| < h, h?
integrable y f,, — f c.s., entonces |f|P es integrable y

lim /|fn—f|pdﬂ=0.

Demostracién. Como |f,|? < kP, tendremos |f|? < h? y por tanto
|f|P es integrable, por tanto las f,, y la f son finitas c.s. y en esos puntos
| o= TP < (Ifn]+|fD)P < (2h)P siendo la dltima integrable y el resultado
se sigue del Teorema de la convergencia dominada. 1
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Teorema 2.4.18 Sean h,, medibles tales que . [ |hy|du < 0o, entonces
>~ hy converge c.s. a una funcién medible finita y

/Zhndu:Z/hndﬂ.

Demostracién. Por (2.4.6), [ > |hy|dp =" [ |hy|dp < 0o y por
(2.4.7), g = > |hn| < 0 c.8. Sea A = {g < oo} entonces las funciones
medibles finitas h!, = h,I4 definen una serie f = > h! absolutamente
convergente en todo punto y por tanto convergente, es decir las sumas
parciales f, = >_7_, h}. que son medibles convergen a la funcién medible
/ que coincide c.s. con Y h,. Ahora como |f,| < g = Y poy |l
siendo g integrable, el resultado se sigue del Teorema de la convergencia
dominada y de que funciones iguales c.s. tienen igual integral. &

2.4.2 Dependencia de un parametro.

Frecuentemente necesitamos considerar integrales en las que el integran-
do depende de un parametro real. Veamos en este contexto una aplica-
cion del Teorema de la convergencia dominada, pag.85. En lo que resta
de leccion consideraremos una funcién

f:IxQ—R,

con I un intervalo finito o no de R, tal que para cada t € I es medible
la funcién

fer @ — R, fi(z) = f(t 2).
Lema 2.4.19 Sea G: I — R, to € I y A € R, entonces

lim Gt)=A & Vi, —ty, Gt,) — A

t—>t0

Corolario 2.4.20 Sea g integrable en Q) tal que para todot € I, |f(t,x)| <
g(x), entonces:

(a) Si para un tg € I y todo x € Q, existe el lim;_q, f(t,), entonces

Jim / Ft2) dp = / Jim £(t,)

t—to

(b) Si para cada x € Q la funcion t € I — f(t,z) € R es continua,
entonces la funcion F(t) = [ f(t,x)dp es continua en I.
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Demostracién. (a) Sea g(x) = limy_¢, f(¢,z) y consideremos una
sucesion t, — tg. Definamos g,(x) = f(¢n, ), las cuales son medibles
y como g, — ¢, g es medible. Ahora el resultado se sigue aplicando el
Teorema de la convergencia dominada, pag.85 y el Lema anterior.

(b) Es consecuencia de (a). 1

Corolario 2.4.21 Sea I abierto y supongamos que para un s € I la
funcion fs(x) = f(s,z) es integrable, existe Of /0t y existe una fun-
cion medible e integrable g en Q, tal que para todo (t,x) € I x Q,
|0f(t,z)/0t] < g(x), entonces F(t) = [ f(t,x)dp es diferenciable en
Iy

P-4 [1eod= [ e

Demostracién. Veamos primero que 0f/0t(t,-) es medible, para
cada t € I, para ello sea t,, — t, con t,, # t, entonces como

ai f(tn,l')*f(t,iﬂ)
ot t t, — 1t

(t,z) = tlim ,
se sigue que es medible. Ahora por el Teorema del valor medio existe t
entre t y s tal que
of
f(t,.’l?)—f(s,l'):(t—S)E(ts,.'Il) =
[fe(@)] < [fs(2)| + [t = slg(),

por tanto cada f; es integrable y podemos aplicar el Teorema de aditi-
vidad (2.4.4), pagina 79, para poner

F(t+e¢e) — F(t) :/f(t—i—e,x)—f(t,m)

€

dp,

ahora como el integrando esta acotado en médulo por g y tiene limite el
resultado se sigue del corolario anterior. 1

2.4.3 Otras propiedades.

El siguiente es uno de los resultados mas simples y ttiles en la Teoria de
Probabilidades.
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Desigualdad de Tchebycheff 2.4.22 Si f > 0 es medible y 0 < p,e <
00, entonces

p{f =z e} < 6’p/f” dp.

Demostracion.

/f”du=/ f”du+/ fPdu
{r>e} {f<e}

z/ frduzEulf =
{f>e}

Corolario 2.4.23 Si f medible es p—integrable (i.e. [|f|P du < o0), para
un p € (0,00), entonces {f # 0} es o—finito.

Demostracién. Por la desigualdad de Tchebycheff para cadan € N

MWzUMgw/umm<w
y {f # 0} es la unién de estos conjuntos. 1

Corolario 2.4.24 Si f >0 c.s. es medible y [ fdu =0, entonces f =0
c.s.

Demostracién. p{f <0} =0y p{f > 0} =0, pues {f > 0} =
U {f > 1/n}, siendo p{f > 1/n} = 0 pues por la desigualdad de
Tchebycheff

MfZUMSn/fMZO '

Corolario 2.4.25 Si g es medible y para todo A € A es ngdu =0,
entonces g =0 c.s.

Demostracién. Para los medibles A = {g > 0} y B = {g < 0} se
tiene por (2.4.24)

/g+:/g:0 = gt=0 cs.,

A

/972/920 = g =0 cs. 1
B

Veamos ahora un reciproco de (2.3.5)(b).
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Proposicion 2.4.26 Sean g y h funciones medibles con integral, entonces
en cualquiera de los dos casos:

(a) (Q, A, p) es un espacio o—finito,

(b) El espacio es arbitrario pero g y h son integrables,
se verifica que

VA € A, /gduﬁ/hdu = g<h cs
A A
Demostracién. Veamos que tiene medida nula el medible

{z: h(z) <g(2)} = Un<rea{h <m}n{r: <g}]

para ello basta ver que para cada medible A = {h <71} N{ry < g} de
esa unién numerable, p(A) = 0.
Observemos que para r; < ro y cada medible B C A

MMES/QWS/hWSnME,
B B

por tanto u(B) =0 6 u(B) = oc.

(a) Si el espacio es o finito, A es unién numerable de medibles B con
u(B) < 00, lo cual implica u(B) =0y u(A4) =0.

(b) Veamos que si p(A) = oo una de las funciones no es integrable.
Si ro <0, entonces r; < 0 y por tanto fA hdu < ry-00= —00, lo cual
implica que h no es integrable y si 7o > 0, c0 =75 -00 < fA g,y g no es
integrable. 1§

Ejercicios

Ejercicio 2.4.1 Sea (Q, A, 1) un espacio de medida y f = Y 07 anla,, con
an € (0,00) y An € A, calcular [ fdpu.

Ejercicio 2.4.2 Sea f > 0 integrable. Demostrar que Ve > 0 existe un medible
A, con p(A) <ocotal que [ f< [, f+e



2.4. Teoremas béasicos de integracién 91

Ejercicio 2.4.3 Sea f integrable y ¢ > 0. Demostrar que existe una funcién
simple s tal que [|f —s| <e.

Ejercicio 2.4.4 Sean p1 < puo medidas. Demostrar que si una funcién medible
compleja f es pus—integrable, entonces es pi1—integrable.

Ejercicio 2.4.5 Sean f,, > 0 medibles tales que f, | f. Demostrar que si f; es
integrable, [ fn — [ f. ;Es cierto si f1 no es integrable?

Ejercicio 2.4.6 Sean f, f, > 0 integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar

que [ fo— [ fsii[|fa—f]l—0.

Ejercicio 2.4.7 Sea u(f2) < oo y fn integrables tales que f, — f uniforme-
mente. Demostrar que f es integrable y que [ fn — [ f.

Ejercicio 2.4.8 Sean f, f, integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar que

S fn = f1 = 0sii [[ful = [If]-

Ejercicio 2.4.9 Sea f integrable y g medible acotada, demostrar que fg es
integrable.

Ejercicio 2.4.10 Demostrar que p es o—finita si y sélo si existe una funcién
medible estrictamente positiva e integrable.

Ejercicio 2.4.11 Sea Q un espacio topoldgico, p una medida en B(2) tal que
u(A) > 0, para cada abierto Ay f,g: Q — R continuas tales que f = g c.s.,
demostrar que f = g.

Ejercicio 2.4.12 Demostrar que si f < g cs., existe la [f y —oc0 < [ f,
entonces existe la [ gy siexistela [ gy [g < oo, entonces existe la [ f y en
ambos casos [ f < [g.

Ejercicio 2.4.13 Demostrar el teorema de la convergencia monétona cuando
las condiciones son c.s.

Ejercicio 2.4.14 Calcular:

1
lim (1 +nz®)(1 4 2°) "™ dm.

n—oo [

Ejercicio 2.4.15 Sea f: R — R medible y a € R. Demostrar que

[ t@am= [t~ ayim,

en el sentido de que si una integral existe también la otra y coinciden.
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Ejercicio 2.4.16 Sea f: R — R medible tal que e'® f(x) es integrable para
todo ¢ € (a,b) C R. Demostrar que F(t) = [e'* f(x)dm es diferenciable y
que F'(t) = [ze™ f(z)dm.

Ejercicio 2.4.17 Demostrar que para t > 0y 0 < a < 1, la sucesién (1 +
(t/n)*)™ es creciente y para 1 < a, (1 — (t/n)*)™ también es creciente.

Ejercicio 2.4.18 Demostrar que
n—oo 1

(a) lim (1 —(t/n))" logtdm = / e 'logtdm.
1

(b)  lim

1
n—oo fq

1
(1= (¢t/n))"logtdm = / e "logtdm.
0

Ejercicio 2.4.19 Sea f no negativa e integrable, con 0 < [ fdp =c¢ < ooy sea
0 < a < o0. Demostrar que

o 00, si 0<a<l,
lim [ nlog {1 + (%) ] dp =< c, si a=1,
0, si 1<a<oo

Ejercicio 2.4.20 Demostrar que si f es pu—integrable, entonces para cada € > 0,
existe un § > 0, tal que

WE) <5 = /E|f|du<e.

Ejercicio 2.4.21 Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable F(z) =
ffoo f dm es uniformemente continua.

2.5 Integrales de Riemann y de Lebesgue

En esta leccién veremos que la integral de Lebesgue, que denotaremos
con [ fdm, es una generalizacién de la de Riemann, que denotaremos
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con [ fdz,y obtendremos un criterio en términos de la medida de Le-
besgue, que nos diga qué funciones son las Riemann integrables.
Recordemos brevemente como esta definida la integral de Riemann.
Definicién. Sean a < b € R, I = [a,b] C Ry f: I — R una funcién
acotada |f| < M. Por una particidn de I entenderemos un subconjunto
finito
P={zy=a,...,z, =b} C I,

que tomaremos ordenado (z; < x;41). La particién de I realmente la
forman los intervalos disjuntos

El = [x07x1)7 . '7En71 = [xn727xn71>7 E’rL = [xnflaxn}'

Nota 2.5.1 Tomamos el intervalo I cerrado por comodidad, los resulta-
dos son igualmente vélidos, con pequenas modificaciones, para cualquier
intervalo acotado.

Definicién. Para cada particion P = {zg,...,2,} de I consideremos
los intervalos disjuntos correspondientes F;, los valores M; = sup{f(z) :
x € E;}, m; =inf{f(x) : x € F;} y las funciones simples y acotadas

Bp = ZmiIEi, ap = ZMJE,“

[El‘f N Y Y Y En 1 rEl\r Y Y En 1
| . x T | x T
a b a b

~
~

— Figura 2. Gréficas de las funciones fp < f < ap.—

que llamaremos respectivamente funciones simples inferior y superior
de f relativas a P y a cuyas integrales

Bpdm = Zmi(xi —Ti—1), / apdm = ZMi(«Ti — 1),

[a,b] [a,b]

llamamos suma inferior y superior de f respecto de P.
Denotaremos con |P| = max{|z; —z;—1]: i=1,...,n}.

Es facil demostrar que si P, es una sucesién de particiones de I tales
que para todo n
P, C Pn+1
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y Qp, By son las funciones simples superior e inferior de f relativas a P,
tendremos que

—M<B <P . <f< . fawlag <M,

y por tanto existen los limites superior e inferior respectivamente, rela-
tivos a Py, an | a, B, T B, son funciones medibles y 8 < f < a. Ademads
como |a,| < M y |8, < M, siendo esta funcién integrable pues I es
acotado y [ M dm = Mmla,b] = M(b— a) < oo, se sigue del Teorema
de la convergencia dominada, pag.85 que « 'y § son integrables y

lim OBn dm = Bdm < / adm = lim oy, dm.
a,b] [a,b] a,b] [a,b]

Definicién. Diremos que f es Riemann integrable si existe un r € R, tal

que para toda sucesién P, de particiones tales que P, C P41y |Pn| — 0

las funciones borel medibles « y 3 correspondientes verifican

/ adm = Bdm =,

[a;b] [a,b]

independientemente de la sucesion P,, tomada, y llamaremos integral de
Riemann a este valor comtun r, que denotaremos

b
/ flx)de = / adm = Bdm.
a [a7b] [avb]

Lema 2.5.2 Sea P, una sucesion de particiones tal que P, C Ppi1 y
sean a y B los limites superior e inferior respectivamente.

(a) Six ¢ UP, y a(z) = B(x), f es continua en x.

(b) Si f es continua en x y |P,| — 0, 8(z) = f(z) = a(zx).

Demostracién. (a) Como a,(z) — a(z) = f(z) y Bn(z) — B(x) =
f(x), para todo € > 0 existe un N tal que paran > N, a,(x)—F,(x) < e.
Para este n existen a;, a;+1 € Py, tales que © € (a;,a;41) =V y V es un
abierto, entorno de z, en el que «,, y 3, son constantes y 3, < f < ap,
por tantosi y € V, |f(z) — f(y)| <e.

(b) Por ser f continua en z, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si
yeV = (x—94,x+0), entonces f(z)—e < f(y) < f(z) +¢e. Tomemos n
tal que |P,| <y ai—1,a; € Pp, tales que x € [a;—1,a;) = F;, entonces
E; CV y por tanto

f(@) —e < fn(z) < B(x) < f2) < alz) <an(z) < fz)+e B
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Teorema de caracterizacion 2.5.3 Sea f: I — R acotada, entonces las
stguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es Riemann integrable.

(b) Existe una sucesion de particiones P, con P, C Pn41 cuyas funcio-
nes limite superior e inferior satisfacen

/ adm = Bdm.
[a,b] [a,b]

(c) f es continua c.s. (m).
y si se satisfacen entonces f es Lebesque medible, integrable y

/[a7b] fdm= /abf(m)d:v.

Demostracién. (a)=(b) Es obvio.

(b)=(c) Si existe una sucesién P,, de particiones, con P,, C P41 tal
que [[adm = [ dm, entonces como 3 < f < « se sigue de (2.4.24) que
3 = «a salvo en un borel medible B con m(B) = 0 y como m(P) = 0,
para P = UP,, por el Lema f es continua c.s. (fuera de B U P).

(c)=(a) Sea f continua fuera de un B € B(R), con m(B) = 0. Sea
P,, una sucesién de particiones de I tales que P, C Pny1 vy |Pn] —
0, entonces por el Lema si x estd fuera de B, tendremos que a(x) =
f(x) = B(z). Por tanto f coincide con una funcién medible « c.s., y f
es Lebesgue medible y acotada por tanto integrable y como a = f = (3
c.s. tendremos que

fdm :/ adm = Bdm,
[a,b] [a,b] [a,b]

y como las integrales no dependen de P, tendremos que f es Riemann

integrable y que
b
/ fdm:/ fl@)dz. 1
[a,b] a

Definicion. Si f: R — R es Riemann integrable en cada intervalo aco-
tado, definimos la integral impropia de Riemann como,

/Z fl@)dx = lim /ab f(z)dz,

a——00, b—oo
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. . o . b
si existe el limite, es decir si existe el lim,, . fa” f(x)dx y no depende
n
de las sucesiones a,, - —o0 y b,, — 0.

Ejercicios

Ejercicio 2.5.1 (a) Demostrar que si f tiene integral impropia de Riemann,
entonces es continua c.s. (m), pero no reciprocamente.

(b) Si f > 0y es acotada en cada compacto, entonces se tiene la equiva-
lencia.

Ejercicio 2.5.2 Sea f: R — R no negativa, con integral impropia de Riemann
finita, demostrar que f es Lebesgue medible e integrable y las dos integrales
coinciden. Dar un contraejemplo si quitamos la no negatividad.

Ejercicio 2.5.3 Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable

/ fdm= lim fdm.
(—00,00)

a——o00, b—oo [a,b]

(Es cierto si existe la integral pero no es finita?

Ejercicio 2.5.4 (a) Demostrar por induccién que [;°z"e™* dm = n!.
(b) Demostrar que para t > 0, foo ' dm = 1/t y utilizarlo para demos-
trar (a) —sabiendo que la integral es finita—, derivando respecto de ¢.

Ejercicio 2.5.5 Calcular:
(a) limp oo [~ (1 + (z/n))~ sen(m/n) m.
(b) limp oo f3° nsen(x/n)[x(l +22)]" dm.
(¢) limp oo [°n(1+n 222)~ dm, en funcién de a.

n

Ejercicio 2.5.6 Dadas las funciones

_ T 2 it 2 _ le—zz(t2+l) it
f(z) = /06 ) 9($)—/0W )

demostrar que:

(a) f(z) +g(x) = /4. (b) [T e dm = /7/2.
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Ejercicio 2.5.7 Demostrar:
(1) J= =™ e dm = 2nly/7 /4™ n!.

(2) Paraa >0, [ e~ cosaxdm = \/re~ /4,
(3) Para p > 0, fol 2" Nz — 1) Mogzdm =320 1/(p+n)>.

Ejercicio 2.5.8 Demostrar que es de clase infinito la funcién en (0, co)

I(y) = / e "x¥ ldm,
(0,00)

y que verifica: I'(y + 1) = yI'(y) para y > 0; que I'(n + 1) = n!, para n =
0,1,2,...; y que I'(1/2) = /7.

2.6 Bibliografia y comentarios

Los libros consultados en la elaboracién de este tema han sido:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.
BARTLE, R.G.: “The elements of integration”. John Wiley, 1966.
CoHN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

En cuanto a una bibilografia complementaria, recomendamos los si-
guientes textos

BENEDETTO, J.J.: “Real variable and integration”, B.G.Teubner, 1976.
HaLmos, P.R.: “Measure Theory”. Springer-Verlag, 1974.

MUNROE, M.E.: “Measure and integration”, Addison Wesley, 1971.
RuDIN, W.: “Real and complex analysis”, Tata McGraw-Hill, 1974.

Por otra parte el trabajo de VOLTERRA que comentamos al comienzo
del tema es

VOLTERRA, V.. “Sui principii del calcolo integrale”. G.Battaglini, 19, 333-372, 1881.

Una de las ventajas de la integral introducida por LEBESGUE, es su
gran flexibilidad en el sentido siguiente: Hemos visto que una funcion es
Riemann integrable sii es continua en casi todo punto. Sin embargo una
funcién Lebesgue integrable puede ser discontinua en todo punto, incluso
—v esta es una diferencia fundamental— no necesita de un contexto
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topolégico para ser introducida, pues solo precisa de un conjunto, una
estructura de o—algebra y una medida. De esto es probable que no fuera
consciente LEBESGUE ni RADON quien en 1913 da una definicién de
integral en

RADON, J.: “Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunctionen”.
S.B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1295-1438, 1913.

con los procedimientos de LEBESGUE, pero partiendo de una medida
distinta a la de LEBESGUE, sobre los Lebesgue medibles. Sin embargo
casi inmediatamente después de la aparicién de esta memoria, FRECHET
senalaba que casi todos los resultados de la misma podian extenderse al
caso en que la medida estuviese definida en una o—élgebra arbitraria. Y
asi nacio la integracién abstracta de Lebesgue. Pero hay en la literatura
otros puntos de vista para introducir la integral, entre los que destacan
el de DANIELL, del que hablaremos mas adelante y el de BOCHNER en
el que se integran funciones que toman valores en un espacio de Banach.
Para los interesados en este tltimo nos remitimos a los libros

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley Inters-
cience Pub., 1958.
MIKUSINSKI, J.: “The Bochner integral”, Birkhauser, 1978.

del que el primero, a parte del desarrollo de esta integral, tiene en la
péagina 232 numerosos datos histéricos de los que han contribuido en el
tema. Por su parte el segundo introduce una nocién de integracién pa-
ra la que sélo se requieren algunas nociones sobre series absolutamente
convergentes y cuya idea basica reside en elegir una via de aproximacion
de la integral distinta de las de Riemann y Lebesgue, atendiendo a las
“abscisas”y “ordenadas” a la vez —en forma de rectdangulos—, y no a
las abscisas solo, como hacia Riemann 6 a las ordenadas s6lo, como hacia
Lebesgue. De esta forma no sélo recupera la integral de Lebesgue, sino
que su definicién se extiende automdticamente a la integral de Boch-
ner reemplazando simplemente, los coeficientes reales de las series, por
elementos del espacio de Banach correspondiente.

Sabemos que existen funciones f: [a,b] — R (ver la pdgina 80 del BE-
NEDETTO), diferenciables en todo punto, pero con [ |f’| no finita. Hay
sin embargo teorias generales de integracion como las debidas a PERRON
Y DENJOY, que tienen la propiedad de que el Teorema fundamental del
cdlculo es valido para las funciones diferenciables. Tales teorias son im-
portantes pero no tanto como la teoria de Lebesgue, y probablemente
una de las razones para que esto sea asi es que en ellas no se tiene la
propiedad de que una funcién sea integrable si y sélo si lo es su médulo,
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propiedad que surge de la propia definicién en la de Lebesgue. Remiti-
mos al lector a la p. 79 del BENEDETTO para referencias bibliogréaficas
sobre la cuestién.

Comentemos ahora la historia de los resultados fundamentales de es-
te capitulo. En su Tésis de 1902 LEBESGUE comenta que su teorema de
la convergencia dominada, pag.85 es una generalizacién, con una simpli-
ficacion en la prueba, de un resultado de W.F.OsGooD de 1897. Este a
su vez era un caso particular, para f continua del siguiente resultado:

Teorema 2.6.1 Dadas f, f,: [a,b] — R Riemann integrables, tales que
fu(x) — f(x) para cada x € [a,b] y sup,, sup, |fn(x)| < 0o, entonces

lim / Fola)dz = / f(x)dz.”

que aparece inicialmente en 1885, en el trabajo

ARzZELA, C.: “Sulla integrazione per serie”. Atti. Ecc. Lincei, Roma 1, 532-537,
1885.

Partiendo de la definiciéon de integral Riemann no es ficil probar
(2.6.1), mientras que el teorema de la convergencia dominada, pdg.85
que es mucho mas general, es mas sencillo. La razén estriba en que el
resultado de ARZELA depende de la numerable aditividad de la medida
y partiendo de la definicién de Riemann probar tal propiedad requie-
re algun esfuerzo, mientras que en la teoria de Lebesgue esta se tiene
esencialmente desde el principio.

En 1906 FATOU prueba el lema que lleva su nombre en

FaTtou, P.: “Series trigonometriques et series de Taylor”, Acta Math. 30, 335-400,
1906.

porque lo necesitaba para probar el siguiente resultado sobre series de
Fourier

Teorema 2.6.2 f(z) =lim Ziooo cnt™e™®  cuando t — 17, para
27 )
Cpn = (1/27T) ((L‘)e_mmxdm7
0

para cada n € Z.
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Es curioso observar que FATOU combinando su lema y (2.6.2) prueba
la Igualdad de Parseval —de la que hablaremos en otro tema—, para
funciones periddicas de cuadrado integrable, hecho que LEBESGUE ini-
cialmente habia probado sélo para funciones periédicas acotadas c.s.

Fin del Tema Il



Capitulo 3

Espacio de medida
producto

3.1 Introduccion

Nuestro principal objetivo en este tema consiste en construir una o—
algebra A y una medida g en el producto Q = []€;, de una familia de
espacios de medida (€;,A;, i), para @ € I, e investigar la relacién entre
la integracion en el espacio producto y la integracién en los espacios
factores.

El ejemplo mas familiar consiste en considerar el plano R? como el
producto de dos rectas R, donde el calculo de dreas de figuras planas se
obtiene a partir del calculo de longitudes de segmentos,

my([a, b] x [¢,d]) = mq([a, b])m ([, d]),

de modo que mo, la medida de Lebesgue del plano, es en cierto sentido
el producto de dos copias de m1, la medida de Lebesgue de la recta.
Nuestra intencién es desarrollar esta idea en una forma general. Sin
embargo estaremos interesados en dos construcciones de naturaleza dis-
tinta, de las que la primera responde al marco del comentario anterior

101
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que es de indole geométrica y estd basada en la idea de drea de un
rectangulo. En este caso consideraremos, para A € A; y B € As

(A x B) = p1(A)pa(B).

La segunda construccion es de naturaleza probabilistica y estd basada
en la idea de experimento compuesto: Supongamos un experimento en el
que se realizan dos observaciones. La primera x; estd en £ y la segunda
o en )y, La probabilidad de que la primera caiga en un conjunto A € A,
es 11(A). Ademds, una vez hecha la observacién z1, la probabilidad de
que la segunda caiga en un conjunto B € As es us(x1, B). Entonces
es razonable que la probabilidad de que la observacién (z1, z2) caiga en
A X B sea

WA x B) = /A o, B) dpy.

Veamoslo con un ejemplo: Consideremos que extraemos una carta de
una baraja espanola y a continuacién una segunda ;cual es la probabili-
dad de que la primera sea un as (A) y la segunda sea una espada (B)?.
Podemos contestar de la siguiente manera: Sea C' el conjunto de cartas,
como la primera carta no se devuelve y todas son igualmente probables
tendremos en nuestro conjunto de pares de cartas posibles (C' x C)\A,
con A la diagonal, que la probabilidad es: casos favorables (39) partido
por casos posibles (39 - 40), es decir 1/40.

Pero podemos proceder de otro modo: condicionado por la primera
extraccidn, tenemos que si la primera es el as de espadas (cuya proba-
bilidad es 1/40), la segunda tiene probabilidad 9/39 de ser espada y si
la primera es cualquiera de los otros ases la segunda tiene probabilidad
10/39, en cuyo caso la integral de la derecha en la ecuacién anterior nos
da

/A o, B) dyiy = (1/40)(9/39) + (3/40)(10/39) = 1/40,

que es el mismo resultado. Ahora bien es ficil ver (lo demostraremos
en general) que hay una tnica probabilidad p en el espacio C' x C, que
satisface la ecuacién de arriba, pero ;cual es esta probabilidad?, el cdlculo
anterior aplicado a una dnica carta ¢ € C, da u({c} x{c}) = 0y por tanto
#(A) = 0, mientras que a dos cartas distintas a,b € C, p({a} x {b}) =
1/(39-40), y por tanto es la probabilidad considerada en el primer célculo,
definida en el espacio producto.
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3.2 Producto finito de espacios medibles

Definicién. Sean (Q1,A4;),...,(Qy, A,) espacios medibles. Diremos
que una o—algebra A en el producto 2 = Q; x --- x Q,, es la o—dlgebra
producto si se verifican las condiciones:

(a) Las proyecciones m;: 2 — €; son medibles.
(b) Dado otro espacio medible (€, A"), una aplicacién

F:Q —Q,

es medible si y sélo si sus componentes F; = m; o F' son medibles.

Veremos que A existe y es unica y la denotaremos 4; ® -+ ® A, y
llamaremos espacio medible producto a la pareja

(QvA):(Ql X XQnaA1®"'®An).

Definicién. Sean (Q1,4;),...,(Q,, A,) espacios medibles. Llamare-
mos producto de medibles a todo subconjunto

A1X~~~XAnC91X"‘XQn,
con los A; € A;.

Nota 3.2.1 Denotaremos' con A; x --- x A, la clase de los productos

de medibles, que es una clase elemental (ver (1.2.15), pdg.7), y con Agy
las uniones finitas disjuntas de estos, que es dlgebra (ver (1.2.16)).

Proposicion 3.2.2 La o—dlgebra producto existe y es unica y es la gene-
rada por los productos de medibles.

IConsideraremos la siguiente notacién: Dadas las familias de subconjuntos C; C
'P(QZ), i = 1,...,7’L

61><"'><Cn:{B1><"'XBTL: Blecl}
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Demostracién. Denotemos R = A; x --- x A, y veamos que o(R)
cumple las dos propiedades:

(a) Si AiEAi,ﬂi_l(Ai):Ql X oo XAy X xQ, €R.

(b) Si F es medible, F; = m; o F' son medibles. Reciprocamente si las
F; son medibles y A; € A;, entonces F; '(4;) € A’y

F7H A x---xA,)=nF"'A4)e A = F esmedible

pues F~ o (R)] = o[F71(R)], (ver el ejercicio (1.2.3), pag.12).
Veamos que es tnica, para ello supongamos que hay dos A y A’ sobre
Q, basta tomar en (b) la

id: (Q,4) = (0A) yla id: (Q,.4) — (2,4,

que son medibles y por tanto A =A". 1

Definicién. Sean (Q1,A41) v (£2,.A2) espacios medibles, £ C Q7 X
Qo y sean z € Oy, y € Qo. Definimos las secciones de E por x e y
respectivamente como

E,={q€eQ: (z,q9 € E}, E'={pe: (py) €E}.

Y para f: Q= x Qy — Q, definimos las secciones de f por z ey
como

fw:QQ_)Q/a f»L(Q):f('raQ)v
o =, fUp) = f(py)
Qy

r (z,y)
B N

N

/

EBY oN

— Figura 3. Las secciones F;, y FY de F—
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Proposicion 3.2.3 Sea (2, A) = (1 xQ2, A1®A2), E,E,, CQy(z,y) €
Q, entonces

[Ec]z = [Ew]c, [UEn]w = U[En]a:, [mEn]:c = ﬂ[En]a:,

(idem para las secciones por y) y si E € Ay f: (QA) — (2, A) es
medible, entonces E, € Ag, EY € Ay, y fz, f¥ son medibles.

Demostracion. Consideremos la clase de conjuntos
C={FeA: E, € A},
la cual contiene a A; X Ajg, pues para £ = A X B,

B, size€ A,

. c A
f, sixze A, ’

E,={qeQ: (x,q)EAxB}:{

y es o—algebra, pues dado E € C, E° € C, ya que
(B ={q€Q2: (z,9) ¢ E} ={q: q¢ E.} = (E.)° € A,

y dados FE,, € C, UE,, € C, pues (U321 FEy), = U2 (E,). € Ag, por
tanto C = A y para cada £ € A, E, € Ay y del mismo modo se
demuestra que EY € A;.

Si f es medible f, es medible pues es la composiciéon f o i,, para
iz(q) = (x,q) que es medible. 1

Ejercicios

Ejercicio 3.2.1 Sean Q; y Q2 espacios topolégicos. Demostrar que:
(a) B(Ql) (039 B(Qz) C B(Q1 X Qz)‘
(b) Si sus topologias tienen bases numerables, B(21) ® B(Q2) = B(Q1 x Q2).

Ejercicio 3.2.2 Sean (Q1, A1) y (€2, A2) espacios medibles y f: Q1 — Ry
g: Q2 — R medibles, demostrar que h(z,y) = f(z)g(y) es A1 ® As—medible.

Ejercicio 3.2.3 Demostrar que (41 ® -+ @ An-1) @A, = A1 @+ @ A,

Ejercicio 3.2.4 Sea f: R*> — R, tal que f, es Borel medible para cada x y fY
continua para cada y. Demostrar que f es Borel medible.
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3.3 Teorema de la medida producto

Sean (21, A1, 1) v (Q2, Az, p2) espacios de medida o—finita y conside-
remos para cada producto de medibles A x B

(A x B) = pn (A)p2(B),

entonces se tiene que si A x B = UA,, X B, es unién disjunta, finita o
numerable, de productos de medibles, entonces Iaxp = > 14, xB, ¥

p(Ax B) = i (Apa(B) = [ [ 1a()Tsly) disd

Z//IAxB(%y) dpdpy = Z//IAann dpuydpiy
= " u(An x By),

lo cual nos permite definir de modo tnico p sobre las uniones finitas
disjuntas de productos de medibles de forma aditiva y u es medida en
el dlgebra Ay de las uniones finitas disjuntas de productos de medibles
y ademds es o—finita pues existen sendas particiones A, € A; de Q; y
B, € Ay de Qa, con p1(Ay), p2(Br) < 0o, por lo que A, X By, € Ag es
una particion de = Q1 x Qs con

1(An X Bm) = pi1(An)p2(Bm) < oo.

y se sigue de los Teoremas de extensién de Caratheodory y Hahn el
siguiente resultado.

Teorema clasico de la medida producto 3.3.1
Sean (Q1, A1, 1) y (Qa, Az, u2) espacios de medida o—finita. Existe una
inica medida 11 en A tal que para cada A € Ay y B € A

(A x B) = p1 (A)p2(B),

ademds es o—finita y es una probabilidad si p1 y po lo son.

Definicion. A la medida p = pq X po del teorema anterior la llamaremos
la medida producto de las dos medidas o—finitas p1 y po.
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Nota 3.3.2 En el caso particular de Q; = Qs = R, A; = A = B(R)
y i1 = Ho = m, tenemos otra construccion de la medida de Lebesgue
bidimensional: Se tiene

B(R) ® B(R) = B(R?),

(ver el ejercicio (3.2.1)) y m x m es la medida de Lebesgue bidimensio-
nal, ya que por el Teorema de la medida producto m x m coincide con
la medida de Lebesgue bidimensional sobre los semi-rectangulos y por
tanto sobre sus uniones finitas disjuntas, es decir sobre el dlgebra que
generan. Por lo tanto coinciden en B(R?) por el Teorema de extension
de Hahn, pag.25.

3.3.1 Medidas de transicién

A continuacién extenderemos el Teorema de la medida producto al caso
en el que tenemos una medida en uno de los espacios y una familia de
medidas en el otro, parametrizada por el primero. Pero ademés daremos
una férmula para el calculo explicito de esta medida en cualquier medible,
cosa que aun no conocemos en el caso de que la familia se reduzca a una
medida; caso en el que sélo demostramos la existencia de la medida.

Definicién. Sean (4, A1) y (2, A2) espacios medibles. Llamaremos
medida de transicion a toda funcion

A Q x Ay — [0, 0],

verificando:
(a) Para cada B € Ay, Ag(z) = A(x, B) es medible en (1, .4;).
(b) Para cada z € Q1, A, (B) = Az, B) es una medida en (2, Az).

Definicién. Diremos que una medida de transicion A es finita si para
cada z € Qq, A, es finita. Diremos que es o—finita si lo es cada A,.
Diremos que es uniformemente o—finita si para cada n € N existen
0<k,<o0y B, € As, tales que Qs = UB,, y A;(B,) < ky, para todo
r € Q. Diremos que A es una probabilidad de transicion si cada A, es
una probabilidad, es decir

Nota 3.3.3 Estas probabilidades tienen un significado préactico de gran
valor y forman el fundamento para el estudio de los procesos de Markov
(ver PARTHASARATHY, p.166-7).
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El siguiente resultado recoge, como casos particulares, los dos proce-
sos de construcciéon de una medida en el espacio producto descritos al
comienzo del tema.

Teorema de la medida producto 3.3.4 Sea (2, A1, 111) un espacio de
medida o—finita, (Q2, As) un espacio medible y A: Oy x Aa — [0, 00] una
medida de transicion uniformemente o—finita. Entonces:
(a) Para cada E € A= A1 ®As, la funcion x — A(x, E,) es medible.
(b) FEziste una dnica medida p en A, tal que para cada A € Ay y
Be A,

1A x B) = / Ap dus,
A

ademds | es o—finita y para cada E € A verifica

W(E) = [ A, o) dn

(¢) Si py es una probabilidad y A una probabilidad de transicidn,
entonces | es una probabilidad.

Demostracién. (a) Supongamos en primer lugar que para cada z,
las medidas A, son finitas. Consideremos la clase

C={EcA: Az, E,) es medible},

la cual contiene al algebra Ay de las uniones finitas disjuntas de pro-
ductos de medibles, pues por una parte contiene a cada producto de
medibles £ = A X B, ya que

A(x7E$) = ABIAa

es medible y dada una union finita disjunta de productos de medibles
E=U R,

A(xv EI) = A('T7 [U?:lRi]I) = A(x’ U?:l[Ri}z)
= ZA(I’, [RZ}E)’
=1

es medible por ser suma finita de medibles. Pero ademaés C es clase
mondtona, pues si Cp, 1 C' y las Cy, € C, entonces (C,), 1 Cy, por tanto

A(a; (Cn)x) T Az, Cm),
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es medible por ser limite de medibles y por tanto C' € C. Lo mismo
si C, | C, teniendo en cuenta que A, es finita, por tanto se sigue del
Teorema de la clase mondtona, pag.7, que C = A.

Ahora supongamos que A es uniformemente o—finita y sea para cada
neN 0<Ek, <ooy B, € Ay, disjuntos tales que 2 = UB,, y
A, (Bp) < ky,, para todo z € ;. Consideremos para cada n € N la
medida de transicién finita, que para cada B € Ag

An(z,B) = A(z, BN By),
ahora por lo anterior A, (z, E;) es medible, por tanto también lo es
A, Ex) =Y Az, E:NB,) =Y An(x,Ey).
(b) Como 0 < A(z, E,) es medible, podemos considerar

w(E) = /A(x,Em) dpr,

para cada E € A, que es una medida, pues pu() = 0 y para E, € A
disjuntos

PO B = [ Ao (U B),) di

- / A, Uy (En)) dpn

= Z /A(x7 (En)e)dpn = Z w(Ey),
n=1 n=1

para la que se tiene
p(Ax B) = [ Aw.[4 % BL) du
:/IAA(x,B)dul :/AABdul,
y es o—finita en Ay ya que py lo es y por tanto existe una particién

A, € Ay, de Qq, con pu1(A,) < o0y Ay X By, € R C Ap es una
particién de 2 para la que

H x B) = [ A, B) diis < g (4,) <
A,
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por tanto es la tnica que satisface la propiedad, pues si A es otra medida
en el espacio producto, tal que para cada producto de medibles A x B

AMAx B) = / A(z, B) dyu,
A

entonces p y A coinciden en el algebra Ag y por el Teorema de extension
de Hahn(pég.25), coinciden en A, pues u es o—finita.
(c) Es obvio. 1

Si los papeles de los espacios estan intercambiados y lo que tenemos
es una medida ps en Qs y una medida de transicién A: Qo x A; — [0, o0
tenemos un resultado andlogo del que sélo damos el enunciado.

Teorema de la medida producto 3.3.5 Sea (2, Az, u2) un espacio de
medida o—finita, (21,.A1) un espacio medible y A: Qo x A1 — [0, 00] una
medida de transicion uniformemente o—finita. Entonces:
(a) Para cada E € A= A1 QAs, la funciony — Ay, EY) es medible.
(b) Eziste una unica medida p en A, tal que para cada A € Ay y
B e .Ag

u(Ax B) = / Aadps,
B

ademds [ es o—finita y para cada E € A verifica

u(E) = [ A, ") de

(c) Si po es una probabilidad y A una probabilidad de transicidn,
entonces | es una probabilidad.

Teorema clasico de la medida producto 3.3.6
Sean (Q1, A1, 1) y (Qa2, Az, u2) espacios de medida o—finita y sea E €
A=A ® A>. Entonces:
(a) Las funciones x € Q1 — ua(Ey), y € Q2 — p1(EY) son medibles.
(b) Existe una dnica medida p en A tal que para cada A € Ay y
B e AQ

i(A x B) = p1(A)p2(B),

la cual para cada E € A viene dada por

u(B) = [ (B dps = [ (B

ademas es o—finita y es una probabilidad si p y po lo son.
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Demostracién. Aplicando (3.3.4) a A(z, B) = p2(B), tendremos
que p2(E;) es medible y

es la unica medida que satisface
p(Ax B) = [ aB)dus = i (A)pa(B),

y aplicando (3.3.5) a A(y, A) = p1(A) tendremos que p1(EY) es medible
y W(E) = [ p(EY) dps es la tnica medida que satisface

(A x B) = /Bul(A) dpz = p1(A)pz(B). 1

Ejercicios

Ejercicio 3.3.1 Sean (Q1, A1, u1) y (2, A2, u2) espacios de medida o—finita y
completos, jes necesariamente completo el espacio producto?.

Ejercicio 3.3.2 Sean (Q1, A1, 1) y (Q2,.A2, u2) espacios de medida o—finita y
E F € A1 ® Ay, tales que para todo z € Q1 c.s. (u1), p2(Ez) = p2(Fo).
Demostrar que u(E) = u(F).

Ejercicio 3.3.3 Sean (1,.41) y (€2, A2) espacios medibles y A: Q; x Ay —

[0, 0o] una medida de transicién. Demostrar que:
(a) Si p es una medida en (€1, .41), entonces

\B) = [ Asdn,

es una medida en (2, A2).
(b) Si g > 0 es medible en (Q2,.45),

f@ = [aan.,
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es medible en (£21,.41) y se tiene que

/fdu:/gd)\.

Ejercicio 3.3.4 Demostrar que: (a) Si F': (Q,4) — (@', A’) es medible y p es
una medida en (2, A), v = F.pu, para

v(A) = plF~(A)],

es una medida en (', A’) (llamada medida imagen) y si v es o-finita, u
también lo es. ;Es cierto que si p lo es, lo es v?

(b) Si Fi: (Q1,A1) — (Q,A) v Fa: (Q2,42) — (Q5,.A%) son medibles
entonces también es medible

Fi@F: Q1 xQy — ) x Qs F1 @ Fa(z,y) = (Fi(z), F2(y)),

y dadas medidas p1 en (21,.41) y p2 en (Q2, A2), tales que v; = Fiu; son
o—finitas, se verifica que

F1 ®F2(/L1 X ,ug) =11 X V2.

3.4 El teorema de Fubini

La teoria de integracion que hemos desarrollado hasta aqui incluye, como
caso particular, la integral multiple en R™, la cual no es otra cosa que la
integral respecto de la medida de Lebesgue n—dimensional. Sin embargo,
para realizar un calculo explicito, las integrales de este tipo se pueden
evaluar calculando integrales unidimensionales, en un proceso iterativo.
El teorema general que justifica este util método de célculo es el Teorema
de Fubini, el cual es una consecuencia directa del teorema de la medida
producto.

3.4.1 Teorema de Fubini para dos espacios

Teorema de Fubini 3.4.1 Sea (Qq, A1, 1) un espacio de medida o—finita,
(Q2, As) un espacio medible, A: Q1 X Ay — [0, 00| una medida de tran-

sicion uniformemente o—finita y sea f: Q = Q1 x Qy — R medible,

entonces:
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(a) Si f >0, eziste G(z) = [ fu dAy, es medible en Qy y

1= [cam=[|[rar)an

(b) Sila [ fdu existe, entonces existe una funcion medible G en Qy,
tal que G(z) = [ fodAg, c.s. (A1, 1) (st ademds f es integrable, G es
finita) y se tiene

1= [cam=[|[ran)an

(¢) Si [ [|f(z,y)]dAydur < oo, entonces f es p—integrable y como
antes [ fdp= [ [ f(z,y)dAy dp.

Demostracion. (a) Para f = Ig, f, = Ig, y por (3.3.4-a), G(z) =
A(z, E,) es medible y

/fdu:u(E) =/A(m,EI)du1 =/Gdu1.

Ahora si f = Z?zl a;lg,, con los E; disjuntos y los a; > 0, entonces
para cada x

G(Q?) = /fz dA, = iaiA(m>Eim);
=1

es medible y

/fd# = gai#(Ei) = iai/A(xaEix)dﬂl = /Gdﬂl-

Ahora si f es medible y 0 < f, entonces existe una sucesion de funciones
simples f,, T f y para todo  (fy,). 1 fz. Ahora bien por el caso anterior
Gn(z) = [(fn)z dA, son medibles y por el Teorema de la convergencia
mondtona, pag.79

n—oo

G(z) = /frc dA, = nlingo (fn)z dAy = lim G, (),

por lo que G es medible ademas 0 < G, T G y aplicando de nuevo el
Teorema de la convergencia mondtona

/fdu:nliggo/fndu

= lim G duy :/Gd,ul.

n—oo
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(b) Por la parte anterior tenemos que

/f+ dyu = / £+ dA, dp,
Q JQo

/fdu/ﬂl/ﬂzfzd/\mdm,

y si la [ fdu existe, una de las dos integrales (digamos la de f~) es
finita, por tanto la funcién medible fQQ fo dA; es finita en un conjunto

A € Ay, con pi(A°) =0, por lo que podemos definir la funcién medible
en A

Qo Qo Qo

y si la [ fdp es finita podemos encontrar un conjunto A4 € Aj;, con
w1 (A°) = 0, en el cual las dos integrales de la derecha son finitas. En
cualquier caso por el Teorema de aditividad —(2.4.4), pégina 79— y
definiendo en A€ como queramos la fQQ fodAy

[tan= [ st an- [ a

— [ sranedi - [ g dned
Ql Qz Q1 QZ

:// f;dAmdul—// £ Ay dpsy
A QQ A Q2

:/ [z dAg duy
A JQo

:/ fac dAsr dﬂl-
Q JQo

(c) Por la parte (a) tenemos que

Jintau= [ | [15100.) don < .

por tanto f es integrable y podemos aplicar la parte (b). 1

Como en el teorema de la medida producto tenemos otro teorema de
Fubini si se intercambian los dos espacios.
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Teorema de Fubini 3.4.2 Sea (Qq, As, u2) un espacio de medida o—finita,
(Q1,.A1) un espacio medible, A: Qo X A; — [0, 00] una medida de tran-
sicion uniformemente o—finita y sea f: Q = QO x Qy — R medible,
entonces:

(a) Si 0 < f, entonces para cada y € Qy existe H(y) = [ f¥dA,, es

medible y
1= [tan=[|[an,)

(b) Sila [ fdu existe (resp. es finita), entonces existe una funcion
Ay —medible (resp. finita) H, tal que H(y) = [ fYdA,, c.s. (Az,p2) y

/fduz/Hduzz/UfydAy} dpis.

(c) Si f: Q— R esmedibley [ [|f(z,y)|dA, dus < oo, entonces f
es p—integrable y [ fdu= [ [ f(z,y)dA, dps.
Como un caso particular tenemos la forma clasica del teorema de

Fubini.

Teorema de Fubini clasico 3.4.3 Sea (Q, A, u) el espacio producto de
los espacios de medida o—finita (1, A1, 1) y (Qa, Az, o) y sea f: Q —
R medible. Entonces:

(a) Si 0 < f, entonces [ fidus existe y es medible en x, [ f¥du
eriste, es medible en y y

frae [ ] = ]

(b) Si [ fdp existe, entonces existe una funcion A;—medible G, tal
que G(z) = [ fodpsa, c.s. (A1, 1) y otra funcion As—medible H, tal que
H(y) = [ fYdu, c.s. (Az,p2) (ambas finitas si f es integrable), tales

e ][] e

(c) Si [[[1fY)dm] dpo <00 6 [ [[|faldpa] dur < oo, entonces se

T r ] o= ][] ]
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Demostracién. Las primeras igualdades en (a) y (b) son conse-
cuencia de (3.4.1) y las segundas de (3.4.2). (c) se sigue de los apartados
(c) de esos teoremas. I

Ejemplo 3.4.4 Hemos visto en (2.4.9), pagina 83, que la funcién sen z/x
no es Lebesgue integrable en (0, 00), sin embargo veamos que tiene inte-
gral impropia de Riemann y que vale

% senx T

de = —.
2

lim
a—o0 [q x

En el ejercicio (2.5.4), pagina 96 vimos que para z > 0
o0
/ ze dt =1,
0
entonces por Fubini

/senx // senmdtdm-/ / senxdxdt
0

pues |senz| < x, por tanto la integral del medio en médulo estéd acotada
por a. Ahora bien como

(e * cosz) = —te " cosx —e “'senw

(e “'senx) = —te **senx +e “cosz,

tendremos integrando y despejando

R 1—e *cosa—te “sena
e "'senx = ,
0

2 +1

y el resultado se sigue, pues por el TCD

® e~ cosq ® te"*gena
R O_
0

li ————dt = 1li

asoo Jy 241 asbo 211
y como (arctanz)’ = 1/(1+ 2?) (ver también (5.5.10), pag.183), se tiene
que

a e}
lim "NY g = lim / / tsenx dx dt = / (arctant)’ dt = /2.
0

a— 00 0 T a—00
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Nota 3.4.5 Veamos en un par de ejemplos que las distintas hipdtesis en
el teorema de Fubini no pueden ser suprimidas.

Ejemplo 3.4.6 Sean Q; = Qs = (0,1), con A; = Ay = B(0,1) y 11 =
2 = m, consideremos una sucesién 0 = tg < t; <to < -+ <t, [ 1y
fn:(0,1) — [0,00) continuas, con soporte en (t,,t,+1) —es decir tales
que Cp, = Adh{¢t : f,(t) # 0} C (¢, tn+1)—, v tales que fol fa)dt =1

y definamos
o0

Fay) =D [fal@) = fasr(@)] fuly),

n=0
entonces f es continua pues si tomamos 09 = d(0,Cp) y para n > 1,
0 = min{d(t,,Cy),d(tn,Cn_1)}, tendremos que para todo n > 1y
todo j >0, (t, — 8p,tn +0,)NC; =0y

In () fu (), six,y € (tnytny1),
f(x,y) = 7fn+1(z)fn(y)a si ye (tnatn+l) yxe (tﬂ+1atn+2)a
0, si (z,y) € A,

donde A es el abierto formado por las uniones de (¢, —,, t, +95) % (0, 1),
de (0,1) X (tn, — Onstn + 0n), de [tn, tnt2]® X (tn, tng1) y de (En, tnt1) X
[tn, tni2]® v se tiene que

L1 o] o= [ ]

pues siparaalgin n > 1, y=t,, fY =0y siy € (tn,tnt1)

fn(@) fn(y), siz € (tn,tnt1),
fU@) = q —for1(@) fuy), siz€ (tny1,tnra),
0, en otros casos,

y por tanto
1
/ fY(x)dx =0,
0
por otra parte si x = t,,, fr =0, si x € (0,¢1)

0, en otros casos,

£ ) = {fo(x>fo(y>, siy € (0,t1)
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ysiz € (tn,tnt1), paran > 1

fn (@) fn(y), siy € (tn, tnt1),
fo(y) = —fu(@) fao1(y), sty € (tn1,tn-2),
0, en otros casos,
y por tanto
1 0, six =ty,
| £y =4 soto), siwe ©.0)
0 0, six € (tn,tni1)-

Ejemplo 3.4.7 Sean ; = Q5 = [0,1], con Ay = Ay = B[0,1], 1 = m
y p2 la medida de contar. Consideremos f = Ig, para E = {z = y},
entonces para todo z,y € [0,1]

1 1
| pras=o. [ fedm =1,
0 0
por tanto

[ o snmase [ [ oo

3.4.2 Producto de mas de dos espacios.

Consideremos n espacios de medida o—finita,
(1, A pa), -5 (s Any i),
entonces se demuestra facilmente que (ver el ejercicio (3.2.3), pdg.105)
(A® QA1) A, = A1 Q- ® Ay,

y por induccién que existe una tnica medida g = p3 X -+ X p, en el
producto, para la que

(AL X - x Ap) = i (Ar) - i (An),
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para A; € A;. La existencia se demuestra por induccién considerando
= (1 XX pn—1) X iy, y la unicidad por el Teorema de Hahn (pdg.25),
pues u es o—finita en Agy. Vemos asi que el Teorema de la medida producto
se extiende sin dificultad a mas de dos espacios factores, pero para dar
su enunciado general necesitamos extender el concepto de medida de
transicion.

Definicién. Diremos que {Aq,...,A,} es una familia de medidas de
transicidn (oc—finita, uniformemente o—finita, de probabilidad) en los es-
pacios medibles

(le A1)7 ceey (Qn+17 An+1)a

si para cadai=1,...,ny cada
QLAY = (Y x - x QAL @ @A),

se tiene que ‘

Aii 0 x .Ai+1 — [0,00],
de forma que para cada x € Q%, A;, = A;(z,-) es una medida (o-finita,
uniformemente o—finita, de probabilidad) en A;11 y para cada B € A;41,

Aip = Ai(., B),

es medible en el espacio medible producto (9, 4%).

Teorema 3.4.8 (Ver Ash,p.104) Sea {A1,...,An_1} una familia de me-
didas de transicion uniformemente o—finitas en los espacios medibles
(Q, A1)y, (2, A), 11 una medida o—finita en Q1 y (2, A) el espa-
cio producto de los (;, A;). Entonces:

(a) Hay una inica medida p en A tal que para cada A = Ay x---x Ay,
con los A; € A;, se tiene

/L(A) :/ d,ul/ dAlxl/ dAQ(wl,azz) / dAn—l(wl,.A.,wn,l)v
Ay Az As A

n

donde (z1,...,x;) € Ay X --+ x A;. Tal p es o—finita y si las {A;} y 1
son de probabilidad, entonces es una probabilidad.
(b) Sea f: Q — R medible. Si f >0, entonces

[ran=[ am [ ari [ dhan e
Ql Q2 Q

n—1
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(c) Si [ fdu existe (es finita), entonces la igualdad anterior se sa-
tisface en el sentido de que para j =1,...,n—1, la integral con respecto
a la medida

Aj(ml,.“,wj)v
existe (es finita), excepto para los (x1,...,x;) de un conjunto de A7 =
Ai x - x Aj de medida nula por la p; definida en (a), es decir definida

por

/J,j(Al X - X A]) = / d/ll/ dAlzl o / dAj(zl,...,zJ)a
A A Y

J

y basta definirla como 0 6 cualquier funcion medible en ese conjunto.

Ejercicios

Ejercicio 3.47.1 Sean (Ql,.él,ul) y (Q2, A2, u2) espacios de medida o—finita
vy f: Q1 — Ry g: Q2 — R medibles e integrables, demostrar que h(z,y) =
f(@)g(y) es p = p1 X po—integrable y

= (frm) ()

3.5 Complecién de la medida producto

Es facil ver que si (Q, A1, 1) y (Qa2, As, p2) son espacios de medida
completos, entonces su producto (2, .4, 1) no es necesariamente comple-
to. Para ello observemos que si A € A;, A # 0, p1(A) = 0 y existe
B C Qs, con B ¢ A, entonces

AXBCAXxQ vy p(AxQe)=0,
pero A x B ¢ A, pues para cada x € A
(AXB)IZB¢A2
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En particular tenemos que el espacio producto de (R, £L(R), m) consigo
mismo no es completo siendo su complecién (R2, £L(R?), my).

Teorema 3.5.1 (Ver Rudin,p.179). Sean k,n € N, entonces la comple-
cion del producto

(R*, L(R¥), my) x (R™, L(R™),m,,),
€s (Rk+n7 ‘C(Rk+n)7 mk+n)'

Terminamos la lecciéon con un resultado alternativo del Teorema de
Fubini que es de interés especial en vista del resultado anterior. Para
ello necesitamos dos resultados previos.

Lema 3.5.2 (Ver Rudin,p.154) Sea (2, A, u) un espacio de medida y
sea A, la complecion de A relativa a p. Si f: (Q,As) — (R,B(R)) es
medible, entonces existe g: (2, A) — (R, B(R)) medible tal que f = g
c.s. (A, p).

Lema 3.5.3 (Ver Rudin,p.154) Sean (1, A1, 1) y (Q2, Az, p2) espacios
de medida o—finita y completos y sea A, = (A1 X As). la complecidn de
A1 X Ay relativa a py X po. St

h: (Q,A,) — (R,B(R))

es igual a 0 c.s., entonces hy =0 c.s. (A2, pu2) y esto c.s. (A1, 1), en
particular h, es medible c.s. (A1, 1) y h es medible c.s.

Teorema 3.5.4 (Ver Rudin, p.154) En las hipdtesis del Lema anterior
sea
VE (Q7~A*) - (R7B(R))7
entonces:
(a) fo y fY son medibles c.s. (A1,u1) y (A, u2) respectivamente.
Si f>0yF(z) = [ fadus, Gly) = [ fYduy —eatendiéndolas como
queramos donde no estan definidas—, entonces

/fdu:/de:/de.

(b) Si [ fdp existe (es finita), entonces F(x) = [ fudus existe (es
finita) c.s. (A1, 1) y es medible —extendiéndola como queramos donde
no estd definida—, idem para G y

/fdu:/de:/Gdug.
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3.6 Aplicaciones. Convolucion

Como una simple consecuencia del Teorema de la medida producto tene-
mos el siguiente resultado que nos permite ver la integral de una funcién
no negativa en un espacio de medida o—finito, como una integral respecto
de la medida de Lebesgue.

Corolario 3.6.1 Sea (2, A, ;1) un espacio de medida o—finita y f: Q@ — R
medible, no negativa. Si E = {(z,y) € QxR : 0 <y < f(z)} y
Fly)=p{z e Q: y< f(x)}, entonces E € A® B(R), F es medible y

,uxm(E)—/fdu—/Oochm.

Demostracién. Consideremos las funciones medibles F(z,y) =
f(@) y m(x,y) =y, entonces por el ejercicio (2.2.4)

E={(z,y) e OxR: 0<y< f(x)} ={0<7 < F} € A® B(R),

y como EY = () si y < 0, tendremos aplicando el Teorema de la medida
producto cldsico que

[ @ au= [mio. s au= [ mlE) du=p x m(e)

z/u[Ey]dm: Fdm. 1
0

En particular si 4 = m es la medida de Lebesgue en R,

mxm(E) = [ fam,

es decir que la integral de f es el drea del conjunto bajo la grafica de f.
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Nota 3.6.2 Podemos obtener un resultado familiar sobre series dobles
como aplicacién del Teorema de Fubini: Sea ), anm una serie doble y
consideremos el espacio de medida (N, A, u) donde A =P(N) y pes la
medida de contar, es decir u(A) = card A, para cada A C N. La serie es
absolutamente convergente si y sélo si la funcién f(n, m) = a,,, definida
en el espacio producto (N, A, u) x (N, A, i) tiene integral finita, en cuyo
caso el Teorema de Fubini implica que

o0 o0 o0 o0
DD anm =) ) dum
n=1m=1 m=1n=1
Otra consecuencia de este teorema es la siguiente versiéon de la inte-

gracién por partes.

Proposicion 3.6.3 Sean F,G: R — R funciones de distribucién acota-
das, que se anulan en —oo, up, e sus medidas de Lebesgue—Stieltjes
asociadas y [a,b] C R, entonces

/ [F(z) + F(z™)] duc + / (G(@) + Gla™)] dyup =

= 2A[F(H)G(b) — F(a)G(a)].

Demostracién. Consideremos A = {(z,y) € [a,b]?> : @ > y} ¥
B = A¢ = {(z,y) € [a,b]* : © < y}, entonces por una parte

[ur % uc)(la, b)) = [ur x pc)(A) + [ur x pcl(B)

Z/[ ]MG(Aw)d,UF“"/[ ]MF(By)dMG
a,b a,b

:/ pela, x] d,up-i-/ prla,y) duc
[a,b] [a,b]

= | G@) = Ga)]dpr+
[a,b]

n /H F(y) - F(a™)] dpc

= G(z)dur — G(a™ ) pr|a, b+
[a,b]

- /w F(y™)duc — F(a™ )ucla,b] =
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= /[ : G(z)dup — G(a™)[F(b) — F(a™)]+
+ [P i = P60 - Gla)
y por otra parte eso es igual a

prla,b] - pela, b = (F(b) = F(a™))(G(b) — G(a™)),

por tanto

FGO) - Fa)6l) = | Gydur + /[ F7) dpc
a,b a,b
y como la expresion de la izquierda es simétrica respecto de F' y G,
también la de la derecha, por lo tanto
F(b)G(b) — F(a™)G(a™) = [ ]G(x’)duF + [ ]F(y) dpc
a,b a,b
y el resultado se tiene sumando. 1
Nuestra ultima aplicacion del Teorema de Fubini sirve para definir

un nuevo producto entre funciones de L;.

Teorema 3.6.4 Sean f,g € L1(R, B(R), m), entonces para casi todo x €
R

176 = ptwlm < .
y en ellos podemos definir el producto de convolucion de f y g
frg) = [ 1= o),

que podemos extender como fxg(x) =0 en el resto de puntos y se tiene
que fxg€ L1y

s ) ().

Demostracién. En primer lugar la funcién de R?, F(x,y) = f(x —
y)9(y) es borel medible e integrable por el apartado (¢) del Teorema de
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Fubini, pues (ver el ejercicio 2.4.15, pdg.91)

/(/Ifx— dm)dm /\g </|f(:c—y)|dm)dm
= [tatl ([ 1@ am) dm
([1twiam) ([ 176)1am)

= [[fllxllglly < oo,

y por el apartado (b) existe f * g medible e integrable tal que c.s.

frg)= [ fa=y
i () (f).

y verifica

Ejercicios

Ejercicio 3.6.1 Sea (Q, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q@ — R me-
dible y no negativa. Demostrar que la gréfica de f es medible

E={(z,y) €Qx[0,00]: y= f(2)} € A® B(R),

y que u X m(E) =0.

Ejercicio 3.6.2 Sea (Q, A, 1) un espacio de medida o—finita y f: Q@ — R me-
dible y no negativa. Demostrar que la funcién F(y) = u{f '(y)} es medible
y F=0cs.
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Ejercicio 3.6.3 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita 'y f,g: Q — [0, c0)
medibles y tales que para cada = > 0, u{f > z} < u{g > z}. Demostrar que

/fdMS/ng-

Ejercicio 3.6.4 Sea (2, A, 1) un espacio de medida o—finita, f: Q — [0, o0]
medible y 1 < p < co. Demostrar que

/f” dp = /Ooopt”_lu{f > t}dt.

3.7 Producto de infinitos espacios medibles

Definicién. Sea (92,,4,), para n € N, una coleccién numerable de
espacios medibles y

Q= HQl ={(x1,2a,...): z; € Q;}.
Diremos que C' C 2 es un cilindro con base C, C 21 X -+ x £, si
C=0Cp X1 X Qg X-o-.

Diremos que el cilindro C' es medible si C,, € A1 ®---®A,, y diremos
que es un medible de base un producto finito si Cp, € Ay X --- X A, es
decir es de la forma C,, = Ay x --- X A,, para A; € A;.

Es fécil ver que los cilindros medibles forman un algebra, asi como
las uniones finitas disjuntas de productos finitos de medibles.

Definicién. Sea (2,,4,), para n € N, una coleccién numerable de
espacios medibles. Diremos que una o—algebra A en el conjunto producto
Q=1 es la o—dlgebra producto si se verifican las condiciones:

(a) Las proyecciones ;: 2 — ; son medibles.

(b) Una aplicacién F: Q' — Q es medible (respecto de una o—élgebra
A’ de Q' y A) si y sélo si lo son sus componentes F; = 7; o F' (respecto

de A’ y AZ)
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Proposicion 3.7.1 (Ver Ash,p.261) La o—dlgebra producto eziste, es unica
y es la o—dlgebra generada por los cilindros medibles y también es la gene-
rada por los productos finitos de medibles, la denotaremos A = QpenAn-

Definicién. Diremos que Aq,...,A,,... es una familia infinita de me-
didas (probabilidades) de transicion en los espacios

(Q, A1)y (Qn, A, -
si para cada n € N
Ap: Q1 X oo x Qp x Ay — [0, 00),

de modo que fijado x = (z1,...,2,), An(z,.) es una medida (probabili-
dad) en A, 41 y fijado B € A,,4+1, Ay (., B) es medible.

Teorema 3.7.2 (Ver Ash,p.109) Sean (Q,, Ay,) paran € N espacios me-
dibles y (Q, A) = ([0, ®A,). Si Py es una probabilidad en (Q1,.A;)
y Ai,...,A,,... es una familia de probabilidades de transicion en los
(Qn, Ayn). Entonces hay una dnica probabilidad P en (Q, A) tal que para
cada cilindro medible C € A de base Cp, € A1 Q-+ QA,, P(C) = un(Cy),
para i, la probabilidad definida en (Q1 X -+ X Qp, A1 @ - ® A,) en
(3.4.8-a).

Corolario 3.7.3 Para cadan € N sea (Qy,, Ay, Pp,) un espacio de probabi-
lidad y sea (2, A) = ([, ®A,). Entonces hay una dnica probabilidad
P en A, tal que para Ay € Aq,..., A, € A,, se tiene

PlAy % -+ X A X Qi1 X Qs X -] = P AL - Pa[Ay].

Nota 3.7.4 Este ultimo resultado se extiende sin complicaciones al caso
de un producto arbitrario de espacios de probabilidad (ver DUNFORD—
SCHWARTZ, p.200 6 HALMOS, p.158). Sin embargo el anterior necesita,
para su extensién a un producto arbitrario de espacios, hipdtesis to-
poldgicas sobre los espacios factores. Es por ello que posponemos su
estudio hasta la leccion 77, pag.??.
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RuUDIN, W.: “Real and complex analysis”. Tata McGraw-Hill, 1974.

Parece ser que la primera discusién sobre la relacién entre una integral
doble y sus integrales simples iteradas, aparece en 1827 cuando CAUCHY
senala que las integrales

/01 [/olf(x’y)dx} dy ¥ /01 Uol f(w,y)dy} dz

no son necesariamente iguales cuando f no es acotada.

En 1876 THOMAE extiende la teoria de integracién de Riemann de
una variable a varias variables y en 1878 dio un ejemplo simple de una
funcién acotada f : R? — R, para la que la segunda integral del parrafo
anterior existia, mientras que la primera no tenia significado pues fY era
Riemann integrable para un unico valor de y.

En estos dos ejemplos, de CAUCHY y THOMAE, la integral doble de f
no existe. En 1883 Du Bois—-REYMOND demuestra que aunque f sea in-
tegrable, como funcién de dos variables, las funciones f, y fY no tienen
por qué ser integrables para todo valor de x e y respectivamente (ver
HAWKINS, p.92). Pero no consideré la validez del Teorema de Fubini
atendiendo a las particularidades del conjunto E sobre el que se integra.
En este sentido HARNACK estudia, en 1884-85, el Teorema de Fubini im-
poniendo la condicién a F, de que para cada punto y, la seccién EY fuese
vacia, un punto o un intervalo. Mas tarde, en 1886, hace la observacion
de que el Teorema de Fubini sigue siendo valido cuando F estd limitado
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por una curva “suficientemente simple”, en un sentido que especifica de
la siguiente manera:

(i) Que la curva pueda encerrarse en un dominio plano de magnitud
arbitrariamente pequena y

(ii) Que los conjuntos E, y EY se intersequen con la curva en a lo
sumo una coleccion finita de puntos.

El tratamiento de las integrales dobles y en particular del Teorema de
Fubini demostraron, en palabras de JORDAN, que “...aunque el papel que
juega una funcion en la integral esta claro, la influencia de la naturaleza
del dominio E, sobre el que se integra, no parece haber sido estudiada
con el mismo cuidado...” .

La situacién fue finalmente rectificada por el mismo JORDAN en 1892,
a partir de su desarrollo del concepto de conjunto medible. Con las
definiciones que dio logré probar un Teorema de Fubini, para funciones
Riemann integrables, de total generalidad.

También en 1892 DE LA VALLEE-POUSIN —que habia extendido la
definicién de integral de Riemann, a funciones no acotadas—, indic6 que
una formulacién satisfactoria del Teorema de Fubini, para funciones no
acotadas era un problema dificil. En 1899 demostré una versién bastante
complicada de enunciado.

El siguiente paso lo dio LEBESGUE en su Tesis de 1902. Encontro las
mismas dificultades que sus predecesores:

Si f: R? — R era Lebesgue integrable, las funciones f, y f¥ no tenian
por qué ser ni Lebesque medibles.

No obstante, introduciendo los conceptos de integral superior e inte-
gral inferior, demostré (ver HAWKINS, p.157) una versién del Teorema de
Fubini qué, como él mismo observd, tenfa como consecuencia el Teorema
de Fubini si f fuese Borel medible. Pues en ese caso f, y fY también lo
son.

Esta observacion sugirié a FUBINI la posibilidad de mejorar el Teore-
ma de Lebesgue y en 1907 prueba esencialmente lo que hemos llamado el
Teorema de Fubini cldsico. No obstante B.LEVI, en 1906, habia escrito
en un pie de pagina de un trabajo sobre el Principio de Dirichlet, el
enunciado de este mismo resultado.

Es curioso observar que una idea fundamental como es que f, y
fY fuesen medibles c.s. habia sido senalada en un caso particular por
HoBSON en 1907, sin darse cuenta que era valido en general.

Remitimos al lector interesado en las anteriores referencias histéricas
al libro
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Hawkins, T.: “Lebesgue’s Theory of integration”. Chelsea Pub.Co., 1975.

El lector interesado en el comportamiento de la absoluta continui-
dad y de la singularidad en el producto de medidas, puede consultar el
HEWITT-STROMBERG, p.394.

El producto de convolucién definido en el teorema (3.6.4), pag.124,
es simplemente el producto natural de polinomios en el siguiente sentido,
si consideramos para cada polinomio p(x) = ag + a1z + -+ + a,z™ la
funcién definida en Z, f, (i) = a; (f, = 0 en el resto), entonces dados dos
polinomios p y ¢ tendremos que a su producto le corresponde fpq(j) =
Do fp(d —9)fq(3) = fp * fg(§). Ademads p es la Transformada de Fourier
de f, (estudiaremos este concepto en un capitulo posterior).

Por ultimo es posible, en base a lo expuesto en este capitulo, dar una
construccién no topoldgica de la medida de Lebesgue en R, y por tanto
en R™, partiendo de un simple espacio de medida —el de la moneda de
cara 'y cruz—

2={0,1}, A= {(b’ {0}, {1}, @}, u({o}) = u({1}) =1/2.

Remitimos al lector interesado a P.R.HALMOS, p.159.

Fin del Tema Il



Capitulo 4

El Teorema de
Radon—Nikodym

4.1 Introduccion

En (2.4.10) hemos visto que si f es una funcién con integral, entonces
u(E) = 0 implica A(E) = 0, para A = fu. El Teorema de Radon—
Nikodym establece el resultado inverso, es decir que si A es una medida
que verifica la condicién de anular a los conjuntos que son de medida
nula para p (propiedad que denotamos con A < ), entonces A = fu,
para una cierta f con integral.

A esa funcién f se la llama derivada de Radon—Nikodym de X res-
pecto de p y se denota d\/dpu, pues como veremos extiende en contextos
particulares la nocién de derivacién de funciones en el sentido de que es
un limite de cocientes incrementales. En particular en el tema siguiente
veremos que en R™, si A anula a los borel medibles de medida de Lebesgue
nula, entonces la derivada de Radon—Nikodym d\/dm, coincide c.s. en
cada z € R™, con el limite \(E)/m(FE), cuando m(E) — 0, para los E
tales que x € E.

131
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4.2 Teorema de descomposicion de carga

Si A es una medida en un espacio medible (£2,.4), entonces para todo
Ac A
A0) =0 < A(A) < AMQ),

y por tanto el inf \ y el sup A se alcanzan. Este hecho también es obvio
para una carga A = fu, donde p es una medida y f una funcién medible,
para la que existe la [ f du, pues para A = {f >0} y todo E € A,

Ipef <Ipf<Isf = fd,u</fdu</fdu
= /\(AC

A continuacién demostramos que esta propiedad, caracteristica de
las funciones continuas sobre los compactos, la tienen todas las cargas.

Teorema 4.2.1 Sea )\ una carga en un espacio medible (2, A), entonces
existen A, B € A tales que

AMA) =max{A(C): C e A}, A(B)=min{A\(C):C € A}.

Demostracién. Veamos el maximo. Si existe un A € A tal que
A(A) = 0o, hemos terminado. Supongamos entonces que A < co. Como
A(0) = 0, tendremos que

0<a=sup{\(F): Fe A},

y podemos tomar una sucesién 0 < A(F,) — «. Sea F = UE, y
denotemos con E!, = E N ES. Ahora consideremos, para cada n, la
particién de E en los 2™ subconjuntos

E=FE UE;] (paran =1)
= (E1NE2)U(EyNEY))U(ENE)U(E{NEY) (paran=2)
= U2n1Em, con E,,=Ein---NnE}, (para n)

donde Ej=F; 6 Ej=E;,
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consideremos ahora los conjuntos

A, = U E.i, (A,=0, sitodoslos M(F,;) <0),
{i:A(En;) >0}

por tanto tendremos que

0< AE,) < A(4,) <A (fj Ak>
k=n

pues para cada n los F,; son disjuntos y se sigue facilmente la segunda
desigualdad, la tercera es porque

Upe A = Ap U (A1 NAG) U (A2 NAL L NAT)U -

con la unién de la derecha disjunta y A(A,4m NAS 1 N---NA5) >0,
pues para m < k, cada

Ew=FEfn---NE,N---NE; CE;fN---NE}, = Ep;,

7

Aptm NAS 1 N---NA] es la unién de algunos de los Ey, 1, 4, de los
que definen A, 4,.

Ahora tomando limites en n, como A(U32 Ar) < ooy URZ, Ak |
NS, U, Ar = A, tendremos por la continuidad inferior de las cargas
(1.3.13), pag.17,

por tanto 6 Ei; C Enj C Ay (i M(Epyj) > 0) 6 Ep; C Epy; C AS, (si
A Ep;) <0), es decir 6 Ey; NAS, =06 Ex; NAS, = Ey; y por induccién
nion

a=limA(E,) < AA) < a.

Para el minimo se aplica el resultado anterior a —\. 1

Nota 4.2.2 En el tema I vimos que si A era aditiva y no negativa sobre
un algebra, entonces A era acotada si y solo si era finita en cada elemento
del algebra y dijimos que esto no era cierto en general si quitdbamos la
no negatividad. Sin embrago si en lugar de un algebra tenemos una
o—algebra y A\ es numerablemente aditiva si es cierto y es una simple
consecuencia del resultado anterior.

Corolario 4.2.3 Si A: A — R es una medida real (carga finita), entonces
es acotada.
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Definicion. Diremos que un conjunto P € A es positivo para una carga
A, st A(ANP) > 0, para todo A € A. Diremos que N € A es negativo si
A(ANN) <0 para todo A € A. Diremos que un conjunto es nulo si es
positivo y negativo.

Llamaremos descomposicion de Hahn de una carga A a toda particion
del espacio Py N = P¢ € A, con P positivo y N negativo.

Nota 4.2.4 Observemos que si PN € A es una descomposicién de
Hahn, uno de los dos es finito, pues

A(Q) = A(P) + A(N).

Observemos también que si C € A es nulo, entonces A(C) = 0 —de
hecho A\(E) = 0 para todo E € A, con E C C—, sin embargo no se tiene
el reciproco en general, pues por ejemplo en Q = [—1,1], \(E) = [ zdm,
A(©2) = 0 pero £ no es nulo. Sin embargo si A es una medida, si.

Teorema de descomposicion de Hahn 4.2.5 Exziste una descomposicion
de Hahn para cada carga A en un espacio medible.

Demostracién. Si A < oo, consideramos el conjunto A € A del
Teorema (4.2.1), A(A) = max A (en caso contrario serfa —oo < Ay
considerarfamos B siendo la demostracién similar). Veamos que P = A
y N = A€ es una descomposicién de Hahn. Como A(f)) = 0, tendremos
que 0 < A(A)<ooysiEeA

AMA) =AMENA)+MENA) <ANENA) + AA),
AMA) > AMAUE)=MA)+ AMA°NE),

lo cual implica que A(ENA) >0y A(ENA) <0. 1

En las siguientes propiedades vemos que la descomposiciéon de Hahn
esencialmente es unica.

Proposicion 4.2.6 Seca P, N una descomposicion de Hahn, entonces:
(a) Para E,B€ A, E C B:

MBNN)<AENN)<AE)<AENP)<ABNP).

(b) AMBNP)=max{\(E): ECB,E € A},
ABNN)=min{\(E): ECB,Ec Ab.
(¢) Dada otra descomposicion de Hahn P’ N’

MENN)=XENN) y MNENP)=XENP).
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Demostracién. (a) Obvio pues AM(E) = M(ENN)+AXENP)y
E = ENB, por tanto A(BNN) = A(ENBNN)+A(ENBNN) < AM(ENN)
y /\(BﬁP) =MENBNP)+AXE°NBNP)>XENP).

(b) Se sigue de (a).

(c) Se sigue de (b). 1

Veremos a continuacion que las cargas son diferencia de medidas, una
de las cuales es finita.

Teorema de descomposicion de Jordan 4.2.7 Sea \ una carga en un
espacio medible (2, A), entonces para cada B € A

M (B) =sup{\(E): ECB, Ec A},
A7(B)=—inf{\(E): EC B, Fec A},
son medidas, al menos una es finita y A = AT — \".
Demostracion. Sea P, N una descomposicién de Hahn, entonces
por el resultado anterior AT(B) = A(BN P) y A= (B) = —A(BNN),
de donde se sigue que son medidas, que una de ellas es finita, pues

AT =AP) y A= () = —A(N) y que A=A —A~. ¥

Definicién. A las medidas AT y A~ las llamaremos parte positiva y parte
negativa de A\. Llamaremos variacion de A a la medida

Al =AT+ A7,

y a |A(Q) la variacion total de .

Proposicion 4.2.8 (a) Para cada A € A, |A(A)] < |M(A) y ademds ||
es la medida mds pequena que lo satisface.
(b) Si A1, Aa: A — (—00,00] son cargas, entonces

A1+ Ao| < |A1]+ A2l

(c) Si X\ es una carga

IAI(A) = SUP{Z IMNE;)|: E; € A, disjuntos, UE; = A}.



136 Capitulo 4. El Teorema de Radon—Nikodym

Demostracién. (a) [A(A)] = [AT(A) — A7 (A)| < [M(A), y si p es
una medida para la que |A\(A)| < p(A) para todo A € A, entonces

IA(A) = AT(A) + 17 (4)
=|AMANP)|+ |MANN)]
< p(ANP)+ p(ANN) = p(A),

para todo A € A.
b ¢) se dejan como ejercicio. 1
(b) ¥ j j

Nota 4.2.9 Por otro lado ) es una carga finita si y sélo si lo son AT y A~
si y s6lo si lo es ||, en cuyo caso es acotada y escribiremos || A|| = |A|(Q).
Veremos en la préxima lecciéon que sobre el espacio vectorial de las cargas
finitas (que llamaremos medidas reales) esto es una norma, con la que
dicho espacio es de Banach.

La descomposicion de una carga nos permite extender la nocién de
integral.

Definicién. Dada una carga A en un espacio medible (£2,.4), diremos
que una funcién f medible es integrable respecto A 6 que es A—integrable
si lo es respecto de las medidas AT y A~, en cuyo caso definimos su

integral como
/fd)\:/fd)\Jr—/fd)ﬁ.

Ejercicios

Ejercicio 4.2.1 Sean A1, A2: A — (—00, 00| cargas, demostrar que

A1 4 A2 < JA1| + [ Azl

Ejercicio 4.2.2 Sea (92, 4, \) un espacio medible con una carga. Demostrar:
(a) E € Aesnulosiy sélosi [A|(E) =0.
(b) Si P, N y P’', N’ son descomposiciones de Hahn, |\|(PAP’) = 0.
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Ejercicio 4.2.3 Sean p1, pe medidas, g = p1 + p2 y f una funcién medible.
Demostrar que existe [ fdu sii existen [ fduir la [ fdpz y su suma estd

definida. Y en tal caso
[ ran=[rawm+ [ sau.

Ejercicio 4.2.4 Sea )\ una carga. Demostrar:
(a) g es A-integrable si y s6lo si es |A|-integrable.

(b) Si g es A—integrable,
[oa| < [ialan

(c) Existe una medida p y una funcién medible f, con integral respecto de p,
tal que para todo E € A
= / fdu.
E

Ejercicio 4.2.5 Encontrar en B(R) la descomposicién de Jordan para la carga
A = P — 040}, siendo P una probabilidad.

Ejercicio 4.2.6 Sea f una funcién con integral en el espacio de medida (€2, A4, i)
y consideremos la carga A = fu. Demostrar que

= [rran x@= [ ran W@ = [ i

Ejercicio 4.2.7 Demostrar que si una carga A = u1 — p2 es diferencia de dos
medidas p;, entonces At <pwry AT < po.

Ejercicio 4.2.8 Sean p1 y pe medidas positivas y finitas y 4 = p1 — p2. De-
mostrar que si f es u1 y pe integrables entonces es i integrable y

[ ran= [ raw = [ sau.

Ejercicio 4.2.9 Sea A una carga en un espacio medible (2,.4), demostrar que
[A|(A) = bup{z IN(E:)|: E; € A, disjuntos, UE; = A},

.Es cierto el resultado si ponemos > :°, en lugar de sumas finitas?.
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4.3 Medidas reales y medidas complejas

Definicién. Llamaremos medida real en (9, .A) a toda carga finita, es
decir a una funcién de conjunto numerablemente aditiva p: A4 — R tal
que (@) = 0. Llamaremos medida compleja a toda funcién de conjunto
numerablemente aditiva

nw:A—C,
tal que p(0) = 0.
Nota 4.3.1 Observemos que las medidas reales son un subconjunto de
las medidas complejas. Por otra parte es facil ver que cada medida
compleja p puede escribirse de forma tnica como

po=p g
donde i1 vy po son medidas reales. Y por el Teorema de Jordan

po= i =y iy —ipy

donde i, py, pd y p5 son medidas finitas. Por tltimo observemos que

si p es una medida compleja, entonces es numerablemente aditiva, por
tanto dada cualquier colecciéon numerable E,, € A de conjuntos disjuntos,

o0 o0
1% <U En) = ZM(En)a
n=1 n=1

y como la serie converge a un nimero de C —no como en el caso de las
medidas en las que la serie podia divergir—, y converge al mismo valor
para cualquier reordenacion de la serie, puesto que la unién no cambia,
la serie converge absolutamente.

Si dada una medida compleja u, quisiéramos encontrar una medida
positiva |u| andloga a la variacién de una carga, es decir que sea minima
entre las que satisfacen |p(A)| < A(A), en A, tendriamos que tal medida

debe verificar
l(4) = S 1l(A) = 3 (A,

para cada particion A; de A en A. Esto sugiere la siguiente definicién
que extiende la propiedad vista para cargas en (4.2.8), pdg.135.
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Definicion. Dada una medida compleja p, llamaremos variacion de p
a la medida (a continuacién demostramos que lo es)

|u|(A) = Sup{z |(A;)| 2 A; € A, disjuntos, UA; = A}.

Teorema 4.3.2 Sea (2, A) un espacio medible y u una medida compleja.
Entonces su variacidn |u| es una medida finita que verifica |p(A4)| <
|| (A) para todo A € A y es la minima entre las que satisfacen esta
propiedad, ademds si X es otra medida compleja |p+ A < |p| + |\l

Demostracién. Por (4.2.8) sabemos que es cierto para p real. Aho-
ra para . = p1 + if2, s obvio que |p|(f) = 0. Veamos que |u| es aditiva,
para ello sean A, B € A disjuntos y consideremos una particién finita
Ei,...,E, € Ade AU B, entonces

S BB < Y 0B )|+ Y 0 1 B)] < |ul(4) + |l (B),

=1

por tanto |u|(AU B) < |u|(A) + |u|(B). Para la otra desigualdad consi-
deremos sendas particiones finitas A;, B; € A de Ay B respectivamente,
entonces como todos ellos son una particién de AU B,

D (A + Y u(B;)] < |ul(AU B),

v pe|(A) + |p|(B)] < |p|(AU B), por tanto |u| es aditiva. Ahora como
(A < |1 (A)]+ |p2(A)] < [p1](A) +[p2|(A) entonces para todo A € A
y toda particién finita suya A; € A

Zlu D)l < [ |(A)] + [p2(A),

de donde se sigue que

1l (A) < [p1|(A) + |p2[(A) < oo,

por tanto |p| < |u1| + |p2| ¥ es finita. Ahora sea A, € A, con A, | 0,
entonces |u|(A,) — 0, pues |u;|(A4,) — 0 por ser medidas finitas, por
tanto |u| es numerablemente aditiva por (1.3.15), pdg.17.

Ahora dada otra medida v tal que |pu(A)] < v(A), en A, se tiene que
dada una particién finita A,..., A4, € Adeun A€ A

S In4)] < 37 (A = w(4),
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por tanto |u|(A) < v(A). Por tltimo la desigualdad |p + M| < |p| + ||
se sigue de esta ultima propiedad aplicada a u+ A. 1

Definicion. Dada una medida compleja u, llamaremos wvariacion total

de p al valor finito
([l = 1pl(€2).

Nota 4.3.3 Como consecuencia tenemos que si p es compleja, entonces
para todo £ € A

(4.1) [(E)| < [pl(B) < |pl(€) = [|ul,

por lo que su rango estd en un disco de radio finito ||u||. Esta propiedad
se expresa diciendo que u es de wvariacion acotada. Denotaremos con
M(A,R) el R-espacio vectorial de todas las medidas reales

w: A— R,
y con M(A, C) el C—espacio vectorial de las medidas complejas
w: A— C.

Lema 4.3.4 ;1 € M(A,K) si y sdlo si u: A — K es aditiva y tal que
w(Ay,) — 0, para cada A, | 0.

Demostracién. En primer lugar (@) = 0, pues u(0) = 2u(0) € K.
Ahora el resultado lo vimos en (1.3.15), pdg.17, para el caso real (para
cargas) y de este se sigue el caso complejo considerando p = p1 + ipa,
con 1 y pg reales. 1

Teorema 4.3.5 Los espacios M(A,K), para K =R 6 C, son de Banach
con la norma

(el = 12l (€2).-

Demostracién. Que es una norma se sigue facilmente (la desigual-
dad triangular es consecuencia de que |u + A| < |u| + |A]). Veamos que
es completo. Sea p, € M(A,K) una sucesién de Cauchy, entonces por
(4.1) se tiene para cada A € A

[n (A) = pn (A)] < Ml = prm [
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por tanto p,(A) € K es de Cauchy, ademds uniformemente, y tiene
limite que llamamos p(A) = lim p, (A) y la convergencia es uniforme en
A. Demostremos que p € M(A,K) y que ||un — || — 0. En primer
lugar p(0) = lim u, (@) = 0 y es aditiva pues si A, B € A son disjuntos,
entonces

w(AUB) =lim pu, (AU B) = lim p, (A) + lim g, (B) = p(A4) + p(B).

Para demostrar que es numerablemente aditiva veamos —por el Lema
anterior (4.3.4)— que u(A,,) — 0, para cada sucesién 4,, € Acon A4,, | (.
Sea e >0y N € N tal que |u,(A) — u(A4)| < €/2, para todon > N y
todo A medible. Ahora como lim,, . pn(Am) = 0, existe un k € N,
tal que para m >k, |un(An)| < €/2, por tanto,

[1(Am)| < [1(Am) = pv (Am)| + v (Am)| <€,

y #(Am) — 0, por tanto p es numerablemente aditiva.

Por tltimo veamos que p, — pu, es decir que ||y — un|| — 0. Sea
Aj, ..., A una particién de  y sea € > 0, entonces existe un N € N tal
que

k
D s (As) = pn(AD] < lppm — pin]| < e,
i=1

para todo m,n > N y haciendo m — oo, tendremos que

k

Z [1(Ai) — n(Ai)| < e,

i=1

por tanto ||p — un|| <€, para n > N y el resultado se sigue. 1

Ejercicios

Ejercicio 4.3.1 Sea (2,.A) un espacio medible con una medida compleja
A=A +ide = AT = A7 +iA] —i)g,

demostrar que
AT IS IS 00 0
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4.4 FEl Teorema de Radon—Nikodym

Definicién. Sea A una carga 6 una medida compleja (en particular una
medida 6 una medida real), en el espacio de medida (£, .4, ), diremos
que A es absolutamente continua respecto de i, y lo denotaremos A < p,
sipara Ae A

WA =0 = AA)=0.

Sea f medible en el espacio de medida (2,4, 1), tal que existe la
f fdu, entonces hemos visto en el Tema anterior que A = fu es una
carga para la que A < pu, pues si u(A4) =0,

—oola < fIy<ooly = 0=—oou(Ad) <AA) <oou(d)=0.

Del mismo modo si f = f1 +ifs: Q@ — C es medible e integrable,
entonces

NA) = [ Fdu= [ pdni [ fadu= i)+ ira(a),

es una medida compleja, para la que por lo anterior \; < p y por tanto
A < p. En esta leccién veremos que esta propiedad es esencial para la
representacién de una carga ¢ de una medida compleja A en la forma fu.

El siguiente resultado nos explica por qué la palabra continuidad se
utiliza en esta definicién.

Proposicion 4.4.1 Sea A\ una medida compleja en el espacio de medida
(Q, A, ). Entonces son equivalentes:

(a) A < p.
(b
()

)
Para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que si u(E) < §, entonces
INE)| <e.

Si X\ es una carga entonces (a)< (b)<=(c).

Al < .
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Demostracién. (a)=(b) En cualquier caso como
(A 7Sup{Z\/\ : A; € A, disjuntos, UA; = A}.

tendremos que si A € A

w(A)=0 = u(B)=0, paratodo BCA BeA =
= MB)=0, paratodo BCA BeA =
= [Al(4) =0,

por tanto |\ < p.

(b)=(a) En cualquier caso se sigue de que |A(E)| < |A|(E).

(¢)=(a) Es obvia en cualquier caso.

(a)=(c) Para A medida compleja. Supongamos que (c) no es cierto,
entonces existe un € > 0 tal que para todo n, existen E,, € A, tales que
w(Ey,) < 27", pero |A(Ey,)| > e. Ahora por el Lema de Borel-Cantelli
p(limsup E,,) = 0, pues Yoo, u(Ey,) < 0o, y por (b) [A|(limsup E,,) = 0,
pero

€ < IAER)| < [A(En) < [A(URZ,En) < 00

y llegamos a un absurdo pues |A|[(UZ2, E,) — |[A|(limsup E,,).

Nota 4.4.2 Para una carga en general (a) no implica (c), ni siquiera si A
es una medida (no acotada, pues las acotadas al ser un caso particular de
medidas complejas si lo satisfacen). Por ejemplo para = m la medida

de Lebesgue en [0,1] y
/ —dm,

se tiene para todo ¢ € (0,1), m(0,t) =ty

t1
)\(0715):/ —dx =00
oz

A continuacién vemos uno de los resultados fundamentales de la
Teoria de la medida.

Teorema de Radon—Nikodym | 4.4.3 Sean X\ y p medidas o—finitas en
(Q,A), tales que X < p. Entonces existe una dnica c.s.(A, ) funcidn
finita medible con integral g : @ — [0,00), tal que para cada A € A

)\(A):/Agd,u.
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Demostracién. La unicidad es consecuencia de (2.4.26), pagina 90:
si p es o—finita y ngd,u < fA ¢’ du para todo A € A, entonces g < ¢’
c.s.

La existencia la vamos a dividir en una serie de pasos:

(a) Supongamos que A y p son medidas finitas y consideremos el
conjunto

F ={f: Q@ —[0, 0], medibles, u—integrables tales que
/ fdu < A(A), VA € A},

el cual es no vacio —0 € F—y si f, g € F entonces max(f, g) € F, pues
0 < h = max(f, g) es medible, por tanto tiene integral y si consideramos

mAecA B={zxcA: flz)>gx)yC={zxeA: flzx) < gx)}

entonces
/hduz/hdu—f—/hd,u
A B c

— [ Fdu+ [ gdu<2(B)+XE) = M)
B c
consideremos ahora

s=swpl [ fdus feF) v foeF [hants

y veamos que el supremo se alcanza. Sea g, = max(fi,...,fn) € F

entonces g, T g converge a una funcion medible g, ademas f, < g,

y por tanto [ fodp < [gndp < s, por tanto aplicando el Teorema

de la convergencia mondtona, pag.79, s = [gdu y para todo A € A,

Jagndp — [, gdp, por tanto [, gdp < A(A) y g € F y como es inte-

grable podemos considerarla finita haciéndola cero donde valga co.
Como A(A) > [, gdu podemos considerar la medida finita

o(4) = A4) = [ g,

para la que v < p. Ahora si v(2) = 0, entonces hemos terminado pues
para cada A medible v(A) = 0, es decir

AA) = /A gdp.
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En caso contrario 0 < v(£2) < oo, vamos a llegar a una contradiccién.
Como p es finita existe un k > 0 tal que ku(Q) < v(Q2) y por tanto para
la carga finita A’ = v—kpu, A'(Q) > 0. Consideremos una descomposicién
de Hahn P, N, para X'. Veamos que [(g+kIp) > sy que g+ klp € F:
J(g+kIp)dp = s+ ku(P) y si fuese p(P) = 0 tendrfamos v(P) = 0
y N(P) = 0, por tanto una contradiccién pues 0 < X (Q2) = N(N) < 0.
Ahora para cada A medible N(ANP) >0y

/(g—l—klp)du:/gdu—kku(AﬂP)S/gdu—Fu(AﬂP)
A A A
s/gw+wmzmm,
A

lo cual es absurdo y el resultado se sigue.

(b) Supongamos ahora que p y A son medidas o—finitas, entonces
existen A4, € A, que podemos tomar disjuntos, tales que UA, = €,
AA,) < 0oy u(An) < 00. Si consideramos las medidas finitas A y p
en cada espacio medible (A,, A4, ), tendremos que A < p y por (a)
existen f,: A, — [0,00) medibles e integrables, que podemos extender
a ), frn: Q — [0,00) haciéndolas nulas fuera de A,, de tal forma que para
cada E € A

MENA,) = /

ENA,

fudi= [ fudu
E
y por tanto
AE) =Y MENA,)
=3 [ fudu= [ (S s)dn
S [ tean= [ (31

y el resultado se sigue para f = fn. 1
Teorema de Radon—Nikodym Il 4.4.4 Sea )\ una carga y 1 una medida

o-finita en (Q, A), tales que X < pu. Entonces existe una inica c.s.(A, 1)
funcién medible con integral g :  — R, tal que para cada A € A

AA) = /A gdp.

Demostracién. Como p es o—finita, la unicidad se sigue como en
el teorema anterior.
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(a) Supongamos primero que A es una medida y que p es finita.
Consideremos la clase de conjuntos

C={CcA: (C,Aqc,\c) es o-finito},

la cual es no vacia pues @) € C, contiene a todo medible E, con A\(E) < oo
y es cerrada para uniones numerables. Sea s = sup{u(C): C € C} <
1(Q) < ooy Cp €C tales que u(Cyp) T s, entonces como C = UC, € C,
w(Cp) < u(C) < sy tomando limites, u(C) = s < oo. Ahora aplicando
el resultado anterior existe una funcién medible g: C — [0, 00), tal que
para cada A € A
NAne) = [ gd
AncC

ahora bien si u(ANC*) > 0 tendréd que ser A(ANC®) = co, pues en caso
contrario CU(ANC) e Cy p(CU(ANCY)) > u(C) = s, pues s < 00,
lo cual es absurdo. Y si u(A N C°) = 0 entonces A(ANC°) =0, asi que
en cualquier caso

AMANCY) = / oody,

y por tanto si extendemos g(z) = oo para los x € C°, tendremos que

)\(A):/Agd,u.

(b) Si p es o—finita y A es una medida, podemos considerar A, € A
disjuntos, tales que UA,, = Qy u(A,) < ooy por el caso anterior existen
gn: An — [0, 00] medibles, que extendemos a 2 con g, = 0 en AS, tales
que para cada A € A

AANA) :/

gn dp = / gn dp,
ANA, A

por tanto el resultado se sigue para g = »_ g, pues

A =334 4) =3 [ gudu= [ gan

(c) Por tltimo consideremos que p es o—finita y A es una carga, por
tanto A = AT — A~ donde una de ellas, digamos A\, es finita, entonces
como A < p, tendremos que AT < py AT < pu, por lo que aplicando
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los casos anteriores existen g; medible y no negativa y g» medible, no
negativa y finita, tales que

@) = [ i ()= [ wdn

y por tanto para g = g1 — g2, A(A) = [, gdp. 1

Teorema de Radon—Nikodym Il 4.4.5 Sea A una medida compleja y p
una medida o—finita en (Q, A), tales que A\ < u. Entonces existe una
unica c.s.(A, p) funcién medible integrable g : Q@ — C, tal que para cada

AcA
AA) = / gdu.
A

Demostracion. La unicidad es simple como en los resultados ante-
riores.

Para A real A = At — A\~ siendo las dos medidas finitas y ambas
At < p (hdgase como ejercicio), por lo que aplicando el Teorema de
Radon—Nikodym I, existen funciones medibles finitas no negativas g1, g2
Yy g = g1 — g2, tales que para cada A medible

MA) = AT (A) — A~ (4) = /Agdu.

Para A compleja A = A1 + i\g, tenemos \; < p (hdgase como ejercicio),
por lo que aplicando el caso real se tiene el resultado. 1

Nota 4.4.6 En estos resultados parece que no puede haber una funcién
g determinada, pues en un conjunto de medida nula podemos modificar-
la y sigue siendo una funcién valida, sin embargo por una parte en la
demostracion del caso mas sencillo en el que A y p son positivas y finitas
se construye una con procedimientos “naturales”y no es de extranar que
en situaciones suficientemente regulares haya una mas “canénica” que las
deméds. En (5.2.8), pdg.162, veremos que esto es asi en R™.

Definicion. Una funcién g como en los teoremas anteriores tal que para
cada Ae A

AA) = / gdpu.
A
se llama derivada de Radon-Nikodym de A respecto de p y se denota

d\/dp, aunque d\/dp no es una funcién sino cualquiera que lo sa-
tisfaga, la cual es tnica c.s. (A, p) en dos casos: si p es o—finita 6 si A
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es finita (es decir g es integrable). Si u es la medida de Lebesgue, g se
llama funcion de densidad de M.

Con ayuda del siguiente resultado, que hemos visto para el caso de
una carga en el ejercicio 4.2.6 —por tanto para el caso real—, veremos
como estan relacionadas una medida compleja y su variacion en términos
de la derivada de Radén—Nikodym.

Proposicion 4.4.7 Sea (2, A, 1) un espacio de medida, f: Q — C, me-
dible e integrable, entonces

A = [ ran = @A = [ 17w

Demostracién. Consideremos la medida v(A) = [, |f|du, para
A € A, entonces como

|A<A>|=|/Afdu|s/A|f|du=v<A>,

tendremos que |A[(A) < v(A). Veamos la otra desigualdad.
Sea f = f1 +ify y consideremos sendas sucesiones de funciones sim-

ples g1, — f1 Y g2n — fo, tales que |g1,] < |f1] ¥ |g2n| < |f2]. Conside-
remos ahora las funciones simples complejas

|gln + Zan| + I{gln-‘rigzn:O} - 17 si f = 07
9in + 1920 + Iig,, +igsn=0} L}cl, si f#0,

por tanto |gn| = 1, fn = fgn — |fl, |ful = |f] ¥ |f| integrable. Se sigue
del Teorema de la convergencia dominada, (2.4.14) (ver pagina 86) que
para cualquier A medible

/AfnduH/AIfldu,

. k
y sl gn = anjla,; entonces |a,;| =1y

gn =

k
fnd‘:‘/gnfd’: an/ fd
’/A : A : Jz::l ! ANA,; a
k k
= 1D anMAN Ayy)| < D TIMAN Ay)| < [A(A).
j=1 j=1

y tomando limites tendremos [, | f|du < [X|[(A). &
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Teorema de representacion polar de una medida 4.4.8 Sea A una me-

dida compleja en el espacio medible (Q, A). Entonces existe una funcidn
h: Q — C integrable, tal que |h| =1 en Q y h = d\/d|A|.

Demostracién. En primer lugar |A| es finita y A < |\|, pues
IA(A)] < |A|(A), por tanto se sigue de (4.4.5) que existe f = dA/d|]|
y por el resultado anterior, |[dA/d|A|| = d|A|/d|A| = 1, es decir |f| = 1
c.s. (A, |A]) v si consideramos el medible A = {|f| = 1}, tendremos que
IM(A°) =0y para h =Igf 4+ Tac =dN/d|A|, |k =1. 1

Definicion. Diremos que una funcién medible f: 2 — R es integrable
respecto de una medida compleja

A=A +idg = AT = A\ +iAS — Ay,

si es integrable respecto de las medidas reales \;, es decir si lo es respecto
de las medidas /\ii en cuyo caso definimos su integral como

[rax=[rani [ ran
:/fdAf—/fdA;+i/fdA;—i/fdA5-

Sif=fi+ifs: Q— C es medible, diremos que es A-integrable si lo
son f1 y fa, en cuyo caso definimos

/fd)\:/fldA+i/f2d)\.

Proposicion 4.4.9 Sea A € M(A,C), entonces f: Q — C medible es
A—integrable si y sdlo si es |\|—integrable y si consideramos la funcidén
h =d\/d|A| del resultado anterior con |h| = 1, se tiene que

/fd/\:/fhd\)\|.

Demostracion. La equivalencia entre integraciones se sigue facil-
mente de

MNE ST AT = SIS Il + Pl = A+ AT + A7 + 27,

y del ejercicio (2.4.4), pagina 91.

La igualdad de integrales se demuestra para funciones indicador, sim-
ples y en general para funciones integrables utilizando la linealidad y el
teorema de la convergencia dominada, pag.85. 1§
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Ejercicios

Ejercicio 4.4.1 Sea (9, A, u) un espacio de medida y f una funcién medible
no negativa. Si definimos la medida A(A) = fA fdu, demostrar que para cada

funcién medible g
/ gdix = / fgdu,

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.

Ejercicio 4.4.2 Sean A1, A2 y A3 medidas, A2 y A3 o—finitas, en (Q,.4), de-
mostrar que si A1 € A2 y A2 < A3, entonces A1 < A3 y ademds se tiene

que
dh _ di dhe

dls  dhad)s’

Ejercicio 4.4.3 Sean p y v medidas o—finitas, con v < py sea A = p + v.
Demostrar que v < Ay si f = dv/d), entonces 0 < f < 1 cs (1) y que

dv/dp = f/(1 - f).

Ejercicio 4.4.4 Sean )\ y p medidas o—finitas en (9,.4), demostrar que son
equivalentes las condiciones:

(a) p<K Ay AL .

by {AecA: un(A)=0}={AcA: X\A) =0}.

(¢) Existe una funcién medible g: Q — (0, 00), tal que A(A) = [, gdp.

Ejercicio 4.4.5 Demostrar que si (2,4, 1) es un espacio de medida o—finita,
existe una medida finita A, que tiene los mismos conjuntos nulos que u.

Ejercicio 4.4.6 Sea (€2, A, 1) un espacio de medida finita y f : @ — C inte-
grable. Demostrar que si S es un cerrado de C, tal que para cada F € A con

w(E) > 0, se tiene
1
— [ fdues
n(E) /E

entonces f(z) € S c.s.

Ejercicio 4.4.7 Sea (9, A, 1) un espacio de medida. Demostrar que
{Ae MAR): A< pul,

es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach M(A,R).
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Ejercicio 4.4.8 Sean 17 < p1 en (Q1, A1) y v2 < 2 en (2,.42), medidas
o—finitas. Demostrar que v1 X v2 < p1 X p2 y que

dl/g

d(l/l X 1/2) w2
d,ug ’

d(pr X p2)

_ dI/1

(z,y) = i

(z)

Ejercicio 4.4.9 Sea f medible compleja integrable respecto de una medida

compleja A, demostrar que
[1o|< [inan.

4.5 Singularidad

En esta leccién consideraremos otra propiedad de las medidas que en
cierto modo es opuesta a la de la absoluta continuidad.

Definicién. Sea A una medida arbitraria (medida positiva, carga é me-
dida compleja) en (2,.4) y A € A. Diremos que X estd concentrada en
A si A(FE) = 0 para cualquier E € A tal que F C A°.

Nota 4.5.1 Que X esté concentrada en A equivale a que para cada E €
A, ME) = A(AN E). Observemos que en el caso de que sea una medida

A estd concentradaen A & A(A°) =0.

Definicién. Diremos que A\; y A2 medidas arbitrarias en (2,.4) son
singulares y lo denotaremos A1 L Ao, si existen A, B € A disjuntos tales
que A1 estd concentrada en A y As en B.

Ejemplo 4.5.2 Si A\ = AT — A\~ es la descomposicién de Jordan de una
carga \, entonces AT L A7, pues si P, N es una descomposicién de Hahn,
AT(A) = AM(ANP) y A= (A) = =A(ANN), por tanto AT estd concentrada
en Py A~ en N.

Veamos unas cuantas propiedades elementales de la singularidad y
su relacion con la absoluta continuidad.



152 Capitulo 4. El Teorema de Radon—Nikodym

Proposicion 4.5.3 Sean A\, A1 y Ao cargas 6 medidas complejas en el
espacio de medida (Q, A, u). Entonces:
(a) X\ estd concentrada en A € A si y sdlo si |\| estd concentrada en

(b) A1 L Ao siy sélo si |A1| L |Aal.

(¢) Si Ay Ly Ly, entonces A1 + Ao L p.

(d) Si A\ <y Ao L p, entonces Ay L As.

(e) AL X siysdlo siA=0.

(f) SiAx<py XLy, entonces A =0.
Demostracién. (a) = Si A(B) = 0 para todo B C A°

n
IA(A%) = sup{> [A(Ai)| : Ai € A, disjuntos, UA; = A°} = 0.
i=1
< se sigue de que |A(E)| < |M|(E).

(b) Es consecuencia de (a).

(c) Existen conjuntos disjuntos A;, B € A tales que A; estd concen-
trada en A; y p en By y conjuntos disjuntos As, Bs € A tales que Ao
estd concentrada en As y p en Bg, por tanto A; + Ao estd concentrada
en A=A UAyy pen B= By N B;siendo AN B = 0.

(d) Como Ay L p existen A y B medibles disjuntos tales que Ay
estd concentrada en A y p en B, pero entonces para todo F medible
w(ENA) =0, por tanto \{(ENA) =0y A\ estd concentrada en A°y
A1 L X,

(e) X estd concentrada en A y en B medibles disjuntos, por tanto
para todo F medible

ME)=XNENA) =XENANB)=X®) =0.
(f) Es una simple consecuencia de (d) y (e). 1

En el Teorema de decomposicion de Jordan hemos visto cémo toda
carga puede ponerse como diferencia de dos medidas positivas. Ahora
veremos como la absoluta continuidad y la singularidad son propiedades
en base a las cuales podemos realizar otro tipo de descomposiciéon de una
medida dada.

Teorema de descomposicion de Lebesgue 4.5.4 Sea (2, A, ) un espa-
cio de medida y N\ una medida o—finita ¢ compleja, entonces existen
unicas medidas A\q y As, tales que

)\a<<,u/7 )‘SL:U/ Y A=A+ A
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Demostracion. Veamos en primer lugar la unicidad: supongamos
que existen dos descomposiciones

)\a+)\s:A:Va+Vsa

con \g y i concentradas en A y A€ respectivamente y vsy i en By B¢,
de este modo p estd concentrada en A°N B¢y A\s vy vs en AU B, por lo
tanto

ECAUB = uE)=0 = MN(E)=v,(E)=0

ECA°NB° = A

y por aditividad se sigue la unicidad. Para la existencia consideremos
primero el caso en que X es una medida finita y sea N, = {4 € A :
p(A) = 0}, ahora consideremos una sucesién A,, € N, tal que

)‘(An) Ts= sup{/\(A) : A€ ML}7

por tanto para N = UA,, € N, pues u(N) = 0, y como A(4,) < A(N) <
s, tendremos que A\(N) = s y para las medidas finitas

Aa(A) = MANNS), A (A) = AANN),

es A= Ag+ A5, As L 0y Ay < p, pues si para un B fuese u(B) =0y
Aa(B) = A(BN N°) > 0, llegariamos a un absurdo, pues u(BNN¢) =0
y por tanto N U (BN N€¢) € N, y como X es finita

AN U(BNN)) > AN) =s.

Si A es una medida o—finita consideramos una particién A, € A de
Q, con A\(A,) < oo y aplicamos el resultado anterior a cada espacio de
medida (A, Aj4,,A4,) y sean N, C A, los conjuntos con u(N,) = 0
correspondientes. Ahora para N = UN,,, tendremos que p(N) =0y las
medidas correspondientes

Aa(A) = MANN), A (A) =AANN),

forman una descomposicién de Lebesgue de A, pues A = Aqg + A5, As L p
¥ Aa < 1, pues si para un B fuese p(B) = 0, tendriamos pu(A, N B) =0
y por tanto A(A, N BN NS) =0, de donde A(A, N BN N¢) =0y para
la unién A\,(B) = A(BN N°¢) =0.
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Para A compleja consideramos la medida finita |A| y el conjunto N
correspondiente, entonces

Aa(A) = MANN®), A (A) = AANN),

forman una descomposicién de Lebesgue de A, pues A = A\, + A5, A\s L
pues (N) = 0y Ay < p, pues si para un B medible fuese u(B) = 0,
tendriamos |A\[(B N N€) =0, pues A, < py

Ma(B) = ABANS)| < A(BANS)=0. 1

Ejercicios

Ejercicio 4.5.1 Demostrar que si A1 y A2 son complejas y A1 L A2, entonces
A1+ Az = [Ar] + [Azl.
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Como bibliografia complementaria podemos considerar los siguientes
libros:

HEwITT, E. AND STROMBERG, K. “Real and abstract analysis”. Springer—Verlag,
1965.

WHEEDEN, R.L. AND ZYGMUND, A: “Measure and integral. An introduction to
Real Analysis”. Marcel Dekker, Inc. 1977.
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La descomposicién de JORDAN de una medida estd intimamente rela-
cionada con la descomposicién de una funcién de variacién acotada, como
diferencia de funciones crecientes, que veremos en el siguiente capitulo.

En cuanto al Teorema de Radon—Nikodym, nace con el analisis que
hace LEBESGUE del Teorema fundamental del cdlculo (al que dedicare-
mos el siguiente capitulo), en cuyo libro

LEBESGUE, H.: “Legons sur lintegration” (la.edicién 1903, 2a.edicién 1928). Reimp.
de 2a. ed. por Chelsea Pub. Comp., 1973.

da una condicién necesaria y suficiente, para que una funcién f: [0,1] —
R se exprese como una integral indefinida. Al ano siguiente VITALI

ViTaLl, G.: “Sulle funzioni integrali”. Atti. Acc. Sci. Torino, 40, pp.1021-1034.
Afio 1904-1905.

caracteriza tales funciones como las absolutamente continuas (ver pag.164).
Los resultados de estos dos autores fueron extendidos en 1913 por

RADON, J.: “Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunctionen”.
S.B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1295-1438, 1913.

para una medida de Borel en un espacio euclideo. Y en 1929-30 por

NikopYM, O.M.: “Sur les fonctions d’esembles”. Comp. Rend. I Cong. Math.
Pays Slaves, Warsaw, 303-313, 1929.

NIkoDYM, O.M.: “Sur une generalisation des integrales de M.J.Radon”. Fund.
Math. 15, 131-179, 1930.

Por otra parte en 1939

BOCHNER, S.: “Additive set functions on groups”. Ann. Math., 2, 40, 769-799,
1939.

prueba una versién del teorema para el caso en que A y p son aditivas.
Su prueba original utiliza la versién numerablemente aditiva, asi como
el Teorema de Lebesgue sobre diferenciacion de funciones mondtonas. Su
enunciado es el siguiente:
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Teorema 4.6.1 Sea A un dlgebra en Q y A y p medidas complejas adi-
tivas tales que:

(a) sup{|pu(A)]: A€ A} < oo .
(b) Para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si |u(A)| < §, entonces
IA(A)] < e.

Entonces existe una sucesion de funciones simples s,, tal que para A € A

AMA) = lim/ S dpt.
A

En 1940 VoN NEUMANN demuestra el Teorema de Radon—Nikodym
NEUMANN, J. VON,;: “On rings of operators III”. Ann.Math.2, 41, 94-161, 1940.

para A < pdonde Ay pu son medidas acotadas, utilizando exclusivamente
el hecho de que L2(Q, A+ p) = L2(Q, A + p)*.

Remitimos al lector interesado en una versién distinta del Teorema
de Radon—Nikodym, a la p.318 del HEWITT-STROMBERG.

Por 1ltimo, el Teorema de Radon—Nikodym es una de las herramientas
fundamentales en la teoria de las medidas vectoriales y con él se intro-
duce un punto de vista para el estudio y clasificacién de los espacios de
Banach. A este respecto recomendamos el DUNFORD—SCHWARTZ y el
maés reciente
DIESTEL—UHL: “Vector measures”, AMS, 15, 1977.

Por 1ltimo queremos destacar la profunda relacién existente entre la
derivada de Radon—Nikodym y dos conceptos en principio sin conexién
aparente: El de esperanza condicionada (estadistica) y el de proyeccidn
(espacios de Hilbert). De esto hablaremos en capitulos posteriores.

Fin del Tema IV



Capitulo 5

Diferenciacion

5.1 Introduccion

El Teorema fundamental del cdlculo de la teoria clasica de Riemann
asegura que:

(a) Si f es Riemann integrable en [a,b] y

F(z) = / "t

entonces F es continua en [a,b]. Si f es continua en un z € [a, b], entonces
F es diferenciable en z y F'(z) = f(z).

(b) Si F es diferenciable en [a,b] y F' es Riemann integrable en [a, ],
entonces

b
F(b) — Fla) = / F(8)dt.
a
En este tema estudiaremos los resultados correspondientes a la teoria

de Lebesgue, para la que se tiene:
(c) Si f es Lebesgue integrable en [a,b] y

F(z) = / F(t)dm

157
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entonces F es absolutamente continua en [a, b] y por tanto continua (esto
ya lo sabfamos, ver el ejercicio (2.4.21), pagina 92). Si f es continua en
un x € [a,b], entonces F' es diferenciable en z y F'(z) = f(x), pues dado
€ > 0 existe un & > 0 tal que si |t — x| < § entonces |f(x) — f(t)] <e,
pero entonces para 0 < r < §

F(z+7r)— F(x)

+r
— f(z) S*/ If — f(x)|dm < e

r

Pero veremos més, aunque f no sea continua tendremos que F’ = f c.s.
Reciprocamente veremos que si F' es absolutamente continua en [a, b],
entonces es de la forma

F(z) = F(a)+ /I f)dm,

donde f es Lebesgue integrable y f = F’ c.s..

5.2 Diferenciacion de medidas

En esta leccién consideramos el espacio (R™, B(R™), m), con m la medida
de Lebesgue.

Lema 5.2.1 Sea C una coleccion de bolas abiertas de R™ y sea U su
union, entonces para cada v < m(U), existe un nimero finito de esas
bolas By, ..., By, € C disjuntas y tales que r3=" < Y."  m(B;).

Demostracién. Por ser regular la medida de Lebesgue (ver (1.6.23),
pagina 46), existe un compacto K C U, con r < m(K) y como las bolas
de C lo recubren podemos extraer un subrecubrimiento finito {A;}% ;.
Ahora elegimos By como la bola A; de radio mayor, Bs la de radio mayor
entre las que no cortan a B; y asi sucesivamente hasta la Ultima B,,.
De este modo para cualquier A; hay una B; a la que corta y tiene radio
mayor o igual que el de A;, por lo tanto si denotamos con B;- la bola con
igual centro que Bj y radio triple, tendremos que K C UA; C UB] y por

tanto
m

r<m(K) < im(UB;) =3" Zm(UBi).

i=1
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Definiciéon. Denotaremos con L, €l espacio de las funciones medibles
f: R™ — C integrables en cada compacto, a las que llamaremos local-
mente integrables y si f € L110 definimos el valor promedio de f en cada
bola B(x,r) como

1
Brler) = B /BW) f dm.

Lema 5.2.2 Para cada f € Lijoc, la funcion Pr(x,r) es continua en r
para cada x y medible en x para cada 7.

Demostracién. Por una parte m(B(z,r)) = r™m(B), para B la bo-
la unidad, por tanto basta demostrar que g(r) = fB(w,T) f dm es continua
en r, ahora bien para las coronas B(e) = B(z,7 + ¢)AB(z,7) Ipe) — 0
c.s., pues converge a 0 salvo en S(z, ), que es nulo pues para todo k > 0,
m[S(x,7)] < m[B(z,r + 1/k)] — m[B(z,r)]; ahora por el teorema de la
convergencia dominada, 6 mejor por su consecuencia (2.4.20)

g0 +€) — g(r)] < / s fldm —0, (e —0).

Por otro lado

1
Py(z,r) = W(B) /IB(x,r)fdm = /gz dm,

para g, (y) = g(x,y) = I{ja—yl<r}f(y)/r"m(B), siendo g medible en
R?" y cada g, integrable, entonces por (2.2.7) existe una sucesién de
funciones simples g,, tales que |g,| < |g| v g — ¢, por tanto cada
gn = Y. a;la, y suseccién por & gny = »_a;la,, es medible (ver (3.2.3))
y su integral h,(z) = [gns = Y. aim[A;;] es medible (ver (3.3.6)) y
podemos aplicar el TCD, pues |gns| < 92| ¥ gne — g, POT tanto

R e A )

y para cada r, Ps(z,r) es medible en z por ser limite de medibles. 1

Definiciéon. Para cada f € Ly, definimos su funcion mazimal de
Hardy—Littlewood

1
Hf(x) =sup Ps(z,7r) =sup —————— dm.
f( ) r>%) ‘fl( ) T>%) m(B(a:,r)) /B(z,r) |f|
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Proposicion 5.2.3 Hf es medible.

Demostracién. Por el Lema para cada x Ps|(z,7) es continua en
7, por tanto sup,.q P¢|(,7) = sup,~g,.cq Fy|(2,7), y como ahora la
familia es numerable y las funciones son medibles, H f es medible. 1

Teorema maximal 5.2.4 Para toda f € L1 y todo o > 0
3?’L
m{Hf > a} < E/mdm.

Demostracién. Para cada x € E, = {Hf > a}, existe r, > 0
tal que Py(x,r;) > «, entonces como B = UB(x,7,) contiene a E,, si
¢ < m(FE,) entonces ¢ < m(B) y tendremos por (5.2.1) que existe un
subrecubrimiento finito y disjunto, By, ..., B;,, de estas bolas tal que

c<a By <Y [ iptam < [i71dm,
=1 i=1 g

ahora basta hacer ¢ | m(E,). 1

Estos resultados nos permiten estudiar teoremas fundamentales de
diferenciacién en el sentido de que nos dan informacién sobre el compor-
tamiento limite de cocientes incrementales.

Teorema 5.2.5 Sea f € Lyjoc, entonces lim,_o Pr(x,r) = f(x) c.s.

Demostracién. Basta demostrar el resultado en cada conjunto aco-
tado {||z|| < N} y como para cada = de este conjunto vamos a integrar
f en B(x,r) con r pequeiio, por tanto para r < 1 sélo evaluaremos f en
puntos de {||y|]| < N + 1}, podemos considerar que f se anula fuera de
esa bola y por tanto que es integrable. Ahora bien, veremos en (7.2.7),
pagina 246, que las funciones C.(R™), continuas de soporte compacto
(por tanto integrables) son densas en las integrables por lo que dado
€ > 0 existe una funcién continua e integrable g tal que [|f —g| < ey
como por continuidad

1

m(B(z.) /WL(B@,T» 9(y) ~ (@)
1

m(B(z,r)) /m(B(m)) lg(y) — g(x)] = 0, r—0,

[Py (,r) — g(x)| =

IN
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tendremos que

limsup|Py(z,r) — f(x)] =

o = tim s |y (o, 1) + Py (o) = ) + g = @)
< H(f - 9)(@) + 1 - gl(@).
v si llamamos
Ao = (o s limsup |Py(o,7) — f(@)] > ),
Bu={lf —ol >0} Co={Hf g>0)

entonces A, C Byjo U Cy/ >, y como am(B,) < fBa lf —g] <e
tendremos por el Teorema de maximalidad que
2e3"

2
m(da) < = 4+ =,

por tanto m(A,) =0. 1
Lo que acabamos de demostrar equivale a decir que

1

[f = f(@)ldm — 0, siC=Bz,r)yr—0,

m[C] /c

lo cual implica que el promedio de f — f(z) en cada bola C' es pequenio
cuando r se hace pequeno. Cabria pensar que esto es debido a un efecto
de cancelacién de signos, pero no es asi pues se tiene el siguiente resultado
mas fuerte.

Teorema 5.2.6 Sea f € Lqj0¢, entonces para x € R™ c.s. se tiene

1
nl[B(W/]E;(mm)|f—f($)|dm—>0, r—0,

Demostracién. Sea D C C denso y numerable y para cada z € D
apliquemos el teorema anterior a |f — z|, entonces existe un Lebesgue
medible nulo E, fuera del cual

20 m[B(z,7)

1
lim ——— — 2ldm = — 2,
LmJﬂw oldm = |f(z) — 2]
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y para cada x fuera de E = UE, y ¢ > 0 existe un z € D, tal que
[f(z) — 2| <€, por tanto |f(y) — f(x)] < [f(y) — z[ + €y como z ¢ E.

lim sup [f(y) = f(@)ldm = |f(z) — 2| + € < 2e,

ol
r—0 m[B(x,r)] B(z,r)
y el resultado se sigue. 1

Finalmente daremos el resultado més general, en el que en lugar de
bolas centradas en x en las que integramos nuestra funcién, consideramos
otro tipo de conjuntos que ni siquiera tienen que contener al punto x.

Definicién. Diremos que una familia de medibles E, € B(R") (para
r > 0) encoge suavemente hacia x si existe una constante a > 0 tal que:
(i) Cada E, C B(x,r), (ii) am(B(z,r)) < m(E,).

Teorema de diferenciacion de Lebesgue 5.2.7 Sea f € Ly;,c, entonces
para x € R™ c.s. y E, € B(R™) una familia que encoge suavemente hacia

x, se tiene
1
lim ——— — =0.
b m[E,] /Er|f f(@)]dm =0

En particular si f es real y tiene integral (6 es compleja y es integrable)
y definimos la carga finita en los compactos (6 medida compleja) \(E) =
I [ dm, entonces im A\(E,.)/m[E,] = f(z).

Demostracion. Por definicién existe un o > 0 tal que

—m[ﬂm /E \f—f(x)\dms—m[gr] /B I ) am

1
am(B(z.7)] /BW) | = f@)] dm,

y el resultado se sigue del teorema anterior. 1

<

Teorema 5.2.8 Sea 1 una carga, finita en los compactos, 6 una medida
real o compleja. Entonces c.s. existe

. p(E)
1
=0 m(E,)’

Dp(z) =

(para E,. encogiéndose suavemente a x) y Du = du,/dm, para p =
La + s la descomposicion de Lebesgue.



5.3. Derivacién e integracién 163

Demostracién. Para pu, se sigue del resultado anterior, por tanto

basta demostrar que lim,._,q ’;((E)) = 0 c.s., para lo cual basta considerar

E, = B(z,r) y que us = A es positiva, finita en los acotados y singular

A L m, pues
|ps| () s (B(z, 7))
=B = am(Bar)

s (Er)
m(E;)

Sea A un boreliano tal que A(A) = m(A°¢) = 0, definamos para k € N

_ AB(z,r) 1
A, ={z e A: hr:ljgpm > %},

y veamos que m(Ay) = 0. Por ser A finita en los acotados es regular (ver
(1.6.23), pagina 46), por tanto como A(A) = 0, para cada ¢ > 0 existe
un abierto U, D A, tal que A(U¢) < e. Por definicién de Ay, para cada
x € Aj existe una bola abierta B,, centrada en = tal que B, C U, y
A(By) > m(B;)/k. Sea V. = UB, y ¢ < m(V;), entonces por el Lema
5.2.1, hay una coleccién finita y disjunta de estas bolas By, ..., B,,, tales
que

c< 3" Zm ) < 3%2 A(B;) < 3"kXNV.) < 3"kANU.) < 3"ke,

por tanto m(V;) < 3"ke y como Ax C V., m(Ax) =0. 1

5.3 Derivacion e integracion

En esta leccion estudiaremos el Teorema fundamental del cdlculo en el
contexto de la integracién de Lebesgue. Para ello utilizaremos dos pro-
piedades fundamentales de las funciones reales, directamente relaciona-
das con este problema, la variacion acotada y la absoluta continuidad.
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5.3.1 Funciones de variacion acotada.

Definicién. Dada una funcién F': I C R - K (K =R 6 C), llamamos
variacion de F' en un intervalo J C I a

vp{J} =sup{)_|F(t:) = F(ti1)|: to < -+ <tn € J},

i=1

y diremos que F' es de wariacién acotada en J si vp{J} < ooy de
variacion acotada si vp{l} < co.

Para I = R, llamamos variacidn de F a la funcién creciente vp(z) =
vp{(—o00,z]|} (v para I = [a,b], vp(z) = vp{[a,z]}). Diremos que F se
anula en —oo si F(—00) = lim,_._ o, F(z) = 0 y denotaremos con Vy(R)
el K-espacio vectorial de las funciones F': R — K de variacién acotada
que se anulan en —oo y son continuas a la derecha.

Nota 5.3.1 Observemos que si F' es de variacion acotada en un inter-
valo [a,b], entonces se puede extender con F(z) = F(a) para < a 'y
F(x) = F(b) para x > b a una F de variacién acotada en todo R; y
reciprocamente si F' es de variacion acotada en R, su restriccién a cada
intervalo [a, b] es de variacién acotada en [a, b].

Definicién. Diremos que F : I — C es absolutamente continua (para
I =R 61 =]a,b]) si para cada € > 0 existe 6 > 0, tal que si

(ala bl)a ey (a/na b’n)a

son intervalos disjuntos de I para los que Y (b; — a;) < 4, entonces
SO IF(b) - Fla)| < e.

Nota 5.3.2 Se demuestra facilmente que si F': I — R es absolutamente
continua, entonces es uniformemente continua, sin embargo hay funcio-
nes uniformemente continuas, incluso de variaciéon acotada, que no son
absolutamente continuas. Por otra parte si F' es diferenciable y su de-
rivada es acotada, entonces como una simple consecuencia del teorema
del valor medio, F' es absolutamente continua.

Veremos en 5.3.11 que una funcién absolutamente continua es de
variacién acotada en cada intervalo compacto, sin embargo no lo es ne-
cesariamente en R, como por ejemplo para F(z) = x.
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Nota 5.3.3 Es inmediato probar que si f,g : R — R son de variacién
acotada también f 4+ gy f — g, pues vyi4 < vy + vy, También es facil
ver que si f es mondtona y acotada, entonces es de variacién acotada, de
hecho vy(x) = f(x) — f(—o0) y por lo anterior también es de variacién
acotada la diferencia de dos de este tipo. El siguiente resultado prueba
el reciproco de esto.

Lema 5.3.4 Si F : R — R es de variacion acotada vp + F y vp — F
son acotadas y crecientes y por tanto existen funciones f y g acotadas
y crecientes, por ejemplo f = (vp + F)/2 y g = (vp — F)/2, tales que
F=f—g.

Demostracién. En primer lugar F' es acotada, pues para x < y
|F(y) — F(x)] < [F(y) — F(x)| + vr(z) < vp(y) < vp(oo) < oo,

por tanto vg + F' es acotada. Ahora como —F' también es de variacién
acotada, basta ver que vp + F' es creciente. Sea x < y y € > 0, entonces
existen rg < --- < x, = z, tales que

vp(z) —e< Y |F(zi) = Flaia)),
i=1
y como |F(y) — F(x)| + F(y) — F(z) > 0, tendremos que

vr(y) + F(y) > Y |F(z:) — F(zio1)| + | F(y) — F(z)| + F(y)
i=1
>vp(z)+ F(z) —¢,

y el resultado se sigue. 1

Proposicion 5.3.5 Sea F': R — K de variacion acotada, entonces:

(a) vp es creciente y se anula en —oco.

(b) Si F es continua a la derecha, entonces vy también, por tanto es
una funcion de distribucion y vp € Vo(R).

Demostracién. (a) De la definicién se sigue que si J; C Ja, entonces
vp{J1} <wvp{Ja}, en particular si z < y

0 <wvp(z) = vp{(—00, ]} <vp{(—o0,y]} = vr(y).



166 Capitulo 5. Diferenciacién

Ahora dado € > 0 y un « € R, existen zg < --- < x,, = x, tales que

Z |F(x;) — F(zi-1)| > vr(z) — €

como por otra parte para t < xg,
n
op(t) + Y F(@i) — Flaia)| < (),
i=1

tendremos que para t < xg, vp(t) < €, por tanto lim, ., vp(z) = 0.

(b) Sea x,, | © y € > 0. Por la continuidad existe un ¢ > 0, tal que si
0<t—xz<d,|F(t)— F(z)| <e por otra parte como antes, dado y > x
existen ty < -+ < t,,, =y, tales que

vr(y) — € < Y _|F(ti) = F(ti1),
=1

y sin pérdida de generalidad podemos suponer que uno de los puntos
de la particién es tx = z y que tgy; — x < 0 (para ello si es necesario
metemos dos puntos més, con lo que la expresion de la derecha aumenta),
por tanto

k m
vp(y) < Z |F(t:) = F(ti)| + 26+ > |F(ti) = Flti—1)|

i=k+2
<wvp(x)+2e+vp(y) —vp(tkr1) =
vp (k1) < vp(x) + 2¢,
y para los z,, < tx4+1, tendremos por ser vy mondtona creciente que
vr(z) <vr(zn) <vp(ter) < ve(@) + 26,

y el resultado se sigue. 1

Proposicion 5.3.6 (a) F': R — K es de variacidn acotada si y sdlo si lo
son Re(F) e Im(F).

(b) F € Vo(R) si y sdlo si Fy = Re(F), Fy =Im(F) € Vo(R) si y sdlo
si existen f1, g1, fa, g2 funciones de distribucion acotadas que se anulan
en —oo y tales que Fy = f1 — g1, Fo = fo — go.

Demostracion. (a) es obvia. (b) se sigue de (a) y de que F se anula
en —oo si y solo si lo hacen Fy y F» y F es continua a la derecha si y
s6lo si lo son Fy y Fy y lo tltimo se sigue del Lema (5.3.4) y (5.3.5). 1
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5.3.2 Medidas y funciones de variacion acotada.

Veamos ahora que hay una biyeccién entre M(B(R),K) y Vo(R), similar
a la que vimos en la pdgina 31 del tema I, entre las medidas (positivas)
de Lebesgue—Stieltjes y las funciones de distribucién.

Teorema 5.3.7 La igualdad F(x) = p(—o0,z] define una biyeccion
¢: p € M(BR),K) — F € Vy(R),

en el sentido de que dada la F € Vo(R), existe una inica p € M(B(R),K),
tal que F(z) = pu(—o0,x]. Ademds es un isomorfismo de espacios vecto-
riales y si F' = ¢(p), vr = ¢(|p|), por tanto para la norma ||F|| = vr(R),
el isomorfismo es entre espacios normados.

Demostracién. Si p es complejay p = ,uf —p + iug —ifly , €S SU
descomposicién de Jorddn, con las p medidas finitas, que definen las
funciones de distribucién acotadas i~ (z) = ui(—oo, z], entonces

F=Ff —F +iF —iFy,

y por el Lema (5.3.6), F' € Vy(R). Reciprocamente sea F € Vy(R) y
F = Fy + iF3, entonces por (5.3.6), F1,Fy € Vo(R) y por 5.3.5, vp, €
Vo(R), por tanto f; = (vp, + F;)/2 y g; = (vp, — F;)/2 son funciones de
distribucién que se anulan en —oo y definen medidas Unicas tales que

pa(—o0,z] = fi(z), p2(—o0,z] = fa(z),
/,Lg(—OO,l‘] = gl(x)’ /.L4(—OO,.’13] = 92(1‘)7

para las que
W= p1 — p3 + i — iflg,

es una medida compleja que verifica el enunciado. Que es isomorfismo es
obvio y si 1y F se corresponden, entonces por (5.3.5) vp € Vo(R) y para
la medida p,, que le corresponde por ¢, como |F(y) — F(z)| + vp(z) <
vr(y), tendremos que

lu(z,yl| = |F(y) — F(z)| < vr(y) —vr(z) = pog (2, Y],

y tomando limites x — —o0 (y — o), también

|1(—=00,y]| < prop (=00, 9], |p(z,00)] < pio (2, 00),
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y tenemos la desigualdad |u(A)| < pyp(A), para A € A el dlgebra de las
uniones finitas y disjuntas de semiintervalos. Ahora bien si consideramos
la clase de los borelianos que tienen esa propiedad, vemos que es una clase
mondtona que contiene a Ag y por el teorema de la clase mondtona, pdg.7
es todo B(R). Por tanto se sigue de (4.3.2)

VA€ BR), [WA)] < por(4) = pl < pop,
pero por otra parte como F(b) — F(a) = u(a,b] se sigue de (4.3.2) que

vp(z) = sup{z |F(z;) — F(xi—1] 120 < -+ < mp = 2}
i=1

< pl(=00, 2] < pive (—00, 7] = vp (),
y las medidas finitas |u|, ty,, coinciden en los semiintervalos (—oo, x|, por

tanto en Ay y por el teorema de Hahn en los borelianos y son iguales.
Por dltimo

o)l = vr(R)| = [ul(R) = [|pu]. W

5.3.3 Teorema fundamental del calculo.

Veamos ahora qué relacién existe entre la absoluta continuidad de fun-
ciones y la de medidas.

Proposicion 5.3.8 Sean p y F = ¢(u), correspondientes por el isomor-
fismo (5.3.7), entonces F' es absolutamente continua sii p < m.

Demostracién. “<”Sabemos por (4.4.1) que para todo € > 0 existe
un § > 0, tal que si m(E) < 4, entonces |u|(E) < €, por tanto si
Zle(bi —a;) < §, entonces para E = U(a;, b;], se tiene m(E) < § y por

tanto
k

k

YO IFb) = Flai)l =) lplai bi]] < [ul(B) < e
i=1 i=1

“=” Sea m(A) = 0y veamos que p(A) = 0, para ello observemos en

primer lugar que u({b}) = F(b) — F(b~) = 0 por ser F continua y por

tanto p(a,b) = p(a,b]. Por otro lado sabemos por (1.6.23) que m y las

uf son regulares, por tanto

m(A) = inf{m(V) : Vabierto, A C V},
pE(A) =inf{uf(V): Vabierto, A C V},
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y como la interseccién finita de abiertos es abierto podemos encontrar
una sucesién decreciente de abiertos V,,, tales que m(V,,) - m(A) =0y
ui (Vi) — pE(A), por tanto u(V;,) — u(A). Ahora dado e > 0, existe un
§ >0, tal que si Y2 | (b; — a;) < 4, entonces 1 |[F(b;) — F(a;)| < e,
y como m(A) = 0 existe un n a partir del cual m(V,) < §, pero todo
abierto de R es unién numerable disjunta de intervalos abiertos, por lo
tanto V,, = U(a;,b;) y para todo k, Zle(bi —a;) < m(V,) <4, por
tanto Zle |F(b;) — F(a;)| < e, por lo que

(Vo) <D lulaisbi)l = Y [plai bl = D [F(bs) = Flai)| < e,
i=1 i=1 i=1

por tanto |u(A)| < ey como el € es arbitrario, u(A4) =0. 1

Proposicion 5.3.9 Sea F € Vy(R), entonces existe c.s. F', por tanto es
lebesgue medible, y es integrable F' € L1. Ademds para F = ¢(p),

ulm & F =0 cs.

x

pLm & F(x):/ F'(z)dm.

Demostracion. Se sigue de (5.2.8) que c.s.

F(x—|—7“)—F(JU)_M(Er)_> z s
’ = (B, f(z), (r—0)

para B, = (z,z+7]sir >0y E, = (x+rz]sir <0, g = pg + s
la descomposicién de Lebesgue y du, = fdm, por tanto F' = f c.s.
Ademss

plm & puu=0 < F =0cs.
xr
pLm & p=p, S F(x):u(—oo,:z:]:/ F'(x)dm.
—0o0
donde la implicaciéon “«<"de la cuarta equivalencia se sigue de que dos

medidas finitas que coinciden en los semiintervalos (—oo, x] son iguales.
1

En el Teorema de Radon-Nikodym (4.4.3) hemos puesto de mani-
fiesto la intima relacién entre la absoluta continuidad de medidas y las
integrales indefinidas. Esta relacién subsiste para funciones de Vy como
vemos en el siguiente resultado que es una consecuencia del anterior.
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Teorema de Lebesgue 5.3.10 Sea f € L1[L(R),m] y F(z) = [ fdm,
entonces F es diferenciable c.s. y F' = f c.s. (m), ademds F € Vy y
es absolutamente continua. Reciprocamente si F' € Vo es absolutamente
continua, entonces F' existe c.s., es integrable y F(x f F'(t

Demostracién. Consideremos la medida real 6 compleja p(A) =
Jufdm,y sea F = ¢(u), entonces la primera parte se sigue de (5.3.9).
El reciproco se sigue de ese mismo resultado y de (5.3.8). 1

Consideremos ahora que nuestra funciéon F' esta definida en un inter-
valo compacto [a,b], en cuyo caso las condiciones se simplifican pues se
tiene el siguiente:

Lema 5.3.11 Si F': [a,b] — C es absolutamente continua, es de varia-
cion acotada.

Demostracién. Queremos ver que existe un k£ < oo, tal que dados
a<zg<--<xy <D,

Z |F(z;) — F(zi-1)| <k,

para ello sabemos que existe un é > 0, tal que si (a;,b;) son una colec-
cién finita de intervalos disjuntos tales que > 1", (b; — a;) < 4, entonces
ST|F(b;) — F(a;)| < 1. Consideremos los intervalos

[a,6], [6,20],..., [(k—1)d,0],

para k tal que b < ké. Entonces incluyendo mds puntos entre los z;,
si es necesario, para que estén los extremos de estos intervalos (en cuyo
caso la suma que perseguimos aumenta), podremos agrupar los x; por
intervalos y para los de cada intervalo como Y (z;—x;—1) = 9, tendremos
que Y |F(z;) — F(x;—1)| < 1, por tanto para todos los z;, > |F(z;) —
F(I’i_l)‘ S k. 1

Teorema Fundamental del Calculo Integral de Lebesgue 5.3.12

Sea F: [a,b] — C. Si F es absolutamente continua, entonces es dife-
renciable c.s., F' es Lebesque integrable y F(z) = F(a) + [ F' dm.
Reciprocamente si F(z) = F(a) + [ fdm, para una f € Ly, entonces
F es absolutamente continua y f = F' c.s.
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Demostracién. “=" Definamos G(z) = F(z) — F(a) en [a,b],
G(z) = F(b) — F(a) enz > by G(z) =0 en z < a, entonces G € Vy
por el Lema (5.3.11) y es absolutamente continua, por tanto se sigue del
Teorema de Lebesgue (5.3.10) que F' = G’ € L1 y en [a, b]

F(x)fF(a):G(x):/ G'dm:/ F'dm.
“«<" Definamos f(z) = 0 en (—oo, a)U(b, 00), por tanto f € L£1[L(R), m]
y para G como antes es G(z) = ffoo fdm, entonces por el Teorema de
Lebesgue G es diferenciable c.s. y G’ = f c.s., ahora bien en |[a, b
Gx)=F(x)—F(a)yG=F. 1

Ante estos resultados nos planteamos la siguiente cuestién:

Sea F : [a,b] — R diferenciable, jqué condiciones debe verificar F'
para que se verifique F(z) — F(a) = [ F'dm?

Para F(x) = 2%senz 2 si  # 0y F(0) = 0, se tiene que F es
diferenciable en todo punto, sin embargo

1
/ |F'(z)|dz = oo,
0

por tanto F’ no es integrable en [0,1], ni F es de variacién acotada ni
por tanto absolutamente continua en [0, 1].

Podriamos pensar entonces que la cuestion anterior es afirmativa si
F es diferenciable en casi todo punto (m) y F’ € Ly, pero tampoco
esto es cierto (ver Rudin, p.179). Lo mas lejos que podemos ir en la
contestacién afirmativa de esta cuestién estd en el siguiente resultado
(ver COHN, p.191; BENEDETTO, p.150).

Teorema 5.3.13 (a) Si F': [a,b] — R es continua, diferenciable salvo en
una coleccion numerable de puntos y F' € L1, entonces

F(x)— F(a) = /j F'dm.

(b) Si F : [a,b] — R es continua, diferenciable en casi todo [a,b],
F' € Ly y se satisface
m(A)=0 = m[F(A)]=0.
entonces -
F(x)— F(a) = / F'dm.
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5.4 Transformaciones diferenciables

5.4.1 Transformaciones lineales.

Una aplicacién lineal T € L(&, &), entre R—espacios vectoriales de di-
mension k y n respectivamente,

T: gk — gn,
define por dualidad otra T € L(&, &), que llamamos su traspuesta
T & — & [T (w)l(z) = w[T(z)],

pues si consideramos bases u; de & y v; de &,, la matriz correspondiente
a T* en las bases duales, v' y u/, es la traspuesta A*, de la matriz A
correspondiente a T.

Por otro lado cada espacio Fuclideo £ (R—espacio vectorial con un
producto interior), finito dimensional, se identifica canénicamente con
su dual mediante el isomorfismo

¢: E—E", x—o<x,->,

(cuya matriz correspondiente a una base ortonormal u; y su dual w es
la identidad, pues ¢(u;) = u’). Por tanto si los espacios & y &, son
euclideos tendremos un endomorfismo lineal canénico

Ty =¢; 0T 0 ¢ppoT: & — &y,

que en términos de las bases u; y v; isi son ortonormales! le corresponde
la matriz B = A*A, la cual es semidefinida positiva y sus autovalores A
son reales y no negativos' por lo que el determinante de nuestra apli-
cacion es no negativo, lo cual nos permite dar la siguiente definicién.

IPues para todo € R* si y = Az, 2*Bx = 2t A* Az = yty > 0, y como B = B,
sizeCk,z#0y Bz =Xz

Motz =% Br =7 B'a = gla = A=A = MCR,
y tiene un autovector no nulo x € Rk, para el que

0<2'A'Ax = 2Pz = )\(Z z2) = 0<A
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Definicion. Para cada aplicacion lineal T': & — &,, entre espacios
euclideos, en las condiciones anteriores, definimos

J(T) = \/det T}, = \/det(AtA) > 0.

A partir de ahora por comodidad tomaremos nuestros espacios eucli-
deos como R™ con el producto escalar estandar, <z,y>= zt-y = > z;y;.

Proposicién 5.4.1 T: R¥ — R" lineal es inyectiva sii lo es Ty, sii J(T) >
0; y en tal caso k < n.

Demostracion. k = dimIm7T + dimkerT = dimIm7T < n. En
términos matriciales, A es inyectiva sii A'A lo es sii A*A es isomorfismo
sii det Ty, > 0, donde lo primero se sigue de las equivalencias

Az =0 = AAz=0 = 2A'Az=0 = Az=0. 1

Teorema 5.4.2 Sea T: R™ — R" lineal.
(a) SidetT =0, T(E) € LR™) para todo E C R™ y m[T(F)] =0.
(b) detT # 0, entonces T lleva borelianos en borelianos y lebesgue
medibles en lebesgue medibles y para todo lebesgue medible F,

mIT(E)] = | det(T)|m(E).

Demostracién. (a) Utilizando la medida de Hausdorff es obvio?
pues ImT =8, ={h; =0,...,h,_r = 0} es un subespacio k—dimensio-
nal con dimg (Sg) = k < n, por tanto H,(Sg) =0y m(Sk) = 0.

(b) Siel detT # 0, T conserva los borelianos pues T es isomorfismo
lineal, por tanto homeomorfismo y por (2.2.1) Ty T—! son medibles.
Podemos entonces definir la medida en B(R™), u(E) = m[T(E)], la cual
es no nula, invariante por traslaciones y finita en los compactos y por

(1.6.18) de Lebesgue, pp = ¢(T")-m, con ¢(T) = m[T(Q)] >0y Q = [0,1]"

2Demostracién alternativa: Basta ver que para cada hiperplano H, m[H] = 0,
pues si detT = 0, la ImT = S = {h1 = 0,...,hp—r = 0}, es un subespacio
k—dimensional con k < n, el cual estd en un hiperplano H = {h1 = 0} € B(R") y
m[H] = 0, pues si h1 = Y a;z;, algiin a; serd no nulo, por ejemplo a; # 0y para cada
y=(22,...,2s) € R*™1 la seccién HY tiene un tnico punto x1 = — >0 o(ai/ar)zs,
por tanto por el teorema de la medida producto

m[H] = /ml[Hy}dmn,;l =0.
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el cubo unidad. Se sigue que m[T(E)] = ¢(T') - m(E) y T conserva los
lebesgue medibles. Ahora basta demostrar que ¢(T") = | det(T")|. Ahora
bien si 17 y T5 son dos isomorfismos lineales, también lo es 77 o T y se
tiene ¢[Ty o To] = ¢[T1]c[Tz], por tanto como todo isomorfismo lineal T
se expresa como composicién finita de isomorfismos lineales de los tres
siguientes tipos, para r # 0 y e; la base estdndar de R"

Ti(e1) =rer, Ti(e;) =e€;, parai=2...,n,
Ty(e;) = e, Ta(ej) =ex, Taler) =e;, 1<j<k<mn,
Ts3(e1) = e1, Tz(e;) =e;+rex, Ts(en) =e,, paral <i#k<n,

basta demostrar que para ellos ¢(T) = |detT|, es decir m[T(Q)] =
|det T'|, ademds para la tercera podemos suponer que i = 1, k = 2y
r = 1, ya que basta aplicar varias veces T y To convenientemente, pues

por ejemplo
r 0 1 1\ /rt 0 (1
0 1/\0 1 0 1) \0 1)°

Para ellas el resultado es obvio pues (para r > 0)

T1(Q) =[0,7] x [0,1]"" = m[T1(Q)] =r =|det Ty,
Q) =Q = m[(Q)=1=detT|,
T3(Q) = Ax[0,1] x---x[0,1] = m[T3[Q]] =1 =|det T3

para el paralelogramo
A= {(z1 +x9,20) : 71,20 € [0,1]} C R?,
de vértices (0,0), (1,0), (2,1) y (1,1),

0 1 |0 "1 "2
el cual tiene drea mo[A] =1. 1

Interpretacién geométrica del determinante 5.4.3 Seq T: R" — R"
lineal, entonces para @ = [0,1]™, el cubo unidad

| det(T)| = m[T(Q)]-
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Q@=100,1]" T(Q)

— Figura 4. Interpretaciéon geométrica del determinante.—

Para que una aplicacion lleve borelianos en borelianos basta pedirle
que sea continua e inyectiva, este resultado que vemos a continuacion, lo
utilizaremos més adelante.

Lema 5.4.4 Sea V C R™ abierto y F: V — R™ continua e inyectiva,
entonces E € B(V) sii F(E) € B(R™).

Demostracién. = V es unién numerable de compactos
K, ={x: ||z| < n,d(z,V°) > 1/n},

por tanto si C' C V es un cerrado de V', es unién numerable de compactos
Cn, = CNK,y F(C) es boreliano pues es unién numerable de los
compactos F(Cy). Se sigue que los cerrados de V, en particular V,
estan en la clase

C={ECV: F(E)eBR™)},

que es una o—algebra, pues es cerrada para uniones numerables y si
CecC,CeC,yaque F(C)y F(C®) son disjuntos por ser F' inyectiva
y su unién es F(V), por lo que F(C°) = F(V)N F(C)¢ € B(R™). Por
tanto B(V) C C.

< Por ser F continua y por que E = F~[F(E)] por ser F inyectiva.
1

5.4.2 Transformaciones y medidas de Hausdorff.

Consideremos ahora las medidas de Hausdorff Hy en los espacios eu-
clideos R™.
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Proposicién 5.4.5 Sea T: R*¥ — R™ lineal e inyectiva, entonces k < n,
J(T) >0, T(E) € B(R") para cada E € B(R¥) y

Hy[T(E)] = J(T)Hy[E].

Demostracién. Por (5.4.1) J(T) > 0y k < n. Por (5.4.4) lleva
borelianos en borelianos.

Sik =mn, J(T) = |detT| y el resultado se sigue de (5.4.2) y de
(1.7.8) (pagina 54), por ser ~, H,, la medida de Lebesgue n—dimensional.
Si k < n, consideremos una rotacién R: R" — R", que lleve T(R¥) en el
subespacio R* x {0}"* y sea F: R¥ — R* la composicién

RF L R B RE  RPF T, RE

tal que R[T(x)] = (F(x),0), por tanto en términos matriciales

RT = (g) = T'T=T'R'RT=F'F = J(T)=J(F).

Ahora por el ejercicio (1.7.2) (pdgina 54), por ser Hj invariante por
rotaciones y por lo visto en el primer caso (k = n)

Hy[T(E)] = Hy[R(T(E))] = Hp[F(E) x {0} "]
= Hy[F(E)) = J(F)Hy(E) = J(T)Hy(E). 1

Interpretacién geométrica de J(7) 5.4.6 Sea T: R¥ — R" lineal, en-
tonces para Q = [0,1]%,

J(T) = v Hi [T(Q)].
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5.5 El teorema de cambio de variable

Nuestro interés es dar una férmula que nos permita calcular la medida de
Hausdorff k—dimensional de los borelianos de una subvariedad diferencia-
ble k—dimensional de R™. Para ello necesitamos una serie de resultados
previos y recordar algunas definiciones.

Definicién. Sea U C R* un abierto. Decimos que una aplicacién
F:U — R™ es diferenciable en © € V si existe una aplicacion lineal
DF,: R¥ — R™ tal que

. F+2) - F(z) - DE(?)

= 0.
Izl —0 [E4|

Diremos que F' es diferenciable si lo es en cada punto de U. Diremos
que es de clase 1 si es diferenciable y la aplicacién DF, z € U — DF, €
L(R¥ R™) es continua 3. Por induccién diremos que F' es de clase m si
DF es de clase m— 1y de clase oo si es de clase m para toda m. Diremos
que F' es un difeomorfismo si tiene inversa y también es diferenciable,
en cuyo caso se tiene que k = n.

Nota 5.5.1 Es facil demostrar que, en términos de coordenadas, la ma-
triz asociada a la aplicaciéon lineal DF), es la matriz Jacobiana

ofi
z) |, ara F'= (f1,...,
(). v P = (s
cuya existencia no implica que F' sea diferenciable en x, ni siquiera que
sea continua, como prueba

Fry) = gz st (zy) #(0,0)
’ 0, si z=y=0,

sin embargo F' es de clase 1 sii existen las derivadas parciales df;/0x;
y son continuas y de clase m sii existen las derivadas parciales de las
f; hasta el orden m y son continuas. Ademés si F': R¥ — R™ es lineal,
entonces DF, = F para todo x.

3Con cualquier norma en el espacio L(Rk,R"), pues al ser de dimensién finita
todas definen la misma topologia, sin embargo habitualmente consideraremos ||T'|| =

sup{|T'(x)] : ||z|| = 1}
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Lema 5.5.2 Sea F: U C RF — R" de clase 1, entonces:
(a) Sixz € U y DF, =0, para cada € > 0 existe un entorno abierto
de x, U, C U, tal que para y,z € U,

1E(y) = F(2)|| < elly — =]

(b) Sixz € U, para cada € > 0 existe un entorno abierto de x, U, C U,
tal que para y,z € U,

[F(y) — F(2) = DFa(y — 2)|| < €lly — =]|.

(¢c) Six € U yT = DF, es inyectiva, para todo o > 1 existe un
abierto U, C U, entorno de x tal que

Vy,z € Uz, a7 H|T(y) = T(2)ll < |F(y) = F(2)]| < al|T(y) = T(2)ll,
vy € Uy, V2 €RY, a7 YT (2)|| < |IDFy(2)] < ol T(2)].

Demostracion. El resultado basta verlo para una eleccién de nor-
mas, pues todas son equivalentes.

(a) Como DF, =0, 0f;(x)/0x; = 0y existe un entorno convexo de z,
Uy, tal que para cada v € U, y cualesquiera ¢, j, |0f;(v)/0z;| < € y para
y,z € Uy, si consideramos la funcién f(t) = fi[z + t(y — 2)], tendremos
que

= F@) - F)lleo < elly = 2l

(b) Basta aplicar el apartado anterior a G(y) = F(y) — DF,(y).
(¢) Como T = DF, es continua e inyectiva se alcanza y es positivo,
0 < k=min{||T(2)| : ||z|]| = 1} y por la desigualdad de (b) y los mismos
ey U
IT(y = 2)l| = elly — 2l < [|1F(y) = FE < 1T (y = 2)[| +€lly — =]l
1F(y) = F)
17— )l

y el resultado se sigue tomando un € > 0, tal que

= 1—-¢/k< <1+¢€/k

at<l—e/k<l+e/k<a.
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Ahora para la segunda desigualdad, dado el a > 1, elijamos un € > 0
que satisfaga las desigualdades anteriores. Como DF es continua en x,
existe U,, tal que para todo y € U, y todo z con ||z|| =1,

IDFy(2) — DF,(2)|| < |[DF, — DF,[| <€
= [[DF(2)|| — e < [DE,(2)[| < [[DFu(2)]| + €
|1DE, (2|

= 1-e/k< 12w o 4 gk
[DF.(2)||

= o '[|DF(2)|| < [|IDFy(2)]| < ol DF:(2)],

y el resultado se sigue. 1

Definiciéon. Diremos que & C R” es una subvariedad diferenciable k—
dimensional si para cada x € S, existe un difeomorfismo

o= (ur,...,up): Vo CR" - W C R,
con V, entorno abierto de x y W abierto tales que

SNV ={yeVy: upt1(y) = un(y) =0}.

Nota 5.5.3 Normalmente esto no es la definicién sino una caracteriza-
cién, por otra parte no hemos hecho alusién a la clase de la subvariedad,
que se corresponde con la clase del difeomorfismo. En los resultados que
desarrollemos supondremos que es de clase 1.

Como una simple consecuencia toda subvariedad S es localmente
parametrizable, es decir que para todo x € S existe un abierto V, C
R", un abierto U C R* y una aplicacién diferenciable, F': U — R",
inyectiva ella y su aplicacién lineal tangente DF, en todo z € U (a estas
aplicaciones se las llama inmersiones) y tal que F(U) = V, NS. A
una tal F' la llamaremos una parametrizacion del abierto V, NS de la
subvariedad.

Toda subvariedad se puede expresar como unién numerable de subva-
riedades parametrizables, pues R™ tiene una base numerable de abiertos
B,, (las bolas B(z,r), con x € Q" y r € Q), por tanto para todo = € S
existe un abierto bésico B,,, con ¢ € B,, y B,, C V, (para el abierto
V, de la definicién) y para A,, = F~Y(B,,), F(A,,) = B, NS y con
estos rellenamos la subvariedad. Para nuestros propdsitos es suficiente
considerar que nuestra subvariedad es parametrizable globalmente.
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Corolario 5.5.4 Sea U C RF un abierto y F: U — R™ una inmersion de
clase 1. Entonces para cada o > 1 hay un recubrimiento numerable por
abiertos U; de U y aplicaciones lineales inyectivas T;: RF — R™ tales
que

o HTi(2)|l < |DFy(2)ll < @l Ti(2)ll, ¥y € Ui, = € RY,
o HITi(y) = Ti()| < 1F(y) = F2)l| < allTi(y) = Ti()ll, Yy, 2 € Us.

Demostracion. Se sigue de (5.5.2) que para cada € U hay un
entorno abierto suyo U, y una aplicacién lineal para los que es cierto
el resultado, ahora bien U es unién numerable de compactos K, (ver
(5.4.4)), por tanto cada compacto K, se recubre con una coleccién finita
de estos abiertos y U con una colecciéon numerable. 1

Lema 5.5.5 Sean F,G: Q — X aplicaciones de un conjunto 0 en un
espacio métrico (X,d) y ¢ > 0, tales que

d[F(z), F(y)] <c-d[G(z),G(y)], parax,y €
entonces para todo B C Q y todo p > 0,
Hp[F(B)] < - Hy[G(B)].

Demostracién. Sea § > 0y sean A; C X, tales que G(B) C UA; y
d(A;) < 4, entonces para B; = G~1(4;)

BCGGB)cGuA]cuB, =
= F(B) C F(UB;) CUF(By),

siendo por hip6tesis d[F(B;)] < ¢- d[G(B;)] < ¢ d[A;] < ¢, por tanto
H, os[F(B)] <Y d[F(B;)]P < c”- Y d[Aj]
de donde
Hyos[F(B)] < ¢”- Hps[G(B)] = Hp[F(B)] <c”- Hy[G(B)].

Corolario 5.5.6 En particular se tiene que H,[F(B)] < ¢ - Hy[G(B)],
para cada B C Q en cualquiera de los casos:
(a) X es un espacio normado y Vx,y € €

1F(x) = F(y)|| < ellG(x) = G(y)l-
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(b) X es un espacio normado, Q0 es un espacio vectorial F' y G son
lineales y para todo x € Q)

[F(2)]| < | G()]]

Teorema 5.5.7 Sea F: U — R"™ una inmersion inyectiva de clase 1,
S = F(U), entonces A € B(U) sii F(A) € B(R™) y para la funcion
continua y no negativa x — J(DF),

Hy[F(A)] = /A J(DF,) dH,,

y para cada funcion borel medible g en S no negativa o Hy—integrable

[oat = [ o) J(DF) am.
S 1%

Demostracién. Como F es continua e inyectiva, A € B(U) sii
F(A) € B(R™) por (5.4.4). Ahora por (5.5.4) para cada a > 1 hay
una sucesién de abiertos U; C U y de aplicaciones lineales inyectivas
T;: RF — R™ (con J(T;) > 0 por (5.4.1)), tales que

o HTi(2)| < IDFy(2)|l < ollTi(2)ll, Yy € Ui, z € RY,
o Ti(y) = Ti(2)| < IF(y) = F(2)ll < ollTily) = Ti(2)ll, Yy, 2 € Us,

y aplicando (5.5.5) tenemos que para A, E € B(RF), con A C V; y todo
yevV;

o« *HT,(E)] < Hi[DF,(B)] < o* H,[T,(B)],
o FHLT(A)] < Hi[F(A)] < o* Hi[T(A)),

y aplicando (5.4.5) con E = [0,1]%, a la primera desigualdad, como
0 < Hi(F) < oo, por (1.7.7), pdg.53, se tiene que para todo y € V;

o FJIT) < JIDF,) < o*J[TY],
y de la segunda, de (5.4.5) e integrando la anterior en A se sigue que
a2 Hy[F(A)] < o™ Hy[T;(A)] = o™ J[T;] Hy[ 4]
< /A J[DF,)dH, < o J[T;]Hy[A]

= o"Hy[Ti(A)] < o  Hy[F(A)),
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y el resultado se sigue para todo boreliano A C U, pues si conside-
ramos los borelianos disjuntos B; = U; N (U U --- U U;_1)¢, para los
que U = UB;, tendremos que A es unién numerable disjunta de los
borelianos A; = ANB; C U; y F(A) de los también borelianos disjuntos
F(A;) —pues F es inyectiva—, por lo tanto

a FHe[F(A)] = o™ Y " Hy[F(A)] < Z/ J[DFE,] dH,
i=1 i=1 A
= / J[DF,)dHy < o** Hy[F(A))],
A
y como el « es arbitrario, tendremos que para cada boreliano A C U

m{P(A) = [ JIDF)dm,.
La segunda parte se demuestra como habitualmente, teniendo en cuenta
que para funciones indicador es la primera parte, para funciones simples
no negativas por la linealidad de la integral, para funciones no negativas
por el teorema de la convergencia mondétona, pag.79 y para funciones
integrables por el teorema de aditividad (2.4.4), pdgina 79. 1

Corolario (Teorema del cambio de variable) 5.5.8 Sea F: U — V un
difeomorfismo de clase 1, con U,V abiertos de R™. FEntonces para toda
funcion medible, f: V — R no negativa o integrable

/ Fdm = / FIF(@)] - | det(DF,)| dm.
1% U

Demostracion. Es obvio considerando que v, H, = m. 1

Si multiplicamos ambos miembros de la igualdad obtenida en el teo-
rema por 7, tendremos que

(5.1) WHF(4) = [ JIDF]dm.

para m la medida de Lebesgue k-dimensional en R¥. Esta férmula se da
en los cursos de geometria diferencial, pero con una apariencia distinta.
Los que hayan seguido estos cursos recordaran que nuestra subvariedad
S hereda la estructura Riemanniana de R™, con la que es una variedad
Riemanniana y que si en R* consideramos un sistema de coordenadas z;
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—correspondientes a una base ortonormal— y en R™ otro y; —también
correspondiente a otra base ortonormal—, entonces en S podemos con-
siderar el sistema de coordenadas u;, para el que x; = u; o F, respecto
del que la métrica de S se expresa en coordenadas por

0 0 0 0
9= o 0w, ~ T om Tor,

B 5fk afk N e, Ok
_ ( ook m) (Z ol ) - k@i e,

por tanto

det(gij) = | det [(gxf;( )>t <§£J (x))]

Vdet[(DF,)!(DF,)]

J[DF,],

T H[F(4)] = /A Jdet(gi;) dm

Ejemplo 5.5.9 Sea a > 0, f(z) = 1/va? —2? y F(z) = asenz, para
F: (—w/2,7/2) — (—a,a), entonces F'(x) = acosx > 0y f[F(x)] =
1/acosx, por tanto

es decir que

dr = .

[ =~
—a a2—x2 —m/2

Ejemplo 5.5.10 Sea F'(t) = sent/cost, para F': (—7/2,7/2) — (—00,00)
y f(z) = 1/1+ 22, entonces F'(t) = 1+ F2(t) > 0y f[F(t)]F'(t) = 1,

por tanto
0o dx /2
/ =22 = / dr = m.
—00 —m/2

Ejemplo 5.5.11 Por el Teorema de cambio de variable (5.5.8) (pagina
182) tenemos que para toda funcién medible, f: V' — R no negativa o
integrable

/V fdm = /Uf[F] - |det(DF,)| dm.
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y para U = (0,00) x (0, 27) y el difeomorfismo F(p, ) = (pcosf, psen )
V = F{U) =R?—{(2,0) : > 0}, tenemos por el Teorema de Fubini
(3.4.3), pag.115

0o 2m
/fdmgz/ f(pcosB, psenB)pdpds.
v o Jo

(Observemos que ma{(x,0) : > 0} = 0, por tanto podemos extender f
como queramos en ese conjunto y considerar la integral de la izquierda
en todo R2.)

Ejemplo 5.5.12 Calculemosla I = [~ e —2* dz (ver el ejercicio (2.5.6),
de la pdgina 96). Por Fubini y la igualdad del ejemplo anterior

2m
/ / f”er)clacdy—/ / eppdpde—ﬂ

por tanto I = /7.

Ejemplo 5.5.13 Calcular el drea Va2 = my[B(0,1)] de la bola unidad de
R?: Por el teorema de cambio de variable en coordenadas polares (ver
el ejemplo 5.5.11), para Uy = (0,1) x (0,00) y Vo = F(Up) = {2% +¢* <
1N\{(z,0) : > 0}, tenemos

Vo= / dxdy = / pdpdf = .
{22 4y2<1} p<1,0<0<2m

Ejemplo 5.5.14 Calculemos ahora el hipervolumen V,, = m,,(B]0, 1]) de
la bola unidad B de R™: Paran =1, V] = 2; paran =2, Vo = 7 (ver el
ejemplo (5.5.13)); y para n > 3, por el teorema de la medida producto
para my, = my,_s X ma, como m,[B(0,r)] = r"V,,

ol f
_ / Min_o(BJ0,\/1 — 22 — 23]) dms
{rz+z§<1}

n—2
:/ (1—z2 —x%)T —2 dmsy

{zi+a3<1}

27 1 N 1 ; or
= an2/ / (1—=p*)2 " pdpdd = Wanz/ t2ldt = =V, _,.
0 0 0 n
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haciendo el cambio t = 1 — p?. Con esta regla de recurrencia y los dos
valores iniciales, tenemos todos los valores buscados

(2m)™2
1-3---(2n+1)’

‘/Qn = (27T)n - ﬁ,

Va1 = 2-4---(2n) nl

que en términos de la funcién T' (ver el ejercicio (2.5.8), pagina 97) se
expresan simultaneamente con el valor

n/2

V= ——.
ESy
Ejemplo 5.5.15 Calcular el drea n—dimensional de la grafica S = {(z, f(x)) €
R : 2 € V}, de una funcién f: V C R® — R.
Para ello consideremos F: V C R" — Rl F(x) = (z, f(z)), que
es inmersion inyectiva por tanto

%Hn[S]:/VJ[DFx]dmn:/V\/lﬁ—ngi dm,

pues para a; = f;, y a' = (a1,...,an),
JIDF,]* = det[I + aa'] =1+ Zaf,

pues las columnas de la matriz C = aa® son miiltiplos de a, por tanto
dependientes y el rango de C es 0, si a = 0, 6 1 en caso contrario,
en cualquier caso tiene n — 1 autovalores nulos y el correspondiente al
autovector a, pues Ca = aa'a = (a'a)a, es decir C tiene autovalores

M=ala=) a2 d=-=X =0,

por tanto los autovalores de I + C son 1+ > a? y los demés el 1; y el
determinante de I + C es su producto.

Ejemplo 5.5.16 Calcular el drea n—dimensional A,, de la esfera unidad
S, de R*+1:

Sea A,, = v, H,(Sy) vy consideremos la particién de la esfera unitaria
S, C RS, =SFUS, UE,, donde S; es el casquete superior, S,
el casquete inferior de la esfera, para los que H, (S, ) = H,(S;") pues
ambos casquetes son isométricos por la reflexion respecto de z,,41 = 0;
y En={zx €S, : 2,41 =0} =5,_1 x {0} es el ecuador.
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A continuacién veremos que H,(S7T) < oo para todo m y por in-
duccién se sigue que H,(S,) = 2H,(S;"), pues para n = 1, H(F;) =
Hy({—1,1}) = 0, por tanto H;(S;) = 2H,(S]") ysi H,(S,) = 2H,,(S;") <
00, se sigue de (1.7.3), pdg.52, Hypi1(Eny1) = Hpy1(Sn) = 0.

Ahora bien por el ejercicio anterior para V la bola unidad abierta

deR"y f(z)=/1-> 27, F(V + por tanto

ATL/2 - 7’” ’fL dmn~

/ e
pues a; = fy, = —x;/y/1— > a?.

Aplicando ahora Fubini al cdlculo anterior y por el ejemplo (5.5.9),
el drea del casquete superior de S;, es para n > 2

[ % e
et ims, e V(L= Y, 7)) — af
= mmy,—1(B[0,1]) = 7V, _1,

dridzs - - -dx, =

este mismo calculo da, A;/2 = 7.

Ejercicios

Ejercicio 5.5.1 Calcular el drea y el volumen de la elipse y elipsoide respecti-
vamente

Ejercicio 5.5.2 Sea o: R — R" una curva de clase 1, demostrar que para todo
[a,6] C R, si o(t) = (w.(1))

H1(a[a,b]):/ ||a'(t)\|dt:/ PREAGE
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Ejercicio 5.5.3 Seca f € C'(R?) y consideremos su gréfica F: R? — R* F(z,y) =
(z,y, f(x,y)), demostrar que para todo A € B(R?),

W H[F(A)] = A 1+ 12+ f2 dedy.

Ejercicio 5.5.4 (1) Demostrar que el drea de la esfera de radio r es 4mr?.
(2) Demostrar que el drea del casquete esférico de radio r y altura h es 27rh.

5.6 Calculo de la constante ~,.

En el teorema (1.7.8) de la pégina 54, demostramos la existencia de una
constante ~,, tal que v,H, = m, la medida de Lebesgue en R”. En
esta leccién calcularemos el valor de esta constante, utilizando algunos
de los resultados de este Tema. Para ello necesitamos una serie de Lemas
previos.

Lema 5.6.1 Sea A C R™ un abierto acotado, entonces dado € > 0, exis-
ten bolas cerradas y disjuntas B, C A, con 0 < d(B,,) < ¢, tales que

m(A) =Y m(B).

Demostracién. Sea Bj cualquier bola de A de didmetro d(B;) < e,
ahora elegidas B; = Blx;,7;], para ¢ = 1,...,m, elegimos By,y; del
siguiente modo: consideramos la familia C,, de las bolas cerradas de A
con didmetro menor que € y disjuntas de las B; anteriores, la cual es
no vacfa porque A — (U™, B;) es abierto no vacio. Ahora consideramos
Sm = sup{r : Blz,r] € Cp,} y elegimos B,,11 como cualquier bola de
Cim, con radio 71 > Sm /2.

Veamos que el boreliano C = A — (UB,,) tiene medida nula.

En primer lugar si By = BJ0, 1] es la bola unitaria, como m[B][z,t]] =
t"m[Bp], tendremos que

m[Bo] Z rh o= Z m[By,] = m[UBy,] < m[4] < oo,

m=1 m=1
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por lo que r,,, — 0.
Supongamos que m(C') > 0, entonces para B, = BlZm,47m],

ZmB' *4"Zm ] <4"m[4] < oo,

por lo que existe un N € N, tal que

(o9}

mUp_n Bl < Y m[B,] <mlC],
m=N-+1

y por tanto existe un p € C tal que p ¢ Uss_n . B;,. Como p estd en C
no estd en el cerrado UY ; B; y podemos encontrar una bola Blp,r] C A
disjunta de By,...,By y 0 < r < ¢, ahora bien si B|p,r] es disjunta de
By, ..., By, entonces B[p,r] € Cop y 7 < 81y < 2741, PETO Ty — 0 por
tanto existe un primer m > N tal que Blp,r|N By, # 0y Bp,r] € Cp_1.
Sea z € Blp,r] N By, como p ¢ B!, tendremos

Sm_1 2T 2 ||p_ZH > Hp_xm”_ ||Z_1'mH > A4r, —Tm = 3T, > - Sm—1,

2

lo cual es absurdo. &

Definicion. Dado un conjunto A C R", definimos su simetrizacion de
Steiner respecto del hiperplano {z; = 0} como

S(A) ={(t,y) eRxR" 1. |t| < m[;ly]}

de modo andlogo se definen las simetrias respecto del resto de hiperplanos
coordenados {z; = 0}.

Lema 5.6.2 Si A € B(R™) y S(A) es su simetrizacion de Steiner respecto
del hiperplano {z; = 0}, entonces

a) S(A) € B(R").

b) d[S(A)] < d[A].

) m{S(4)] = m[A].

)= (x1,...,2,) € S(A) s (z1,...,—Ti,...,zy) € S(A).

e) St A es simétrico respecto de un hiperplano {x; = 0}, S(A) también.

o

o,
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Demostracion. Haremos la demostracién para i = 1. Denotaremos
para cada y € R, 8(y) = sup AY, a(y) = inf AY.

(a) Que S(A) = {f < g} es boreliano se sigue del ejercicio (2.2.4)
de la pagina 71 y del Teorema de Fubini, para las funciones medibles
9(t,y) = m[AY] y f(t,y) = [t].

(b) Sean (t1,y1), (t2,y2) € S(A), entonces

dl(t1, 1), (b2, 92)] = V/It1 — o> + d(y1,12)?
S hmd[(sna y1)7 (Tn7y2)] S d(A)a

para ciertas s, € AY y r, € AY, pues

m[AY1] + m[AY?] < B(y1) — a(yr) + B(y2) — a(y2)
2 - 2
< max{B(y1) — a(yz2), B(y2) — a(y1)} = lim|s,, — rp,

[t1 —to] <

por tanto d[S(A)] < d(A).
(c) Se sigue del teorema de Fubini que

ma[S(A)] = / s [S(AYY] iy = / 1 [AY] dma_y = mn(A).

(d) Es obvio y (e) porque (por ejemplo para j = 2)

m{t: (t,za,...,2,) € A}
2

m{t: (t,—x2,...,2,) € A}
2

& (r1,—x2,...,2n) € S(A). 1

r=(z;) € S(A) & |z1]<

== |£L’1| <

En el siguiente resultado veremos que entre los conjuntos de un
didmetro fijo d, la bola de ese didmetro, es decir de radio d/2, es el
de maximo volumen.

Teorema 5.6.3 Dado A € B(R™),
m[A] < m[B[0,d(A4)/2]].

Demostracién. Consideremos la composicién de simetrizaciones de
Steiner S(A) = Sy 0---081(A), respecto de los hiperplanos coordenados.
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Entonces por (d) y (e) del resultado anterior S(A) es simétrico, z € S(A)
sii —x € S(A) y por (b)
x=(z;) € S(A) = z,—xzeS(4)
= 22| = |lz — (—2)|| < d[S(4)] < d(4)

por tanto S(A) C B[0,d(A)/2] y se sigue de (c) que
m[A] = m[S(A)] <m[B[0,d(A)/2]]. 1

Teorema 5.6.4 ~, H, = m para las constantes

,/Tn/2

T = mBI0.1/2] = Vif2" = S

Demostracién. La tultima igualdad se vio en el ejercicio (5.5.14), de
la pdgina 184, veamos pues la primera, lo cual equivale a que H,,(B) = 1,
para B = B[0,1/2], la bola de radio 1/2. Por una parte para C' = [0, 1]"
y B;, tales que d(B;) <  y C C UB;, tenemos por la desigualdad (5.6.3),
por ser d(B;) = d(B;) y B; € B(R")

C]me[ <Zm [0,d(B Zd

por tanto v, H, (C) < m[B|H,, 5(C) < m[B]H,(C) y vn, < m[B], veamos
la otra desigualdad.

Consideremos el cubo unidad abierto (0,1)" = A un e > 0 y por el
Lema (5.6.1) una sucesién de bolas B; C A disjuntas, con 0 < d(B;) < &
y m[A — UB;] = 0, entonces

0<H,s[A-UB;] < H,J[A-UB;]=0,

lo cual implica, por ser B; una bola de radio d(B;)/2 y 1 = m[4] =

Zm[Bi]a

H, s[A] < H, s5[UB;]] < Zd (B;)
)/2]] m[B;| 1
=SB =L i) = i

de donde m[B|H,(A) <1=m(A) = v, H,(A) y m[B] < y,. 1
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ZAANEN, A.C.: “Integration”. North—Holland, 1967.

Como comentamos en el capitulo anterior, la descomposicion de JOR-
DAN de una medida estd intimamente relacionada con la descomposicién
de una funcién de variacién acotada como diferencia de funciones cre-
cientes. De hecho es de JORDAN el concepto de funcién de variacién
acotada, que acufia en 1881, y suya es la demostraciéon de (5.3.4).

JORDAN, C.: “Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique”. Gauthier-Villars, Paris,
3a.Ed., Vol.LII y III, 1909-1915.

Como también comentamos anteriormente, LEBESGUE da en su libro

LEBESGUE, H.: “Lecons sur l'integration” (la.edicién 1903, 2a.edicién 1928). Reimp.
de 2a. ed. por Chelsea Pub. Comp., 1973.

una condicién necesaria y suficiente para que una funcién f: [0,1] — R
se exprese como una integral indefinida, enunciado esencialmente el Teo-
rema fundamental del cdlculo (5.3.12) —aunque sin demostracién y a
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pie de la pagina 129—; en este libro también esta el teorema de diferen-
ciacion: Toda funcion continua de variacion acotada tiene derivada c.s.,
del que en 1939 F. RIESZ senala la posibilidad de quitar la hipdtesis de
la continuidad, (ver (5.3.9)). En cuanto a VITALI acufia en su articulo
de 1904

VITALL, G.: “Sulle funzioni integralt”. Atti. Acc. Sci. Torino, 40, pp.1021-1034.
Ano 1904-1905.

el concepto de funcion absolutamente continua, aunque ya HARNACK
en 1890 habia usado un concepto similar en un contexto distinto. En
ese trabajo VITALI caracteriza, con la absoluta continuidad, la relacién
entre diferenciacion e integracién en el contexto de la teoria de Lebesgue,
demostrando el Teorema fundamental del cdleulo (5.3.12). Mas tarde,
en 1907, LEBESGUE daria una prueba mas corta que la de VITALI, el
cual publica ese mismo ano el articulo

VITALL, G.: “Sui gruppi di punti e sulle funzioni di variabili reali”. Atti. Acc. Sci.,
Torino, 43, 1907.

en el que tratando de extender el Teorema fundamental del cdlculo a R?,
prueba el Teorema de recubrimiento de Vitali. Este resultado fue la base
de demostracién de teoremas generales de diferenciacién. De hecho las
pruebas clasicas de (5.2.8) —ver COHN, WHEEDEN—ZYGMUND, etc.—,
lo utilizan. Nosotros sin embargo hemos seguido a FOLLAND, RUDIN,
AsH,... que se basan en el Lema mas simple (5.2.1).

Por otra parte hay procesos de integracién, como los desarrollados
por DENJOY y PERRON en 1912-14, que estan orientados a fin de que el
Teorema fundamental del cdlculo

f@) - 1@ = [ ",

sea valido cuando f sea diferenciable en todo punto. Sin embargo, como
ya comentamos, en ellos falla la propiedad de que f sea integrable sii | f]
lo es. Remitimos al lector al libro de

MCSHANE, E.J.: “Integration”. Princeton Univ. Press, 1944.

Analicemos ahora el teorema (5.2.8), que nos asegura la existencia
del limite
w(E;r)

fla) = lim m(E)’

y que ademds es la derivada de Radén—Nykodim, f = du,/dm, para
= g + ps la descomposicién de Lebesgue. Cuando consideramos la
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densidad de masa f de un objeto en un punto, la definimos como una
relacién infinitesimal, en el punto, entre la masa g y el volumen m,
esa es la idea que subyace en el resultado anterior. Sin embargo este
resultado no dice que esa cantidad infinitesimal de masa sea realmente
una medida d,p en el espacio tangente T, (R™) (idem para el volumen,
que sigue siendo el volumen en el espacio tangente) y que la relacién
entre ambas medidas d,u/d,m, que en este caso son proporcionales es
un numero f(z), que es la densidad en el punto considerado.

Pero este nuevo concepto existe y tiene la ventaja de que no son
necesarias dos medidas —como la de masa y volumen— para analizar
su comportamiento infinitesimal, sino que cada medida define canénica-
mente una medida infinitesimal en los puntos en que es diferenciable —
que ademas son casi todos en términos de la de Lebesgue—. Remitimos
al lector interesado al trabajo

FArO, R.; NAVARRO, J.A.; SANCHO, J: “On the concept of differential of a mea-
sure”. Arch. Math., Vol 64, 58-68, 1995.

el cual surge como contestacién a la pregunta siguiente: ;Es mera no-
tacién la du que aparece en la teoria de integracién abstracta o por el
contrario tras ella se esconde un concepto matemadtico como el de la
diferencial de una funcién?.

En ese trabajo se define el concepto de diferencial de una medida d y,
en un punto x € R™, como una medida homogénea en el espacio tangente
a R™ en el punto z. Se demuestra que toda medida es diferenciable
(c.s. [m]), que d,pu es proporcional a d,m (c.s. [m]), siendo m una
medida de Lebesgue y se prueba una version diferencial de la féormula
del cambio de variable de la teoria de integracién que nos dice que el
concepto de diferencial de una medida es invariante por difeomorfismos
(por lo que la definicién de diferencial de una medida es valida en una
variedad diferenciable X, en la que no hay medida de Lebesgue con la
que comparar). Como consecuencia se tiene una version mas refinada de
la derivada de RADON-NIKODYM dA/du, en el contexto de las variedades
diferenciables, donde no es una mera clase de funciones coincidiendo casi
seguro, sino una verdadera funcién f(z) = 922 bien definida en toda la

=,
variedad, salvo en un conjunto de medida nula por u.

Fin del Tema V
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Capitulo 6

Espacios de funciones
medibles

6.1 Los espacios L,

A lo largo de todo el tema consideraremos un espacio de medida (€2, A, p).

Definicién. Para cada 0 < p < co y K =R 6 C, definimos el espacio
L,(Q, A, 1, K), de las funciones medibles f: Q@ — K tales que

/ 1P du < oo,

yparacada fe L, yp>1

1/p
1= ([ 1617 a)

Si no hay confusién denotaremos tal espacio por £,(€2,K) 6 L,.

Veremos en la siguiente leccién que para p > 1 las || ||, son seminor-
mas. No hemos incluido los valores correspondientes a 0 < p < 1 pues
para ellos las || ||, en general no satisfacen la desigualdad triangular, sin
embargo hablaremos de estos espacios mas adelante.

195
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Proposicion 6.1.1 Para 0 < p < oo, L£,(2,K) es un K-espacio vectorial.

Demostracion. Esobvioquesia € Ky f,g € £,, entonces af € L,
y [ +g € L, ya que (para lo segundo)

[f(z) + g(@)[” < (If(@)] + [9(2)])" < 2max{|f(z)],]g(x)[})"
< 2f(@)[P + 2%[g(=)[P. n

Observemos que aunque £,(2,R) es un R—subespacio vectorial de
L,(€2,C) no es un C—subespacio vectorial suyo.

6.1.1 El espacio L.

Para el caso p = 0o no hay un criterio tinico para definir £,(€2,K). Para
unos autores, como ASH, RUDIN y WHEEDEN—ZYGMUND, el supremo
esencial de una funcién medible f: Q2 — K es el

inf{c <oo: p{|f|>c} =0}

es decir el menor valor ¢ para el que |f| < cecs. Y L(2,K) es el espacio
de las funciones medibles f tales que |f| tiene supremo esencial finito,
es decir las funciones medibles acotadas salvo en un conjunto de medida
nula.

Nosotros seguimos la dada por COHN.

Definicién. Diremos que A € A es localmente nulo si para cada B € A
con p(B) < oo se tiene que p(ANB) = 0. Del mismo modo diremos que
una propiedad se satisface localmente casi sequro (l.c.s.) si el conjunto
de puntos en los que no se verifica es localmente nulo. Denotamos con N
el conjunto de todos los medibles nulos y con A'* los localmente nulos.

Se tienen las siguientes propiedades elementales.

Proposicién 6.1.2 (a) N' C N'*.
(b) Si A,Be A, AC By BeN*, entonces A € N'*.
(c) Si A e N* es o—finito, A€ N.
(d) Si A, e N*, U2 A, € N*.

Definicién. Denotaremos con L£(2,K) 6 L4 si no hay confusion, el
espacio de las funciones medibles f: Q@ — K que llamaremos esencial-
mente acotadas, para las que existe un 0 < ¢ < oo tal que {|f| > ¢} es
localmente nulo, y para ellas definimos

Iflloc =inf{c < oco: {|f] >c} € N*}.
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Proposicion 6.1.3 L., es un K—espacio vectorial y || f|lco s una semi-
norma.

Demostracion. Si f,g € L, entonces f + g € L, pues dados
0<a,b< oo, tales que A = {|f| > a} y B = {|g| > b} son localmente
nulos, AU B es localmente nulo y fuera de él

[f(2) +9(@)] < [f(2)| +]9(z)] <a+D,

por lo que {|f 4+ g| > a+ b} C AU B y es localmente nulo, por tanto
f+9€ Lo yademss || f + gllco < a+b. Ahora tomando infimos en a,b
tendremos que [|f + glloo < [|fllsc + llglloc- W

El motivo de elegir esta definicién y no la anterior es que con ella
podremos englobar distintos resultados en uno y ademas obtener otros en
los que los autores que siguen la primera definicién, imponen condiciones
que no son necesarias, como que el espacio sea o—finito, siendo asi que
con esta condicién ambas definiciones coinciden.

Por £, entenderemos indistintamente £,(Q2,R) 6 £,(€2, C) y utiliza-
remos esta notacion en aquellos resultados que sean igualmente validos
para ambos espacios. El cuerpo correspondiente lo denotaremos con K.

Ejercicios

Ejercicio 6.1.1 Demostrar que si f € Lo, entonces {z : |f(x)] > ||f|loc} €S
localmente nulo.

Ejercicio 6.1.2 Demostrar quesi f € L y es integrable, entonces {z : |f(z)| >
| fllss} es nulo.
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6.2 Los espacios de Banach L,

6.2.1 Desigualdades fundamentales.

Dijimos en la leccién anterior que las || ||, para 1 < p, son seminormas.
Para demostrarlo necesitamos algunos resultados previos y un nuevo
concepto.

Definicién. Diremos que 1 < p,q < oo son exponentes conjugados si se
verifica que p + ¢ = pg 6 equivalentemente

1 1

- +-=1

p q

Observemos que para p = 2, ¢ = 2, el cual es un caso especialmente
importante. Por otro lado si hacemos p — 1, entonces ¢ — oo, por lo
que consideraremos que 1 e oo son también exponentes conjugados.

El primero de los resultados es una simple consecuencia de la conca-
vidad de la funcién log.

Lema 6.2.1 (a) Sean a,b € (0,00) y t € [0,1], entonces
a'b't <ta+ (1 —t)b.
(b) Sean 1 < p,q < oo conjugados y ¢,d € [0,00), entonces

P4
cdgi—kf.
p q

(c) Sean a,b € (0,00) y r > 0, entonces

(a+b)" <a" +b" para 0 < r < 1,
(a+b)">a" +0" para 1 < r < oo,

Demostracién. (a) Por la concavidad de log
log(a'b' ") = tloga + (1 — t)logb < log(ta + (1 — t)b),

y el resultado se sigue por ser log creciente.
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(b) Para ¢ = 0 6 d = 0 es obvio; en caso contrario por (a) para
t=1/p, a=cPyb=d?, tendremos
P Ja
ed = a'/Pp 1 = o'h' Tt < ta + (1-t)b= < 4+ —.
p q
(c) Considérese la funcién f(x) = (z + b)" — 2" — b", para la cual
f(0)=0y f > 0sir>1, por tanto f es crecientey f' <0si0<r <1,
por tanto f es decreciente. &

Como consecuencia tenemos algunas de las desigualdades mas im-
portantes del Anélisis Funcional.

Desigualdad de Hélder 6.2.2 Sean 1 < p,q < oo conjugados. Si f € Ly,
ygeLly focLliy
1£gllx < (£ [lpllgllq-

Demostracién. Sip = 1y g = co consideramos el conjunto A = {z :
f(x) # 0}, el cual es o—finito —pues por la desigualdad de Tchebycheff,
w{|f] > 1/n} < co—y el conjunto B = {z : |g(z)| > ||g]le}, €l cual es
localmente nulo, por tanto AN B es nulo y en los x de su complementario
se satisface

|f(@)g(x)] < | (@)llglloo,
por tanto [ |fgldu < ||lgllecl|fll1.- Sip =00y g=1 es similar.
Sil<p<ooyl|fllp =0 (6 |lgll; =0) es obvio, pues f =0 cs. y
por tanto fg =0 c.s., por lo que [|fg|li =0. Si||fll, 0y llglly # 0, se
tiene por el Lema (6.2.1) que para todo x
[f@)g(@)]| _ [F@)I | |g(@))
IflIpllglle — IAIE  allfIlE

y por tanto

d 1 1
M<,+,:1. 1

Iflpllglly — p  a
Desigualdad de Cauchy—Schwarz 6.2.3 Si f,g € Lo, fGE L1 ¥y
[ 1aau] <151 1al

Demostracion. Se sigue del resultado anterior, pues

‘/fgdu’ < [ Vsldn < fllla-
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Nota 6.2.4 Observemos que

<frg>= / fgdu,

es casi!

pues

un producto interior en Lo, del que deriva la seminorma || ||2,

1]z = ( / P ) = ( / FFdu)? =<f, 1512

Desigualdad de Minkowsky 6.2.5 Sea 1 <p < ooy f,g € L, entonces
froelyy
1+ glly < £l + llgllp-

Demostracién. Que f+ g € £, lo vimos en (6.1.1) y (6.1.3).
Veamos la desigualdad.
Para p = oo lo hemos visto. Para p = 1 es obvio, pues

1+l = / 1+ gldu < /(\fl Lol dye = 11l + gl

Para 1 < p < oo, si [|f + g[P du = 0 el resultado es obvio, en caso
contrario sea ¢ el exponente conjugado de p, entonces

/(\f+g|”’1)"du:/|f+g|q”*qdu:/|f+g|f’du<oo,

de donde se sigue que (f+g)*~1 € L, y que [|(f+9)7 |, = [|f +g]l5*.
Ahora por la desigualdad de Holder

Hf+9||§:/|f+g\pdu§ /(|f|+lg|)|f+g|p’1du
- / PO+ )P dpe+ / l9(f + 9" du

< 1l + 9 Mg + lalloll(F + 97 g
= (/1 + Ngllp)IF + gl

y dividiendo tenemos el resultado pues p —p/g=1. 1

1La tnica propiedad que no se tiene es que < f, f>= 0 implique f = 0, aunque
se tiene que f = 0 c.s. (por (2.4.24), pig.89, y por tanto en el espacio en el que
identifiquemos funciones que coincidan casi seguro serd un producto interior.
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Corolario 6.2.6 Para cada 1 < p < oo, L, es un espacio vectorial sobre
Ky | |l, es una seminorma en él.

6.2.2 El espacio £, para 0 <p < 1.

Hemos dicho que para 0 < p < 1, || ||, no es una seminorma en £, en
general, pues no satisface la desigualdad triangular. Para verlo conside-
remos conjuntos medibles disjuntos A y B, con u(A) =ay u(B) =b
finitos y no nulos. Ahora sea f =14y g = Ip, entonces f+g=1Iaup y

1/p
17+l = ( f taomdn) = a0y
> P 4 5 2l + gl

donde la desigualdad se sigue de (6.2.1)(c).
No obstante podemos definir para todo p € (0, 1) la seudométrica en

‘CP
dp(f,9) :/Iffglpd/«t,

pues se tienen las propiedades:
1) dp(f»g) 2 07
ii) dp(f,9) =0siysélosi f =g cs.,
iii) dp(f,9) = dp(g, f) ¥

iv) la desigualdad triangular

dp(fvg) < dp(fa h) + dp(ha g),

siendo esta consecuencia de (6.2.1(c)), pues
[f =gl” <(f =l +1h=gD)” <|f = gI” + g = h[".

6.2.3 Los espacios L,.

En general ni las seudométricas d, para 0 < p < 1, son métricas, ni las
seminormas || ||, para 1 < p < oo, son normas, pues

para 0 <p <1, dy(f,9)=0 & f=g cs,
para 1 < p < oo, Ifl,=0 < f=0 cs,
para p = 00, lfle=0 < [f=0 lecs,
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sin embargo identificando convenientemente funciones conseguimos que
lo sean y podemos dar una identificaciéon que no depende de p.

Definicién. Diremos que dos funciones medibles f,g: 2 — K, son equi-
valentes, f ~ g, si f = g lL.c.s., es decir si {f # g} es localmente nulo.
Es facil demostrar que f ~ g es una relaciéon de equivalencia. Mediante
ella definimos los espacios cocientes para 0 < p < oo

Ly =Ly ~.
Lema 6.2.7 Si0<p < ooy f,g € Ly, entonces

f=9g c¢cs. & f=g lcs.

Demostracién. Siempre se tiene “="y la otra implicacién se sigue
de que el conjunto {f # g} es o—finito, pues es unién numerable de los
conjuntos A, ={|f —g| >1/n}y

(A/puan) < [ 1 -gPdu<oo = (4 < oo,

An

por tanto si es localmente nulo es nulo. 1§

Proposicién 6.2.8 (a) Para 0 < p < oo, L, es un K-espacio vectorial
con las operaciones

alf = [ef],  [f1+[gl =1f+4l

(b) Para 0 < p <1, (Lp,dp) es un espacio métrico con la distancia

dp([f1;[9]) = dp(f. 9)-

Para 1 < p < oo (Lp, | |lp) es un espacio normado con la norma

Il = 11

Demostracién. (a) Sean f~ 'y g~ ¢’ de L, y a € K, entonces
af ~ af’. Que la suma no depende de los representantes, es decir que
f+g=~f +4, sesigue de que

{(fro#f+dyc{f#FYu{g#d}eN™

(b) Para 0 < p < 1 la distancia estd bien definida pues para f =~ f’y
g~ ¢ de L,, se sigue del Lema que d,(f, f') = d,(g,¢') = 0, por tanto

dp(f,9) < dp(f, 1)+ dp(f',9") +dp(g',9) = dp(f',9'),
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y la otra desigualdad por simetria, por tanto d,(f, g) = d,(f’,¢’). Ahora
para ver que es métrica basta demostrar que si f,g € £,, dp(f,g) =0 si
y sélo si f = g, y esto se sigue del Lema.

Para 1 < p < oo la norma estd bien definida pues || f|l, = || /'], va
que por el lema f = f’ c.s., por tanto || f||, = || f'||,- Ahora para ver que
es norma falta ver que para f € L, ||[f]ll, = 0 siy sélo si [f] =[0], ¥

esto se sigue del Lema pues

Il =0 & lfl,=0 & [f=0 cs
< f=0 les. &  [f]=]0]

Para p = oo la norma estd bien definida puessi f, f' € Loy f =~ [,
[flloe = Il lloc, ya que

{F1> 11 e} = {1 > 1 Moo} S = f'3)
U > 1 N} 0 S # 171
={lF'1> 1M} n{f =11
US> 1 N} 0 S # £} e N7,

por tanto ||fllee < ||f'|lec ¥ la otra desigualdad por simetria. Que es

norma es obvio. 1

Nota 6.2.9 Por comodidad hablaremos de L, como de un espacio de
funciones, mas que de un espacio cuyos elementos son clases de equi-
valencia de funciones, relegando esta distincion como dice RUDIN “...al
status de un entendimiento tdcito”.

Ejemplo 6.2.10 SiQ = {wy,...,w,} es finito y u es la medida de contar,

entonces cada funcién f: Q — K, se identifica con z = (x1,...,2,) €
K™, mediante f(w;) = x;, en cuyo caso para p < 0o

£l = Q)P = llallps v (L, Hllp) = K™ 1),
=1

y para p = 00, || flloec = max{|z[} = ||7(/-
Ejemplo 6.2.11 Por dltimo en el caso particular

(Q, A, M) = (N; P(N)7 ,u)7
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para p la medida de contar, es habitual escribir I, en vez de L, y
considerar sus elementos f mds que como funciones, como sucesiones
f(n) =z, € K, en cuyos términos para p < oo I, es el espacio de las
sucesiones [ = (x,) tales que

(o)
Z |z, |P < o0,
n=1

y para p = 00, l es el espacio de las sucesiones acotadas.

6.2.4 Complecién de los espacios L.

Vamos a demostrar que toda sucesion de Cauchy en L, es convergen-
te, por ello conviene recordar que una cosa es la convergencia puntual
fn(z) — f(x), que a menudo hemos denotado f,, — f, y otra distinta es
la convergencia f,, — f en L,, que significa

para0<p<l,  dyffu) =0 © /Ifn—fl”du—>0,
para1<p<oo,  |[f—fulp—0 & /|fn—f|pdwo,
para p — oo, 1 = Fulloo — 0.

Lema 6.2.12 Sea 0 < p < 00 y f, € L, una sucesion de Cauchy, enton-
ces existe f medible y una subsucesion g, de f, tal que g, — f c.s.

Demostracion. Consideremos una subsucesion g, de f, tal que
para n > 1 [[gnt1 — gully < 27" y sea h1 = g1y by = gn — Gn—1,
entonces como g, = Z?:l h; basta demostrar que la serie > h; es abso-
lutamente convergente c.s. Consideremos la funciéon medible no negativa
h =" |hi|, entonces por el Lema de Fatou

/ 1P dy < lim in / (S hal)? di < (1+ flga )P < o0,

i=1

pues por la desigualdad de Minkowsky

n n
I 1hillly < D lhilly < 1+ llgallp,
i=1 i=1

por tanto h es p—integrable y por 2.4.7 finita c.s. 1
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Teorema 6.2.13 Para 1 <p < oo, (L, | ||p) son espacios de Banach y
para 0 < p < 1 los espacios métricos (L, d,) son completos.

Demostracién. Sea 0 < p < ooy f, € £, una sucesiéon de Cauchy,
entonces tanto si 0 < p < 1 como si 1 < p < 0o, para todo € > 0 existe
un N € N, para el que si m,n > N

/|fn - fm|p dp < e,

ahora por el Lema anterior existe una subsucesion g,, de f, y una funcién
medible f tal que g, — f c.s. Veamos que f € £, y que f, — f en L.
Por el Lema de Fatou tenemos para n > N y g = fn,

por tanto f, —f € Ly, f = f— fn+ fn € L, y por la desigualdad anterior
Sea ahora p = 00, y f, € Lo una sucesién de Cauchy. Consideremos
el conjunto A € A*, unién de los conjuntos

Apm =12+ [fu(@) = fi(@)] > | fo = finllc} € N7,

entonces f,(x) es de Cauchy uniformemente en los € A°, pues f, es
de Cauchy y por tanto para todo € > 0 existe un N € N| para el que si
m,n > N

[fn(z) = fin(@)] < ([ fn = finlloo <6

por tanto existe una funcién medible f, tal que f = 0 en A y para
x € A, fn(z) — f(z), ademds haciendo m — oo tendremos que en A°

[fn(z) = f(@)] <€

por tanto f,, — f € L, de donde se sigue que f € Loo v ||frn — flloo < €,
por tanto f, — f (en Lo). 1

En la prueba anterior hemos demostrado también el siguiente resul-
tado.

Teorema 6.2.14 Si f,, € L, es una sucesion de Cauchy, con limite f,
entonces: Para p = oo, fn(z) — f(x) lLc.s. y para 0 < p < oo, existe
una subsucesion de f, que converge c.s. a f.
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Nota 6.2.15 Denotemos con S(€2,K) 6 con S si no hay confusién, el
conjunto de las funciones simples finitas

s: Q — K, s:ZaiIAi
i=1

las cuales son acotadas, {|s| > max{|a;|}} = 0, por tanto estdn en Lo, y
o < masc{Ja} < oo,
A continuacién demostraremos que S es denso en Ly, y que
S={seS:u{s#0} < oo},

es denso en L, para 0 < p < oo, pero antes veamos que Sc L, para
todo p,

seSNL, <« SZZGJA,” /|s|pdu:Z\ai|pu(Ai)<oo
i=1

& s= ZaiIAi, w(A;) < oo para a; # 0,
i=1

& se8, ps#0l<oo & seS.

Proposicién 6.2.16 S es denso en L, para 0 <p<ooyS en L.

Demostraciéon. Sea 0 < p < ooy f € L,, basta demostrar que
existe una sucesién de funciones simples s,, € £, con |s,| < |f|, tal que
para 0 < p < 1, dp(sp,f) — 0y para 1 < p < o0, |[sn — fll, — O.
Esencialmente ya lo hemos visto en (2.2.7), para K = R, pues existe
una sucesién de funciones simples |s,| < |f], tal que s,(z) — f(x) y
la convergencia es uniforme en cada conjunto en el que f es acotada,
por tanto si p = oo, como el conjunto A° = {z : |f(z)] > ||fllec} es
localmente nulo y f estd acotada en A por ||f|le < 00, tendremos que
para todo € > 0 existe un NN tal que paran > N y todo z € A

sn(@) = ()| <e = lsn = fllo <

y si0 < p < oo, como s, — f| < 2|f] que es p-integrable, tendremos por
el Teorema de la convergencia dominada, pag.85 que [ |s, — f|P du — 0.

Para K = C se aplica a la parte real y a la imaginaria de f y se
concluye por la desigualdad triangular. &
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Nota 6.2.17 Recordemos que la complecién de un espacio normado (mé-
trico) X, es un espacio normado (métrico) completo X, tal que X es
un subespacio denso de X (el cual existe y es tnico, ver HEWITT—
STROMBERG, p.77). En estos términos el resultado anterior nos dice
que cada espacio de Banach L,, es la complecién de un mismo espacio S,
con la norma || ||p; ¥y Loo la de S, con || ||oo-

Por ltimo veremos, como consecuencia del Teorema de aprorimacion
(1.4.9) de la pégina 26, un caso particular en el que L, es separable, es
decir contiene un subconjunto denso y numerable.

Proposicion 6.2.18 Sea 0 < p < o0 y p o—finita en A = o(C), con C
numerable, entonces L, es separable.

Demostracion. Sea A,, € A una particién de €, con u(A,) < ooy
consideremos las siguientes extensiones de C
Co=CU{A1,Ag,..., Ap,...}
Ci={AeA: AeCy 6 A° €}
Co={BinN---NB,:neN,B, €C}
Cs={Ch1U---UC,, :meN,C; € Ca}

las cuales son numerables y C3 es un dlgebra que genera 4. Consideremos
ahora el conjunto numerable de funciones simples de L,

S = {Z TiIEi LT € Q, E; € Cg, disjuntos y ,U(Ei) < OO},
=1

(en el caso K = C consideramos los r; € Q 4+ Q) y veamos que es denso
en Ly, para lo cual aplicamos el resultado anterior y basta demostrar
que dada una funcién simple s = Y a;Ip, € SN L, (por tanto tal
que p(B;) < 00), para todo € > 0 hay una funcién f=>""  r;lp, €S/,
tal que ||s — f]|, < e. Haremos el caso 1 < p < 00, el caso 0 < p < 1 es
similar. Primero elegimos r; € Q, proximos a a;, tales que

n n n
1Y ails, = > ridpll, <Y lai — il s,
=1 =1 i=1

y ahora aplicando el Teorema de aproximacion (1.4.9), pég.26 elegimos
los Fj;, tales que

P§6/27

n n

1Y rids =Y rilelly <D IrillIsaplly, <e/2. 8

i=1 i=1 =1
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Ejercicios

Ejercicio 6.2.1 Sea (2, .4, 1) un espacio de medida o—finita. Demostrar que
{Ae MAR): AL u},

es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach M(A,R), que es
isomorfo a L1 (2, A, 4, R). Dar un isomorfismo.

Ejercicio 6.2.2 Sea (9, A, ) un espacio de medida o—finita y f: @ — C me-
dible. Demostrar que pu;(B) = u[f~'(B)] es una medida en B(C), y que si
f € Lo, entonces

K ={z€eC: us[B(z,¢)] > 0,Ve > 0},
es un compacto, donde B(z,€) = {2’ : |2/ — 2| < €} y que

[flloc = sup{lz| : 2z € K}.

Ejercicio 6.2.3 Demostrar que si 0 < r < p < s < oo, entonces L, N Ls C
L, C L, + Ls.

Ejercicio 6.2.4 Demostrar que si 0 < r < s < co y f € L. N L, entonces
f € Ly, para todo p € [r, s]; que la funcién

$(p) = log / 1P dp,
es convexa en [r,s] y que || fllp < max{[| ]l [I7]ls}

Ejercicio 6.2.5 Demostrar que un espacio normado £ es completo sii para cada
sucesién z, € £

Z lzn]] <00 = an es convergente.

Ejercicio 6.2.6 Demostrar la desigualdad de Holder generalizada:
Sil < p1,...,pn < oo son tales que > (1/p;) = 1/r < 1y fi € Ly,,

entonces
n n n
[1feLr v ITLAl < L5l
i=1 i=1 i=1
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Ejercicio 6.2.7 Demostrar que si f,g € £, para 0 < p < 1, entonces
11
If+alle <227 ([[fllp + llgll)

Ejercicio 6.2.8 Demostrar que si f € L, para algin 0 < p < oo, entonces
[£ll> = Nl flloo, cuando r — co.

Ejercicio 6.2.9 Demostrar que si u(2) < coy 0 < r < s < oo, entonces
Ls C L, y que para f € Ls

1
s

1_
1F1lr < (1 fllsp(€2)
Ejercicio 6.2.10 Demostrar que si u(2) < 0o y fn, f son medibles, entonces:
(a) Si fn — f c.s., entonces f, — f en medida (es decir que para todo
e > 0 existe un N € N, tal que paran > N, u{|fn — f| > €} < ¢).
(b) Si fr — fen Ly (con 1 < p < o), entonces f, — f en medida.

Ejercicio 6.2.11 Demostrar la Desigualdad de Jensen, es decir que si p(§2) =
1, f: Q — (a,b) es medible e integrable y ¢: (a,b) — R es convexa, entonces

o[ ran) < [oosan

Ejercicio 6.2.12 Demostrar que si u(2) = 1y f, g son medibles y positivas y

tales que fg > 1, entonces
[ ran- [ganz1.

Ejercicio 6.2.13 Demostrar que si 0 < r < s < oo, entonces I, C ls.

6.3 Espacios duales

A lo largo de la leccién entenderemos que &£, &1 y &2 son espacios nor-
mados sobre K=R 6 C.
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Definicion. Dada una aplicacion lineal T' : £ — &, definimos su norma
como

1T = sup{IT(2)[[/llz]| - 0# 2 €&},

y diremos que T es acotada si ||T| < oo.

Nota 6.3.1 Entendemos que sobre cada elemento opera la norma que le
corresponde, aunque las denotemos igual por comodidad. Por otra parte
en la definicién anterior podemos restringirnos a los x con ||z|| = 1, sin
que el supremo cambie, pues parar € Ky x € &, [|T(rz)| = |r|[|T(z)|-
Por tltimo observemos que T es acotada si y sélo si existe k € [0, 00),
tal que para cualquier z € &;

1T ()| < Kfl[],

y que ||T|| es el infimo de estas constantes k.

No toda aplicacién lineal entre espacios normados es continua, co-
mo tampoco tiene por qué ser acotada. A continuacién vemos que sin
embargo estas dos cosas son equivalentes.

Teorema 6.3.2 Para una aplicacion lineal T : £ — &5 son equivalentes:
(a) T es uniformemente continua.
(b) T es continua en un punto.
(¢) T es acotada.

Demostracién. (a)=(b) Obvio.

(b)=(c) Supongamos que T es continua en y, entonces para todo
e > 0 existe un 6 > 0 tal que si || — y|| < 6, entonces ||T(z — y)|| =
IT(x) — T(y)|| < e, es decir que si ||z|| < §, entonces | T(2)]| < e. Se
sigue que para todo x # 0, si llamamos z = oz/||z||, ||z]| =d v

IT(@) | = ll=[[IT )/ < (/)]
(¢)=(a) Es obvio pues
IT(x) =TI = T =yl <Tlllz—yl.

Teorema 6.3.3 Secan &, y E; K-espacios normados, entonces el conjunto
B(&1, &) de las aplicaciones lineales continuas T: €1 — Ea, con la suma
(Th+T5)(z) = Th (z)+T2(x) y el producto por escalares (aT)(x) = aT'(x)
y el operador norma definido al principio de la leccion, es un espacio
normado. Ademds es de Banach si £ es de Banach.
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Demostracién. SiTy,T» € B(&:1, &) entonces se tiene que 11 +T15 €
B(&1,&3), pues es lineal y acotada

(T + To) (@) < I Ta (@) + I T2(2) | < (Tl + (172D ],

y como consecuencia ||Th + To|| < ||T1]| + ||T2||, el resto de propiedades
son también elementales. Veamos que es completo si lo es &, para ello
sea T, una sucesion de Cauchy, entonces

1T () — T (2) || < (| T — T[]l

y por tanto Tj,(z) € & es de Cauchy y por tanto tiene limite T'(z),
veamos que 1 es lineal, continua y que ||T,, — T'|| — 0. Es lineal pues si
x,y € &, entonces

IT(x+y) =T(x) =T <T@ +y) = Talz+y)ll+
+T0(z) = T(@)|| + 1Tn(y) = T(W)I| = 0,
yparaa € K, [|T(ax)—aT ()| < |[T(ax)=Ty(az)||+[|aTn(x)—aT (z)|| —

0. Ahora como T}, es de Cauchy, para todo ¢ > 0 existe un N € N tal
que para n,m > N, ||T,, — T, || < e, por tanto

1T (z) = Ton(@)[| < | T = Ton[l|2]] < ellc]],

para todo z y tomando limite cuando n — oo se sigue que para todo x
ym > N, |[|[T(z) — Tru(2)]| < €||z||, por tanto T — T, € B(&1,E2), por
tanto T' € B(£1,&2) v [T — Tl < €, para todom > N. 1

Definicién. Dado un espacio normado &, denotaremos con £’ el espacio
vectorial dual algebraico de las funciones lineales f : £ — K, y con £* =
B(€,K) el espacio de las funciones lineales continuas, al que llamaremos
dual topoldgico o simplemente dual.

Teorema 6.3.4 El dual £* de un espacio normado &€ es un espacio de
Banach con la norma definida en €l

Il = sup{[f(@)] : [lz]| <1}
Demostracién. Es una simple consecuencia de (6.3.3), pues K es
completo. I
Definicion. Diremos que una aplicacion T: &, — &5 es una isometria
si es lineal y para cualquier z € &
1T ()]l = ll=|.-

Diremos que es un isomorfismo si ademas es sobre.
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Nota 6.3.5 Observemos que una isometria siempre es inyectiva, pues al
ser lineal

1T (z) =T = T =yl = llz =yl

de donde también se sigue que conserva las distancias.

Nota 6.3.6 Hay una aplicacién lineal y continua natural entre un espacio
normado &€ y su bidual £**, dada por

m: & — &, 7w(x)=2%, z(f)=f(x),

que esta bien definida, es decir que & € £**, es obvio pues Z es lineal y
acotada, ya que

(NI = [f@ <l - 1A = 21 < ],

y 7 es lineal y continua, pues ||m(x)| = ||| < ||z||, por tanto ||| < 1.
Ademés como consecuencia del

Teorema de Hahn—Banach 6.3.7 Sea £ un espacio normado, F C &
un subespacio y fo € F*, entonces existe f € £, tal que fir = fo y

1= 1foll-

se tiene que 7 es una isometria, pues basta considerar para cada x # 0,
la recta F = {Az} v fo(Ax) = A|z||, para la que || fo|| = 1; y por el
teorema existe f, extensién de fy con ||f]| = 1, por tanto

el = [f (@) = 2(H)] < |2]].

Por tanto 7 es inyectiva, de donde se sigue que £ es isomorfo a 7(£). En
general 7 1o es sobre, pero en caso de serlo —7(€) = £**—, diremos que
€ es reflexivo, en cuyo caso es de Banach, pues lo es £** y son isomorfos.
Observemos que no hemos dicho que £ sea reflexivo si es isomorfo a su
bidual £**, sino “que lo sea con la aplicacién natural 7”. De hecho hay
un ejemplo de R.C. JAMES (ver comentarios al final del tema), de un
espacio de Banach isomorfo a su bidual, pero no reflexivo. En la siguiente
leccién veremos que los espacios Ly, para 1 < p < oo son reflexivos.

Finalizamos la leccién analizando el dual topolégico de un simple
espacio normado como es el espacio de las funciones continuas en el
intervalo I = [a, b]

C(I)={f:I—R: continuas},
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con la norma del supremo. Con lo que veremos la profunda relacién
existente entre las medidas finitas en los borelianos de I y las funciones
lineales y continuas en C(I). Estos hechos y sus generalizaciones forman
la base para muchas de las aplicaciones de la Teoria de la medida.

Sea p una medida finita en B(I). Entonces el funcional

ren) —Rr AG) = [ fan,

es lineal y positivo, es decir que si f > 0, entonces A(f) > 0. Veremos
en el primer Teorema de Representacion de Riesz (7.3.1), pag.249, que
estos son los tnicos funcionales lineales y positivos de C(I).

Ademsés en este caso particular si consideramos en C(I) la norma del
supremo, entonces A es continuo, pues

AN =1 [ £dul < [ 1f1dn < (Do

y [|A]l < Jjpl]- Y si tenemos una medida real p, podemos definir el
funcional lineal y continuo

AU = [ fan

pues es diferencia de dos funcionales lineales y continuos

[tan=[rant = [ faw=xp -,

Veremos que el segundo Teorema de representacion de Riesz (7.3.7),
pag.255, asegura que todo funcional lineal y continuo en C([I), es decir
de C(I)*, es de esta forma.
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6.4 El espacio dual de L,

Sea (£2, A, 1) un espacio de medida y sean 1 < p,q < oo, conjugados.
Entonces para cada g € £, podemos definir el funcional

Ty: Ly — K, Tg(f):/fgd,u,

y puesto que si fi &= fa, se tiene Ty(f1) = Ty(f2) (pues fig = fag c.s),
entonces podemos extender T, del modo obvio a L,

Ty: L, — K,

la cual es lineal y continua, es decir Ty € Ly, puesto que la desigualdad
de Holder nos dice que para cualquier f € £,

To(OI < Mgllall flle = Tl < liglla,
podemos entonces definir la siguiente aplicacion
T: Ly — Ly, g—T(g9) =Ty,

pero ademés si g1,92 € L4 ¥ g1 = ga, entonces T'(g1) = T(g2), pues para
todo f € Ly, fg1 = fg2cs. ¥

Ty, (f) = /f91 dp = /fgz dp = Ty, (f),
y por tanto T induce una aplicacién lineal, que llamamos igual
T: L, — L;, g—T(g) =Ty,

y se tiene el siguiente resultado —que es uno de aquellos a los que
haciamos referencia cuando definimos £,,—.

Teorema 6.4.1 Para 1 < p,q < 0o conjugados, la aplicacion anterior
T: Ly — L; es una isometria.
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Demostraciéon. Tenemos que demostrar que para todo g € L,
IT(9)]l = llgllq, pero ya hemos visto que [|T(g)|| = [|Ty|l < llgllq, por
tanto basta demostrar la otra desigualdad. Ademas si ||g|l; = 0 el resul-
tado es obvio, por tanto podemos suponer que |/g|/q > 0

Para p =1, ¢ = 00, tomemos g € L vy un 0 < € < ||g||o0, entonces
el conjunto C' = {|g(x)| > ||g]lcc — €} nO es localmente nulo, por tanto
existe un medible B C C, con 0 < u(B) < co. Consideremos la funcién

de £1, _
g

fo gl €0 B,

0, en B¢,

para la que |f| = Ip, || fl1 = u(B) y fg = Islgl|, por tanto

(lgllee —€) /Igldu /fgdu

(DI < MT 1l = 1T ll(B),

por tanto ||gllec — € < ||Ty|| y como esto es cierto para todo € > 0, se
tiene [|g|loo < ||Ty]l ¥ por tanto la igualdad.

Para p > 1, ¢ < oo, tomemos g € Ly, con ||gl[; > 0, por tanto
B = {g # 0} es ofinito y u(B) > 0, por tanto B no es localmente nulo
¥ lIBllec = 1. Ahora si definimos

f: M%a Slg#o?
0, sig=0,

tendremos que f € L, pues para ¢ = 1y p = o0, |f| = Ip, por tanto

[fllo =1y fg =gl vy para 1l < p,qg < oo, |f| = |g|*"", por tanto
|fIP = 19| = fg, de donde f € L, y en cualquiera de los dos casos

/\glqdﬂZ/fgdu=Tg(f) = [T (NI < 1Tl £l

por tanto ||glly < [T,
La cuestién que nos planteamos ahora es si la isometria
T: Ly — Ly,

del resultado anterior, es sobre y por tanto 7' es un isomorfismo entre
L,y L;. Demostraremos que:
Para 1 < p,q < oo es cierto siempre, L, = L.
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Para p = 1 es cierto si u es o—finita, Lo, ~ Lj, (también en cier-
tas condiciones topoldgicas y nuestro espacio es Hausdorff y localmente
compacto, como veremos en la leccién 77, pagina 77, del tema de medida
y topologia ).

Y para p = oo la contestacion es negativa, T' no establece en general
un isomorfismo entre L; y L% . De hecho si p es finita la isometria T
es sobre si y sélo si L es finito dimensional y si y s6lo si Lo, es finito
dimensional (ver COHN, p.153, €j.3).

Pero antes de establecer estos resultados necesitamos otros previos.

Lema 6.4.2 Sean p y q conjugados con 1 < p < oo, ¢ € Ly, g € Ly y
E € A tales que para todo B € A, con u(B) < oo

¢(Ipne) = /IBnga

entonces ||gllq < |9

Demostracién. Consideremos w,T,: L, — K, definidos por

w(f) = 6(fIs), T,(f) = / fgdp,
w(f)] = 16(7Te)] < 1611 2], < 16111

por tanto ||| < ||#]| es acotada, de donde @, T, € L y por hipétesis

coinciden en las funciones indicador Iz € S y por linealidad en todo S y
como este es denso en Ly, w = Ty, por tanto ||g|lq = || Tyl = ||=|| < |||
1

Lema 6.4.3 Sea 1 < g < o0 y sea g : Q — K medible para la que
existen g, € Lg, tales que |gn| T 19| y sup ||gnllq < o0, entonces g € Ly y
gnllq = llgllq-

Demostracién. Para ¢ < oo ||gnllq < llgn+illg T sup|lgnllq v se
sigue del Teorema de la convergencia mondtona, pag.79 que

/ 1919 dys = lim / 190]7 dpt = sup [gal? < oo,

y para ¢ = 00 como [|gnllec < sUp,, [gmllec =k < 00, {|gn(z)| > k} es
localmente nulo, como también lo es

{lgl > k} < U{lgn(2)| > K},
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por tanto ¢ € Lo ¥ [|9]lec < k. Ademds como ||gnlloc < [|gn+t1lloo <

19lloc, pues
{lgnl > ¢} C{lgns1l > ¢} {lgl > ¢},

(y si uno es localmente nulo también el de su izquierda), tenemos que
lgnlloe Th=1glloc- B

Lema 6.4.4 Sea 1 < p < 0o y para A € A consideremos el espacio de
medida (A, Aa,pa). Entonces la aplicacion

s: Lp(A) — Lp(), g — s(g9) = ga,
para ga(x) = g(x) six € A yga(x) =0 si z € A°, es una seccidn de la
aplicacion restriccion

ri Lp(Q) — Lp(A), [ —r(f) = fla,

(ros=rid) que es una isometria, ||g|, = |gall,.- Ademds si ¢ € Ly(Q),
entonces s*(¢) = pos = ¢pa € Ly(A), que hace conmutativo el diagrama
Ly(4) = Ly(Q)
ba "\, V)

K

verifica a(f) = ¢(fa) y |pal < [l9].

Demostracién. Es trivial. 1

Lema 6.4.5 Sea (2, A, 1) o—finito, entonces existe h € L1(p) positiva y
una probabilidad A\(A) = fA hdu, tal que para cada p € [1,00)

Dy Ly(N) — Ly(p),  ®p(f) = h'/7¥,

son isomorfismos isométricos (para p = 00, Loo(N) = Loo(pt) y Poo =

Id).

Demostracién. Sea A, € A una particién de 2, con 0 < pu(4,) <
00, (que podemos pedir que sean positivos es simple, basta unir los de
medida nula con cualquier A,, de medida positiva) y consideremos la
funcién h € L, estrictamente positiva y la probabilidad A

1
h(z) = Z mhm

n=1

oo

= H(ANAy)

n=1
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para la que N*(u) = N (p) = N(\) = N*()), pues p es o—finita, A finita
Yy A< < A, por tanto Leo(p) = Loo(A). Ahora para 1 < p < oo, la
biyeccién lineal ®,, es isometria pues

Jisvax=[1fnan= [1o,(0Pdu = 15l =120

Lema 6.4.6 Toda aplicacidn lineal y continua F : & — E entre espa-
citos mormados, define otra entre los duales, a la que llamamos dual o
traspuesta

F*: & — &, F*(f)y=foF,

ademds si F' es un isomorfismo isométrico F* también lo es.

Demostracion. Es un simple ejercicio. 1

Teorema 6.4.7 (a) Paral < p,q < oo conjugados, la isometriaT: Ly —
L; es sobre, por tanto ambos espacios son isomorfos.

(b) Si el espacio es o—finito, T: Lo, — Li es sobre, por tanto son
isomorfos.

Demostracién. Queremos demostrar que T es sobre, es decir que
dada ¢ € L}, existe g € L, tal que

VEe Ly ol = [ fodu

Caso I.- Para p finitay 1 < p < oc.
En tal caso I4 € L, para cada A € Ay podemos definir

A A—K, AMA) = ¢(14),
la cual es aditiva, pues para A, B € A disjuntos,
AMAUB) = ¢(laus) = ¢(1a + 1) = A(A) + A(B),

y es numerablemente aditiva por (4.3.4) de la pégina 140, pues dados
A, 10, MA,) — 0, pues

IA(An)| = [6(14,) » = l9lu(4)"7 — 0,

<9Il L.,




6.4. El espacio dual de L, 219
(observemos que esto es cierto para p < oo), por tanto A € M(A,K) y

A <, pues si

w(A)=0 = Ip=0cs. = Is4=0
= AA) =o(1a) =0,

se sigue del Teorema de Radon—Nikodym que existe g € L1, tal que
o) =N4) = [ Lagdn,

para todo A medible. Ahora si demostramos que g € L, hemos termi-
nado, pues en tal caso T(g) = Ty € Ly y ¢(f) = T,(f), para f = Ia,
por tanto por linealidad para f € S y por densidad para toda f € L,.

Veamos entonces que g € Ly, lo cual es obvio si es acotada, pues
es finita y por lo mismo g, = glg, € Lg, para E, = {|g| < n}. Ahora
bien para cada B € A

¢(Ipng,) = /IBmEngd,U: /IBgn du,

y por el Lema (6.4.2), ||gnllq < ||#], por tanto sup ||g,|lq < oo y como
lgn] T 1gl, se sigue del Lema (6.4.3) que g € Lg.

Caso I1.- yyes ofinitay 1 < p < oc.

Es una simple consecuencia del caso anterior, de (6.4.5), (6.4.6) y del
diagrama conmutativo

LN —— LV’ g — T
| [ | [

ght/e —— Ty
pues para cada f € L,(A) y 1 < p,q < 00
B3(Ty001 (1) = Ty (F1107) = [ FHVgh1 /%
— [ fohau= [ sghar=1,(p).

(para ¢ = oo, p = 1 y se sigue del mismo modo) y hemos demostrado
(b) y parte de (a).
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Caso IIIL.- Veamos ahora el caso general de (a), para ello consideremos
el conjunto

C={BeA:(B,Ap,up), esofinito},

entonces por el caso anterior y el Lema (6.4.4), para cada A € C, existe
ga € Ly, que se anula fuera de A, tal que para toda f € L, (parap < o)

o(1a) = [ Foadu, Naall <1191,
y si consideramos una sucesién C,, € C, tal que

lgc.lla Tsup{llgally = A €Ch =k <] < oo,

entonces C' = UC,, € C. Demostremos que las funciones g4 se sola-
pan bien, que |gc|, alcanza el supremo k y que gc € L, satisface el
resultado.

Si A, B e€C, AC B, entonces para cada f € L,

/ fgadu=o(fI4) = B(fIal5) = / Flags dp,

por lo que T(ga) = T(1agp) v como T es inyectiva, ga = ggla c.s. De
esto se sigue por un lado que ||gally < llgBlly ¥ por tanto como C,, C C

lgealla < llgells <k = lgclla =k = lgsllq <llgclly VB €C,

y por otro que para A, D € C disjuntos, gaupla = ga ¢.s. vy gauplp =
gp C.S. y por tanto gaup = ga + gp c.s., pero ademds para ¢ < oo

19aup|” = [9a|* +lgp|* c.s. = lgaunllg = llgallg + lgnllg,

de donde se sigue que para todo D € C disjunto con C, gp = 0 c.s., pues
lgcllg < llgellg + lgnll§ = llgcunll§ < llgellg,
por tanto go € L4 satisface el resultado, pues si f € L, entonces
o) = 9 Ie) + ol f1e) = [ focdn

pues si llamamos h = fIce € Ly, ¢(h) = 0, ya que D = {h # 0} es
o—finito, por tanto C, D € C y son disjuntos, por tanto gp =0 c.s. y

6(h) = 9(hlp) = [ hgpdu=0. 1
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Corolario 6.4.8 Para 1 < p < oo, los espacios L, son reflexivos.

Demostracién. Para g el conjugado de p, tenemos los isomorfismos
Tp: Ly — L* y Ty: Ly — Ly y para la isometria natural 7: L, — LJ*
(T*) OT es dec1r T; om =T, pues 51f€prg€Lq,

/ fodp =Ty@)(f) = F(Tu() =
= T =foT,=Ti(f) =T x(f)]. W

Veamos algunos contraejemplos relacionados con la isometria de (6.4.1).

Ejemplo 6.4.9 Veamos que para p = 1 la isometria entre Lo, y L] no es
necesariamente sobre si el espacio no es o—finito. Sea (2 =R, A, u) con
w1 la medida de contar y

A={ACR: A6 A° es numerable},

en cuyo caso si f € Lj, el medible {f # 0} es o—finito por (2.4.23),
pég.89, por tanto finito 6 numerable y para P = (0,00) y Ny = {f # 0},
PN Ny e Ay podemos definir

6: L — R, ¢>(f)=/P s,
NNy

(donde observemos que el conjunto en el que integramos debe ser medi-
ble). Veamos que ¢ es lineal

¢(f+g):/IDme+gf+g:/1>m(NfuNg)f+g

= / f+ / 9= / f+ / 9,
PN(N;UN,) PN(NfUNy) PNN; PNN,

y continua, pues es acotada
o< [ 1nida <1
PNNy

por tanto ||¢]] < 1. Sin embargo no existe ninguna g € Lo, tal que

= /fg dp,
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pues en caso contrario tomando f = Iy € Ly,

g(a) =/fgdu=¢(f) =/ 1

Pn{a}

que vale 0 si a <0y 1sia>0,esdecir g = I, pero (0,00) no es
medible.

Veamos ahora que para p = oo el resultado no es valido aunque
el espacio sea o—finito como lo es ([0,1],B[0,1],m). En este caso se
tiene que C[0,1] C Lo y dada ¢ € C[0,1]*, ¢(f) = f(0), existe por el
Teorema de Hahn-Banach (6.3.7), pag.212, ¢ € LY, tal que ¢(f) = f(0)
para toda f € C[0,1] y para esta ¢ no puede existir g € Ly, tal que
&(f) = [ fgdm, pues tomando una sucesién f,, € C[0,1], con f,(0) =1,
fn=0en [1/n,1] y lineal en [0,1/n], tendriamos que f, | 0 c.s. y por
el TCD [ fn,g — 0, mientras que ¢(f,) = 1.

Ejercicios

Ejercicio 6.4.1 Sea g € L, demostrar que para 1 < p < oo, si f € Ly,
gf € Ly, que la aplicacién G: L, — Ly, G(f) = gf, es lineal y continua y que
IGII = llglloo-
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6.5 Tipos de convergencias

Sea (€, .4, 1) un espacio de medida y f,,, f : 2 — K funciones medibles.
En esta leccién consideraremos distintas nociones de convergencia de f,,
a f y estudiaremos sus relaciones.

Definicién. Diremos que f,, — f casi seguro (c.s) si
p{z € Q: fu(z) no converge a f(z)} = 0.

Diremos que f, — f casi uniformemente si para todo ¢ > 0 existe
A € A tal que f, converge uniformemente a f en Ay pu(A°) <e.
Diremos que f,, — f en medida si para todo € > 0

p{lfn = fI =z €} — 0.
Para 0 < p < oo diremos que f, — f (en £,) silas f,,f € L, ¥

dp(fn, f) = 0.

Definicién. Diremos que f,, es de Cauchy casi sequro si

p{x € Q: f,(z) no es de Cauchy} = 0.

Diremos que f, es de Cauchy casi uniformemente si para todo € > 0
existe A € A tal que f, es de Cauchy uniformemente en A y p(A°) < e.
Diremos que f, es de Cauchy en medida si para todo € > 0

/~L{|fn - fm| > 6} — 0,

cuando n, m — oo.

Veamos algunas propiedades de la convergencia en medida.

Proposicion 6.5.1 (Ver Munroe, p.201). (a) Si f,, converge en medida
a fyag, entonces f =g c.s.

(b) Si fr = f v gn — g en medida, entonces fn, + g — f+ g en
medida.

(¢) Si fn — 0 y g, — 0 en medida, entonces frg, — 0 en medida.

(d) Si fr, — 0 en medida, g es medible y () < 0o, entonces fr,g — 0
en medida.

(e) Si fr — f ygn — g en medida, y u(?) < oo, entonces fngn — fg
en medida.
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Veamos ahora algunas de la convergencia en L.

Proposicion 6.5.2  (Ver Munroe, p.218).
(a) Si u(2) < 0o, entonces para cualesquiera 1 < p < g < oo,

fo—=f enLly = fo—f enl,.
(b) Si1l<p,q<oco son conjugados, fn — f (Lp) y g € Ly, entonces
fng = fg (L)

El siguiente resultado es una simple consecuencia de la desigualdad
de Tchebycheff (2.4.22), pég.89.

Proposicién 6.5.3 Si f, — f (£,), para un 0 < p < oo, entonces fp, —
f en medida.

Ejemplo 6.5.4 Pueden existir sucesiones f,, € £, que converjan unifor-
memente a una f € £, y sin embargo no converjan en £,, como

(R,B(R),m), fn= (1/77“)[[0,71]7

sin embargo si 1(€2) < oo, esto no ocurre.

Proposicion 6.5.5 (Ver Bartle, p.67). Sea u(2) < oo, fn, € L, para
un 0 < p < oo. Si f, — f uniformemente entonces f € L, y fn — f en

L,

Ejemplo 6.5.6 Por otra parte es posible que f,,f € £,, fr, — f pun-
tualmente, y por tanto c.s. y sin embargo no se de la converegencia en
L, —aunque p(2) < co—, como en

([071]38[071]3777’)3 fn:nI(OJ/n)a

sin embargo si la sucesién estd dominada por una funcién de £, esto no
ocurre.

Proposicién 6.5.7 Sea 0 < p < oo y f, € Ly, tal que f, — f c.5. Si
existe g € L, tal que |f,| < g, entonces f € L, y frn — f en L,.
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Ejemplo 6.5.8 Cabe pensar si la convergencia en £, implica la c.s., pero
no es asi:

b = [Oa 1]7 By = [07 1/2]a E3 = [1/27 1}7 E, = [07 1/3]a
Es = [1/3,2/3], Ees = [2/3,1],...

y consideremos la medida de Lebesgue en [0,1] y las funciones

f =0, fn = IEm

entonces aunque f, no converge puntualmente en ningin punto, po-
demos tomar subsucesiones de f,, que si convergen.

Proposicion 6.5.9 Si f,, — f casi uniformemente, entonces f,, — f en
medida y fn, — [ c.s.

Ejemplo 6.5.10 El reciproco es falso como prueba el siguiente ejemplo
(ver AsH, p.95): Consideremos en [0,00) la medida de Lebesgue y las
funciones

f:07 fn:I[n,n+1/n]-

Sin embargo si es cierto el siguiente resultado, del que la parte corres-
pondiente a la convergencia c.s. se debe a RIESZ.

Proposicion 6.5.11 Si f,, — f en medida, entonces existe una subsu-
cesion fnr — f casi uniformemente y por tanto f.r — f en medida y

fok — f c.s.

Como consecuencia de esto se tiene el apartado (c) del siguiente re-
sultado, en el que se prueba que la “completitud”vista para £,, es valida
para todas las convergencias.

Teorema 6.5.12 (a) Para 0 <p < oo, sean f, € L,, entonces f, es de
Cauchy en L, si y solo si existe f € L, tal que f, — f en L.

(b) fn es una sucesion de Cauchy c.s. siy sdlo si existe f medible
tal que f, — f c.s.

(¢) fn es una sucesion de Cauchy en medida si y solo si existe f
medible tal que f, — f en medida.

(d) fn es una sucesidn de Cauchy casi uniformemente si y sélo si
existe [ medible tal que f, — f casi uniformemente.
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En (6.5.3) hemos visto que la convergencia £, implica la convergencia
en medida. En general el reciproco es falso, sin embargo si es cierto
cuando la convergencia es dominada.

Esto puede probarse utilizando (6.5.7) y (6.5.11).

Teorema 6.5.13 Sea 0 < p < 0 y fn € Ly,. Si fn — f en medida y
existe g € L, tal que |fn] < g, entonces f € Ly y fr — f en Lp.

Como consecuencia de esto a su vez tenemos una version del teorema
de la convergencia dominada, pag.85.

Teorema 6.5.14 Sea |f,| < g con g € Ly. Si f, — [ en medida,

entonces f € L1 y
lim/fndu:/fdu.

En cuanto a la convergencia £, tenemos lo siguiente.

Teorema 6.5.15 Sea pu(2) < co. Si f, — f en Lo, entonces f, — f
en L, para todo 0 < p < 00.

A continuacién vemos unas propiedades que caracterizan la conver-
gencia en £,,. Podemos observar que las dos tltimas se satisfacen cuando
la sucesién f;, estd dominada por una funcién de £,,. Denotaremos para
cada fp, € L,

An(A) = /A Fal? dp.

Teorema De convergencia de Vitali 6.5.16  (Ver Bartle, p.76). Sea
1<p<ooyfn, f€Ly, Entonces f, — f en L, siy sélo si se verifican
las condiciones:

(a) fn — [ en medida.

(b) Para cada € > 0 existe B € A tal que u(B) < 00 y A\ (B) < ¢,
para todo n € N.

(¢) Para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si A € Ay pu(4d) <96
entonces A (A) < € para todo n € N.

La siguiente es una ttil caracterizacién de la convergencia c.s. que
nos permitird dar un reciproco parcial de (6.5.9) para pu finita.
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Lema 6.5.17 Sea () < oo . Entonces f, — f c.s. siy solo si para
cada € > 0

Jim_p lU{lfkf Ze}] = 0.
k=n

Teorema 6.5.18 (a) De Egoroff. Sea u(2) < co. Si f, — f c.s. enton-
ces fn — f casi uniformemente.

(b) Sea |ful < gyg € Ly. Si fn — f cs. entonces f, — f casi
uniformemente.

(c) De Lebesgue. Si () < oo ¢ existe g € Ly tal que |fn| < g,
entonces f, — f c.s. implica f, — [ en medida.

Por dltimo damos una caracterizacién andloga a (6.5.17) para suce-
siones de Cauchy c.s., que nos serd muy ttil cuando estudiemos las leyes
de los grandes ntimeros.

Teorema 6.5.19 Sea 1(2) < oo . Entonces f, es de Cauchy c.s. siy
solo si para cada € > 0 se tiene

dim g | {lfi = fil = e} 0.
Jk=n

6.6 Aplicaciones que conservan la medida

Definicién. Sea T : (2, A) — (€2, A’) medible, entonces llamamos me-
dida imagen por T' de una medida p en A, a la medida Typ = pur en A,
tal que para cada B € A’
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Proposicién 6.6.1 Sea T : (0, A) — (', A") medible y u una medida en
A. Entonces para cada funcién f : Q' — R medible y cada B € A’ se

tiene
/fduT:/ (foT)dpu.
B T-1(B)

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son
iguales.

Demostracién. Para indicadores se sigue de la definicién, para fun-
ciones simples por aditividad, para funciones no negativas por el teorema
de la convergencia mondétona, pag.79 y para funciones con integral del
caso anterior. 1

Volveremos sobre este resultado mas adelante a propdsito del con-
cepto de estadistico.
Definicién. Sea (€2, A, 1) un espacio de medida. Diremos que una apli-
cacién medible T' : Q — Q es una transformacion conservando la medida
si es biyectiva, su inversa es medible y u = ur, es decir que para todo
A € A se tiene

Ejemplo 6.6.2 Ejemplos de tales transformaciones en (R"™,B(R"),m)
son las traslaciones, las rotaciones, las reflexiones,...

Antes de enunciar el resultado fundamental de esta leccién daremos
un lema que es un paso importante hacia él.

Teorema Ergédico maximal 6.6.3 Sea T' una_transformacion conser-
vando la medida en (2, A,u). Sea f : Q — R medible e integrable y
fone1 =T*(fn), para f1 = f yT*(f) = f oT. Entonces

/ Fdu >0,
U?zozl{meﬂi E’?:l fi(xz)>0}

Teorema Ergédico puntual 6.6.4 Sea T una transformacion conservan-
do la medida en el espacio o—finito (Q, A, 1) y sea f : Q — R medible
e integrable y fon41 = T*(fn), para f1 = f y T*(f) = foT. Entonces
existe g : 0 — R medible e integrable tal que

%Zfl(a:) —g(x) es, T (9)=g cs,
i=1

y ademds si p(Q) < oo entonces [gdp = [ fdu.
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Veremos mas adelante que esta funcién g estd intimamente relacio-
nada con el concepto de esperanza condicionada (ver PARTHASARATHY,
p.254).

Definicién. Diremos que una transformacién T’ conservando la medida

es ergddica si para cada E € A tal que T(F) = E, se tiene que pu(E) =0
6 p(E°) =0.

Proposicién 6.6.5 T es ergddica si y solo si cada f : 2 — R medible tal
que T*(f) = f c.s. es constante c.s.

Como consecuencia tenemos que si T es ergodica y f :
medible con integral finita entonces para f,+1 = T*(fn) y
tiene, si u(Q) = co que

\%\

iéfl(x) —0 cs.

pues g = 0 es la Unica constante integrable, y si u(Q) < co que

— ffd,u c.s
Zfz @ o

expresion que se conoce con el nombre de Hipdtesis ergodica de Boltzman
(ver YOSIDA, p.380).

Observemos que en el segundo caso el limite es el valor medio de
f respecto de la probabilidad que p induce en €, es decir en términos
probabilisticos la esperanza de f. Esta es una de las formas de las leyes
de los grandes nimeros que estudiaremos mas adelante. Volveremos a
hablar de la Teoria Ergddica en el siguiente tema, para funciones de
cuadrado integrable finito.

Por 1ltimo consideraremos un resultado de muy curiosas consecuen-
cias, aunque muy sencillo de demostrar.

Definiciéon. Dada una transformacién conservando la medida 7"y un

A € A diremos que x € A es recurrente a A si existe n € N tal que
" (z) € A.

Teorema de Recurrencia de Poincare 6.6.6 Sea (92, A, 1) un espacio de
medida finita y T una transformacion conservando la medida. Entonces
para todo A € A se tiene que casi sequro todo punto de A es recurrente.
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Demostracién. Sean B, = {x € A: T"(x) ¢ A} € Ay B =
NB,, los puntos no recurrentes de A. Entonces los conjuntos 7™ (B) son
disjuntos pues si n,m € Ny z,y € B son tales que

T(y) =T (z) = y=T"(x) = yecA°C B,

y como p[T™(B)] = p(B) y p() < oo, pu(B) =0. 1

6.7 Bibliografia y comentarios

Para la confeccién del presente tema hemos hecho uso de los siguientes
libros:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.

BARTLE, R.G.: “The elements of integration”. John Wiley, 1966.

CouN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

MUNROE, M.E.: “Measure and integration”, Addison Wesley, 1971.

TAYLOR, S.J.: “Introduction to measure and integration”. Cambridge Univ. Press,
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CORNFELD, I[.P.; FOMIN, S.V.; SINAY, Y.G: “Ergodic Theory”. Springer—Verlag,
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El primer espacio L, que se estudi6 fue, en el contexto de la recién
creada Teoria de integraciéon de Lebesgue, Ls[a,b] para [a,b] C R, del
que F. RiEsz y E. FISCHER demostraron en 1907 que era completo
e isomorfo a l;. Las propiedades fundamentales de todos los espacios
Ly[a,b] (incluido el teorema del isomorfismo L, ~ Ly), para 1 < p < oo,
lo estudié en 1910

RiIESz, F.: “Untersuchungen tber Systeme integrierbarer Funktionen”. Math. An-
nalen, 69, 449-497, 1910.

El primero en demostrar el teorema de isomorfismo Ly [a, b] ~ L1]a, b]*,
fue en 1919

STEINHAUS, H.: “Additive und stetige Funktionaloperationen”, Math. Zeit., 5, 186—
221, 1919.
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En 1773 el francés LAGRANCE (1736-1813) dio una primera versién
de la desigualdad de Holder, en el caso p = ¢ = 2 y para sumas fini-
tas (n=3), el caso finito para n arbitrario la probd en 1821 el francés
A. CaucHY (1789-1857). La versién para integrales de este mismo ca-
so p = q = 2 fue probada en 1859 por BUNIAKOWSKY y en 1885 por el
alemén K.H.A. SCHWARZ (1843-1921) (en particular este casop = ¢ = 2
se conoce como desigualdad de Cauchy—Schwarz y expresa la propiedad
geométrica de que la esfera unidad de una norma que deriva de un pro-
ducto interior es, en cada plano pasando por el origen, una elipse). El
caso general, para p, ¢ conjugados, lo obtuvieron de forma independiente
HOLDER y ROGERS para sumas

HOLDER, O.: “Uber einen Mittelwertsatz”. Nachr. Akad. Wiss. Gottingen. Math.-
Phys. Kl., 38-47, 1889.

y para integrales F.RIESZ en 1910. (Para los datos anteriores y otros
remitimos al lector a las paginas 372 y 387 del

DuUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T. “Linear operators, Vol,I”. John Wiley—In-
terscience Pub., 1958.

En (6.5.3) hemos visto que la convergencia en £, implica la con-
vergencia en medida. Un resultado inverso lo hemos visto en (6.5.13)
y como consecuencia en (6.5.14) hemos probado una generalizacién del
teorema de la convergencia dominada, pag.85. Respecto de esto vamos
a hacer un par de comentarios.

Por una parte dijimos que el teorema de la convergencia dominada
era uno de esos resultados que distingufan el uso de las medidas aditivas
frente a las o—aditivas, pues en las primeras no es cierto en general. Sin
embargo si es cierto el siguiente teorema de la convergencia dominada
que puede verse en la pagina 125 del

DUNFORD, N. AND SCHWARTZ, J.T.: “Linear operators, Vol,I”. John Wiley—In-
terscience Pub., 1958.

para medidas aditivas y funciones medibles que valoran en un espacio de
Banach.

Teorema 6.7.1 Para 1 < p < oo y g € L, se tiene que si f, € Ly, y
|frn| < g, entonces f,, — f en medida si y sélo si f € Ly, y fr, — f en
L.

Por otra parte fue VITALI el primero en investigar el resultado mas
general que tuviera como consecuencia la permutacién de limite e integral
de una sucesién de funciones medibles. En 1907 publica el trabajo
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VITALL, G.: “Sull’integrazione per serie”. Rend. Circ. Mat. de Palermo, 23, 137—
155, 1907.

en el que se encuentra (6.5.16) y el siguiente resultado cuya demostracién
puede encontrarse en la p.212 del MUNROE 6 en la p.178 del TAYLOR.

Teorema 6.7.2 Secan f, f, € L1. Entonces f, — f en L1 si y solo si
(a) fn — [ en medida.
(b) Dada A,, € A, con A, | 0, se tiene que para todo € > 0, existe
n € N tal que st n > N, entonces para todo m € N

| Vldi <
A

n

En cuanto a la convergencia en medida, llamada en probabilidad o
estocdstica en Teoria de Probabilidades, es una nocién clésica en Ma-
tematicas, apareciendo implicitamente en los primeros resultados sobre
probabilidades. Esta convergencia es la correspondiente a una topologia
que vamos a analizar.

Denotemos con L el espacio de las funciones medibles y con L el de
las clases de equivalencia de funciones que coinciden casi seguro. Consi-
deremos en L las siguientes topologias:

Un conjunto C' C L es cerrado si dados f,, — f c.s., tales que f,, € C,
entonces f € C. A esta la llamaremos de la convergencia puntual.

En el resultado siguiente definimos otra topologia que llamaremos de
la convergencia en medida.

Teorema 6.7.3 Dado un espacio (2, A, 1) y L existe una base de en-
tornos para una topologia en L definidos para cada f € L, E € A con
w(E) < oo, ye,d >0, de la forma

V(f,E,e0)={g9€L: plze E:|f—g|>e} <}

Ademds si i es o—finita se obtiene la misma topologia si cambiamos
u por otra medida o—finita con los mismos conjuntos nulos que fi.

El siguiente resultado nos da la relacién entre ambas topologias —no
de las convergencias c.s. y en medida— y complementa a (6.2.13).

Teorema 6.7.4 Si (2, A, 1) es o—finito, entonces las dos topologias an-
teriores definidas en L coinciden, y pueden definirse por una métrica
respecto de la que L es completo.
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De la demostracién de este se sigue facilmente el siguiente, que nos
explica por qué lleva el nombre que lleva la segunda topologia definida
en L.

Corolario 6.7.5 Si u(Q) < 0o y d es la métrica que se construye en el
resultado anterior, que en este caso es

entonces d(fn, f) — 0 si y sélo si f, — f en medida.

Para estos tres resultados remitimos al lector a las paginas 98-100
del libro

SEGAL, I.LE. AND KUNZE, R.A.: “Integrals and operators”. Springer—Verlag, 1978.
El teorema de Egoroff aparece en el trabajo de

EGOROFF, P.TH.: “Sur les suites des fonctions mesurables”. C.R. Acad.Sci. Paris,
152, 244-246, 1911.

Este resultado tiene otra forma debida a LUSIN que puede encontrarse
en la p.19 del libro

SACKS, S.: “Theory of the integral”, 1937. Dover, 1964.

El ejemplo citado en el tema, de un espacio de Banach isomorfo a su
bidual pero no reflexivo, es de JAMES, R.C. y se encuentra en la p. 25
del libro

LINDENSTRAUSS,J. AND TZAFRIRL L. “Classical Banach Spaces I y II”. Springer—
Verlag, 1996.

El estudio de las transformaciones conservando la medida, surgi6 a
consecuencia de ciertas consideraciones en mecanica estadistica: Supon-
gamos que tenemos un sistema de k particulas cuyo estado queda descrito
por un punto de una variedad V de dimensién 6k —cada particula viene
determinada por su posicién (3 coordenadas) y su velocidad o su momen-
to (otras 3 coordenadas)—. De este modo la historia de las k particulas
es una trayectoria en V), la cual es una curva integral de un cierto campo
tangente definido sobre dicha variedad. El flujo 7; de dicho campo nos
da para cada punto z de la variedad y cada instante ¢, el punto T;(x)
en el que se encuentra el punto x después del tiempo ¢. Uno de los re-
sultados bésicos en mecanica estadistica, debido a LIOUVILLE establece
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que en esa variedad tenemos una medida candnica que el flujo T; deja
invariante.

En la préactica k es tan grande que no es posible observar en todo
momento todas las particulas del sistema, por lo que preguntamos si es
posible dar la probabilidad de que en el instante ¢ el estado del sistema
pertenezca a un cierto subconjunto £ C V.

Para ser mas precisos T3 es un grupo uniparamétrico, por tanto

TO = Zda Tt+T' = Tt © T’r'7

y aunque dado un x € V es imposible en la practica conocer todos los
T;(z), para los t de un intervalo, si es posible conocer los puntos cada
cierto tiempo r, es decir si llamamos x1 = x es posible conocer los puntos

To = T,-(Z‘), Tr3 = TQT($) = TT[TT(JT)] = T,-(Z‘Q),
que si llamamos T' = T;. no es otra cosa que la sucesién
Tny1 = an((E) = T(x’ﬂ)7

y T es una transformacién conservando la medida. Ahora si para cada
n € N contamos cuantos de los z1,...,z, estdn en E y llamamos a
este ntmero x(n), entonces si consideramos que el recinto en el que se
desarrollan las particulas es acotado (por ejemplo que se mantienen en
la atmdsfera terrestre, es decir en la capa gaseosa que rodea la tierra)
y consideramos fija la energfa total de las particulas (en particular las
velocidades de las particulas estdn acotadas), el espacio de fases estd
en un compacto y por tanto tiene medida finita, en cuyo caso si T es
ergédica podemos estimar la probabilidad de que las particulas definan
un punto que esté en E, pues

Del mismo modo si consideramos una funcién f medible en el espacio
de fases, que representa alguna medicion fisica de las particulas, podemos
conocer su valor medio sin mas que considerar su valor medio discreto,
pues

10N i N J fdu

El teorema ergédico puntual (6.6.4) fue demostrado por
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BIRKHOFF, G.D.: “Proof of the ergodic theorem”. Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 17,
656—-660, 1931.

y supuso el que la Hipdtesis Ergodica de Mazwell-Boltzman de la teoria
cinética de los gases, se convirtiera en una consecuencia rigurosa en el
marco de la Teoria de la medida.

Otros textos que traten esta teoria son:

Yosipa, K.: “Functional Analysis”. Springer—Verlag, 1974.
que lo estudia en el marco de los procesos de Markov. El

CORNFELD, I.P.; FoMmIN, S.V.; SINAY, Y.G: “Ergodic Theory”. Springer—Verlag,
1982.

que lo hace en el marco de las variedades diferenciables. Y el
PETERSEN, K.: “Ergodic Theory”. Cambridge Univ.Press, 1983.

Por tltimo remitimos al lector a la p.94 del
ARNOLD, V.I.: “Mecdnica cldsica, métodos matemadticos”. Ed. Paraninfo, 1983.

en la que se da otra version del teorema de Recurrencia de Poincare y
se comenta la siguiente paraddjica consecuencia de este y el teorema de
Liouwville:

“ Si abrimos un tabique que separe una cdmara que contiene un gas
y una cdmara en la que se ha hecho el vacio, entonces después de un
cierto tiempo, las moléculas del gas se reunirdn en la primera camara”.

Fin del Tema VI
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Capitulo 7

Medida y topologia

7.1 Espacios Hausdorff LC

En esta leccién estudiaremos algunas cuestiones relativas a una de las
propiedades topoldgicas mas importantes y caracteristicas de los espacios
euclideos, la compacidad local. La razén de incluir esta leccion en el
programa es que trata un concepto no desarrollado habitualmente en los
textos de topologia general, al menos en cuanto a los resultados que son
de interés para nosotros.

Definicién. Diremos que un espacio topolégico (X,7) —a partir de
ahora sélo X— es localmente compacto (LC) si para cada x € X y U
abierto entorno de x, existe! un entorno compacto de x en U. Diremos
que el espacio es o—-compacto si es unién numerable de compactos. Re-
cordemos que X es Hausdorff si dados z,y € X distintos tienen entornos
disjuntos. Diremos que un espacio es HLC si es Hausdorff y localmente
compacto.

Los siguientes resultados se siguen préacticamente de las definiciones.

IEsta no es la definicién de autores como: Ash, Rudin 6 Folland; que dan la (c)
de (7.1.3). En ese resultado probamos que son equivalentes si el espacio es Hausdorff.
Para la que damos aqui es valido que un abierto de un espacio LC es LC, mientras
que para la otra en general no, y por tanto no es una buena definicién local.

237
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Proposicion 7.1.1 Sea X un espacio topoldgico, entonces:

(a) St F ¢ K C X, F es cerrado y K compacto entonces F es
compacto.

(b) Si X es Hausdorff, K C X compacto y x ¢ K, entonces existen
abiertos U y V disjuntos tales que x € U y K C V.

(c) Si X es Hausdorff y K C X compacto entonces K es cerrado.

(d) Si X es Hausdorff, F C X cerrado y K C X compacto entonces
FNK es compacto.

Se sigue de la definicién y del resultado anterior, que en un espacio
HLC los abiertos relativamente compactos, es decir con adherencia com-
pacta, forman una base para la topologfa (recordemos que una base de
la topologia es una coleccién de abiertos tal que cualquier abierto del
espacio se puede poner como unién de abiertos bésicos).

Proposicion 7.1.2 Todo abierto de un espacio HLC, con una base nume-
rable es o—compacto.

Demostracion. Todo punto del abierto tiene un entorno compacto
en el abierto y este uno de la base con adherencia compacta y estos son
numerables. 1

Teorema 7.1.3 Sea X Hausdorff, entonces son equivalentes:

(a) X es localmente compacto.

(b) Si K es compacto, U abierto y K C U, entonces hay un abierto
V relativamente compacto, tal que K CV CV C U.

(¢) Cada x € X tiene un entorno compacto.

Demostraciéon. (a)=(b)=-(c) son obvias.

Veamos (¢)=>(a): Seax € U con U abierto y consideremos un entorno
abierto de x, W con adherencia compacta K = W. Consideremos el
cerrado B = U° y para cada y € E abiertos disjuntos U, entorno de x
y E, entorno de y (por ser el espacio Hausdorff), por tanto tales que
y ¢ U,. Entonces los compactos K, = E N K N U, tienen interseccién
NyerKy, = 0y se sigue de (1.6.3), pdg.34, que una coleccién finita de
ellos también, K,, N---N K, =0y el abierto

V=wnuU,n---nU,,

satisface el resultado pues V.C KNU,, N---NU,, CU. 1
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Proposicién 7.1.4 Sea X un espacio HLC y X = X U{p}, donde p ¢ X.
Los abiertos de X junto con los complementarios en X, de los compactos?
de X, forman una topologia en X para la que la inclusion X — X es
continua y X es Hausdorff y compacto.

Demostracién. Veamos que es topologia:

(i) @ y X son abiertos.

(ii) Si A, B son abiertos de X, AN B también. Si A lo es de X y
B = X\K es entorno de p, entonces AN B C X y es abierto pues es el
complementario en X' del cerrado (X\A)NK. Si A = X\K; y B = X\K»
son entornos de p, su interseccién también pues es el complementario del
compacto K1 U K.

(i) Si A; son abiertos de X su unién A es abierto de X; si B; = X\ K
son entornos de p, su unién X'\ K, para el compacto K = NK ; es entorno
de p y la unién de todos estos abiertos es AU (X'\K) que es un entorno
de p, complementario del compacto (XY\A) N K C X.

Para ver que X es compacto sea V; un recubrimiento por abiertos y
sea X \K =V} uno que contenga a p, entonces

X =(X\K)U(UizVi) = KcCUwVi = K CUzVi\{p}

y podemos extraer un subrecubrimiento finito pues los V;\{p} son abier-
tos de X.

Para ver que es Hausdorff basta verlo para x € X' y p. Tomando un
entorno compacto K de z y un entorno abierto de z, U C K, U y X\ K
son abiertos disjuntos que separan los puntos. 1§

Este resultado nos permite dar la siguiente definicién.

Definicién. Sea X un espacio topolégico HLC, llamamos compactifica-
cion de X por un punto (6 de Alexandrov) al espacio topoldgico compacto
X = X U {p}, formado por su unién (disjunta) con un punto p ¢ X y
considerando la topologia en la que los abiertos son los de X' y los com-
plementarios en X', de los compactos de X (que son los abiertos entornos

de p).

Definicién. Sea X un espacio topoldgicoy f: X — K una funcién, para
K =R 6 = C. Llamamos soporte de f al conjunto

sop(f) = {z € X f(x) # 0},

2que seréan los entornos de p
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y denotaremos con C.(X) el K—espacio vectorial de las funciones f: X —
K continuas de soporte compacto. Es obvio que si f € C.(X), entonces
f(X) es un compacto de K.

A continuacién vamos a exponer una de las propiedades mas impor-
tantes del espacio C.(X') para el desarrollo de la teorfa de la medida en
un espacio HLC. Pero antes veamos algunos resultados sobre funciones
semicontinuas.

Definicién. Diremos que una funcién f: X — [—o0, 00| es semicontinua
inferiormente si para cada a € R, f~l[—o00,a] = {z € X : f(x) < a}
es cerrado. Diremos que es semicontinua superiormente si f‘l[a7 o] es
cerrado 6 equivalentemente — f es semicontinua inferiormente.

Proposicion 7.1.5 (a) f: X — R es continua sii es semicontinua infe-
rior y superiormente.

(b) El supremo de cualquier coleccién de funciones semicontinuas
inferiormente también lo es y el minimo de las colecciones finitas. FEl
infimo de cualquier coleccion de funciones semicontinuas superiormente
también lo es y el mdzimo de las colecciones finitas.

(¢) SiV es abierto Iy es semicontinua inferiormente. Si C' es cerrado
Ic es semicontinua superiormente.

Lema de Urysohn 7.1.6 Sea (X,7) un espacio topoldgico HLC y sean
K CV, con K compacto y V abierto, entonces existe f € C.(X), tal que
sop(f) CVelg < f<Iy.

Demostracién. Sea QN [0,1] = {rg,r1,7r2,...},conrg=0,7 =1
y ™ € (0,1). Por (7.1.3) existe un abierto Vp con adherencia compacta
y después un abierto V; con adherencia compacta tales que

KcvicVicVecVyCV,

ahora como rg = 0 < r3 < 1 = r; aplicamos de nuevo (7.1.3) y existe un
abierto V5 con adherencia compacta tal que

VicVaCV,pCVy,

y procedemos por induccién de tal forma que para rq, ..., r, los abiertos
V; correspondientes satisfacen

T < Tj = V}C‘/i,
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y el abierto V41 con adherencia compacta, correspondiente a r,1, se
construye considerando r; < 1,41 < 75 con

ri=max{ry: k=0,1,...,n; 7, < 7rpi1},

ry=min{ry: k=0,1,...,n; rp > rpq1},
ahora aplicando (7.1.3) existe V,, 11 tal que
V; C Vo1 C Vo1 C V5,

de este modo construimos una sucesién de abiertos V,, uno para cada

racional r,, de [0, 1], tales que si 7, < 7y, Vi, C V.. Ahora consideramos
las funciones semicontinuas inferior y superiormente respectivamente

(@) = rn sixz €V, (2) = 1 sizeV,,
00 six &V, ¥} = T siz ¢V,

y las funciones, semicontinua inferiormente la f = sup{f,}, y semicon-
tinua superiormente la g = inf{g,}, paralas que 0 < f < 1, f(z) =1
para z € K y sop(f) C Vo. Ahora basta demostrar que f = g.

Por una parte f < g, pues para cualesquiera n,m € N, f,, < g, ya
que

y sl para un z es f(z) < g(x), existen r,,r,, € [0,1] N Q tales que
fo(@) < f() <rn <7rim < g(2) < gm(2),
lo cual implica por una parte que V,, C V,, y por otra que
fal@) =0y gn(x)=1 = x€ViNV,,

y llegamos a un absurdo. 1

Como consecuencia podemos construir particiones de la unidad en un
espacio Hausdorff localmente compacto. Esta herramienta fundamental
que habitualmente se utiliza para reducir un problema de naturaleza
global a uno local, la vamos a usar en el teorema de representacién de
Riesz.
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Teorema de Particiones de la unidad 7.1.7 Sea X HLC, K C X com-
pacto y Vi, ..., V, abiertos que recubren a K. Entonces existen f1,..., fn €
Cc(X), tales que fi(X) C [0,1], sop(fi) CViyen K lay " | f; =1.

Demostracién. Para cada ¢ = 1,...,n, existen abiertos U; con
U; compacto, tales que K C U U; y U; C U; C V;, para ello basta
considerar por (7.1.3), para cada « € K e i tal que € V;, un entorno
abierto U, C U, C V;, y extraer un subrecubrimiento finito, U, y para
cada i unir los que satisfacen Uizj C V;. Ahora por el Lema de Urysohn
existen g; € Cc(X), con Iz- < g; < Iy, y sopg; C V;. Consideremos
ahora las funciones de C.(X)

fi=g, fo=0=g1)92, - s fn=0—=g1) (1= gn-1)n,

para las que {f; # 0} C {g; # 0}, por tanto sop f; C Vi, fy < Iy, y por
induccién se demuestra que

fitot fa=1=0=g1)- (1 —-gn),

por tantoen K, fi4+ -+ f,=1pues K CU;U---UU,. 1

7.2 Medidas regulares

A lo largo de toda la leccién supondremos que (X,7) es un espacio
topolégico Hausdorff localmente compacto y que A es una o—élgebra
que contiene a los borelianos B(X). En la leccién (1.6.4), pdg.44, hemos
estudiado las propiedades de regularidad en las medidas de R™. Ahora
las volvemos a estudiar en estos espacios.

Definicién. Diremos que p es cuasi-regular en (X, A) si p es finita en
los compactos de X, es reqular exterior en cada E € A, es decir

w(E) =inf{u(V): E CV,V abierto},

y es regular interior en los abiertos y en los E € A con pu(FE) < oo, es
decir tal que en este tipo de conjuntos

w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto}.
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Un espacio (X, A, 1) en estas condiciones serd llamado cuasi-regular.
Diremos que u es regular si es finita en los compactos, regular exterior
y regular interior en todo E € Ay en tal caso diremos que el espacio de
medida es regular.

Como un ejemplo hemos visto en (1.6.23), pdg.46, que los espacios
(R™, B(R™), ) con p finita en los compactos (i.e. de Lebesgue—Stieltjes)
son regulares, en particular para y = m la medida de Lebesgue. La base
de ese resultado radica en que todo abierto de R™ es o—compacto. Vere-
mos a continuaciéon que el resultado sigue siendo vélido en los espacios
con esta propiedad (recordemos que por (7.1.2), pag.238, si el espacio
tiene base numerable todo abierto suyo es o—compacto).

Teorema 7.2.1 Sea (X,T) Hausdor(f localmente compacto, tal que todo
abierto es o—compacto. Entonces toda medida p en B(X) finita en los
compactos es reqular.

Demostracién. La demostracion es como en (1.6.23), pdg.46, modi-
ficando ligeramente el final, donde utilizabamos la existencia de abiertos
V.., con adherencia compacta (por tanto con u(V,) < oo) y tales que
V., T X. En nuestro caso esto se sigue de (7.1.3b), pdg.238, pues basta
considerar un recubrimiento numerable del espacio por compactos K,
considerar para cada uno un abierto relativamente compacto U,, D K,
y definir los abiertos V,, = U, U;. 1

Como decfamos al principio de la leccién supondremos que (X, 7) es
un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto y que A es una
o—élgebra que contiene a los borelianos B(X).

Proposicion 7.2.2 Sea p una medida en (X, B(X)) finita en los compac-
tos de X, regular exterior en cada E € B(X) y regular interior en los
abiertos, entonces es cuasi—reqular.

Demostracién. Falta ver que p es regular interior en cada boreliano
E con pu(E) < co. Por ser p regular exterior en E, para cada € > 0 existe
un abierto V' O E, tal que u(V N E€) < e y por lo mismo existe otro
abierto U D VN E€, tal que u(U) < e. Ahora por ser regular interior en
Vy u(V) < oo, existe un compacto K C V, tal que u(VNK®) < ey el
compacto K N U C E verifica que

WE A (K°UD)] < w(EAK®) + u(E N D)
<p(VAKS) +uU) <2 1
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Proposicion 7.2.3 (a) Una medida cuasi—regular y o—finita es regular.
(b) Si X es o—compacto toda medida cuasi-regular es regular.

Demostracion. (a) Falta ver que y es regular interior en los E € A,
con u(E) = oo, pero como existe una sucesiéon de medibles A,, T X, con
1(A,) < oo, tendremos que u(ENA,) T u(E) = oo, por tanto para cada
k > 0, existe un n, tal que

E<u(ENA,) <p(d,) < oo

y por regularidad interior existe un compacto K C EN A, C F, tal que
k< pu(K).

(b) Se sigue de (a) pues p es finita en los compactos, por tanto o—
finita. 1

Definicién. Diremos que una medida (real para pus = 0 6 en general
compleja)

po=pa+ipg = p —py +ipg — iy € M(B(X),K),

es regular si las cuatro medidas finitas uf son regulares. Denotaremos
estas medidas con M,.(B(X),K) 6 con M,. si no hay confusién. Recor-
demos que M es un K-espacio de Banach con la norma ||| = |p|(X).

Proposicion 7.2.4 1 € M es regular sii lo es su variacion |p|. Ademds
M, es un subespacio cerrado de M.

Demostracién. Como una medida positiva A finita es regular sii
para cada E € B(Q) y € > 0, existe un compacto K y un abierto U
tales que K C E C U y AMU\K) < ¢, se tiene que si A\; < Ay son
medidas positivas y Ay es regular, entonces también lo es \; y que la
suma de medidas positivas regulares también lo es, de esto se sigue que
po= g +ipe = p — py +iud —ipy, es regular sii lo es |u|, pues

p < ul <+ uy + o+,

y que M, es un subespacio de M. Veamos que es cerrado, si u, € M,
y ||t — pn|| — 0, entonces p € M, pues si K C U, entonces

[l (UNK) < | = pan [ (UNK) + [ (UNK) < [ = | + |1 [(U\E),

por tanto M,. es un espacio de Banach. 1
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7.2.1 Funciones continuas y funciones medibles

Veamos ahora algunos resultados fundamentales que nos relacionan las
funciones medibles con las funciones continuas, en particular veremos que
una funcién medible puede convertirse en una funcién continua variando
sus valores en un conjunto de medida tan pequena como queramos.

Teorema de Lusin 7.2.5 Sea (X, A, 1) cuasi-regular y f: X — K me-
dible con u{f # 0} < co. Entonces para cada € > 0 existe g € C.(X) tal
que

e Xt flz)#g(x)} <e

ademds g puede obtenerse verificando ||g||, = sup |g| < || fll5 = sup|f].

Demostracién. (a) Supongamos primero que 0 < f < 1y que
existe A D F = {f # 0} compacto, por tanto existe un abierto V' con
A C V y V compacto. Consideremos la sucesién de funciones simples
que construimos en (2.2.7), pag.68,

an
1—1
Sn:Z 2'fL Ifil[i;nlvzin)’
i=1
con s, T f. Sea ahora t; = s1 y paran > 2, t,, = s, — 8,1, las cuales
toman s6lo dos valores 0y 1/2", pues si f(z) € [23;7_11, slr) = [232;27 22%)’
Sp—1(x) 2 —2 5n() o S el ),
71 = = S . S S
n on n 232n1 si f(x) € [232—,11, g—,{),

por tanto 2"t, = I¢,, con C,, C Ay > t, = lims, = f. Ahora por
la regularidad de p en C), existen abiertos V,, C V y compactos K,
con K, C C, C V, tales que u(V,\K,) < 27" y por el Lema de
Urysohn existen h,, € C.(X), con Ix, < h, < Iy, y soph, C V,, por
tanto hy, = I¢, salvo en V,\K,,. Ahora la serie g = > 27 "h,, converge
uniformemente, por tanto g es continua y de soporte compacto pues

{g # 0} C Usoph, CUV,, CV,

por tanto g € C.(X) y f = Dty = >.27"h, = g excepto en E =
UVA\K, vy w(E) <e.

(b) Si f es medible no negativa y acotada, 0 < f < M, y A compacto
el resultado se sigue aplicando (a) a f' = f/M.
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(c) Si f es medible real y acotada y A compacto aplicamos (b) a fT
yaf~.

(d) Si f es medible real y acotada pero no existe el compacto A, por
regularidad interior en F' existe un compacto K C F, con u(F\K) < €/2
y aplicamos (c¢) a f' = fIk, observando que f = f’ salvo en F\K y que
{f'=g}n{f =71} C{f =g} v el resultado se sigue pasando a los
complementarios.

(e) Si f es medible real, consideramos A,, = {|f| > n} C F, siendo
Ay |0, por tanto p(Ay) | 0y aplicamos (d) a f' = fIa: que es acotada
y f = f' salvo en A,. Si f es compleja consideramos la parte real y la
imaginaria.

Por ltimo si sup |f| = a < oo, consideramos la aplicacién continua
d(z) =zsi|z| <ay @(z) =az/|z| st |z| > a, entonces ¢ o g satisface los
dos apartados, pues {¢pog# f} C{g# f}. 1

Como consecuencia de este resultado y del Lema de Borel-Cantelli,
tenemos que las funciones medibles acotadas, son limite c.s. de funciones
continuas.

Corolario 7.2.6 En las condiciones del Teorema de Lusin supongamos
que |f| <1, entonces existen g, € C.(X), con |gn| < 1, tales que f(x) =
lim g, (z) c.s.

Demostracion. Por el Teorema de Lusin para cada n existe g, €
Cc(X), con |gn] <1y u{gn # f} < 27™. Ahora por el Lema de Borel-
Cantelli, ver ejercicio (1.3.6) de la pagina 19,

> g #f}=1<00 = p(limsup{g, # f}) =0,

y fuera de este conjunto g, (z) = f(x) a partir de un n. 1

Corolario 7.2.7 En un espacio de medida cuasi-reqular C.(X) es denso
en Ly, para 0 < p < oo.

Demostracién. Dada f € L, y € > 0 sabemos por 6.2.16 (pagina
206), que existe una s € S tal que ||f — s||, < €, y por el Teorema de
Lusin una funcién g € C.(X), con |g| < |5’ tal que g = s salvo en un
boreliano E con u(E) < (¢/2]s||%)?, por tanto

1/p
s = gllp = ( - gpdu) < sllion(E)P < c.

yIIf =gl <2e 0
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Nota 7.2.8 Comentemos brevemente el significado particular de este
ultimo resultado cuando

(X, A, p) = (R, L(R™),m).

En C.(R"™) tenemos que para cada 0 < p < oo, las seudométricas
d, definidas en £, son realmente métricas, pues si f(x) # g(x), para
fy9 € C.(R™) y x € R™, entonces y sélo entonces existe un abierto V' en
R™ en el que f # g, y esto equivale a que

/|f—g|pdm>0 6 para p = 00 IIf —gllo >0,
ademas también se tiene que

1£lleo = Ifll% = sup{|f(z)| : z € R"},

pues {f] > I} = 0, por tanto ||fllne < [[f]l2 v para todo e > 0,
{If] > IIfll5 — €} es un abierto no vacio y por tanto no es localmente
nulo, de donde || f||oo > ||f||5 — €.

Por (7.2.7) sabemos que C.(R™) es denso en L,(R™) que es completo,
por tanto L,(R™) es la complecién del espacio métrico (C.(R™),d,). En
particular, para p = n = 1, si definimos la distancia entre dos funciones
continuas f y g de soporte compacto en R como la integral de Riemann
J1f(x) = g(z)| dz, entonces la complecién del correspondiente espacio
métrico consiste en las funciones Lebesgue integrables en R (siempre que
identifiquemos cada dos que difieran en un conjunto de medida nula).

La importancia de estos casos estriba en que la complecién del es-
pacio métrico de funciones C.(R™), no es necesario verla como clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy —como habitualmente ocurre—,
sino como un espacio de funciones de R™ mas amplio (con la identifica-
cién de las que difieran en un conjunto nulo). El caso p = oo es distinto
de los demés casos, pues la complecién de C.(R™), con la métrica do, no
es Lo (R™), sino el espacio Co(R™) de las funciones continuas en R™ que
se anulan en el co, como veremos a continuacion.

Definiciéon. Diremos que una funcién f: X — K se anula en el oo si
para cada € > 0 existe un compacto K C X, tal que para cada z € K°
se tiene |f(z)| < e. Denotaremos con Cy(X) el K—espacio vectorial de
las funciones continuas f que se anulan en el co.

Trivialmente se tiene que C.(X') C Co(X), y si X es compacto enton-
ces se da la igualdad, en cuyo caso escribiremos

C(X) = Ce(X) = Co(X).
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Nota 7.2.9 Sea X Hausdorff localmente compacto y X su compactifica-
cién por un punto p (ver (7.1.4), pdg.239). Entonces se tiene la inclusién
isométrica

Co(X) — C(X) . flx) sizeX
F flz) = :
f - f 0 siz=p
y mediante esta aplicacién Co(X) es isomorfa a su imagen que es el
hiperplano cerrado de C(X)

kerp={f €C(X): f(p)=0}.

Del mismo modo su subespacio C.(X) es isomorfo a su imagen que es el
subespacio de C(X) de las funciones cuyo germen en p es nulo, es decir
que se anulan en un entorno del p.

Podemos considerar el cociente® C(X)/Co(X), considerando en C(X)
la relacién de equivalencia f ~ g sii f — g € Co(X) 6 equivalentemente
f(p) = g(p) y tenemos la sucesién exacta

0 — Co(X) — CX) — CX)/C(X)=K — 0
fooo~ = =00 = fp)

que usaremos mas adelante en la pag.255. Observemos que ademés el

isomorfismo p: C(X)/Co(X) =K, p([f]) = f(p) es isometria de espacios

normados, pues para la funcién constante g € C(X), g(x) = f(p) se

tiene f ~ g y para cualquier h € C(X), tal que h(p) = f(p) se tiene

[f (@)l = llgll < |2l = sup |A(z)[, por tanto [[[f]|| = llgll = [f(p)I-

Teorema 7.2.10 Sea X HLC, entonces Co(X) es de Banach con la nor-
ma

(7.1)

1fll% = sup | f(z)],
TeEX

y Ce(X) es denso en él.

Demostracion. Por la nota anterior basta demostrar que C (X) es
completo, pues Co(X) es un cerrado suyo. Sea f,, € C(X) una sucesién

3Dado un espacio normado E y un subespacio cerrado suyo M consideramos el
espacio normado cociente, E/M = {[z] = x + M : © € E}, con las operaciones y
norma

[z] + [yl = [z +y], Alz] =[Aal,  |[[[z]]] = inf{]ly]| : y € x + M}.

Ademés si E es de Banach, también lo es el cociente (ver Hewitt—Stromberg, pig.222).
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de Cauchy, entonces f,,(z) es de Cauchy uniformemente en X', por tanto
existe f(x) =1lim f,(z) y es continua pues f, loesy

[f(@) = fW)] < [fnl2) = F(@)] + [fal2) = fa(@)] + [fuly) = f(Y)]-

Ahora veamos la densidad, dada f € Co(X) y € > 0 hay un compacto
K C X talque |f(z)| < e fuerade K y por el Lema de Urysohn existe una
funcién g € C.(X),con0 < g<1lyg=1en K, entonces h = fg € C.(X)
ylIlf=hllic<e W

7.3 Teoremas de representaciéon de Riesz

Es fécil ver que si p es una medida en (X, B(X)), tal que pu(K) < oo
para cada compacto K, entonces podemos definir el funcional lineal

A:Ce(X) = K, A(f)z/fdM,

pues si f es continua entonces es medible y si es de soporte compacto es
integrable, ya que es acotada || f||., = sup{|f|} < oo, por ser continua, y
f |71 < If 5o fsop(f)] < oo. Ademds A es positivo en el sentido de que
si f >0, A(f) > 0. Observemos que ademds si p es finita, entonces A es
continua y [IA] < (X) = [l

Ahora nos planteamos la siguiente cuestion: json de esta forma todos
los funcionales lineales y positivos en C.(X)?. Veremos que si, ademés
de modo unico si imponemos que u sea cuasi—reqular. Observemos que
para K = C, si A: C.(X,C) — C es lineal y positivo, entonces estd
determinado sobre C.(X,R) C C.(X,C), pues si f € C.(X,C), f =
f1+1ifa, con las f; € C.. (X R) y A(f) = A(f1) +iA(f2), ademds si f €
Co(X,R), A(f) € R, pues A(f) = A(F+) — A(F~) y A(FH), A(f~) = 0.

Teorema de Representacion de Riesz | 7.3.1 Sea (X,7) un espacio to-
poldgico HLC y A un funcional lineal y positivo en C.(X), entonces existe
una unica medida p, cuasi-regular en B(X), tal que para cada f € C.(X).

:/fdu.
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Demostracién. Unicidad. Si g es cuasi-regular y satisface el
resultado entonces para cada abiertoU € Ty f € C.(X), consop(f) C U

yOSfSIUa
— [ fau<uw

por otra parte para cada compacto K C U, existe h € C.(X),por el
Lema de Urysohn (7.1.6), con sop(h) C Uy Ix < h < Iy, por lo que
w(K) < A(h) < p(U), y como g es regular interior en el abierto U
tendremos que

(7.2)  pU) =sup{A(f) : [ € Ce(X), sop(f) C U, 0< f < Iy},

y por tanto p estd determinada de modo unico en los abiertos y como es
regular exterior en todo conjunto, es unica.

Existencia. De existir u, la igualdad (7.2) nos 1ndlca la tnica forma
de definirla en 7 y tiene las propiedades: (a) u(@) = 0; (b) pw(U) > 0
para todo abierto U, por ser A positivo; (¢) u(E) < (U) para E C U
abiertos.
Ahora la demostracién consiste en:
) Construir una medida exterior u* que extienda a p.
) Demostrar que B(X) C A..
) Demostrar que p = /‘\*B( x) s cuasi—regular.
4) Demostrar que A(f) = ffd,u7 para toda f € C.(X).

(1) Por (1.4.3), pag.21, podemos definir la medida exterior

(1
2
(3
(

= inf{z w(A;): E CUA;, A; abiertos},

la cual verifica
(7.3) pw(E)=inf{u(U): ECU, UecT}.

(lo cual nos dard autométicamente la regularidad exterior) para lo cual
basta demostrar que si U, € T y U = UU,, que es abierto, entonces
w(U) < > pu(Un). Sea f € Ce(X), con sop(f) C Uy 0 < f < Iy,
entonces por ser sop(f) compacto tendremos que existe m € N, tal que
sop(f) C U U;, ahora por (7.1.7) existe una particién de la unidad
915> 9m € Ce(X), con sop(gi) C Ui, 0 < gi < Iy, y 1 =3 gien
sop(f). Entonces f =3 fg;, sop(fg;) CU; y 0 < fg; < Iy,, por tanto

ZAfg1 <Zu gi



7.3. Teoremas de representacién de Riesz 251

y tomando supremo se sigue por (7.2) u(U) < > u(U,) y por tanto la
igualdad (7.3). Ahora bien por esta igualdad y la propiedad (c) anterior
se sigue que p* extiende a p, es decir que si E es abierto p*(E) = p(E).

(2) Sea U abierto y veamos que es A,—medible, para lo cual basta
ver que si E C X, con p*(E) < oo, entonces

p(E) Z p (ENU) +p*(ENUS).

Supongamos primero que E es abierto, entonces por la definicién (7.2)
de p(U N E), para cada ¢ > 0 existe f € C.(X), con sop(f) C UNE,
0< f<Iyngy A(f) > p(UNE)—eycomo V = ENsop(f)° también es
abierto, existe g € C.(X) consop(g) CV,0<g <IyyA(g) > pn(V)—e,
ademds sop(f +g) C Ey comog=0en V°y f =0 en V, entonces

u(E) = A(f +g) = A(f) + Ag) > W(UNE) + (V) — 2¢
> (UNE)+ p"(UNE) — 2,

y el resultado se sigue haciendo ¢ — 0. Consideremos ahora que E es
arbitrario y que pu*(E) < oo, entonces por (7.3) para cada € > 0 existe
un abierto V' D E, tal que u(V) < p*(E) + ¢, por tanto

p(E) +e>p(V) Zp(VOU)+p (VU
> (ENU)+p (ENUS).

3) u= /15 (x) es cuasi-regular: Es regular exterior por definicién.

Veamos que es finita en cada compacto K: si I < f para f € C.(X)
(que existe por el Lema de Urysohn) y elegimos un ¢ > 1 tendremos
que K C {f > 1/t} = Uy, por tanto u(K) < p(U), pero ademés U,
es abierto y por (7.2) u(Uy) < tA(f), pues para toda g € C.(X), con
sop(g) C Uy y 0 < g < Iy, tendremos que g < tf y por ser A positivo
A(g) < tA(f). Ahora haciendo t — 1, u(K) < A(f) < oo y u es finita en
los compactos. Ahora si U D K es un abierto, por el Lema de Urysohn
existe f € Co(X), con I < f < Iy y sop(f) C U, por tanto

n(K) < A(f) < pU),
y por ser u regular exterior tendremos
(7.4) () = mf{A(f) : f € CX), Ik < f}.

Veamos ahora que p es regular interior en cada abierto U, para ello sea
r < u(U) entonces por (7.2) existe g € C.(X), con g < Iy, K = sop(g) C
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U, tal que r < A(g) < p(U), y para toda f € C.(X), con Ix < f,
tendremos que g < f, por tanto A(g) < A(f) v por (7.4) A(g) < u(K),
por tanto r < u(K) < pu(U) y se tiene el resultado.

(4) Por linealidad basta ver que A(f) = [ fdu, para f > 0. Sea
€ > 0 y consideremos para cada n € N

0, si f(z) < (n—1)e,
fa(z) =< f(z) = (n—1)¢, si(n—1)e< f(z) < ne,
€, si ne < f(x),

entonces f, € C.(X) pues para Ky = sop(f) v K, = {ne < f},
sop(fn) C K,—1 y todas son nulas salvo un ntimero finito, pues para
un m suficientemente grande f(z) < me, ya que f es acotada. Ademés
f=>" fny€elk, < fo<elg,_,, por tanto integrando se obtiene la
primera de las desigualdades

eu(Kn) < /fn dp < ep(Kpn-1),
GN(Kn) < A(fn) < E.U(Kn—l)v

y la de la izquierda en la segunda se sigue de (7.4) y eIk, < f, y lade
la derecha también de (7.4), pues para cada g € C., con Ix, , < g, es
fn <eg,yaque f, <elg, ., portanto A(f,)/e < A(g). Ahora sumando

en ambas desigualdades se tiene que

Nota 7.3.2 Observemos que el enunciado del Teorema de Riesz se puede
cambiar en los siguientes casos:

Si X es o—compacto, poniendo regular en vez de cuasi-regular, por
(7.2.3), pag.244.

Si todo abierto de X' es o—compacto, poniendo simplemente finita en
los compactos en vez de cuasi-regular, que por (7.2.1), pig.243 equivale
a ser regular.
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Corolario 7.3.3 En las condiciones del Teorema anterior si ademas A es
continua, entonces la medida p es regular y finita y ||p]] = p(X) = ||A||.

Demostracién. Por (7.2) se tiene la igualdad en
Al < u(X) = sup{A(f) : fEC(X), 0<f<I}<IA] &

Nota 7.3.4 Si denotamos con M. el subconjunto de las medidas posi-
tivas de M. (ver definicién 7.2, pag.244) y con C.(X)*T los funcionales
lineales continuos y positivos en C.(X'), el resultado anterior nos dice que
hay una biyeccién isométrica entre ellos, que entenderemos mejor en el
segundo Teorema de Representacién de Riesz (7.3.7), pdg.255, en el que
nos preguntamos si hay un resultado andlogo para C.(X')*, es decir para
los funcionales lineales continuos sin que sean necesariamente positivos.

En este sentido lo primero que observamos es que la aplicacion res-
triccion

Co(X)* — C(X)*,
es un isomorfismo isométrico, pues es inyectiva por ser C.(X') denso en
Co(X) (ver (7.2.10), pdg.248); y es sobre y conserva la norma por el
Teorema de Hahn—Banach (6.3.7), pag.212.

Por otra parte cada funcional lineal y continuo complejo I € Co(X, C)*,
estd determinado por su restriccién J a Co(X,R), pues para cada f =
fitifs € Co(X,C), I(f) = I(f1)+ZI(f2) = J(f1)+ZJ(f2) v J = Ji+iJy,
para J; € Co(X,R)*, funcionales lineales y continuos reales. Veamos que
cada J; € Co(X,R)* tiene una descomposicion de Jordan.

Teorema 7.3.5 Si J € Co(X,R)*, existen funcionales lineales continuos
y positivos JT,J € Co(X,R)*, tales que J = J+T — J~.

Demostracién. Para cada f >0, f € Cyp(X,R), definimos
JY(f) =sup{J(9) : g €Co(X,R), 0<g< [},

el cual es finito pues para cada g del conjunto |J(g)| < ||J||||f|lec, POT
tanto 0 < JV(f) < [|[J||[|fllco- Ademés para cada ¢ > 0, J*(cf) =
cJT(f) ysifi,fa >0, f; € Co(X,R), entonces

(7.5) T (fi+ f2) =TT (F1) + T (f2),

pues por una parte si0 < ¢; < f; v ¢ € Co(X,R), 0< g1 + g2 < fi + [
siendo JT(f1 + f2) > J(g1 + 92) = J(g1) + J(g2) y tomando supremos
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JH(fi+ f2) = JT(f1) + JF(f2); y por otra parte si 0 < g < fi + fo ¥
g € Co(X,R), considerando g1 = min(g, f1) y g2 = g — g1, tendremos
que g; € Co(X,R),0< g1 < f1 ¥y 0<go < fa, por tanto

J(9) = J(g1) + J(g2) < T (f1) + I (fa),

y tomando supremos tenemos la otra desigualdad.
Ahora para cada f € Co(X,R), consideramos f = f+—f~ y definimos

JE) =T(fF) =TT (),
observando que si g, h > 0, g,h € Co(X,R) y f = g—h, entonces también
TH(f) = T*(g) = J*(h), pues f* +h =g+ f y por (7.5)
TN+ T () =T )+ (f7) =
T =T () =T (g) = JH(h).
De esto se sigue que J ¥ es lineal, pues para f, g € Co(X,R) como f+g =
fT+g" = (f" +g7), tendremos que
T f+9) =T (T +g") =T (f"+97) =T () + T (9),
y para c € R, J*(cf) = ¢JT(f). Ademaés es positivo y continuo, pues es
acotado ya que para cada f € Co(X,R)
[TE(P)] < max{JF(f%), J7(f7)}
< 1 - max{[|f* lloos [1f oo} = I Fllocs
y [[JF] < || J]|. Por dltimo definimos J~(f) = JT(f) — J(f), el cual es

lineal, continuo y positivo y se tiene el resultado. &

Corolario 7.3.6 Para cada funcional lineal y continuo complejo I € Co(X,C)*,
existen cuatro medidas finitas y regulares ,u , coni = 1,2, tales que para

p= = py iy —ipy € M(B(X),C),

/fdu

Demostracién. Se s1gue de los resultados anteriores pues para cada

f=h+if2€C(X,C), J, = [fdufy
I(f) =1(f1) +zI(f2) = J(f1) +iJ(f2)
= Ji(fr) +iJ2(f1) +i(J1(f2) +iJ2(f2))
= J(f1) = I (fr) +i(IS (f1) =I5 (1)
+ilJ(f2) = J7 (fo) +i(JS (f2) = J3 (f2))]- W
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Dada i € M, el funcional
A~ K A= [ £,

es lineal y continuo pues

A = \/fdul S/Ifld\ul < 1% el

y |A]| < |jp]]. El siguiente teorema nos asegura que todos los funcionales
lineales y continuos en Co(X) son de esta forma y que ademas ||A| = ||u||-

Teorema de Representacion de Riesz Il 7.3.7 La aplicacion

M, —Co(X)',  p—hA  A(f)= / fdu.

es un isomorfismo isométrico.

Demostracién. Que es sobre lo hemos visto en (7.3.6). Veamos
que es isometrfa, es decir que si p € M, y A(f) = [ fdpu, entonces
[[A]] = ||u||- La desigualdad |A]| < ||u|| acabamos de verla y por otro lado
si consideramos la representacién polar de p, h = du/d|p|, con |h| =1
(ver (4.4.8), pég.149) y cualquier € > 0, tendremos por el Teorema de
Lusin (7.2.5), pag.245, que existe f € C.(X), con ||fll'c <1y f=h
salvo en un boreliano E con |p|(E) < €/2. Por tanto

Il = lul(¥) = [Tl = [Rdu=| [ (547 1) du
<| [ £dul+1 [ paul 1A+ 2ul(B) < [A] +e.

Nota 7.3.8 El caso compacto de este Teorema es aparentemente un caso
particular, sin embargo es el general, pues tomando duales en la sucesion
exacta (7.1), pdg.248, tendremos la sucesién

0 - K — CX)* — C&) — 0
A ~ A\Co
a ~ ap ~ 0

siendo la norma del espacio Co(X)* la cociente, es decir

A, || = inf{||T||: T" € C(X)*,T = Aen Cp},
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pues por un lado se tiene la desigualdad > por el Teorema de Hahn—
Banach, (6.3.7), pag.212, ya que existe I' € C(X)*, verificando I' = A
en Co y |T'l| = ||Aje,|l ¥ por otro lado la <, pues para cualquier I' del
conjunto

Aol = sup{|A(S)] = f € Co, [If]] =1}
=sup{|L'(f)| : f €Co,[lfll =1} < [T

Y por otro lado tenemos la sucesién exacta

0 - K — M(X) — M (X) — 0
K ~ Hix
a ~ ady, ~s 0

con lo que el isomorfismo isométrico en el caso compacto implica el del
caso localmente compacto

CX) = M (X) = Co(X)" = M, (X).

7.4 Bibliografia y comentarios

Este capitulo es una especie de cajon de sastre en el que hemos colocado
aquellos resultados, a nuestro entender mas importantes, en los que se
relacionan la topologia y la medida. No obstante hay muchas cuestiones
relativas a este tépico que no hemos incluido y que esperamos cubrir
con las referencias y comentarios que a continuacién detallamos. Por lo
que respecta a la confeccién directa del tema, la bibliografia basica es la
siguiente:

AsH, R.B.: “Real Analysis and Probability”. Ac.Press, 1972.

CoHN, D.L.: “Measure theory”. Birkhauser (Boston), 1980.

LANG, S.: “Real Analysis”. Addison—Wesley, 1969.

MUHKERJEA, A. AND POTHOVEN, K. “Real and functional Analysis”. Plenum
Press, 1978.

RoYDEN, H.L.: “Real Analysis”. McMillan Pub., 1968.

RUDIN, W.: “Real and complex analysis”, Tata McGraw—Hill, 1974.

SEGAL, I.LE. AND KUNZE, R.A. “Integrals and operators”. Springer—Verlag, 1978.

Tiur, T.: “Probability based on Radon Measures”. J.Willey, 1980.
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WEIR, A.J.: “General integration and measure. Vol.II”. Cambridge Univ. Press,
1974.

Como bibliografia complementaria consideramos el
DINCULEANU, N.: “Integration on locally compact spaces”. Noordhoff, 1974.

que es un grueso tratado, continuacién del libro del mismo autor “Vector
measures”, y en el que se estudia la integracién de funciones f: X — F
donde X es Hausdorff localmente compacto y E es de Banach. La im-
portancia de los espacios localmente compactos en la teoria de la medida
queda justificada, en palabras de este autor en el prefacio de su libro,
por las siguientes tres razones:

1.- Los espacios localmente compactos tienen la propiedad de que las me-
didas definidas sobre ellos poseen propiedades similares a las de la medida de
Lebesgue en R. Una de las caracteristicas principales de estos espacios es la
existencia de una rica clase de subconjuntos con propiedades muy importantes:
Los compactos. Otra importante caracteristica es la existencia de una familia
localmente numerable (ver p.190 del libro) de compactos disjuntos cuya unién
es casi igual a todo el espacio. Esto permite establecer teoremas cldsicos como
Radén—Nikodym 6 Fubini sin hacer restricciones sobre la medida.

2.- Los espacios localmente compactos son al mismo tiempo suficientemente
generales como para que una teoria de integracion, desarrollada en ellos, sea
aplicable en distintas dreas del Andlisis, como por ejemplo en Analisis armdnico
o la teoria potencial.

3.- Por iltimo, la integracién sobre espacios abstractos puede siempre ser
reducida a la integracion sobre espacios localmente compactos.

Esta dltima razén puede leerse también en la p.2 del libro
NACHBIN, L.: “The Haar integral”. Krieger, 1976.

en la que anade su autor que tal reduccién puede hacerse en cierto sentido
en base a un cierto resultado de KAKUTANI del que no da referencia.
Desconocemos tal resultado, no obstante remitimos al lector al capitulo
VIII, p.233 del libro de SEGAL—KUNZE, sobre teoria de integracién
algebraica, en la que se da un resultado en esta linea de interés en teoria
de probabilidades. Tal resultado se basa en las ideas de GELFAND de
representacién de un anillo conmutativo como un espacio de funciones
continuas sobre su espectro.

En los libros de TJUR, p.23 y LANG, p.339, podemos encontrar un
interesante resultado vélido en los espacios localmente compactos, en el
que se construye una (unica) medida en todo el espacio, a partir de una
familia de medidas en abiertos del espacio que lo recubren, con la pro-
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piedad de que en la interseccién de dos abiertos de la familia las corres-
pondientes medidas coinciden, de tal manera que la medida obtenida
restringida a cada abierto nos da la del abierto. En el SEGAL—KUNZE,
p-132, se demuestra un teorema de la medida producto para oc—anillos de
Baire, que complementa el dado por nosotros en (??). En este teorema
se establece que el producto de o—anillos de Baire es un o—anillo de Baire
—ver también HALMOS, p.222—, y que el producto de medidas regulares
es regular. Su prueba hace uso, como comentamos en la leccién 7, del
teorema de Stone-Weierstrass. Si el espacio tiene una base numerable
para su topologia, entonces los o—anillos de Borel y de Baire coinciden
(ver SEGAL—KUNZE, p.54). En el ROYDEN, p.314 se demuestra que
toda medida de Baire regular puede extenderse a una medida de Borel
cuasi-regular, tal que cada Borel de medida finita puede ponerse como
diferencia simétrica de un Baire y un Borel de medida nula.

En el libro de SEGAL—KUNZE, “se sugiere. .. ”, en palabras de CON-
TANTINESCU—WEBER, “... pero no se desarrolla, la definicion abstracta
de integral. .. ”, que utilizan en su libro

CONSTANTINESCU,C. AND WEBER,K: “Integration theory, Vol.I, Measure and inte-
gral”. J.Wiley, 1985.

en el que la intencién de sus autores es unificar los dos aspectos en los
que se ha venido considerando la teoria de la integracién en la segunda
mitad del siglo XX: el abstracto y el topolégico. Hemos visto en algunos
resultados del tema, y lo comentdbamos a propésito de las razones de
DINCULEANU sobre su preferencia de la teoria topoldgica, que cuando
el espacio tiene buenas propiedades topoldgicas, ambas teorias llevan
practicamente a los mismos resultados esenciales. Pero para espacios
topolégicos mas complicados la teoria topolédgica lleva a resultados mas
fuertes. La unificacién de estas dos vias propuesta por estos autores se
basa en una definicién alternativa para la integral de la teoria abstracta,
de tal manera que incluye a la antigua, en el sentido de que aumentan
las funciones integrables y las que antes lo eran siguen teniendo la misma
integral. Ademads ambas definiciones coinciden si el espacio es o—finito.
El libro desarrolla los conceptos siguiendo el marco de ideas de Daniell.

En el libro de

OXTOBY,J.C.: “Measure and Category”. Springer—Verlag, 1971.

hay dos temas principales —ambos relacionando la topologia con la
medida—, que son: El teorema de la categoria de Baire, como
un método para probar la existencia (ver la leccién de andlisis de Fou-
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rier en C(T')). Y la dualidad entre categoria (en el sentido topoldgico) y
medida.

Hagamos un poco de historia sobre los resultados mas importantes
del tema. En 1903 HADAMARD propone en la nota

HADAMARD: “Sur les operations fonctionelles”. C.R.Acad.Sci. Paris, 1903.

el problema de encontrar una expresiéon analitica para los funcionales
lineales y continuos de C[a, b]. El mismo contesta la cuestién del siguiente
modo:

“Dado A : Cla,b] — R lineal y continuo puede ponerse de la forma

A(f) = lim [ F(z,y)f(x)d,

Yy—00

para F' continua”.

Sin embargo esta representacién no es unica. En 1909 RIESZ da la
solucion definitiva en

Riesz, F.: “Sur les operations fonctionelles lineaires”. C.R.Acad.Sci. Paris, 149,
974-977, 1909.

utilizando la integral definida por Stieltjes y probando el Primer Teo-
rema de Representacién de Riesz (ver BENEDETTO, p.255):

A € C*[a,b] sii existe g : [a,b] — R de variacion acotada, tal que
|A|| = vy(b) y para cada f € Cla,b] se tiene A(f) = [ fdg. Ademds g es
unica si identificamos las funciones de variacion acotada con los mismos
puntos de continuidad y en ellos se diferencien en una constante”.

El nombre de medida de Radon se debe al hecho de que el autor del
articulo

RADON, J.: “Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunctionen”.
S.B. Akad. Wiss. Wien, 122, 1295-1438, 1913.

da una correspondencia biunivoca entre las medidas sobre un compacto
X de R™ y los funcionales lineales y positivos en C(X) (no se en que
términos). En 1937 S.BANACH, en un apéndice titulado “The Lebesgue
integral in abstract spaces”, en las pp. 320-330, del libro

SACKS, S.: “Theory of the integral”, 1937. Dover, 1964.
extiende el resultado al caso de un espacio métrico compacto y lo hace
no considerando una medida, sino extendiendo el funcional a un espacio

de funciones que contiene a todas las borel medibles acotadas (la medida
de un boreliano A es entonces el funcional aplicado al I4). En 1941 es
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KAKUTANI, S.: “Concrete representation of abstract (M)-Spaces. A characterization
of the space of contiuous functions”. Ann.of Math., 2, 42, 994-1024, 1941.

quien lo extiende al caso de un espacio Hausdorff compacto, conside-
rando medidas reales en vez de medidas positivas. Recientemente han
contribuido en este tema,

Harmos, P.R.: “Measure Theory”. Springer—Verlag, 1974.

HewiTT, E.: “Linear functionals on spaces of continuous functions”. Fund. Math.,
37, 161-189, 1950.

EpwarDs, R.E.: “A theory of Radon measures on locally compact spaces”. Acta.
Math., 89, 133-164, 1953.

Sin embargo una introducciéon completa a la teorfa de la medida
basada en las medidas de Raddn, no fue realizada hasta 1952 por un
grupo de matematicos franceses llamado NICOLAS BOURBAKI, cuando
publicé la primera edicién de la obra

BOURBAKI, N.: “Integration, Ch.[-1X”. Hermann, Paris, 1952-1956-1959-1963—
1969.

Todos los anteriores e incluso bastantes de los posteriores libros sobre
medida e integracion, estan basadas en medidas abstractas con suposi-
ciones topoldgicas adicionales cuando son convenientes. La aproxima-
ciéon Bourbakista tiene por otra parte la ventaja de suministrar una base
conveniente, para pasar de la teoria de integracion a la teoria de las dis-
tribuciones de L.SCHWARTZ. Por otra parte, como el propio L.Schwartz
dice en su libro

SCHWARTZ, L.. “Radon measures on arbitrary topological spaces. And cilindrical
measures”. Oxford Univ. Press., 1973.

“

. el defecto fundamental de la teoria Bourbakista de las medidas de
Radon consiste en que los espacios en los que estan definidas las funcio-
nes que aparecen en la teoria de las Probabilidades, no suelen ser local-
mente compactos...”. Por ello introduce su propio concepto de medida
de Radén —realmente introduce tres conceptos mutuamente relaciona-
dos, de los que terminard quedandose con el mas conveniente—, la cual
estd definida en los borelianos de un espacio Hausdorff. En sus palabras
tal medida “... combina las ventajas de las dos exposiciones habituales,
la abstracta y la de Bourbaki, dando cohesion a muchos resultados que en
la teoria abstracta se obtienen con hipdtesis adicionales y manteniendo
las buenas propiedades de las medidas de Radon de Bourbaki’.

El teorema de existencia de Kolmogorov aparecié en
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KoLmocorov, A.N.. “Foundations of the theory of Probability”. 1933; Reed. por
Chelsea Pub. Co., 1956.

para el caso en que los espacios X; = R. Una version temprana de este
resultado, en la linea del dado por TJUR 6 por BOURBAKI fue dada por

DANIELL,P.J.: “Functions of limited variation in an infinite number of dimensions”.
Ann.Math. (2), 21, 30-38, 1920.

Otra prueba del teorema de existencia de Kolmogorov puede verse en la
pég.506 del libro de

BILLINGSLEY, P.: “Probability and measure”. John Wiley, 1986.

y en el que hace hincapié de su importancia fundamental en el estudio
de los procesos estocdsticos (familias de variables aleatorias en un es-
pacio de probabilidad), pues estos vienen descritos habitualmente en
términos de las distribuciones que inducen en los espacios euclideos, es
decir por sus distribuciones finito dimensionales, y aunque el sistema de
estas distribuciones finito dimensionales no determinan completamen-
te las propiedades del proceso, el primer paso en una teoria general es
construir un proceso que tenga un sistema dado de distribuciones finito
dimensionales.

En cuanto a la medida de Haar esta constituye un importante cam-
po de la teoria de la medida, siendo una generalizacién extremadamente
1util de la teoria de Lebesgue en el grupo R™. La medida de Haar es una
medida invariante por traslaciones, sobre un grupo topolégico Hausdorff
localmente compacto. Los grupos topolégicos fueron considerados por
primera vez por SOPHUS LIE en el caso particular, pero fundamental,
de los grupos analiticos, en los que mediante apropiados sistemas de
coordenadas las operaciones del grupo pueden expresarse en términos de
funciones analiticas. A comienzos del siglo XX, HILBERT y BROUWER
consideraron grupos topolégicos mas generales que los tratados por LIE.
Los fundamentos de la teoria general de grupos topoldgicos fue estableci-
da mucho después, en 1926 y 1927 por SCHREIER y LEJA. Para estudiar
la estructura de ciertos grupos topolégicos D.HILBERT propone en 1900
el siguiente problema —conocido como quinto problema de Hilbert, de
una larga serie que propuso—: ;Es cada grupo topolégico, localmente
euclideo, un grupo de Lie?. En 1933

HaAR, A.: “Der massbegriff in der theorie der kontinuerlichen gruppen”. Ann. of
Math., 2, 34, 147-169, 1933.

da un paso fundamental hacia la solucién del problema, estableciendo la
existencia de una medida invariante por traslaciones, sobre un grupo to-
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poldgico localmente compacto con una base numerable de abiertos. Ese
mismo ano J.VON NEUMANN, utilizando ese resultado, resuelve afirma-
tivamente el problema de HILBERT para grupos compactos localmente
Euclideos y en el articulo

NEUMANN, J. VON,; “Zum Haarschen Mass in topologischen Gruppen”. Comp.
Math., I, 106-114, 1934.

prueba que para grupos compactos la medida de Haar estaba tinicamente
determinada salvo factores constantes. J.VON NEUMANN y A.WEYL
generalizaron el resultado de Haar a grupos localmente compactos. En
1940

WEYL, A.: “L’integration dans les groupes topologiques et ses applications”. Her-
mann, 1940.

prueba que la existencia de una medida invariante en un grupo es una
caracteristica de los grupos localmente compactos, en el sentido de que si
un grupo topolégico Hausdorff la tiene, entonces es localmente precom-
pacto. Por otra parte la demostracién que aqui da WEYL de la existencia
de una medida invariante por traslaciones en un grupo localmente com-
pacto, se basa en el Teorema de Tychonov —que es consecuencia
del axioma de eleccion— y aqui radica su critica habitual, aunque su
demostracién es mas corta que otras, como la que da

BANACH, S.: “On Haar’s Measure”. Apéndice del libro de Saks, pp.314-319.

que estd formulada en términos de limites generalizados y que en pa-
labras de NACHBIN “... conlleva criticas similares a las de Weyl...”.
En 1940

CARTAN, H.: “Sur la mesure de Haar”. C,R.Acad.Sci.Paris, 211, 759-762, 1940.

da una prueba de este resultado sin las criticas que acompanaron a sus
predecesores. CARTAN construye la integral de Haar como un cierto
limite, aplicando el criterio de convergencia de Cauchy, con lo que consi-
gue garantizar simultdneamente su existencia y su unicidad. No obstante
su demostracién es mas larga y menos simple que la de WEYL. Para una
demostracion de ambas remitimos al lector al libro de

NACHBIN, L.: “The Haar integral”. Krieger, 1976.

Otra demostracion de este resultado fue dada por MONTGOMERY Y
ZIPPIN en 1955, siguiendo para ello una idea de KAKUTANI y KODAIRA
en base a la cual era suficiente establecer el resultado para grupos local-
mente compactos separables, pues el caso general se obtenia teniendo en
cuenta que cada grupo localmente compacto tiene numerosos subgrupos
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invariantes y cerrados cuyos grupos cocientes son separables. Por otra
parte tres anos antes, en 1952, estos dos autores junto con A. GLEASON
dieron una contestacién completa al quinto problema de HILBERT.

Nosotros hemos probado la existencia de la medida de Haar en un
grupo compacto, siguiendo al Mukherjea—Pothoven, quienes a su vez lo
hacen basandose en un resultado de

KAKUTANI, S.: “Two fized—point theorems concerning bicompact convex sets”. Proc.
Imp. Acad. Tokyo, 14, 242-245, 1938.

Para otros comentarios histéricos y bibliogréaficos sobre la medida de
Haar, remitimos al lector a la pag.316 del libro

BOURBAKI,N.: “Elementos de historia de las matemdticas”. Alianza Univ., 1976.

En cuanto a la teoria de integraciéon de Daniell, tenemos que en 1911

YounGg,W.H.: “A new method in the theory of integration”. Proc.London Math.Soc.,
2, T.9, 15-50, 1911.

partiendo de la integral de Cauchy sobre las funciones continuas de sopor-
te compacto, define sucesivamente la integral superior de las funciones
semicontinuas inferiormente y después de cualquier funcién, obteniendo
de esta manera una definicién de las funciones integrables idéntica a la
de LEBESGUE, pero por medios tnicamente funcionales. En 1918

DANIELL,P.J.: “A general form of integral”. Ann.Math., 19, 279-294, 1918.
extendié esta exposicién, con algunas modificaciones, a las funciones defi-
nidas en un conjunto cualquiera, definiendo la integral como un funcional

lineal sobre una clase de funciones y definiendo las nociones de medida
y medibilidad de funciones en términos de ese funcional. En 1940

RiEsz, F.: “Sur quelques notions fondamentales dans la theorie generale des opera-
tions lineaires”. Ann.of Math., (2), t.XLI, 174-206, 1940.

expone, de forma concisa y elegante, los resultados de la teoria de los
espacios ordenados que intervienen en la teoria de integracién. Sobre
este topico remitimos al lector a los siguientes tratados:

LUXEMBURG,W.A.J. AND ZAANEN,A.C. “Riesz Spaces. Vol.I”. North Holland,
1971.

FREMLIN,D.H.: “Topological Riesz Spaces and Measure Theory”. Cambridge Univ.
Press. 1974.

Por 1ltimo citemos la importante aportacion de
STONE,M.H.: “Notes on integration I-IV”. Proc.Nat.Acad.Sci., 34, 35, 1848-1949.

que ha contribuido notablemente en el desarrollo de este punto de vista.
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Fin del Tema VII



Ejercicios dificiles

Ejercicio 1 Dado un espacio medible (£2,.4) y dos medidas en él u < v. De-
mostrar:

a) Hay una medida X tal que p+ A = v.

b) Si p es o—finita, A es tnica.

Ejercicio 2 Demostrar que para (2,4, 1) un espacio de medida, la relacién
A~ B siy solo si u(AAB) = 0, es de equivalencia, que la aplicacién
p(A, B) = (ADB),

es una métrica en el conjunto cociente X = {A € A: u(A) < oo}/ ~ y que el
espacio métrico (X, p) es completo.

Ejercicio 3 Demostrar que el espacio métrico completo del ejercicio anterior,
en el caso particular de 2 = [0, 1], A los borelianos del intervalo y u la medida
de Lebesgue, no es compacto.

Ejercicio 4 Sean f, f,,g,gn integrables, tales que |fn| < gn, fn — f cs,
gn — gcs.y [gn — [g. Demostrar que [ fr — [ f.

Ejercicio 5 Demostrar que si f,fn, € Ly (p < o0) y fn — f c.s. entonces

[ falle = I f1lp sit |l fn = £llp — 0.

Ejercicio 6 Para cada 1 < p < oo, jbajo que condiciones sobre f y g se da la
igualdad en la desigualdad de Holder?, ;y en la de Minkowsky?.

Ejercicio 7 Demostrar que si u(2) = 1y f > 0 es medible, entonces para
k= [ fdp, se verifica

1+k2§/\/1+f2du§1+k.

Dar una interpretacién geométrica de las desigualdades en el caso en que f = ¢’
y sea continua, u =my Q = [0,1].

265
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Ejercicio 8 Demostrar que si 1 < 7 < p < s < oo, entonces: a) L, N L
es un espacio de Banach con la norma ||f|| = ||f|l» + ||f|ls ¥ la inclusién
L,NLs — L, es continua. b) Que L, + Ls es un espacio de Banach con la
norma || f|| = inf{||gl|» + |k||s : f = g+ h} y la inclusién L, — L, + Ls es
continua.

Ejercicio 9 i) Demostrar que para > 0, logz <z — 1y zlogz >z — 1.
ii) Demostrar que si u(Q) =1y 0 < r < s < oo, entonces para f € L,
[£ll- < I flls ¥ que para exp{—oco} = 0y log0 = —oco

tim 171l = exp [ o 11 di)

Ejercicio 10 Demostrar que si u(2) < 0oy f € Lo, ||flloo # 0, entonces para
an = f |f"ﬂ dllﬂ

. a
lim —F = || f] .
an

Ejercicio 11 Demostrar la desigualdad de Heisenberg para f = fi +if2: R —
C,con f; eC*[R) y [ € Lo,

[ uwra<e ([ wror dx)m ([ 1r@ra) "

Ejercicio 12 Demostrar que si f € Li(R) y g € Lp(R), entonces f * g(z) =
S f(@—y)g(y)dy estd en Ly y

1+ glls < I 12llglle-

Ejercicio 13 Demostrar que en un espacio de medida o—finito (Q,.A, u), si
fg € Ly para toda f € Ly, entonces g € Ly, para g el conjugado de p.



Ejercicios resueltos

Ejercicios resueltos Tema I

Ejercicio 1.2.3.- Dada una aplicacién F: Q — €', demostrar que:
(a) Si A es una o—dlgebra de Q, A' ={BC Q' : F7(B) € A} lo esde Q).
(b) Si A’ es una o—dlgebra de ', A=F A ={F ' (B)cQ: Be A} lo
es de (.
(c) Sic c P(Q), a[F~1(C)] = F~'o(C)].
(d) Demostrar que si (2, T) y (', T") son espacios topoldgicos y F es continua,
entonces F~*(B) € B(Q), para todo B € B(Y).

Ind.- (c¢) Aplicar el principio de los buenos conjuntos. (d) Aplicar (c).
Ejercicio 1.2.4.- Consideremos las siguientes extensiones de una familia C de
subconjuntos de 2:

Ci={ACQ:AeCé A° e},
CQI{A10~~~ﬁAn:AiGC1,TLEN},
CgI{AlLJ"'UAn:AiGCQ,’nGN}.

Demostrar que Cz = a(C).

Solucién.- Por una parte tenemos que C C C; C C2 C C3 C «(C), por tanto
a(C3) = a(C) y basta demostrar que C3 es algebra. Que 0, € C3 es obvio,
A=A1U---UA,€C3 =
A= AT O NAS = (U Biy) 0o 1 (U By)
=UjLy Ul [Nis Bij, ] € Cs,
donde los B;; € C1. Por ultimo es cerrado para uniones finitas. 1
Ejercicio 1.2.5.- Sean (1, A1),...,(Qn, An) espacios medibles. Demostrar
que la familia de los productos de medibles,

R={A1 X - XA, CQU x---xXQ: A €A},

es una clase elemental.
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Solucién.- ) € R y

(A1 X - X Ap)N(B1 X -+ X Bp)=(A1NB1) X+ X (An N Byp),
[A1 X - X Ap]© =Af X Q2 X -+ X QuU
Al X AS X - X QpU... U
Ar X - X Ap_1 X A5 € Ag. 1
Ejercicio 1.2.9.- ;jPuede una o-algebra infinita contener sélo una coleccién

numerable de elementos?

Ind. No, porque al menos tendria una coleccién numerable A,, de conjuntos
disjuntos y las uniones arbitrarias de estos serian distintas e identificando cada A,
con n € N, estas uniones se identificarian con partes de N que es no numerable.

Ejercicio 1.3.3.- Dada una medida 11 y una sucesion A,, € A, demostrar que

p(J An) < 3 n(An).

Ind. Témense los conjuntos disjuntos B, = (A1 U---UA,_1)°NA,. 1

Ejercicio 1.8.5.- Dado un espacio de medida (Q, A, pu) y una sucesion A, € A,
demostrar que:
(a) p(liminf A,) < liminf pu(Ay).
(b) Que si u(UA,) < oo, entonces limsup pu(A,) < p(limsup A,,).

Solucién.- Sean B, = N2, A; y Cn = U2 A;, entonces B, C Ap C Ch,
w(Bn) < u(An) < u(Cp) y By, T liminf Ay, Cy, | limsup A,. 1
Ejercicio 1.3.6.- (Lema de Borel-Cantelli) Sea (2, A, 1) un espacio de medida
y Cyn, € A. Demostrar que

Zu(Cn) <oo = p(limsupCy) =0.
n=1

Ind. Sea Dy = U2, C;, u(D1) < 00, u(Dn) | 0y Dy | limsupCr. B

Ejercicio 1.3.8.- Dada una sucesion doble xn,m € (—00,00], tal que para cua-
lesquieran,m € N, Tnm < Tnti,m Y Tnm < Tn,m+1, demostrar que

lim lim Zpm = lim lim Zpm.
n—o0 m-—0o0 m—0oC N—00

Ind. Demostrar que existen los limites a, = limm—oco Tnm, @& = limp— 0o an,
by, = limp— 00 Tnm ¥ b = limm— 00 b, que Tnm < an < a y por tanto b < a, la otra
desigualdad por simetria. 1
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Ejercicio 1.3.10.- Dado un espacio no numerable Q) y
A={ECQ: E& E° es numerable},

0, si E es numerable,
wE) = {

1, si E€ es numerable, para cada E € A,

demostrar que A es o—algebra y 1 medida.

Ind. Si A, € Ay para todo n A, es numerable, entonces UA,, € A por ser
numerable y si existe un ¢ tal que A es numerable, entonces (UAn)¢ = NAS C AS es
numerable. Y si los Ay, son disjuntos y todos numerables, p(UAn) =0 = > u(An),
y si un A; no lo es, entonces para todo j # i, A; C A es numerable y u(UAp) =1 =

p(A) = X p(Ay). B

Ejercicio 1.3.11.- Dado un espacio de medida (2, A, i), tal que para todo
Ec Aconu(E)=ccexiste F€ A, conF C Ey0< u(F) < co (estas medidas
suelen llamarse semifinitas), demostrar que para todo E € A con u(E) = o0 y
todor >0 existe F € A, con F CE yr < u(F) < oco.

Solucién.- Basta demostrar que
sup{u(B): B€ A, BC Ey u(B) < oo} = o0.
En caso contrario, el supremo valdria ¢ < oo y para todo n € N, podriamos encontrar
Fpn C E tal que u(Fn) > c—(1/n) y considerando By, = U], F; y su unién expansiva
Bp 1 B, tendriamos que p(Bp) < ¢, pues By, C E'y pu(Bpn) < 37 p(F;) < oo, por
tanto tomando limites u(B) < ¢, pero como

1
w(Bn) 2 p(Fn) 2 c— o

tomando limites u(B) > ¢, por tanto p(B) = ¢y como B C E llegamos a contradic-
cién pues pu(E\B) = oo ya que p(E) = p(B) + p(E\B), y por definicién existe un
medible A C E\B con 0 < pu(A) < oo, por lo que BU A C E tiene medida finita
mayor que c. 1

Ejercicio 1.3.13.- Dado un espacio de medida (2, A, 1), definimos A: A —
[0, 0], de la siguiente manera

MA) =sup{u(B): B€ A, BC Ayu(B) < oo},

demostrar que:
(a) A es una medida semifinita.
(b) Que si u es semifinita entonces \ = p.

Solucidn.- (a) Es aditiva, pues para A, B € A disjuntos y cualquier C C AU B,
con C € Ay u(C) < oo, tenemos ANC C A, BNC C B,con ANC,BNC € Ay
w(ANC) < oo, u(BNC) < oo, por tanto como son disjuntos

1(C) = HANC) + u(B N C) < AA) + A(B),

y como esto es vélido para cualquier C, A(AU B) < A(A) + A(B). Veamos la otra
desigualdad; para cualesquiera A’ C A, B’ C B, de A con medidas finitas por p,
tendremos que son disjuntos y

w(A') + pu(B') = u(A"UB") < M(AU B),
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y se sigue la otra desigualdad. Ahora basta demostrar que si A, T A, entonces
A(An) — A(A). Ahora bien como X es no negativa y aditiva es monétona, por tanto
AAn) < AMAn+1) < A(A), para todo n y si consideramos un B C A medible con
w(B) < oo y la sucesién B, = BN A, 1 B, tendremos u(Bn) — p(B), u(Bn) <
uw(B) < 00y By, C Ap, por tanto p(Bpn) < A(Ar), de donde
u(B) = lim u(Bn) < lim A(An) < A(A),
y tomando sup en p(B) se dan igualdades y por tanto A es medida. Ademds si
1w(A) < 0o, AM(A) = pu(A) y si A(A) = oo, existe B, C A medibles con pu(Bn) < 0oy
u(By) — oo, por tanto existe By, C A, con 0 < A(By,) = u(By) < oo, lo que prueba
que es semifinita.
(b) Es consecuencia del ejercicio 1.3.11. 1

Ejercicio 1.4.1.- Demostrar que la medida exterior de Lebesgue en R, se puede
definir en vez de con la clase C = {(a,b]}, con cualquiera de las clases C; =

{(a,0)}, Co = {[a,b]}, Cs = {[a,b)}.

Ind.- Para C y Ci, denotemos

o0 o0
Da={> (bp—an): an <bp €R, AC U (an,bn]},

n=1

S )
DlA:{Z(dn*Cn)3 cn <dn €R, AC U cnydn

entonces por un lado D14 C Dy, pues (¢,d) C (¢,d] y por otro para cada x € Dy y
€>0,x+e€ Dya, pues para & = y_(bn — an), con A C |J;2;(an,bn], tendremos
A CUsZ (an,bn +€/2™) y la suma correspondiente a estos intervalos es e +z. |

Ejercicio 1.4.2.- Sea ™ una medida exterior en Q y \ la medida restriccion de
w* a la o—dlgebra A.. Demostrar que:

(a) p* <A

(b) Si u* es la medida exterior generada por una medida p en un dlgebra A,
entonces |1* = \*.

(c) Encontrar una medida exterior i* en Q@ = {0,1}, para la que ™ # \*.

Ind. (a) Para A C Q, A*(A) = inf{>_ pu*(4;) : A; € A., A C UA;}, y dado uno
de estos nimeros > p*(A;),

PH(A) < p(UA) <Y (A
por tanto p*(A) < A*(A).
(b) Para A C Q, p*(A) = inf{>  p(A4;): A; € A, A C UA;}, y dado uno de estos
nimeros Y u(A;), como los A; € Ax
(A <D Tt (A) = (A,
por tanto A*(A) < p*(A).
(c) p*{0} = p*{1} = 2, p*{0,1} = 3, por tanto A, = {0,Q} y \*{0} =3. 1
Ejercicio 1.5.1.- Sea (2, A, 1) un espacio de medida y sea A, su complecién y
w* la medida exterior generada por . Demostrar que para cada A C Q:

p*(A) =inf{u(B): Be A AC B},
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vy que si definimos la “medida interior”
w«(A) =sup{u(B): Be A BC A},

entonces si A € A, se tiene que p.(A) = p*(A) = p(A) y reciprocamente si
px(A) = p*(A) < co entonces A € A,,.

Ind. Si A € Ay, existen B,D € A, con BC A C Dy pu(D\B) = 0, por tanto
w(D) = p(A) = pu(B) < px(A) < p*(A) < u(D) y se tiene la igualdad. Ahora dado
A C Q se demuestra que existen B,D € A, con B C A C D, u(B) = p«(A) y
u*(A) = p(D) y si px(A) = p*(A) < co entonces A € A,. 1

Ejercicio 1.6.1.- Sean u;: B(R) — [0,00], para i = 1,...,n medidas de
Lebesgue-Stieltjes. Demostrar que existe una tnica medida p: B(R™)) — [0, o],
tal que para cada semi-rectdngulo acotado (a, ],

u(a,b] = pa(ar,b1] - - pn(an, bal.

Ind. Considérense funciones de distribucién F; que generen p,;, la funcién de
distribucién F(z1,...,zn) = Fi(z1) - Fn(zn) y la medida que genera. 1

Ejercicio 1.6.2.- Demostrar que toda medida en B(R™) de Lebesgue—Stieltjes es
o—finita. Encontrar una que sea o—finita pero no de Lebesgue—Stieltjes. Encontrar
una que sea o—finita pero no regular.

Ind. En R, u(A) el ntimero de racionales de A. 1
Ejercicio 1.6.3.- Demostrar que toda medida semifinita y: B(R™) — [0, 00] es
regular interior.

Ind. Se ha demostrado que toda medida es regular interior en los borelianos de
medida finita, sea B un boreliano con pu(B) = oo, entonces por ser semifinita hemos
demostrado que para todo n € N existe un boreliano B,, C B, tal que n < u(By) <
00, pero entonces existe un compacto K, C By, tal que n < u(K,)y K, C B. 1

Ejercicio 1.6.4.- Demostrar que sit € R y B € L(R"), entonces tB € L(R")
y m(tB) = [t|"m(B). Ademds si B € B(R"), entonces tB € B(R").

Ind. Para t > 0, m(tB) = [t|"m(B), pues m*(tB) = t"m*(B) y para t < 0,
m*(tB) = m*[[t|(—B)] = [t|"*m*(—B) y basta demostrar que m*(—B) = m*(B).
Observemos que para a,b € R", a < b, se tiene, entendiendo a — 1/n el vector de
coordenadas a; — 1/n

mla,b] = limm(a —1/n,b] = lim [ (b — ai + 1/n) = [ [ (b: — ;i) = m(a, ],
m*(A) = inf{> " m(ai,b;] : A C U(ai,bi}

=inf{) mlai,b;] : A C Ulas,b;]}

=inf{) m[—bi, —a;] : —A C U[=b;, —a;]} = m*(—A),

y se demuestra facilmente que si B € L(R"), entonces tB € L(R™). 1
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Ejercicio 1.7.1.- Demostrar que parap =0, H, es la medida de contar.
Ind. Para A= {z1,...,@m} y § < min{d(z;,z;)}, Hos(A) =n. I

Ejercicio 1.7.2.- Sea Q' C Q y consideremos el espacio métrico (', d), con la
métrica inducida. Demostrar que la medida exterior de Hausdorff en ', H,, =

Hyip)-
Ind. Para A C

H) 5(A) = inf{>"d(A)” : ACUA, C 2, d(An) < 8}
= inf{z d(Bp)P : ACUB, CQ, d(By) <6} = Hps(A). 1

Ejercicio 1.7.4.- Demostrar que dimg ({z}) = 0, para cada z € Q
Ind. Ho({z})=1. 1

Ejercicio 1.7.5.- Demostrar que dimy (UA,) = supdimpy (4,).

Ind. Si A =UA;, Hy(A;) < Hp(A) <> Hp(Ap), por tantosip < supdimpy (An),
existe un ¢ tal que p < dimpg (A4;), por tanto Hp(A;) = oo = Hp(A) y p < dimpgy(A) y
sisupdimy (An) < p, Hp(An) = 0 para todo ny Hp(A) = 0, por tanto dimg (A) < p.
1

Ejercicio 1.7.6.- En los subespacios de R™ con la métrica euclidea, demostrar
que la dimensién vectorial y la de Hausdorff coinciden.

Ind. Es consecuencia de los resultados anteriores y de que para un cubo Q,
n—dimensional, se tiene que 0 < Hy(Q) < oo, por tanto dimg(Q) =n. 1

Ejercicios resueltos Tema II

Ejercicio 2.2.4.- Sean h y g funciones medibles. Demostrar que los conjuntos
{xeQ: h(z) <gx)}, {ze€Q: h(x)<gx)}, {ze€Q: h(z)=g)},

son medibles.
Ind. El primer conjunto es medible porque
{zeQ: h(z) <g(x)} = ({h(z) <r}nir<g@)}),
reQ
el segundo porque su complementario lo es y el tercero es la diferencia. 1
Ejercicio 2.2.11.- S/ f: R — R tiene derivada en todo punto, demostrar que
f' es Borel medible.

Solucién.- Si f es derivable es continua y por tanto medible, como también lo
es fn(z) =n[f(z+1/n) — f(z)] y como fr — f’, f’ es medible. 1
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Ejercicio 2.2.12.- Demostrar que f = (fi,..., fa): (2, A) — (R",B(R")) es
medible si y sélo si cada f; lo es.

Solucién.- Si f es medible, f; = z; o f es medible por que las proyecciones
z;: R™ — R son continuas y por tanto medibles. Reciprocamente sea (a, b] un semi—
rectangulo, con a < b € R", entonces

fla,bl={xeQ: a< f(z) <b}= ﬂ{:UGQ: a; < fi(z) < b} €A,
i=1
y como estos semi-rectdngulo generan B(R™), f es medible. 1
Ejercicio 2.4.1.- Sea (Q, A, 1) un espacio de medida 'y f =57 | anla,, con
an € (0,00) y An € A, calcular | f dp.
Ind. [ fn=3[Ffa |

Ejercicio 2.4.2.- Sea f > 0 integrable. Demostrar que Ve > 0 existe un medible
A, con p(A) < oo tal que [ f < [, f+e.

Ind. An={1/n < f}TA={0<f}, p(An) <ooy [4 [T [y f=[F 1
Ejercicio 2.4.6.- Sean f, f, > 0 integrables, tales que f, — f c.s. Demostrar
queffn_)ffSi"an_ﬂ_)O'

Ind. Por ¢l TCD, pues —f < fn—|f — ful < f, por tanto [ fr— [ |fa—f] — [ f-
1

Ejercicio 2.4.8.- Sean f, f, integrables, tales que f,, — f c.s. Demostrar que
S fn = fl = 0sii [|fal = [If]-

0 ‘Ind.IPor el TCD pues —|f| < |fn]—|fn—f] <|f], por tanto [|fn|— [ |fn—f| —
fl.

Ejercicio 2.4.14.- Calcular:
1
lim (1 +nz®)(1 4 2°) " dm.
n—oo 0
Ind. Por el TCD, pues: 1 es integrable; 0 < f,, < 1, ya que
(142" =14 nz®+ (1/2)n(n — Dz* +... > 1 + na?,
y Jn 1 O, pues

(1+z2)" S 14 nz? 4+ (1/2)n(n — 1a*

—oo. 1
14+nz?2 — 14+ nz?
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Ejercicio 2.4.16.- Sea f: R — R medible tal que e f(x) es integrable para
todo t € (a,b) C R Demostrar que F(t) = [e'* f(x)dm es diferenciable y que
= [ze' f(z)dm.

Ind. Para cada s € (a,b) existe un € > 0 tal que [s —€,5 + €] C (a,b). Basta
demostrar que F' es diferenciable en I = (s — §,s + ), para § = ¢/2. Existe r > 0,
tal que para & > 7, © < %%, por lo que el médulo de la derivada del integrando,
|z e!® f(x)|, estd acotado para t € I por la funcién integrable

=97 | f(z)], siz< —r,
re(s=9% | f(z)], si —r <z <0,
re(stoz | f(g)], sio<az<r,
eIz | f(z)|, siz >,

h(z) =

y el resultado se sigue del teorema de derivacién bajo el signo integral. 1

Nota. Para los siguiente ejercicios puede ser util recordar que:

lim (14 1/an)*" =e,

lan|—o0

Ejercicio 2.4.17.- Demostrar que parat > 0 y 0 < a < 1, la sucesién (1 +
(t/m)*)™ es creciente y para 1 < a, (1 — (t/n)*)™ también es creciente.

Ind.
() 6 -
(n — o) nem

((’I’L + 1)o¢ _ ta)n+1 S (n + 1)a(n+1) ’

IN

lo cual induce a considerar la funcién

(n® —x)"
fa) = — o
(n+1)> —z)nt

y demostrar que f’ < 0, en cuyo caso f(z) < f(0), para todo x > 0. El otro es
similar. 1

Ejercicio 2.4.18.- Demostrar que

n—oo

(a) lim (1 — 7> logtdm = / “logtdm.
1
! t
(b)  lim (1 — ﬁ) logtdm = / “logt dm.
0

n—oo

Ind. (a) Se puede hacer utilizando el ejercicio (2.4.17) y el TCM pues 0 <
I(1,n)(1 = (t/n))™"logt y (1 — (t/n))™ es creciente para 0 < ¢t < n.
También se puede hacer utilizando el TCD, probando que

(1) (1 = (¢/n)" log t] = I (1 ) (1 = (t/n))" logt < e 't,

y demostrando que e~ 't es integrable.
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(b) se sigue del desarrollo de (a), utilizando el TCM y teniendo en cuenta que
como en (0,1) el logt es negativo, la sucesién (1 — (t/n))™logt < 0 y es decreciente.

Ejercicio 2.4.19.- Sea f no negativa e integrable, con 0 < [ fdu=c < ooy
sea 0 < a < oo. Demostrar que

o 00, si 0<a<l,
lim [ nlog {1+(f) ]d,u: c, si a=1,

n—oo E
0, si 1 <a<oo.

Ind. La sucesién 0 < f,, = nlog[l 4+ (f/n)%], es creciente para o < 1, por el
ejercicio (2.4.17) y

10, sia>1.

|: f an 1 (n/f)n(f/n)* 1
1+<7) } :{1+7] , %=1, sia=1
n (n/f)*

Too, sia<l.

vy fn T fparaa=1y f, T oo para a < 1, en cuyo caso el resultado se sigue del
TCM. Paraa > 1, fn < af,puesparax >0y a>1, 1+ 2% < (14 z)* (ya que si
hz) =1+z)*—2*—1,h(0)=0y h'(z) >0),y

an noa
(@) ] =0 e
n n
y se aplica el TCD. 1

Ejercicio 2.4.20.- Demostrar que si f es u—integrable, entonces para cada e > 0,
existe un § > 0, tal que

wE)<é = /E|f|du<e.

Ind. Sea A\(A) = [, |f| du, que es una medida finita y B, = {|f| > n}, entonces
By | B ={|f| = oo}, por tanto A(Bn) — A(B) = [ |f|du = 0, por tanto existe un
N €N, tal que paran > N, A\(By) < €¢/2. Ahora bien

€
[oiftau= [ ifldus [ il < S ma(e),
E ENB,, ENBe

n

y basta tomar § < e/2n. 1
Ejercicio 2.4.21.- Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable F(z) =
ffoo f dm es uniformemente continua.
Ind. Aplicar el ejercicio anterior. 1
Ejercicio 2.5.1.- (a) Demostrar que si f tiene integral impropia de Riemann,

entonces es continua c.s. (m), pero no reciprocamente.
(b) Si f > 0 y es acotada en cada compacto, entonces se tiene la equivalencia.
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Ind. (a) Se sigue del teorema de caracterizacién, pues es Riemann integrable en
cada intervalo acotado y por tanto en él es continua c.s. El reciproco no es cierto
para f(z) = =, ni siquiera para f acotada, f = I[g,00) = {(—c0,0)-

(b) Por el Teorema de caracterizacion f es Riemann integrable en cada intervalo
[an,bn], para cualesquiera ap — —oo0 y by — 0o y f es lebesgue medible en [an, bn].

ademds fn = fljg, 5,] T f ¥ f es Lebesgue medible y f:: f(x)de = [ fu 1 [ f, por
el Teorema de la convergencia mondtona. 1

Ejercicio 2.5.2.- Sea f: R — R no negativa, con integral impropia de Riemann
finita, demostrar que f es Lebesgue medible e integrable y las dos integrales
coinciden. Dar un contraejemplo si quitamos la no negatividad.

Ind. Consideremos la sucesion fn = fI[_, n), para la que fn T f, entonces es
Lebesgue medible por serlo las f;, y por el Teorema de caracterizacion y el Teorema
de la convergencia mondtona

/j:o f(x)dx = nli_{nQQ /j; f(x)dz = nli_)moo/fndm = /fdm,

Si quitamos la no negatividad es falso pues por ejemplo para

oo _1 n
f= Z uI[nfl,n)v
n=1 n

existe

[ s =y 0
- n=1

y es finita y sin embargo no es Lebesgue integrable, pues no lo es | f|, ya que f |fldm =
S(1/n) =oco. 1

Ejercicio 2.5.3.- Demostrar que si f: R — R es Lebesgue integrable

/ fdm= lim fdm.
[—o0,00] @00, 000 Jla )
¢ Es cierto si existe la integral pero no es finita?
Solucién.- A\(A) = [, fdm es una carga y si An T A, M(An) — A(4). 1

Ejercicio 2.5.5.- Calcular:

(a) limp oo [~ (1 + (z/n))"" sen(z/n) dm.

(b) limy, oo [,° nsen(z/n)[z(1+ )]~ dm.

(¢) limp oo [, (1 +n?z®)~" dm, en funcién de a.

Ind. (a)= 0 por TCD, pues la sucesién (1 + (z/n))™ es creciente —y converge a
e®—, por tanto, |(1+(x/n)) "™ sen(xz/n)| < (1+(x/2))~2, y esta tltima es integrable.
(b)=m/2 pues |sent/t| < 1y [ dx/(142?) = arctan(z) y para (c) se hace el cambio
t = nx.

Ejercicio 2.5.6.- Dadas las funciones

B e P 2 B 1efm2(t2+1) 0
f@) = /06 ) g(x)—/oﬁ )
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demostrar que:
(1) f(@) + gla) = =/4.
(2) [T dm = \/7/2.

Ind. (1) f'(z)+¢'(z) =0. (2) limg—oo g(z) =0. 1
Ejercicio 2.5.7.- Demostrar:
(1) [ ™ e dm = (2n)ly/7 /4™ n!.
(2) Paraa >0, [ e~ cosardm = \/7?67(12/4.
(3) Parap >0, fol " Nz —1)"ogzdm =320 1 1/(p+n)*.

2n-+1 e~

Ind. (1) Por induccién derivando z : y utilizando el ejercicio anterior.

(2) cosz =300 o (—1)"x2"/(2n)!.
(3) /A —=2)=37",2",

(z"*tPlogz™!) = (n+ p)a" P lloga =t — gntPL
por tanto fol e tPllogxldzr =1/(p+n)2. 1

Ejercicio 2.5.8.- Demostrar que es de clase infinito la funcién en (0, c0)

F(y):/ e x¥ " ldm,
0

y que verifica: T'(y+1) = yI'(y) paray > 0, queT'(n+1) = n!, paran =0,1,2,...
y que T(1/2) = /.

Ind. Basta ver que lo es en cada intervalo (a,b) con 0 < a, para lo cual tenemos
que probar que tanto la funcién f(z,y) = e *x¥~!, como sus derivadas parciales
O*f/oy* = e Tax¥~1(logx)F estdn acotadas por una funcién integrable para todo
y € (a,b).

Observemos que para 0 < x < 1, z" = e es decreciente en r y para 1 < x
creciente, por tanto para y € (a,b) y 0 < = < 1, 2¥~! < 22! mientras que para
1<z, z¥ 1 <zt~ por tanto tenemos

rlogx

a—1 si0<xz <1,

—e Ta¥l <« I
fay) =e el < gol@) {Mew/Z, sil<a,

(pues sup{e™*/2 b1 .z > 1} = M < oo ya que limz— oo e”*/220~1 =0) y

2z (—logz)?, si0<z<1,

e T ¥ 1 logz|™ < T) =
[log 2| < gn(2) {NeI/Q, sil<uw,

pues limy— oo € %/2 2" 1og" 2 = 0, ya que logz < « y limz— o e~ */22F = 0, para
todo k.
Veamos ahora que las g,, son integrables: en cualquier caso (e~%/2)" = — e /2 /2 <
f1°° e~ %/2 = 2¢71/2 y por induccién veamos que % 1(—logz)* es integrable en
,1). Para k = %) =ax* "t & [f2%7" =1/a. Parak=n se tiene
(0,1). Para k =1, (z%)’ o=l g [L 20~ =1/a. Parak =n+1 se ti

(z%(—log )™)Y = az® Y (—logz)" ! + 2% (n + 1)(—log z)" (—z~ 1)

y el resultado se sigue pues por induccién limg—.o 2% (— log )"+ = 0.
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Por tdltimo derivando e™* z¥, respecto de x, se demuestra que I'(y + 1) = yI'(y),
ahora bien por el ejercicio (2.5.4), I'(1) = 1 y haciendo el cambio = = 2, se sigue del
ejercicio (2.5.6) que I'(1/2) = /7. 1

Ejercicios resueltos Tema III

Ejercicio 3.2.1.- Sean Q1 y Q)2 espacios topoldgicos. Demostrar que:
(a) B(1) ® B(Q2) C B(21 ®@ Q2).
(b) Si sus topologias tienen bases numerables, B(Q1) ® B(22) = B(1 x Q).

Solucidén.- (a) Como las proyecciones m;: Q1 X Q2 — €; son continuas son
B(Q1 x Q2)-medibles, por tanto dados A € B(Q1) y B € B(Q2),

Ax B=nA)Nm, ' (B) € B(Q1 x ),

y se sigue la inclusién de (a).
(b) Si C; es una base numerable de la topologia 7; de Q;,

C={UxV: UE€C,V e} CB()®B(e),
es una base numerable de la topologia producto 7, por tanto
T Co(C) C B(1) ® B(22),
y se sigue el resultado. 1

Ejercicio 3.2.4.- Sea f: R? = R, tal que f, es Borel medible para cada = y fY
continua para cada y. Demostrar que f es Borel medible.

Ind.- Basta observar que la sucesién de funciones medibles

fa@,y) = > /) i-1)/mco<i/n} o

i=—00

verifica fn — f, pues fn(z,y) = f(an,y), para un z, = i/n tal que |z, —z| < 1/n.

Ejercicio 3.6.1.- Sea (9, A, ) un espacio de medida o—finita y f: Q — R
medible y no negativa. Demostrar que la grafica de f es medible

E={(z,9) €Qx[0,00]: y=f(2)} € A® B(R),

y que u X m(E) = 0.
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Ind. Consideremos las funciones medibles 72 (z,y) = y y h(z,y) = f(z), entonces
E={h=m3}ycomom(E;)=0, uxm(E)=0. 1

Ejercicio 3.6.2.- Sea (2, A, ) un espacio de medida o—finita y f: Q@ — R
medible y no negativa. Demostrar que la funcién F(y) = u{f *(y)} es medible
yF=0cs

Ind. En los términos del ejercicio anterior F'(y) = p(EY) y 0 = p x m(E) =
[ Fy)dm. 1

Ejercicio 3.6.4.- Sea (Q, A, 1) un espacio de medida o—finita, f: Q — [0, c0]
medible y 1 < p < oco. Demostrar que

/f" dp = /Oooptp’lu{f > t}dt.

Ind. Haciendo el cambio de variable s = tP,

/fpdu:/Ooou{fp>s}ds:/oooptp71u{f>t}dt. 1

Ejercicios resueltos Tema IV

Ejercicio 4.2.4.- Sea (2, .A, \) un espacio medible con una carga. Demostrar:
(a) g es A\—integrable si y sélo si es |\|-integrable.
(b) Si g es A—integrable, |[ gdA| < [ |g|d|A|.
(c) Existe una medida p y una funcién medible f, con integral respecto de p, tal
que para todo £ € A, \(E) = [, fdu.

Ind. (c¢) Considerar una descomposicién de Hahn, PN, f =Ip — IN y p = |\

Ejercicio 4.2.9.- Sea )\ una carga en un espacio medible (2, A), demostrar que
IAI(A) = sup{> _[\(E:)| : Ei € A, disjuntos, UE; = A},
i=1

(Es cierto el resultado si ponemos Y77, en lugar de sumas finitas?.
Ind. Sean Eq,..., E, € A medibles y disjuntos, tales que UE; = A entonces

D OIMEN <Y IAE) = [A(A),
i=1

i=1
por tanto |A|(A) es una cota superior para el supremo. Veamos que se alcanza, para
ello sea P, N una descomposiciéon de Hahn

IAI(A) = AT(A) +A7(A) = MAN P)| + [AM(ANN)],
y el resultado se sigue pues AN P, AN N es una particién de A. 1
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Ejercicio 4.3.1.- Sea (2, .A) un espacio medible con una medida compleja A =
M +ido = A\ = A7+ — i)y, demostrar que \E < |A| < AT H AT +AF + ).
Ind. X <AF A7 = (N[ <A< Il + el =27 #2070 +AF +25. 1

Ejercicio 4.4.1.- Sea (2, A, i) un espacio de medida y f una funcién medible
no negativa. Si definimos la medida A\(A) = fA f du, demostrar que para cada

funcién medible g
[oar= [ radn.

en el sentido de que si una de las integrales existe también la otra y son iguales.

Ind. Demuéstrese para indicadores, funciones simples, funciones no negativas y
en general. 1

Ejercicio 4.4.3.- Sean p y v medidas o—finitas, con v < p y sea A = p + v.
Demostrar que v < X y si f = dv/d\, entonces 0 < f < 1 cs (u) y que
dv/dy = [/(1 - f).

Ind. Existe g = dv/du, con 0 < g < oo, entonces g+ 1 =d\/dpy f(g+1) =
dV/(du)7 por tanto g = f(g+1) cs. (W) y0< f=g/(g+1) <lcs (w)yg=f/(1-f)
c.s.(u).

Ejercicio 4.4.4.- Sean X y u medidas o—finitas en (2, A), demostrar que son
equivalentes las condiciones:
(A pKAy AL p.
by {AeA: pA)=0}={AeA: \A) =0}
(c) Existe una funcion medible g: Q — (0,00), tal que \(A) = [, gdu.
Ind. (a)<(b) es trivial.
(a)=(c) Por el Teorema de Radon—Nikodym 0 < dA/dp < oo y por el ejercicio
anterior
_du_dudd
Cdp dhdy’
por tanto d\/du es invertible c.s. y por tanto positiva c.s.
(c)=(a) Como existe g~! y es no negativa tiene integral y si consideramos v(A) =
J4 971 dA, tendremos que

dv  dvd\ 1
—=—-——=g'g=1 = v=u 1

dp dhdp

Ejercicio 4.4.5.- Demostrar que si (2, A, 1) es un espacio de medida o—finita,
existe una medida finita A\, que tiene los mismos conjuntos nulos que .

Ind. Sea A, una particién de Q, con 0 < pu(Ay,) < co (observemos que los de
medida nula los podemos unir a cualquier otro A, de medida positiva) y sea

> 1
g= —1a,,
; QnU(An)

entonces el resultado se sigue del ejercicio anterior para A(A) = [, gdu. 1
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Ejercicio 4.4.6.- Sea (2, A, ) un espacio de medida finita y f : Q@ — C
integrable. Demostrar que si S es un cerrado de C, tal que para cada E € A con

u(E) > 0, se tiene
1
— [ fdues
n(E) /E

entonces f(z) € S cs.

Ind. Hay que demostrar que u[f~1(S¢)] = 0, ahora bien como S° es abierto es
una unién numerable de discos cerrados y basta demostrar que para cualquiera de
ellos D[z,7], u[f~1(D[z,r])] = 0. Supongamos que no, que E = f~1(D[z,7]), tiene
w(E) > 0, entonces llegamos a un absurdo, pues

(E)/f " ‘ ’M(E) Z)dﬂ‘ﬁﬁ/EIf—zMugr. 1

Ejercicio 4.4.7.- Sea (0, A, 1) un espacio de medida. Demostrar que {\ €
M(AR) : X\ < p}, es un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach
M(A,R).

Ind. Veamos que su complementario es abierto. Sea M, = {A € M(A,R) :
A< pty A€ M— M,, entonces existe A € A, tal que u(A) = 0y A(A) # 0,
entonces para 0 < r < [A(A)| y [[v — Al <7, v € M — M, pues

[(A) = A < [lv = All <,
y por tanto v(A) #0. 1
Ejercicio 4.4.8.- Sean 11 < 1 en (Q1, A1) y va < 2 en (2, As),
medidas o—finitas. Demostrar que V1 X vy <K 41 X 2 y que

d(l/l X 1/2)
d(p1 % pi2)

vy (v

X = X
(@y) = g @a, W
Solucién.- Sea E € A tal que p(E) = p1 X p2(E) = 0, entonces como p(E) =
J p2(Ez)dps, p2(Ez) =0 cs. p1, por tanto c.s. v1 y v2(Eg) =0 c.s. v1, por tanto
v(E)=v1 X v2(E) = [va(Ez)dry = 0.
Ahora si f = dvi/dp1, g = dve/dus y h(z,y) = f(x)g(y), entonces como h > 0,
tiene integral y

u(E):/VQ(Ex)dul:/(/Ezgdmdul :/(/Ezgdm)fdm
:/(/IEmhzdﬁQ)dﬂl =/Ehdu~
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Ejercicios resueltos Tema V

Ejercicio 5.5.1.- Calcular el drea y el volumen de la elipse y elipsoide respecti-
vamente , ) ) , )

T Yy T Y z°

2ttt atpta-t

Ind. Consideremos la aplicacién lineal

TR LR, (n.y) (‘5 2) (Zj) = (Z;C)

que para F = {(z,y) € R : 3 + Ly <1}, y B ={(z,9) 12> +¢* < 1}, T(B) = F,
por tanto
m|E] = m[T(B)] = |det T|m[B] = abrw. 1

Ejercicio 5.5.4.- (a) Demostrar que el drea de la esfera de radio r es 4mr>.
(b) Demostrar que el drea del casquete esférico de radio r y altura h es 27rh.

Ind. Basta demostrar (b). La proyeccién del casquete es el circulo de radio
k = 2rh — h2, pues k% 4 (r — h)? = r2, y su 4rea es para z(z,y) = /72 — 22 — y2
y U= {a® +y* <k?}

dz dy
2 2 —
/U,/1+zz+zydzdy_r Tt

y por el teorema de cambio de variable para F' = (f1, f2): V = (0,k) x (
F(p,0) = (pcosf,psinh), como F(V) = U = {22 +y?> < k2} y J
|[f1pf20 — frof20] = p,

dx d dp df k
r/ Y pap —727rr[ r27p2]0227rrh. 1

_ =17 _ =
F(V) /T2 — a2 —y? vV /12— p?

Flp,0)) =

Ejercicios resueltos Tema VI

Ejercicio 6.2.2.- Sea (2, A, u) un espacio de medida o—finita y f: Q — C
medible. Demostrar que j15(B) = p[f~'(B)] es una medida en B(C), y que si
f € Lo, entonces

K ={z€eC: us[B(z,¢)] > 0,Ve > 0},
es un compacto, donde B(z,e) = {7’ : |z’ — z| < €} y que

[flloc = sup{lz| : z € K}.
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Solucidén.- Veamos que K€ es abierto. Sea z € K€, entonces existe ¢ > 0 tal
que pyf[B(z,¢)] = 0, pero entonces B(z,e) C K¢, pues la bola es abierta y dado
z' € B(z,¢€), existe un 6 > 0, tal que B(z',8) C B(z,¢€), por tanto pus[B(z',8)] =0y
2’ € K°. Ahora veamos que K es acotado, para ello veamos que si z € K, |2| < ||f|lc
6 equivalentemente que si || f||oo < |2|, entonces z ¢ K, lo cual es obvio pues z estd
en el abierto B0, || f]lco]® ¥ por tanto existe un € > 0 tal que

B(z,¢) C B0, [|flloc]® = ns(B(z,€) < pg(B0, | fllc]®) = u(1f] > Ifllc) = O,

(por ser el espacio o—finito), por tanto z € K*¢.

Ahora veamos que el supremo es ||f||co. Para ello hemos visto la desigualdad
“<”, veamos la otra, para lo cual basta demostrar que para todo ¢ > 0 hay puntos
de K en la rosquilla compacta

C={z:1lfllc —e<|z[ < [fllc}-

En caso contrario para cada z € C existirfa un e, > 0, tal que ps(B(z,€z)) =0y
por compacidad C se rellena con una coleccién finita de estas bolas y u¢(C) = 0, por
tanto

I =2 1 fllee — €} = pp{lzl 2 I fllc —€} =0

lo cual es absurdo. 1

Ejercicio 6.2.3.- Demostrar que si 0 < r < p < s < oo, entonces L, N Ls C
L,C L, + Ls.

Solucién.- Sea A = {|f| < 1}, entonces si f € Ly N L5,y s < o0

Juuvdu= [ 1spdu+ [ 157 du

< [ isedus [ [1 et [157dn < oo,

v sis = oo, [f] < Ifllee c:s. (ver efercicio (7)) y [y [FIP < [fIBn(A%) < oo,
pues p(A€) < oo por la desigualdad de Tchebycheff. Para la segunda inclusién,
F=Iaf+Tacf €Ly, Ianf € Ls, IpncfeLyr. 1

Ejercicio 6.2.4.- Demostrar que si0 < r < s < oo y f € L. N L, entonces
f € Ly, para todo p € [r, s|; que la funcién

é(p) = 10g/ |fI? dps,

es convexa en [r,s] y que || fllp < max{||f|l~, ||flls}-

Solucién.- Sean r < a < b< syt € |[0,1], entonces basta demostrar que

eSltat(1-1)b] < et¢(a)+(17t>¢<b)7

es decir que, para ¢ = ta + (1 — t)b,

JIRCE (/If\“du)t (/mbdu)l*t,
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y esto es consecuencia de la Desigualdad de Holder, pues parap = 1/ty g =1/(1—1),
obviamente conjugados y las funciones g? = |f|%, h? = |f|®, tendremos que g € Ly,
h € qu y

a_ b
gh=|flpTa = |ftat(=00 = |f|e,

ademds tomando ahora a = r y b = s y un valor intermedio ¢ = tr + (1 — t)s,
tendremos que

1e t/e (1-t)/c
1]l = (/Iflcdu) < (/\frdu) (/w‘du)

= A1 A0 < max{|If 1, [ £]ls}. 0

Ejercicio 6.2.5.- Demostrar que un espacio normado £ es completo sii para cada
sucesion Ty, € €

Z lzn]] <o = an es convergente.

Solucién.- =) Sea Y [|zn| < oo, entonces vy, = >_i ; z; es de Cauchy y tiene
limite por ser el espacio completo.

<) Sea v, de Cauchy e y, una subsucesién suya tal que ||[yn+1 — yn| < 277,
entonces para Tn = Yn+1 — Yn, 2 ||Znl| es convergente, por tanto también es conver-
gente Y. xp = x y COMO Yp = Y1 + Z 1 z;, tiene limite asi como v,. |

Ejercicio 6.2.7.- Demostrar que si f,g € L, para 0 < p < 1, entonces

1f + gl <257 (1 llp + llgll)

Ind. Por la desigualdad (a +b)" < a” +b", para 0 <r <1y a,b> 0y por la
concavidad de xP

1 +glPdp _ [ ISP da+ [ lglP dp _ ((f|ff’)”"+
2 - 2 - 2

(fgw)l“’)p. '

Ejercicio 6.2.8.- Demostrar que si f € L, para algiin 0 < p < oo, entonces
Ifllr — cuando r — 0.

Solucién.- Si f € L, N L, entonces

{|f] >0} eso-finitoy {|f|] > ||fllec} es loc. nulo,

por tanto su interseccién A = {|f| > || f||oo } €s nulo y para r > p

1/r
||er:</|f\”\f|’”“’d#> ( LT pdu)
1
< I AISP (/ \fl"du) = 1A r1E T <
AC
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y haciendo r — oo se sigue que limsup ||f||» < ||f|loc. Ahora para cada € > 0,
B = {|f| > ||flloc — €} no es localmente nulo, por tanto p(B) >0y

1/r
WB (Sl =9 < ([ 17 a) <15l
por lo que p(B) < oo y haciendo r — oo, tendremos que

[lfllcc — € < liminf || f]|-,

y el resultado se sigue. Si por el contrario || f||oc = 00, entonces para todo n, u{|f| >
n}>0y

1/r
p{lf] >} < (/{f|> }frdp) <11l

y haciendo r — oo, tendremos que n < liminf || f||, y el resultado se sigue. 1

Ejercicio 6.2.9.- Demostrar que si 4(2) < oo y 0 < r < s < oo, entonces
Ls C L, yquepara f € L

1_1
r s

1F1l- < WA lsp(€2)

Ind. Sea f € L, entonces para p y g conjugados, con 1 < p=s/r, fT € Ly, y
como 1 € Ly, tendremos por la Desigualdad de Holder que f"-1 = f" € L1, es decir
f € L, y ademas

1/p
/w <Ml - N1 lg = (/W du) (@),

el resto es simple. 1

Ejercicio 6.2.10.- Demostrar que si u()) < oo y fn, f son medibles, entonces:
(a) Si fn — f c.s., entonces f, — f en medida (es decir que para todo € > 0
existe un N € N, tal que paran > N, p{|fn — f| > €} <€).
(b) Si frn — f en L, (con1 < p < o0), entonces f, — [ en medida.
Solucidn.- (a) Observemos que fr(z) no converge a f(z) sii existe un € > 0, tal
que para todo N € N, hay un n > N, para el que |fn(z) — f(x)| > €, por lo tanto

0=p{fn + f}=p{Ue>0 NF=1 UnZnlfn — f| > €},
y para cada € > 0y An(e) = {|fn — f| > €}, como la medida es finita se tiene (ver
ejercicio 1.3.5)
limsup p{An(e)} < p{limsup An(e)} =0 = limu{An(e)} =0.
(b) Para p < oo, por la desigualdad de Tchebycheff

I fn — fllp
€pP

:U‘{A'fl(e)} S - 0=

y para p = oo, dado el € > 0, basta considerar N tal que paran > N, || fn — f|loc <€,
pues

p{lfn = f1 > et < p{lfn = fI1> lfn = fllc} = 0.
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Ejercicio 6.2.11.- Demostrar la Desigualdad de Jensen, es decir que si
w(Q) =1, f: Q — (a,b) es medible e integrable y ¢: (a,b) — R es convexa,
entonces ¢ ([ fdu) < [po fdu.

Solucidén.- Toda funcién convexa tiene la propiedad de que para todo zg € (a,b)
existe una funcién afin, h(z) = pz+c, tal que h(z) < ¢(z) y h(zo) = p(z0). Tomemos
To = f f du, y veamos en primer lugar que zo € (a,b), para ello observemos que para
a = —oo, como f es integrable, a < xg, por lo que también si b = co es zg < b. En el
caso finito, pongamos b < oo, si fuera xg = b, como f < b, b — f > 0 y tiene integral
nula, lo cual implicaria que b — f = 0 c.s., lo cual es absurdo. Ahora el resultado es
evidente pues tomando la funcién h correspondiente tendremos que

eo(/fdu) =e0(xo)=h(wo)=pro+c=p(/fdu>+c

:/(pf+6)du:/h[f]du§/w[f]du- 1

Ejercicio 6.2.12.- Demostrar que si n(2) = 1 y f, g son medibles y positivas y
tales que fg > 1, entonces ([ fdu) - ([ gdu) > 1.

Solucién.- 1/f < g y por la Desigualdad de Jensen, para ¢(z) =1/z,
1 / 1
—— <[ 2dp< / gdp. 1
J fdu f

Ejercicio 6.2.13.- Demostrar que si 0 < r < s < o0, entonces l,, C Is.

Solucién.- Para s = 0o es obvio, pues si 2, es tal que > |zn|" < 00, en particular
tendremos que |zn|" < 3 |zn|" < 0o y por tanto |z, | estd acotada. Sea ahora s < oo,
como sélo hay un conjunto finito F' de n para los que |zn| > 1, pues en caso contrario
S lznl” > 3 lza|" = oo, se tiene que

oo
STzal® =l + D fwal* <3 lzalt+ Y Jal" <oo. B
n=1 F N—F F N—F

Ejercicio 6.4.1.- Sea g € Lo, demostrar que para 1 < p < oo, si f € Ly,
g9f € Ly, que la aplicacién G: L, — Ly, G(f) = gf, es lineal y continua y que
||GH = Il
Solucién.- Si f € L, y g € Lo, entonces |fg| < |f]|lg]loo ¢-s., por tanto |fg|P <
IF1PllgllEs cs. y IG(Nllp < llgllscllfllp, por tanto G es acotada y [|G]| < lglleo,
veamos la otra desigualdad, para ello sea € > 0, entonces {|g| > ||g|lcc — €} no es
localmente nulo y tiene un subconjunto medible A, con 0 < p(A) < oo, por tanto

f=Ia €Ly, Iflp=nu(A)VPy

(gl — (AP < (/ £gIP) P = 1IG()llp < NG p-
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