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CHALLENGE ACCEPTED

1. Medida

def SCP(X

(I X,0eS
(IT) Si A,B € S, entonces ANB €S
(ITI) Para cualquier A, B € S, existen (C;)_; C S disjuntos
tales que A\ B=J;_, C;

) se dice semidlgebra si

def ACP(X

I XeAd
(IT) Si A,B € A, entonces A\ B € A.

) se dice algebra si

En particular, A es una semidlgebra.

def M C P(X) se dice clase monétona si (4, )neny € M
v A, /Ao A, \, A, entonces A € M. Toda o-algebra es
clase mondtona. Se define también, como siempre, la clase
monétona engendrada por C C P(X) y se denota M(C).
Se tiene que M(C) C o(C).

88 (de 1a Clase Monétona) Sea A dlgebra y M clase
mondtona tales que A C M. Entonces o(A) C M.

BB (Monotonia y o-subaditividad) Sea S C P(X)

una semidlgebra y p: S — R,. Entonces

(1) Si (Ap)nen son disjuntos y A € S es tal que
Unen An € A, entonces

> n(Ay) < u(A)

neN

En particular, la medida es mondtona creciente

respecto a la inclusion. Ademds, B C A,A\ B €

S, 1(B) < +00 — p(A\ B) = u(A) — u(B)
(II) Si A€ S y(Ap)nen €S son tales que A C |

entonces p(A) < 2 cni(An).
subaditividad.

nGN
FEsto se llama o-

obs Sea X = R y la familia S(R) = {(a,b] : a €
RU{—o0},b € RU{+00}}. S(R) resulta ser semidlgebra y
o(S(R)) = B(R).

def Una funcién p*
rior si

@
(1)
(I11)

: P(X) — Ry se dice medida exte-

pr=0
A g B — pu*(A) < u*(B)
ues o- bubadltlva O sea,

<Y H(4)

neN

(An)neN - P (U A )

neN

def Sea p*
AcP(X

: P(X) — R, medida exterior. Un conjunto
) se dird p*-medible si

VE € P(X) u(E) = u* (BN A) +p*(B\ 4)
Notemos que la desigualdad < es obvia por o-subaditividad.
Luego, para las demostraciones basta probar el otro lado so-
lamente.

B8 5co v - P(X) — R, medida exterior. La familia
n ={A € P(X) : A es p*-medible} es una o-dlgebra y la
restriccion de pu* a7 es una medida.

88 (Carathéodory) Sea S semidlgebra y @ S — R,
una medida. Definimos p* : P(X) — Ry por u*(A) =
inf 4, yer(a) 2on #(An). Entonces p* es medida exterior, ex-
tenszon de p y la o-dlgebra de conjuntos p*-medibles, n, con-
tiene a o(S).

88 (Hahn) Sea S C P(X) una semidlgebra y una medida
u:S — Ry o-finita. Entonces existe una tinica medida que
extiende p a o(S).

- Sea S una semidlgebra y p : S — Ry una medida.
Consideremos p* la medida exterior asociada a p. Entonces
VA € P(X),3B € o(S) tal que AC B y u*(A) = p*(B).
- (Pepepe) En el caso del lema anterior,

VACP(X), u(4)= inf
ACB

©*(B)

- Sea S una semidlgebra y pn : S — Ry una medida
o-finita. Sea p la dnica extension a o(S). Sea p* la medi-
da exterior asoctada a p y n el conjunto de los p*-medibles.
Entonces (X,n,u*|,) es la completacion de (X,0(S),pn). O
sea, la extension de Carathéodory nos entrega exactamente el
espacio completado de la inica extension de p a o(S).

def Sea (X,7,u) espacio de medida, (X,0) espacio
topolégico Hausdorff-separado. Denotemos por B = B(X, 0)
a la tribu boreliana de X y supongamos que 5 C 7. Diremos
que u es regular si

(I) Para todo K compacto, p(K) < +oo
(IT) Para todo A€ T, u(A) = fnfz%% w(0)

(III) Para cualquier # € ©, u(0) = supxex pu(K)
KCo

IC serd el conjunto de compactos de (X, ©). Al ser Hausdorff,

todo compacto es cerrado, luego, medible.

- Sea (X, T, u) un espacio de medida reqular. Entonces

para todo A € T con medida finita, p(A) = supkex w(K)
KCA

Sea (X,T,p) espacio de medida, (X,0) espacio
topologico Hausdorff-separado; tales que B C T, X es unidn
numerable de compactos y si K € IC, entonces tiene medida
finita. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1)
(11)
(I17)

u es regular.
Para todo A € T, u(A) = infgeo p(0)
ACO

Para todo A € T,e > 0, existe € O tal que A C 6 y
u(O\ A) < e
Para todo A € T e > 0, existe F C A cerrado tal que
A\ F) <e

(1V)

En  cualquiera de estos casos se tiene que p(4A) =
suprex p(K) y considerando el espacio de medida
KCA

(X,B, u|g), se tiene que T C B.
- Sea (R,Lp,pur) un espacio de medida de Lebesgue-
Stieltjes. Entonces pp es reqular. Mds ain, si consideramos la
medida exterior u}. de Carathéodory asociada a i en S(R),
entonces para todo A € P(R), pi(A) =infaco ur(6).

0co

B e (R BR"),p
tonces 1 es regular.
88 (Hahn-Jordan) Sea T una o-dlgebra y p = T —
R U {400} una medida con signo. Entonces piy, pu— y |pl
son medidas que van de T a R. ji_ es acotada. Se tiene que
B=py — pe y |l = py £ ope

Sipr 0 T — Ry, pe @ T — Ry son medidas tales que
W= p1 — pa, entonces py < p1, y p— < po. Ademds, |u|

) un espacio de medida finita. En-



es la medida mds pequeria que satisface que para todo A € T,
()] < [ul(A).

Por ultimo, existe una particion medible de X, que llamare-
mos {P, N}, que satisface que VA€ T,AC P = pu(4) >0y
VAeT,ACN = u(A) <0.

2.

def Sean (X,7)y (Y,Z) dos espacios medibles. Una fun-
cién f: X — Y se dird 7-Z medible (o simplemente medi-
ble) si para todo B € Z, f~1(B) € T.

Si (X,7) es un espacio medible, denotaremos por M =
M(X,T,R) al conjunto de las funciones f : X — R que
son 7-B(R) medibles. Andlogamente, M, son las funciones
medibles que toman valores positivos. Si f es 7-B(R) medible,
entonces también es 7-B(R) medible

BBl 5co (X.T) un espacio medible y consideremos C C

P(RR) una coleccion tal que o(C) = B(R). Entonces f : X —

R es medible si y solo si para todo A€ C, f~1(A) €T

Si (fa)nen € M, entonces las funciones sup,, fn,
int,, fn, imsup,, f, y liminf, f, son medibles. En particular,
si fn — [ puntualmente, f es medible.

- Toda funcién simple es medible.

- Sea f € My. Entonces existe (fn)nen C &4 tal que
para todo x € X, fn(x) / f(x). Esto lo denotaremos f,, /' f

def Sea f € M. Tomemos (fn)nen C &4 tal que f,, " f.
Se define la integral de f como [ fdu = lim, [ f,du. Esta

definicion es consistente. Ademads es monétona y lineal.

- Sea f € M. Entonces

/fdu= sup /gdu
gES+

g<f

Integracion

Sea f € M, entonces f € L' & |f| € L. En este
caso, se tiene |[ fdu| < [|f|du. Ademds, la integral sigue
siendo lineal y mondtona para funciones en L.

[B88 Sca f € L'. Entonces f =0 ctp ssi para todo A € T,
fA fdp =0.

Bl Sco Sy € LY. Entonces f < g ctp ssi para todo
AeT, [,fdu < [,gdu. Ademds, f = g ctp ssi para todo
AeT, fA fdu= fA gdu. Por si fuera poco, sea h funcion tal
que h = f ctp. Entonces h € L' y [hdu = [ fdu.

3.

88 (Convergencia Monétona) Sea (f,)nen € M tal
que fn, / f. Entonces [ fpdp /[ fdp.
88 Sea (gn)nen € M. Entonces

/Zgndu= Z/gndu

neN neN

Convergencia y L7

- Sea (fn)nen C LY una sucesion de funciones positi-
vas tales que f,, \, f. Entonces f € LY y [ fodu ™\, [ fdpu.
- Sea (fn)nen C L tales que f,, /' f. Entonces f € L*
sty solo si lim,, ffndu < +00.

B (Fatou, primera forma) Sea (f,)nen € M. En-
tonces [liminf, f,dp <liminf, [ f,dp

88 Sea (fn)nen € My tal que f, — f. Supongamos
que liminf, [ f,du < 4oo. Entonces f € L' y [ fdu <

liminf, [ f.du.

- (Fatou) Sea (f.)nen C LY yg € LY. Entonces se tiene
que si liminf,, f, € L' y f, > g, entonces [liminf, f,du <
liminf,, [ fodu. Ademds, si limsup,, f, € L' y f, < g, en-
tonces [limsup,, fodp > lmsup,, [ frdu.

88 (Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea
(fu)nen una secuencia en L' tal que f, — f, puntualmente.
Supongamos que existe g € L' tal que para todo n € N dom-
ina la secuencia, es decir, |f,| < g. Entonces f € L1 y
[ 1 fn—fldp — 0. En particular se tiene que [ fnodp — [ fdp.

def Sea (X,7,p) un espacio de medida. Consideremos una
sucesién de funciones f, : X — R. Se dird que f, con-
verge ctp a la funcién f : X — R si el conjunto {z :
ltmsup, fu(z) > limint, fu(2)} U {o : lm, fulz) £ f(2)}
es despreciable. Si 7 es completa, se tiene que f,, — f ctp si
y s6lo si p({a : limy, f(z) = f(2)}°) =0

- (Convergencia Dominada de Lebesgue, versién
CTP) Sea (fn)nen una secuencia en L' tal que f, — f ctp.
Supongamos que existe g € L' tal que para todo n € N, se
tiene que |fn| < g ctp. Entonces f € L' y [|f, — flduw — 0.
Ademds se tiene que [ fodu — [ fdu.

88 (Pseudo-reciproca de TCD) Sea (fu)nen C L' y
f € L tales que || fn — fll1 — 0. Entonces existe g € L' y
una subsucesion (fn, )ken tal que para todo k € N, |fp, | < g
ctp y fn, — [ ctp.

- (Desigualdad de Holder) Sean p y g € [1,+0o0]
tales que %—i— % = 1. Sean ahora f € LP y g € L9, entonces

foe Lt y|[ fadu| <|fllpllgllq

- Sean p, q, v € [1,400] tales que % +% = % Sean
fel?ygeld, entonces fg € L y | fgll» < | fllpllgllq
- (Teorema de Convergencia Dominada, versién
LP) Sea 1 < p < 4+00. Sea (fn)nen C LP tal que fr, — f
ctp. Supongamos que existe g € LP tal que para todo n € N,
|fnl > g ctp. Entonces f € L? y || fn — fllp — 0. Ojo que para
p = +00 no hay, en general, un resultado de convergencia
dominada.

- Sea X un espacio topoldgico localmente compacto. Sea
K un compacto y F un cerrado tales que KNF = (), entonces
existe una funcion f: X — [0,1] continua tal que flg =1y
flr=0.

def Sea f funcién a valores reales. Su soporte es el con-
junto sop f = adh{x : f(x) # 0}

- Sea 1 < p < 400, entonces (6N LP) es denso en LP.

- Sea X espacio topoldgico localmente compacto y
B la tribu boreliana de X. Sea pu wuna medida regular
sobre (3. Denotemos Co(X,R) = {f X — R

f es continua y sop f es compacto} Entonces para 1 < p <
+oo se tiene que Cy(X,R) es denso en LP. Esto no es cierto,
en general, para p = +00.

4. Diferenciabilidad

- Sea (X,T,p) un espacio de medida y g € M.

Consideremos la medida v(A) = [, gdu. Entonces [ €
LYX,T,v) si y solo si fg € LYX,T,u). En este caso,
ademds se cumple [ fdv = [ fgdpu.



def Sean pi, po dos medidas (con o sin signo) sobre F. Se
dird que ps es absolutamente continua con respecto a
(12 < p1) si para A € F se tiene pi(A) = 0= puz(A) = 0.
88 (Radon-Nikodym general) Sea (X,7T) un espacio
medible y p medida positiva o-finita y v medida con signo o-
finita sobre T tales que v < 1. Entonces eziste una funcion
g: X — R T-medible tal que g € LY (X, T,p) que satisface
v(A) = [ 9+dp — [, 9-du y g es unica p-ctp. Si v es pos-
itiva, se puede escoger una densidad g positiva. Ademds, en
este iltimo caso g € LY (X, T, ) si y sélo si v es finita.

- Sea (X, T) un espacio medible. Sea v medida con sig-
no finita y p medida o-finita. Entonces v es absolutamente
continua con respecto a p si y solo si

Ve >0 36>0 tal que u(A) <d=|v(4)|<e

88 (Descomposicién de Lebesgue) Sea i una medida
o-finita y sea v medida con signo o-finita. Entonces existe
una descomposicion v = v, + Vs donde v, y vs son medidas
con signo tales que vy, < 1 y vs U p. Esta descomposicion es
unica y st v es positiva, entonces v, y Vs también lo son.

- (Lebesgue) Toda funcién mondtona es derivable ctp.

[E8# Seco f:R — R medible e integrable en [a,b]. Entonces
p(x) = f; f(u)du es continua y derivable ctp. No sabemos si
o' =1

Son de variacion acotada las funciones mondtonas
sobre [a,b], las lipschitzianas sobre [a,b]. La continuidad no
asegqura variacion acotada. Toda funcion de variacion acotada
es derivable ctp.

88 (Derivada de la integral) Sea f : [a,b] — R inte-
grable. Entonces - [T f(u)du = f(z) ctp.

def [ : [a,b] — R se dird absolutamente continua si
para todo € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier familia
numerable de intervalos disjuntos (ag, b;) se cumple que

D obe—ar) <5=D[f(br) - flar)| <e

keN keN

Si f es absolutamente continua, es continua y tiene variacién
acotada, luego es derivable ctp.

- Sea f: [a,b] — R una funcidn absolutamente continua
y mondtona, tal que f' =0 ctp. Entonces f es constante.

B8 sco f: [a,b] — R absolutamente continua. Entonces
1! es integrable y f(x) = f(a) + f; f(u)du

[E88 Toda funcion f : [a,b] — R mondtona y continua por
la derecha se puede escribir como f = f1 + fo + f3, fun-
ciones mondtonas tales que f es absolutamente continua, fo
es continua y f4 = 0 ctp, y f3 es funcion de saltos. Esta
descomposicion es unica si fa(a) = f3(a) = 0.

5. Dualidad

- Sea (X,T,un) espacio de medida. Consideremos p €
[1,400) y su conjugado q. Definamos ¢ : L9 — (LP)* de
manera que si g € L1 y f € LP, entonces ¢(g)f = fX Sfodu.
Con esta definicion se satisface que si 1 < p < 400, entonces
@ es una isometria lineal biyectiva. Si p =1 y u es o-finita,

entonces lo mismo. Esto dice que podemos identificar al dual
de LP con LA9.

[E8H 5:1 <p < +oo, entonces LP es reflexivo.

obs En general, el dual de L' no es L™.

6.

obs Dados dos espacios de medida (X1,71,11) Y
(X2,75,12), en general Ty X Ty no es o-dlgebra. Se define
T 0T =0(Th xTp).

def Sea A C P(X; x X5). Paraa; € X7 y a2 € Xa, se
definen las fibras de A como

L] Al(al) = {{,CQ e Xy (al,xg) € A} C X5
L] A2(a2) = {1‘1 e Xy (.731,&2) S A} [-¢]

Medida producto

Las fibras se comportan bien bajo complemento y unién ar-
bitraria. Si A € 7; ® Tz, entonces todas las fibras A'(a;) € T3
y viceversa. Si los espacios originales eran de medida o-finita,
entonces la funcién pa(x1) = pa(Al(z1)) es Zi-medible y
viceversa.

B8 Scan dos espacios de medida o-finita. Entonces existe
una unica medida, g1 ® pa2, sobre Ty ® Ty talque para todo
A €Ty ypara todo B € Ty, 1 @ po(A x B) = pi(A)pa(B).
Ademds, T; ® Ty es o-finita y para todo A € Ty ® T se tiene
que

1 ®@ua(A) = /

X1

pa(AYo)dps (1) = [ (4%(e2))daoa)

X2

obs Aunque Ty y T sean completas, Ty @ Ty en general no
lo es. Se denotard por TTQ®Ty y (11®u2 a las completaciones
respectivas en el espacio producto.

- Sea f: X1 x Xo — R que es T, ® T medible. En-
tonces f(-,x22) : X1 — R es Ty-medible para todo x5 € X3 y
viceversa. Ademds, si f es T1®Tz-medible, entonces f(-,x2)
es Tp-medible jip-ctp y viceversa.

88 (Fubini-Tonelli) Sea f: X;x Xy — R, que es T,0T5-
medible. Entonces se cumple que 1 — [ f(x1,22)dpa(z2) es
una funcion Ti-medible y viceversa. Ademds, se tienen las
integrales iteradas:

/fdm ® fiz :/X ; f(z1, m2)dpz(ze)dp (1)
=/ f(x1, 22)dpa (21)dpz(22)
X J X1

Por otro lado, si la funcion fuera Ti®@7T5-medible, en-
tonces la funcion x1 — [ f(x1,22)dpa(z2) estd defini-
da pi-ctp y es 7y medible. Se tiene la misma propiedad
para la otra coordenada y también se tienen las inte-
grales iteradas. Una funcion f X1 x Xy — Ry que
sea TyQTy-medible es integrable si y sdlo si alguna de
las integrales iteradas, [y [y [f(x1,22)|dps(22)dps(21) o
sz le |f (21, 22)|dp(x1)dpa (), es finita. También se ten-
drdn las integrales iteradas.

def Se define inductivamente: B! = B, B""! = B"®@ By
put = p, p"tt = ™ ® p. Entonces (R™, B™, u™) es un espacio
de medida. Se define £" = L(R™) = B™. Entonces el espacio
(R™, L™ u™) es la medida de Lebesgue en R™.

- Si C1 y Co son colecciones tales que o(C;) = T;
tonces o(C1 X C2) = T; @ Ts.

- (R™, L™, u™) es regular.

- Sea 0 # a € R y v € R™. Consideremos la funcion
afin H : R" — R"™ dada por H(x) = ax + v. Entonces los
borelianos y la completacion son invariantes bajo H, es de-
cir, HB(R™)) = B(R™) y H(L™) = L™. Ademds, para todo
A € L7, se tiene que p"(H(A)) = |a|"u"(A). Sia =1, se
deduce que p™ es invariante bajo traslaciones. Una funcion

en-



f:R™* = R es medible si y solo si f o H es medible. Serd in-
tegrable si y sdlo si f o H es integrable y en este caso se tiene
que [p. f(x)de = |a|" [o. flax +v)dz. A esto se le llama
cambio de variables afin.

- Sean f,g € L*(R™). Entonces, para casi todo x € R",
la aplicacion y — f(x — y)g(y) es integrable. Se define
z— (fxg)(x) = [ flz —y)g(y)dy. Entonces (f * g) es in-
tegrable y se tiene que ||f = gll1 < || fll1llgll1- La operacion x
es asociativa, conmutativa ctp y distribuye con respecto a la
suma. El operador * : L' x L' — L' es bilineal continuo.
- Sea 1 < p < +00 y h € R". Consideremos Ty, :
LP(R™) — LP(R™) dado por Tn(f) = f(- + h). Entonces
Ty, es una isometria y satisface que para todo f € LP,
lmp—o [Th(f) = fllp = 0.

def Sea Q) C R"™ un abierto y definamos la clase de fun-
ciones

C={fR">R": feC®R")y sopfCCQ}

Las funciones f € C§° se pueden entender definidas sobre R™
o s6lo sobre (). Se define p: R" — R por

ola) = { cexp [(l)lll}

donde ¢ es una constante que depende de n y hace que
[ p(z)dz = 1. p es positiva y se prueba que p € C§°(R™).
Ademés, sop p = B(0,1). Se define entonces, para ¢ > 0, la
funcién p. : R® — R dada por p.(z) = Eip (%) que sat-
isface sop p. = B(0,¢) y ademés [ p.(z)dz = 1. La familia
(pe)e>0 C C§° se llama nucleo regularizador.

- Sea f € LP y f. su regularizacion. Entonces f. €
C>®(R™) y limeo ||fc — f]| = 0. En particular, C*(R™) N
LP(R™) es denso en LP(R™).

B8 5co1<p<ooyQCR™ un abierto. Entonces C3°(9)
es denso en LP(2)

B Sca1<p<ooyQCR” un abierto. Entonces LP(Q)
es separable. L™ no es separable en general.

B8 sco1 <p < +ooyQ C R abierto. Un conjunto
A C LP(Q) es relativamente compacto si y sdlo si

o]l <1

en otro caso

(I) A es acotado. Es decir, existe C < oo tal que para todo
feA lfll<cC
(II) A es equicontinuo en media de orden p. Es decir, para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que para cada f € A, si
[R|l < 0, entonces |Th((f) — (f)ll, <e.
ara todo € > 0 existe B C oreliano acotado ta
111) P tod 0 existe B C Q borels tado tal

que para todo f € A,

( / If(x)lpdrc>p
O\B

Notar que la condicion 3 se cumple altiro si Q es acotado.
88 (Cambio de variables) Sea Q C R” abierto y ¢ :
Q — () una funcion biyectiva de clase C' tal que para todo
z € Q, |¢'(z)| > 0. Entonces, para toda funcion f € L'(p(£2))
se cumple

<e

(2)dz = / (f o )@ (x) |z

()
Si para todo A € BR"),A C Q se cumple que
p*(p(A) = [, 1¢'(x)|dz, entonces se tiene el teorema de

cambio de variables. Mds aun, la igualdad se cumple si y solo
si se cumple para todo abierto contenido en €.

- Todo abierto contenido en €0 es union disjunta vy
numerable de conjuntos de la forma R = T[] (a;, b;] con

a;,b; € R.

7. Medidas de Radon

Supondremos que (X, ©) es un espacio topoldgico localmente
compacto y Hausdorff. Cp(X) es el conjunto de funciones
f: X — R continuas a soporte compacto.

- (Particién de la unidad) Sea K C X un compacto
y (0;)7, C O un recubrimiento finito de K. Entonces existen
funciones p; : X — [0,1] continuas a soporte compacto tal
que sop ¢; C 0; tal que para todo x € K, Y. | ¢i(x) = 1.

def Un funcional lineal L : Cp(X) — R se dird medida
de Radon si para todo K € K, la restriccién de L a Cx(X)
es continua.

Bl SiL:Co(X) — R eslincal, entonces L es medida de
Radon si y sdlo si para todo K € K existe yg € Ry tal que
para todo f € Cx(X), |L(f)| <vxllf

def M(X), el conjunto de medidas de Radon, es un espacio
vectorial. Para L € M(X) y K € K se define

sup |L(f)]
FECK(X)

lFI<1

1] =

y también | L|| = supgex || L]k € Ry

BBl L < (Co(X))" siysdlosi||L]| < oo. Esto implica que
(Co(X))* C M(X), si X es compacto, entonces hay igualdad.
Si no lo es, en general la inclusion es estricta.

- Sea L : Co(X) — R un operador lineal. Se dird que
L es positivo si f > 0 implica que L(f) > 0. Todo operador
lineal positivo sobre Co(X) es una medida de Radon.

obs M, (X) son las medidas de Radon positivas. Es un
cono. La relacion Ly < Lo < (Lo — Ly) € M4 (X) es relacidon
de orden parcial que hace a M(X) un espacio vectorial orde-
nado.

B8 Scon L, H ¢ M(X). Entonces existe un tnico fun-
cional T € M(X) que cumple que L < T, H < T y que si
Ge M(X) tal que L< G y H <G, entonces T < G. En ese
caso, anotamos T = LV H. Andlogamente, se tiene L N\ H.
Entonces M(X) es un espacio de Riesz.

[E88 Toda medida de Radon es diferencia entre dos fun-
cionales lineales positivos.

B88 (Riesz) Sea L € M, (X). Entonces existe una tnica
medida reqular 1 definida sobre B(X,0) tal que

VfeCo(X)  L(f) = / fp

[E88 Toda medida de Radon (y, luego, todo elemento de
Co(X)*) se puede representar de la forma L(f) = [ fdui —
J fdps.

€88 (Dual de C(X)) Si X es compacto, entonces el dual
de C(X) se puede identificar con M(X).

8. Probabilidades

A partir de ahora, los espacios medibles X seran () y se lla-
maran espacio muestral, las medidas p serdn P y se lla-
mardn medidas de probabilidad, P(Q2) = 1, las o-dlge-
bras seguirdn siendo 7, los A € 7 serdn eventos. Las fun-



ciones medibles X : 2 — R serdn variables aleatorias, y
E(X) = [ XdP serd la esperanza.

obs| Si X es variable aleatoria, o(X) = X 1(B(R)) es o-
dlgebra contenida en T, y X es o(X)-medible.

def Sean (4;)ier € 7. Se dirdn independientes si para
todo J C [ finito, P (ﬂjeJ Aj) = [I;c, P(A4;). Si tenemos F,
G C T, se diran independientes si para todo A € F y para
todo B € G, P(AN B) =P(A)P(B). Si X e Y son variables
aleatorias, se dirdn independientes si 0(X) y o(Y') lo son. Una
coleccién de variables aleatorias (X )xea es independiente si
para todo (Ay)xea € B(R), se tiene que (X5 '(Ax))rea es
independiente.

Si F=0(C1) yG = o(Ce) son dos o-dlgebras gen-
eradas por dos m-sistemas C1 y Ca, entonces F y G son inde-
pendientes si y solo si C1 y Cy lo son.

Si Iy e Iy son dos m-sistemas tales que o(Zy) =
0(Zz) = B(R), entonces dos variables aleatorias X e Y son
independientes si y solo si para todo A € Iy y todo B € I,
P(X~1(A)nY~Y(B)) = P(X~1(A))P(Y~(B)).

Si (Xx)aea son variables aleatorias independientes
y fa : R = R son funciones medibles, entonces (fx o Xx)rea
son variables aleatorias independientes.

Si X e Y son variables aleatorias integrables e

independientes, entonces XY es integrable y E(XY) =
E(X)E(Y).

def Sea X una variable aleatoria, se define la funcién
de distribucién de X como Fx : R — R donde Fx(t) =
P(X < t). Dos variables aleatorias son iguales en ley si
sus funciones de distribucién coinciden, se denota X; ~ Xs.
Si Xq,...,X, son variables aleatorias, entonces la medida
wxy,..x,(A) = P((X1,...,X,) € A) para A € B(R") se
llamard la distribucién de X y Fx, . x,(z1,...,2,) =
P(X; < x1,...,X, < x,) es la funcién de distribucién del
vector (X1,...,X,).

obs| Fx es creciente y continua por la derecha, la medida
de Lebesgue-Stieltjes que define (sobre R) se denota ux y es
exactamente igual a px(A) =P(X € A). Si f: R — R es
medible, entonces f € L'(R,B(R), ux) si y solo si (fo X) €
LY(Q,7T,P) y en tal caso,

/ fdpx = / (f o X)dP = E(f(X))
R Q

Dos variables aleatorias X e Y son independientes
sty solo st uxy = px @ Ly .

obs Sean X1i,...,X, variables aleatorias independientes,
con sus distribuciones respectivas F, ..., F,. Si consideramos
Y; : R" — R como las variable aleatorias “coordenada”, la
idea es definir una medida P sobre B(R™) tal que Y1,...,Y,
sean independientes y que Y; ~ X;. P = pup, ® --- @ up, hace
la pega.

def Supongamos que tenemos (X;);cr independientes, con
distribucién F; cada una. Sea J C T finito, supongamos que
|J| = n. Sea A € B(R™), se define el cilindro de base A en
las coordenadas J como

R=AxRT" 7/ ={2ecRT: (2(t): t € J)c A}
Si definimos Cr como el conjunto de todos los cilindros, se
tiene que es dlgebra, y se le define BT = o(Cr).

obs| Si dotamos a RT de la topologia producto (la que tiene
por base los cilindros que tienen un producto finito de abier-
tos), podemos dotarla también de los borelianos B(RT). Se

tiene que BT C B(RT). Si T es numerable, hay igualdad. Si
no, la inclusion es estricta.

def Una coleccién F = {pw, . +,):n € Nity, ... t, € T}
se dird de leyes finito-dimensionales si todo p, .. +,.) € F
es una medida de probabilidad definida sobre B(R™). Por otro
lado, si P es una probabilidad en BT, n € Ny t1,...,t, € T,
definimos P, . 4.y : B(R") — R por

P(tl,.“,tn)(A) _ HJ)(A % RT—{t1,...,tn})

el conjunto Fp de estas medidas de probabilidad se llama la
familia de leyes finito-dimensionales asociadas a P.

def Sea F una familia de leyes finito-dimensionales. Dec-
imos que F satisface las condiciones de comnsistencia de
Kolmogorov si

(I) Dado p,.....+,) € F y dada cualquier permutacién 7 €
¥, se tiene que para todo A € B(R™), pu, ...+, (A) =
it aysontnny) (T(A)), donde 7(A) = {y € R* : 3z €
Ay =m(z)}.

(ITI) Dados t1,...,tn,tnt1,---
para todo A € B(R™),

stnem € T se cumple que

Ho(ty,eoitn by, tn+m)(A X Rm) = H(ty,..., tn)(A>

obs Si P es probabilidad en RT, entonces Fp satisface las
condiciones de consistencia de Kolmogorov.

88 (Consistencia de Kolmorogov) Sea F una familia
de leyes finito-dimensionales que satisface las condiciones de

consistencia de Kolmogorov. Entonces existe una unica medi-
da de probabilidad P definida sobre BT tal que F = Fp.

def Supongamos que para todo t € T se tiene una medida

de probabilidad p; sobre B(R), definimos la familia de leyes
finito dimensionales F como i, . ) = pe; @ -+ @ pig,, . F
satisface las condiciones de Kolmogorov, asi que hay una me-
dida P sobre BT que tiene estas leyes finito-dimensionales. P
se denota ), ¢ y se llama medida producto en RT.

obs Si X; son wvariables aleatorias independientes, pode-
mos tomar u; la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a la
funcion de distribucion de X;. Asi, el espacio de probabilidad
(RT, BT, @, 11¢) hace que las variables aleatorias coordena-
da'Y; sean independientes y cada Y; tiene la misma distribu-
cion que Xy.

def Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Dada una
o-dlgebra G C F y una variable aleatoria integrable X, di-
remos que una variable aleatoria Z : 2 — R es esperanza
condicional de X con respecto a G si Z es G-medible y para
todo A€ G, [, ZdP = [, XdP.

B8 Scu X una variable aleatoria integrable. Entonces ex-
iste una esperanza condicional de X con respecto a G y la
notaremos E(X|G), que es integrable y unica ctp.

BB 5 X es G-medible, entonces E(X|G) = X.
BBl 5 X =Y ctp, entonces E(X|G) =E(Y|G) ctp.
Bl [orotodo o € R, E(X+aY([G) = E(X|G)+aE(Y]G).
Bl 5 X <Y ctp, entonces E(X|G) < E(Y[G) ctp.
Sean X, > 0 tales que X,, / X, todo integrable.
Entonces E(X,,|G) / E(X|G).
Sea X,, Y tales que Y < X,. Supongamos

X = liminf, X,,, todo integrable. Entonces E(X|G) <
liminf, E(X,|G).

Sea X, integrables tales que X,, — X ctp. Supong-
amos que existe una variable aleatoria Y integrable tal



que |X,| < Y. Entonces X es integrable y |E(X|G) —
E(Xn|9)[ls — 0.
Si'Y es G-medible y acotada, entonces E(XY|G) =
YE(X|G).
Si H C G, entonces E(X|H) = E(E(X|G)|H) =
E(E(X[H)|G).
Si X es tal que o(X) es independiente de G, entonces
E(X|G) =E(X).
BBl 50 = {0.Q} entonces E(X|G) = E(X).
- Si X € LP e Y € LY, Holder conjugados y p €
(1,+00). Entonces |[E(XY]|G)| < ]E(|X\p|g)%E(|Y|q|g)%.
BBl 5 X.Y € L? yp € (1,+00). Entonces E(|X +
YIPIG)7 < E(IX[PIG)7 +E(|Y]9G)7.
88 (Desigualdad de Jensen) Sea @ : R — R una fun-
cion convexa. Si X es tal que X y ®(X) son integrables, en-
tonces ®(E(X|G)) < E(®(X)|9)

Si X € LP(F), entonces E(X|G) € LP(G). De hecho,
IECXIG)]lp < X1y, o tenemos que B(IG) : LP(F) — LP(G)

es un operador lineal continuo de norma 1. Sip =2, el oper-
ador es exactamente la proyeccion ortogonal sobre LP(G).

def Si X e Y son variables aleatorias, Y integrable, la
esperanza condicional de Y dado X se define como
E(Y|X) =E(Y|o(X)).

- (Doob) Sea X una variable aleatoria y Z : @ — R
funcion. Z es o(X)-medible si y sdlo si existe una funcion
f:R—=R tal que Z = f(X).

B8 5! X e Y son variables aleatorias, Y integrable, en-
tonces existe f : R — R medible tal que E(Y|X) = f(X).

def Se dice que X = (Xi,...,X,,) tiene densidad si ux
es absolutamente continua respecto a u™ (de Lebesgue). En

ese caso, existe g : R" — R integrable tal que para todo
A e B(R™),

P((Xy,...,X,) € A) = /Agdu"

Si H : R" — R es medible, H(X},...,X,) es P-integrable si
y sélo si (Hg) es p"-integrable, y se tiene

/QH(Xl,...

obs Si (X,Y) tiene densidad fxy, entonces fx(z) =
[ fxy(z,y)dy es densidad para X .

- St X, Y son variables aleatorias y 'Y es integrable,

entonces f F ( \d
N JYixy(&,y)ay
BV =n =0 )

para los x tales que fx(x) > 0y 0 en otro caso. Esta igualdad
es dx-ctp.

,X,)dP = [ H(ay,. ..

R™

2o, )y da,

def Sea p, y p medidas de probabilidad sobre R. Se dice
que p, converge débil a y si lim, u,(A) = pu(A) para todo
A = (—o0,z] con p({z}) = 0. Se denotard u, = p. Ten-
emos que i, = p siy sélo si F,(z) — F(z) para todo x de
continuidad de F'. Para una sucesién de variables aleatorias
(X,,) definimos la convergencia en distribucién o en ley si
las leyes £(X,,) = L(X).

- Si (X,,) converge en medida, entonces converge débil

al mismo limite. Recordar que convergencia casi sequra (ctp)
mplica convergencia en medida.

88 (Skorohod) Sean i, y pu medidas de probabilidad sobre
R, B tales que pu, = p. Entonces existen variables aleatorias
Y, eY en un espacio de probabilidad comin (Q, F,P) tales
que Yy, ~ i, Y ~pyY, =Y P-cast seguramente.

- Sea h : R — R medible y Dy, su conjunto de discon-
tinuidades. Si pi, = p y u(Dy) = 0, entonces p,h~t = ph=1.
88 (del portmanteau) p, = p si y sélo si [ fdu, —

J fdp para toda f continua y acotada, siy sdlo si fi,(A) —
w(A) para todo A p-continuo.

obs Sipu ~ Y, con p probabilidad sobre R y Y wariable
aleatoria, entonces [ fdu = [ f(Y)dP.

- (Principio de Seleccién de Helly) Para toda familia
de distribuciones F,, existe una subsucesion nyg y una funcion
continua a la derecha F' tal que limy, F,, (x) = F(z) para todo
x de continuidad de F.

def Una familia de medidas de probabilidad (fq)aca se

dird tensa si para todo € > 0 existe un intervalo acotado I
tal que sup,c 4 tta(I°) < e.

B  Sco (10)aca familia de medidas de probabilidad.
(Ha)aca €s tensa siy sdlo si para toda sucesion (e, )n existe
ny subsucesion y p medida de probabilidad tales que p,, = L.

[E8H OS¢ una sucesion de medidas de probabilidad es tensa
y satisface que para toda subsucesion convergente débil ellas
convergen a un mismo limite p, entonces p, = .

BBl 5 X. = X, entonces E(|X]) < liminf, E(|X,]).

- St X, = X y X, es uniformemente integrable, en-
tonces X es integrable y E(X,,) — E(X).

def Dada X, se define su funcién caracteristica como
ox () = E(e"™X) = [e*dP().

obs ¢x es absolutamente continua, ¢x(0) = 1, su norma
estd acotada por 1, si X e Y son independientes, entonces

bax vy 1c(t) = ox(at)py (bt)ele.

88 (de Inversién de Fourier) Sea i medida de probabil-
idad sobre (R,B) y ¢(t) su funcidn caracteristica. Luego, si
a<b,

) 1 T e—ita _ efitb
lim — _
T—oo 27 -T it

B8H ¢x(t) = ¢y (t) para todot € R siy sdlo siP(X € A) =
P(Y € A) para todo A € B.

- Para cada n € N, sea u, una medida de probabilidad
con funcion caracteristica ¢,. Suponga que existe g cotinua
en 0 y tg > 0 tales que lim,, ¢,,(t) = g(t) para todo |t| < to.
Entonces ., es tensa.

- (Continuidad de Lévy) Sea p, una familia de medi-
das de probabilidad y i medida de probabilidad, con funciones

caracteristicas ¢n = ¢u, Yy ¢ = ¢,. Entonces p, = p siy solo
st ¢y, converge puntualmente a ¢.

88 (del Limite Central) Sea X, una sucesion de vari-
ables aleatorias i.i.d. con media yu y varianza o*. Sea S, =
S Xi. BEntonces 222" = 7 cuando n — oo y Z ~

¢(t)dt = p((a, b])+%(ﬂ({a})+u({b}))

vno
N(0,1).
[E88 Para todo z € R,
3 Sn —np ) 1 /x —t2/2
lim P —— <z ) =d¢(z) = et/ 2qt
n—o00 ( \/7>‘LO' - ¢() \/ﬂ —oco



