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CHALLENGE ACCEPTED

1. Medida

def S ⊆ P(X) se dice semiálgebra si

(I) X, ∅ ∈ S
(II) Si A,B ∈ S, entonces A ∩B ∈ S

(III) Para cualquier A,B ∈ S, existen (Ci)ni=1 ⊆ S disjuntos
tales que A \B =

⋃n
i=1 Ci

def A ⊆ P(X) se dice álgebra si

(I) X ∈ A
(II) Si A,B ∈ A, entonces A \B ∈ A.

En particular, A es una semiálgebra.

def M⊆ P(X) se dice clase monótona si (An)n∈N ⊆M
y An ↗ A o An ↘ A, entonces A ∈ M. Toda σ-álgebra es
clase monótona. Se define también, como siempre, la clase
monótona engendrada por C ⊆ P(X) y se denota M(C).
Se tiene que M(C) ⊆ σ(C).
teo (de la Clase Monótona) Sea A álgebra y M clase

monótona tales que A ⊆M. Entonces σ(A) ⊆M.

prop (Monotońıa y σ-subaditividad) Sea S ⊆ P(X)
una semiálgebra y µ : S → R+. Entonces

(I) Si (An)n∈N son disjuntos y A ∈ S es tal que⋃
n∈N An ⊆ A, entonces∑

n∈N
µ(An) ≤ µ(A)

En particular, la medida es monótona creciente
respecto a la inclusión. Además, B ⊆ A,A \ B ∈
S, µ(B) < +∞→ µ(A \B) = µ(A)− µ(B)

(II) Si A ∈ S y (An)n∈N ⊆ S son tales que A ⊆
⋃
n∈N An,

entonces µ(A) ≤
∑
n∈N µ(An). Esto se llama σ-

subaditividad.

obs Sea X = R y la familia S(R) = {(a, b] : a ∈
R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞}}. S(R) resulta ser semiálgebra y
σ(S(R)) = B(R).

def Una función µ∗ : P(X) → R+ se dice medida exte-
rior si

(I) µ∗ = 0
(II) A ⊆ B → µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(III) µ∗ es σ-subaditiva. O sea,

(An)n∈N ⊆ P(X)⇒ µ∗

(⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

µ∗(An)

def Sea µ∗ : P(X) → R+ medida exterior. Un conjunto
A ∈ P(X) se dirá µ∗-medible si

∀E ∈ P(X) µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A)

Notemos que la desigualdad ≤ es obvia por σ-subaditividad.
Luego, para las demostraciones basta probar el otro lado so-
lamente.

teo Sea µ∗ : P(X) → R+ medida exterior. La familia
η = {A ∈ P(X) : A es µ∗-medible} es una σ-álgebra y la
restricción de µ∗ a η es una medida.

teo (Carathéodory) Sea S semiálgebra y µ : S → R+

una medida. Definimos µ∗ : P(X) → R+ por µ∗(A) =
ı́nf(An)∈R(A)

∑
n µ(An). Entonces µ∗ es medida exterior, ex-

tensión de µ y la σ-álgebra de conjuntos µ∗-medibles, η, con-
tiene a σ(S).
teo (Hahn) Sea S ⊆ P(X) una semiálgebra y una medida
µ : S → R+ σ-finita. Entonces existe una única medida que
extiende µ a σ(S).

lem Sea S una semiálgebra y µ : S → R+ una medida.
Consideremos µ∗ la medida exterior asociada a µ. Entonces
∀A ∈ P(X),∃B ∈ σ(S) tal que A ⊆ B y µ∗(A) = µ∗(B).
prop (Pepepe) En el caso del lema anterior,

∀A ∈ P(X), µ∗(A) = ı́nf
B∈σ(S)
A⊆B

µ∗(B)

teo Sea S una semiálgebra y µ : S → R+ una medida
σ-finita. Sea µ la única extensión a σ(S). Sea µ∗ la medi-
da exterior asociada a µ y η el conjunto de los µ∗-medibles.
Entonces (X, η, µ∗|η) es la completación de (X,σ(S), µ). O
sea, la extensión de Carathéodory nos entrega exactamente el
espacio completado de la única extensión de µ a σ(S).

def Sea (X, T , µ) espacio de medida, (X,Θ) espacio
topológico Hausdorff-separado. Denotemos por B = B(X,Θ)
a la tribu boreliana de X y supongamos que B ⊆ T . Diremos
que µ es regular si

(I) Para todo K compacto, µ(K) < +∞
(II) Para todo A ∈ T , µ(A) = ı́nf θ∈Θ

A⊆θ
µ(θ)

(III) Para cualquier θ ∈ Θ, µ(θ) = supK∈K
K⊆θ

µ(K)

K será el conjunto de compactos de (X,Θ). Al ser Hausdorff,
todo compacto es cerrado, luego, medible.
prop Sea (X, T , µ) un espacio de medida regular. Entonces

para todo A ∈ T con medida finita, µ(A) = supK∈K
K⊆A

µ(K)

prop Sea (X, T , µ) espacio de medida, (X,Θ) espacio
topológico Hausdorff-separado; tales que B ⊆ T , X es unión
numerable de compactos y si K ∈ K, entonces tiene medida
finita. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(I) µ es regular.
(II) Para todo A ∈ T , µ(A) = ı́nf θ∈Θ

A⊆θ
µ(θ)

(III) Para todo A ∈ T , ε > 0, existe θ ∈ Θ tal que A ⊆ θ y
µ(θ \A) ≤ ε

(IV) Para todo A ∈ T , ε > 0, existe F ⊆ A cerrado tal que
µ(A \ F ) ≤ ε

En cualquiera de estos casos se tiene que µ(A) =
supK∈K

K⊆A
µ(K) y considerando el espacio de medida

(X,B, µ|B), se tiene que T ⊆ B.
teo Sea (R,LF , µF ) un espacio de medida de Lebesgue-

Stieltjes. Entonces µF es regular. Más aún, si consideramos la
medida exterior µ∗F de Carathéodory asociada a µF en S(R),
entonces para todo A ∈ P(R), µ∗F (A) = ı́nfA⊆θ

θ∈Θ
µF (θ).

teo Sea (Rn,B(Rn), µ) un espacio de medida finita. En-
tonces µ es regular.
teo (Hahn-Jordan) Sea T una σ-álgebra y µ : T →

R ∪ {+∞} una medida con signo. Entonces µ+, µ− y |µ|
son medidas que van de T a R+. µ− es acotada. Se tiene que
µ = µ+ − µ− y |µ| = µ+ + µ−.
Si µ1 : T → R+, µ2 : T → R+ son medidas tales que
µ = µ1 − µ2, entonces µ+ ≤ µ1, y µ− ≤ µ2. Además, |µ|



es la medida más pequeña que satisface que para todo A ∈ T ,
|µ(A)| ≤ |µ|(A).
Por último, existe una partición medible de X, que llamare-
mos {P,N}, que satisface que ∀A ∈ T , A ⊆ P ⇒ µ(A) ≥ 0 y
∀A ∈ T , A ⊆ N ⇒ µ(A) ≤ 0.

2. Integración

def Sean (X, T ) y (Y, I) dos espacios medibles. Una fun-
ción f : X → Y se dirá T -I medible (o simplemente medi-
ble) si para todo B ∈ I, f−1(B) ∈ T .
Si (X, T ) es un espacio medible, denotaremos por M =
M(X, T , R) al conjunto de las funciones f : X → R que
son T -B(R) medibles. Análogamente, M+ son las funciones
medibles que toman valores positivos. Si f es T -B(R) medible,
entonces también es T -B(R) medible
prop Sea (X, T ) un espacio medible y consideremos C ⊆
P(RR) una colección tal que σ(C) = β(R). Entonces f : X →
R es medible si y solo si para todo A ∈ C, f−1(A) ∈ T
prop Si (fn)n∈N ⊆ M, entonces las funciones supn fn,

ı́nfn fn, ĺım supn fn y ĺım infn fn son medibles. En particular,
si fn → f puntualmente, f es medible.
prop Toda función simple es medible.

lem Sea f ∈ M+. Entonces existe (fn)n∈N ⊆ ξ+ tal que
para todo x ∈ X, fn(x)↗ f(x). Esto lo denotaremos fn ↗ f

def Sea f ∈M+. Tomemos (fn)n∈N ⊆ ξ+ tal que fn ↗ f .
Se define la integral de f como

∫
fdµ = ĺımn

∫
fndµ. Esta

definición es consistente. Además es monótona y lineal.
lem Sea f ∈M+. Entonces∫

fdµ = sup
g∈ξ+
g≤f

∫
gdµ

teo Sea f ∈ M, entonces f ∈ L1 ⇔ |f | ∈ L1. En este
caso, se tiene

∣∣∫ fdµ∣∣ ≤ ∫ |f |dµ. Además, la integral sigue
siendo lineal y monótona para funciones en L1.
cor Sea f ∈ L1. Entonces f = 0 ctp ssi para todo A ∈ T ,∫
A
fdµ = 0.

prop Sea f, g ∈ L1. Entonces f ≤ g ctp ssi para todo
A ∈ T ,

∫
A
fdµ ≤

∫
A
gdµ. Además, f = g ctp ssi para todo

A ∈ T ,
∫
A
fdµ =

∫
A
gdµ. Por si fuera poco, sea h función tal

que h = f ctp. Entonces h ∈ L1 y
∫
hdµ =

∫
fdµ.

3. Convergencia y Lp

teo (Convergencia Monótona) Sea (fn)n∈N ⊆ M+ tal
que fn ↗ f . Entonces

∫
fndµ↗

∫
fdµ.

cor Sea (gn)n∈N ⊆M+. Entonces∫ ∑
n∈N

gndµ =
∑
n∈N

∫
gndµ

prop Sea (fn)n∈N ⊆ L1 una sucesión de funciones positi-
vas tales que fn ↘ f . Entonces f ∈ L1 y

∫
fndµ↘

∫
fdµ.

prop Sea (fn)n∈N ⊆ L1 tales que fn ↗ f . Entonces f ∈ L1

si y sólo si ĺımn

∫
fndµ < +∞.

lem (Fatou, primera forma) Sea (fn)n∈N ⊆ M+. En-
tonces

∫
ĺım infn fndµ ≤ ĺım infn

∫
fndµ

cor Sea (fn)n∈N ⊆ M+ tal que fn → f . Supongamos
que ĺım infn

∫
fndµ < +∞. Entonces f ∈ L1 y

∫
fdµ ≤

ĺım infn
∫
fndµ.

lem (Fatou) Sea (fn)n∈N ⊆ L1 y g ∈ L1. Entonces se tiene
que si ĺım infn fn ∈ L1 y fn ≥ g, entonces

∫
ĺım infn fndµ ≤

ĺım infn
∫
fndµ. Además, si ĺım supn fn ∈ L1 y fn ≤ g, en-

tonces
∫

ĺım supn fndµ ≥ ĺım supn
∫
fndµ.

teo (Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea
(fn)n∈N una secuencia en L1 tal que fn → f , puntualmente.
Supongamos que existe g ∈ L1 tal que para todo n ∈ N dom-
ina la secuencia, es decir, |fn| ≤ g. Entonces f ∈ L1 y∫
|fn−f |dµ→ 0. En particular se tiene que

∫
fndµ→

∫
fdµ.

def Sea (X, T , µ) un espacio de medida. Consideremos una
sucesión de funciones fn : X → R. Se dirá que fn con-
verge ctp a la función f : X → R si el conjunto {x :
ĺım supn fn(x) > ĺım infn fn(x)} ∪ {x : ĺımn fn(x) 6= f(x)}
es despreciable. Si T es completa, se tiene que fn → f ctp si
y sólo si µ({x : ĺımn fn(x) = f(x)}c) = 0

teo (Convergencia Dominada de Lebesgue, versión
CTP) Sea (fn)n∈N una secuencia en L1 tal que fn → f ctp.
Supongamos que existe g ∈ L1 tal que para todo n ∈ N, se
tiene que |fn| ≤ g ctp. Entonces f ∈ L1 y

∫
|fn − f |dµ → 0.

Además se tiene que
∫
fndµ→

∫
fdµ.

teo (Pseudo-rećıproca de TCD) Sea (fn)n∈N ⊆ L1 y
f ∈ L1 tales que ‖fn − f‖1 → 0. Entonces existe g ∈ L1 y
una subsucesión (fnk)k∈N tal que para todo k ∈ N, |fnk | ≤ g
ctp y fnk → f ctp.

prop (Desigualdad de Hölder) Sean p y q ∈ [1,+∞]
tales que 1

p + 1
q = 1. Sean ahora f ∈ Lp y g ∈ Lq, entonces

fg ∈ L1 y
∣∣∫ fgdµ∣∣ ≤ ‖f‖p‖g‖q

prop Sean p, q, r ∈ [1,+∞] tales que 1
p + 1

q = 1
r . Sean

f ∈ Lp y g ∈ Lq, entonces fg ∈ Lr y ‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q
prop (Teorema de Convergencia Dominada, versión
Lp) Sea 1 ≤ p < +∞. Sea (fn)n∈N ⊆ Lp tal que fn → f
ctp. Supongamos que existe g ∈ Lp tal que para todo n ∈ N,
|fn| ≥ g ctp. Entonces f ∈ Lp y ‖fn− f‖p → 0. Ojo que para
p = +∞ no hay, en general, un resultado de convergencia
dominada.

lem Sea X un espacio topológico localmente compacto. Sea
K un compacto y F un cerrado tales que K∩F = ∅, entonces
existe una función f : X → [0, 1] continua tal que f |K = 1 y
f |F = 0.

def Sea f función a valores reales. Su soporte es el con-
junto sop f = adh{x : f(x) 6= 0}

lem Sea 1 ≤ p < +∞, entonces (ξ ∩ Lp) es denso en Lp.

teo Sea X espacio topológico localmente compacto y
β la tribu boreliana de X. Sea µ una medida regular
sobre β. Denotemos C0(X,R) = {f : X → R :
f es continua y sop f es compacto} Entonces para 1 ≤ p <
+∞ se tiene que C0(X,R) es denso en Lp. Esto no es cierto,
en general, para p = +∞.

4. Diferenciabilidad

prop Sea (X, T , µ) un espacio de medida y g ∈ M+.
Consideremos la medida ν(A) =

∫
A
gdµ. Entonces f ∈

L1(X, T , ν) si y solo si fg ∈ L1(X, T , µ). En este caso,
además se cumple

∫
fdν =

∫
fgdµ.



def Sean µ1, µ2 dos medidas (con o sin signo) sobre F . Se
dirá que µ2 es absolutamente continua con respecto a µ1

(µ2 � µ1) si para A ∈ F se tiene µ1(A) = 0⇒ µ2(A) = 0.

teo (Radon-Nikodým general) Sea (X, T ) un espacio
medible y µ medida positiva σ-finita y ν medida con signo σ-
finita sobre T tales que ν � µ. Entonces existe una función
g : X → R T -medible tal que g− ∈ L1(X, T , µ) que satisface
ν(A) =

∫
A
g+dµ −

∫
A
g−dµ y g es única µ-ctp. Si ν es pos-

itiva, se puede escoger una densidad g positiva. Además, en
este último caso g ∈ L1(X, T , µ) si y sólo si ν es finita.

teo Sea (X, T ) un espacio medible. Sea ν medida con sig-
no finita y µ medida σ-finita. Entonces ν es absolutamente
continua con respecto a µ si y sólo si

∀ε > 0 ∃δ > 0 tal que µ(A) < δ ⇒ |ν(A)| ≤ ε

teo (Descomposición de Lebesgue) Sea µ una medida
σ-finita y sea ν medida con signo σ-finita. Entonces existe
una descomposición ν = νa + νs donde νa y νs son medidas
con signo tales que νa � µ y νs q µ. Esta descomposición es
única y si ν es positiva, entonces νa y νs también lo son.

teo (Lebesgue) Toda función monótona es derivable ctp.

cor Sea f : R→ R medible e integrable en [a, b]. Entonces
ϕ(x) =

∫ x
a
f(u)du es continua y derivable ctp. No sabemos si

ϕ′ = f .

prop Son de variación acotada las funciones monótonas
sobre [a, b], las lipschitzianas sobre [a, b]. La continuidad no
asegura variación acotada. Toda función de variación acotada
es derivable ctp.

teo (Derivada de la integral) Sea f : [a, b] → R inte-
grable. Entonces d

dx

∫ x
a
f(u)du = f(x) ctp.

def f : [a, b] → R se dirá absolutamente continua si
para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para cualquier familia
numerable de intervalos disjuntos (ak, bk) se cumple que∑

k∈N
(bk − ak) < δ ⇒

∑
k∈N
|f(bk)− f(ak)| < ε

Si f es absolutamente continua, es continua y tiene variación
acotada, luego es derivable ctp.

lem Sea f : [a, b]→ R una función absolutamente continua
y monótona, tal que f ′ = 0 ctp. Entonces f es constante.

teo Sea f : [a, b] → R absolutamente continua. Entonces
f ′ es integrable y f(x) = f(a) +

∫ x
a
f ′(u)du

cor Toda función f : [a, b] → R monótona y continua por
la derecha se puede escribir como f = f1 + f2 + f3, fun-
ciones monótonas tales que f1 es absolutamente continua, f2

es continua y f ′2 = 0 ctp, y f3 es función de saltos. Esta
descomposición es única si f2(a) = f3(a) = 0.

5. Dualidad

teo Sea (X, T , µ) espacio de medida. Consideremos p ∈
[1,+∞) y su conjugado q. Definamos ϕ : Lq → (Lp)∗ de
manera que si g ∈ Lq y f ∈ Lp, entonces ϕ(g)f =

∫
X
fgdµ.

Con esta definición se satisface que si 1 < p < +∞, entonces
ϕ es una isometŕıa lineal biyectiva. Si p = 1 y µ es σ-finita,
entonces lo mismo. Esto dice que podemos identificar al dual
de Lp con Lq.

cor Si 1 < p < +∞, entonces Lp es reflexivo.

obs En general, el dual de L1 no es L∞.

6. Medida producto

obs Dados dos espacios de medida (X1, T1, µ1) y
(X2, T2, µ2), en general T1 × T2 no es σ-álgebra. Se define
T1 ⊗ T2 = σ(T1 × T2).

def Sea A ⊆ P(X1 × X2). Para a1 ∈ X1 y a2 ∈ X2, se
definen las fibras de A como

A1(a1) = {x2 ∈ X2 : (a1, x2) ∈ A} ⊆ X2

A2(a2) = {x1 ∈ X1 : (x1, a2) ∈ A} ⊆ X1

Las fibras se comportan bien bajo complemento y unión ar-
bitraria. Si A ∈ T1⊗T2, entonces todas las fibras A1(a1) ∈ T2

y viceversa. Si los espacios originales eran de medida σ-finita,
entonces la función ϕA(x1) = µ2(A1(x1)) es T1-medible y
viceversa.
teo Sean dos espacios de medida σ-finita. Entonces existe

una única medida, µ1 ⊗ µ2, sobre T1 ⊗ T2 talque para todo
A ∈ T1 y para todo B ∈ T2, µ1 ⊗ µ2(A × B) = µ1(A)µ2(B).
Además, T1 ⊗ T2 es σ-finita y para todo A ∈ T1 ⊗ T2 se tiene
que

µ1⊗µ2(A) =
∫
X1

µ2(A1(x1))dµ1(x1) =
∫
X2

µ1(A2(x2))dµ2(x2)

obs Aunque T1 y T2 sean completas, T1⊗T2 en general no
lo es. Se denotará por T1⊗T2 y µ1⊗µ2 a las completaciones
respectivas en el espacio producto.
teo Sea f : X1 × X2 → R que es T1 ⊗ T2 medible. En-

tonces f(·, x2) : X1 → R es T1-medible para todo x2 ∈ X2 y
viceversa. Además, si f es T1⊗T2-medible, entonces f(·, x2)
es T1-medible µ2-ctp y viceversa.
teo (Fubini-Tonelli) Sea f : X1×X2 → R+ que es T1⊗T2-

medible. Entonces se cumple que x1 →
∫
f(x1, x2)dµ2(x2) es

una función T1-medible y viceversa. Además, se tienen las
integrales iteradas:∫

fdµ1 ⊗ µ2 =
∫
X1

∫
X2

f(x1, x2)dµ2(x2)dµ1(x1)

=
∫
X2

∫
X1

f(x1, x2)dµ1(x1)dµ2(x2)

Por otro lado, si la función fuera T1⊗T2-medible, en-
tonces la función x1 7→

∫
f(x1, x2)dµ2(x2) está defini-

da µ1-ctp y es T1 medible. Se tiene la misma propiedad
para la otra coordenada y también se tienen las inte-
grales iteradas. Una función f : X1 × X2 → R+ que
sea T1⊗T2-medible es integrable si y sólo si alguna de
las integrales iteradas,

∫
X1

∫
X2
|f(x1, x2)|dµ2(x2)dµ1(x1) o∫

X2

∫
X1
|f(x1, x2)|dµ1(x1)dµ2(x2), es finita. También se ten-

drán las integrales iteradas.
def Se define inductivamente: B1 = B, Bn+1 = Bn ⊗ B y
µ1 = µ, µn+1 = µn ⊗ µ. Entonces (Rn,Bn, µn) es un espacio
de medida. Se define Ln = L(Rn) = Bn. Entonces el espacio
(Rn,Ln, µn) es la medida de Lebesgue en Rn.

lem Si C1 y C2 son colecciones tales que σ(Ci) = Ti, en-
tonces σ(C1 × C2) = T1 ⊗ T2.
teo (Rn,Ln, µn) es regular.

teo Sea 0 6= α ∈ R y v ∈ Rn. Consideremos la función
af́ın H : Rn → Rn dada por H(x) = αx + v. Entonces los
borelianos y la completación son invariantes bajo H, es de-
cir, H(B(Rn)) = B(Rn) y H(Ln) = Ln. Además, para todo
A ∈ Ln, se tiene que µn(H(A)) = |α|nµn(A). Si α = 1, se
deduce que µn es invariante bajo traslaciones. Una función



f : Rn → R es medible si y sólo si f ◦H es medible. Será in-
tegrable si y sólo si f ◦H es integrable y en este caso se tiene
que

∫
Rn f(x)dx = |α|n

∫
Rn f(αx + v)dx. A esto se le llama

cambio de variables af́ın.
teo Sean f, g ∈ L1(Rn). Entonces, para casi todo x ∈ Rn,

la aplicación y 7→ f(x − y)g(y) es integrable. Se define
x 7→ (f ∗ g)(x) =

∫
f(x − y)g(y)dy. Entonces (f ∗ g) es in-

tegrable y se tiene que ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1. La operación ∗
es asociativa, conmutativa ctp y distribuye con respecto a la
suma. El operador ∗ : L1 × L1 → L1 es bilineal continuo.
teo Sea 1 ≤ p < +∞ y h ∈ Rn. Consideremos Th :
Lp(Rn) → Lp(Rn) dado por Th(f) = f(· + h). Entonces
Th es una isometŕıa y satisface que para todo f ∈ Lp,
ĺımh→0 ‖Th(f)− f‖p = 0.

def Sea Ω ⊆ Rn un abierto y definamos la clase de fun-
ciones

C∞0 = {f : Rn → Rn : f ∈ C∞(Rn) y sop f ⊂⊂ Ω}

Las funciones f ∈ C∞0 se pueden entender definidas sobre Rn
o sólo sobre Ω. Se define ρ : Rn → R por

ρ(x) =

{
c exp

[
1

‖x‖2−1

]
‖x‖ < 1

0 en otro caso

donde c es una constante que depende de n y hace que∫
ρ(x)dx = 1. ρ es positiva y se prueba que ρ ∈ C∞0 (Rn).

Además, sop ρ = B(0, 1). Se define entonces, para ε > 0, la
función ρε : Rn → R dada por ρε(x) = 1

εn ρ
(
x
ε

)
que sat-

isface sop ρε = B(0, ε) y además
∫
ρε(x)dx = 1. La familia

(ρε)ε>0 ⊆ C∞0 se llama nucleo regularizador.
teo Sea f ∈ Lp y fε su regularización. Entonces fε ∈
C∞(Rn) y ĺımε→0 ‖fε − f‖ = 0. En particular, C∞(Rn) ∩
Lp(Rn) es denso en Lp(Rn).
teo Sea 1 ≤ p <∞ y Ω ⊆ Rn un abierto. Entonces C∞0 (Ω)

es denso en Lp(Ω)
teo Sea 1 ≤ p <∞ y Ω ⊆ Rn un abierto. Entonces Lp(Ω)

es separable. L∞ no es separable en general.
teo Sea 1 ≤ p < +∞ y Ω ⊆ Rn abierto. Un conjunto
A ⊆ Lp(Ω) es relativamente compacto si y sólo si

(I) A es acotado. Es decir, existe C <∞ tal que para todo
f ∈ A, ‖f‖ ≤ C

(II) A es equicont́ınuo en media de orden p. Es decir, para
todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada f ∈ A, si
‖h‖ ≤ δ, entonces ‖Th((f)− (f)‖p ≤ ε.

(III) Para todo ε > 0 existe B ⊆ Ω boreliano acotado tal
que para todo f ∈ A,(∫

Ω\B
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ ε

Notar que la condición 3 se cumple altiro si Ω es acotado.
teo (Cambio de variables) Sea Ω ⊆ Rn abierto y ϕ :

Ω→ ϕ(Ω) una función biyectiva de clase C1 tal que para todo
x ∈ Ω, |ϕ′(x)| > 0. Entonces, para toda función f ∈ L1(ϕ(Ω))
se cumple ∫

ϕ(Ω)

f(x)dx =
∫

Ω

(f ◦ ϕ)(x)|ϕ′(x)|dx

lem Si para todo A ∈ B(Rn), A ⊆ Ω se cumple que
µn(φ(A)) =

∫
A
|ϕ′(x)|dx, entonces se tiene el teorema de

cambio de variables. Más aún, la igualdad se cumple si y sólo
si se cumple para todo abierto contenido en Ω.

lem Todo abierto contenido en Ω es unión disjunta y
numerable de conjuntos de la forma R =

∏n
i=1(ai, bi] con

ai, bi ∈ R.

7. Medidas de Radon

Supondremos que (X,Θ) es un espacio topológico localmente
compacto y Hausdorff. C0(X) es el conjunto de funciones
f : X → R continuas a soporte compacto.
lem (Partición de la unidad) Sea K ⊆ X un compacto

y (θi)ni=1 ⊆ Θ un recubrimiento finito de K. Entonces existen
funciones ϕi : X → [0, 1] continuas a soporte compacto tal
que sopϕi ⊆ θi tal que para todo x ∈ K,

∑n
i=1 ϕi(x) = 1.

def Un funcional lineal L : C0(X) → R se dirá medida
de Radon si para todo K ∈ K, la restricción de L a CK(X)
es continua.
prop Si L : C0(X)→ R es lineal, entonces L es medida de

Radon si y sólo si para todo K ∈ K existe γK ∈ R+ tal que
para todo f ∈ CK(X), |L(f)| ≤ γK‖f‖
def M(X), el conjunto de medidas de Radon, es un espacio

vectorial. Para L ∈M(X) y K ∈ K se define

‖L‖K = sup
f∈CK(X)
‖f‖≤1

|L(f)|

y también ‖L‖ = supK∈K ‖L‖K ∈ R+

prop L ∈ (C0(X))∗ si y sólo si ‖L‖ <∞. Esto implica que
(C0(X))∗ ⊆M(X), si X es compacto, entonces hay igualdad.
Si no lo es, en general la inclusión es estricta.
teo Sea L : C0(X) → R un operador lineal. Se dirá que
L es positivo si f ≥ 0 implica que L(f) ≥ 0. Todo operador
lineal positivo sobre C0(X) es una medida de Radon.

obs M+(X) son las medidas de Radon positivas. Es un
cono. La relación L1 ≤ L2 ⇔ (L2−L1) ∈M+(X) es relación
de orden parcial que hace a M(X) un espacio vectorial orde-
nado.
teo Sean L, H ∈ M(X). Entonces existe un único fun-

cional T ∈ M(X) que cumple que L ≤ T , H ≤ T y que si
G ∈M(X) tal que L ≤ G y H ≤ G, entonces T ≤ G. En ese
caso, anotamos T = L ∨ H. Análogamente, se tiene L ∧ H.
Entonces M(X) es un espacio de Riesz.
cor Toda medida de Radon es diferencia entre dos fun-

cionales lineales positivos.
teo (Riesz) Sea L ∈ M+(X). Entonces existe una única

medida regular µ definida sobre B(X,Θ) tal que

∀f ∈ C0(X) L(f) =
∫
fdµ

cor Toda medida de Radon (y, luego, todo elemento de
C0(X)∗) se puede representar de la forma L(f) =

∫
fdµ1 −∫

fdµ2.
cor (Dual de C(X)) Si X es compacto, entonces el dual

de C(X) se puede identificar con M(X).

8. Probabilidades

A partir de ahora, los espacios medibles X serán Ω y se lla-
marán espacio muestral, las medidas µ serán P y se lla-
marán medidas de probabilidad, P(Ω) = 1, las σ-álge-
bras seguirán siendo T , los A ∈ T serán eventos. Las fun-



ciones medibles X : Ω → R serán variables aleatorias, y
E(X) =

∫
XdP será la esperanza.

obs Si X es variable aleatoria, σ(X) = X−1(B(R)) es σ-
álgebra contenida en T , y X es σ(X)-medible.

def Sean (Ai)i∈I ⊆ T . Se dirán independientes si para

todo J ⊆ I finito, P
(⋂

j∈J Aj

)
=
∏
j∈J P(Aj). Si tenemos F ,

G ⊆ T , se dirán independientes si para todo A ∈ F y para
todo B ∈ G, P(A ∩ B) = P(A)P(B). Si X e Y son variables
aleatorias, se dirán independientes si σ(X) y σ(Y ) lo son. Una
colección de variables aleatorias (Xλ)λ∈Λ es independiente si
para todo (Aλ)λ∈Λ ⊆ B(R), se tiene que (X−1

λ (Aλ))λ∈Λ es
independiente.
prop Si F = σ(C1) y G = σ(C2) son dos σ-álgebras gen-

eradas por dos π-sistemas C1 y C2, entonces F y G son inde-
pendientes si y sólo si C1 y C2 lo son.
prop Si I1 e I2 son dos π-sistemas tales que σ(I1) =
σ(I2) = B(R), entonces dos variables aleatorias X e Y son
independientes si y sólo si para todo A ∈ I1 y todo B ∈ I2,
P(X−1(A) ∩ Y −1(B)) = P(X−1(A))P(Y −1(B)).
prop Si (Xλ)λ∈Λ son variables aleatorias independientes

y fλ : R→ R son funciones medibles, entonces (fλ ◦Xλ)λ∈Λ

son variables aleatorias independientes.
prop Si X e Y son variables aleatorias integrables e

independientes, entonces XY es integrable y E(XY ) =
E(X)E(Y ).

def Sea X una variable aleatoria, se define la función
de distribución de X como FX : R → R donde FX(t) =
P(X ≤ t). Dos variables aleatorias son iguales en ley si
sus funciones de distribución coinciden, se denota X1 ∼ X2.
Si X1, . . . , Xn son variables aleatorias, entonces la medida
µX1,...,Xn(A) = P((X1, . . . , Xn) ∈ A) para A ∈ B(Rn) se
llamará la distribución de X y FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) =
P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) es la función de distribución del
vector (X1, . . . , Xn).

obs FX es creciente y continua por la derecha, la medida
de Lebesgue-Stieltjes que define (sobre R) se denota µX y es
exactamente igual a µX(A) = P(X ∈ A). Si f : R → R es
medible, entonces f ∈ L1(R,B(R), µX) si y sólo si (f ◦X) ∈
L1(Ω, T ,P) y en tal caso,∫

R
fdµX =

∫
Ω

(f ◦X)dP = E(f(X))

prop Dos variables aleatorias X e Y son independientes
si y sólo si µX,Y = µX ⊗ µY .

obs Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes,
con sus distribuciones respectivas F1, . . . , Fn. Si consideramos
Yi : Rn → R como las variable aleatorias “coordenada”, la
idea es definir una medida P sobre B(Rn) tal que Y1, . . . , Yn
sean independientes y que Yi ∼ Xi. P = µF1 ⊗ · · · ⊗ µFn hace
la pega.
def Supongamos que tenemos (Xt)t∈T independientes, con

distribución Ft cada una. Sea J ⊆ T finito, supongamos que
|J | = n. Sea A ∈ B(Rn), se define el cilindro de base A en
las coordenadas J como

R = A× RT−J = {x ∈ RT : (x(t) : t ∈ J) ∈ A}

Si definimos CT como el conjunto de todos los cilindros, se
tiene que es álgebra, y se le define BT = σ(CT ).

obs Si dotamos a RT de la topoloǵıa producto (la que tiene
por base los cilindros que tienen un producto finito de abier-
tos), podemos dotarla también de los borelianos B(RT ). Se

tiene que BT ⊆ B(RT ). Si T es numerable, hay igualdad. Si
no, la inclusión es estricta.
def Una colección F = {µ(t1,...,tn) : n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T}

se dirá de leyes finito-dimensionales si todo µ(t1,...,tn) ∈ F
es una medida de probabilidad definida sobre B(Rn). Por otro
lado, si P es una probabilidad en BT , n ∈ N y t1, . . . , tn ∈ T ,
definimos P(t1,...,tn) : B(Rn)→ R por

P(t1,...,tn)(A) = P(A× RT−{t1,...,tn})

el conjunto FP de estas medidas de probabilidad se llama la
familia de leyes finito-dimensionales asociadas a P.
def Sea F una familia de leyes finito-dimensionales. Dec-

imos que F satisface las condiciones de consistencia de
Kolmogorov si

(I) Dado µ(t1,...,tn) ∈ F y dada cualquier permutación π ∈
Σn se tiene que para todo A ∈ B(Rn), µ(t1,...,tn)(A) =
µ(tπ(1),...,tπ(n))(π(A)), donde π(A) = {y ∈ Rn : ∃x ∈
A, y = π(x)}.

(II) Dados t1, . . . , tn, tn+1, . . . , tn+m ∈ T se cumple que
para todo A ∈ B(Rn),

µ(t1,...,tn,tn+1,...,tn+m)(A× Rm) = µ(t1,...,tn)(A)

obs Si P es probabilidad en RT , entonces FP satisface las
condiciones de consistencia de Kolmogorov.
teo (Consistencia de Kolmorogov) Sea F una familia

de leyes finito-dimensionales que satisface las condiciones de
consistencia de Kolmogorov. Entonces existe una única medi-
da de probabilidad P definida sobre BT tal que F = FP.
def Supongamos que para todo t ∈ T se tiene una medida

de probabilidad µt sobre B(R), definimos la familia de leyes
finito dimensionales F como µ(t1,...,tn) = µt1 ⊗ · · · ⊗ µtn . F
satisface las condiciones de Kolmogorov, aśı que hay una me-
dida P sobre BT que tiene estas leyes finito-dimensionales. P
se denota

⊗
t∈T µt y se llama medida producto en RT .

obs Si Xt son variables aleatorias independientes, pode-
mos tomar µt la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a la
función de distribución de Xt. Aśı, el espacio de probabilidad
(RT ,BT ,

⊗
t∈T µt) hace que las variables aleatorias coordena-

da Yt sean independientes y cada Yt tiene la misma distribu-
ción que Xt.
def Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Dada una
σ-álgebra G ⊆ F y una variable aleatoria integrable X, di-
remos que una variable aleatoria Z : Ω → R es esperanza
condicional de X con respecto a G si Z es G-medible y para
todo A ∈ G,

∫
A
ZdP =

∫
A
XdP.

teo Sea X una variable aleatoria integrable. Entonces ex-
iste una esperanza condicional de X con respecto a G y la
notaremos E(X|G), que es integrable y única ctp.
prop Si X es G-medible, entonces E(X|G) = X.

prop Si X = Y ctp, entonces E(X|G) = E(Y |G) ctp.

prop Para todo α ∈ R, E(X+αY |G) = E(X|G)+αE(Y |G).

prop Si X ≤ Y ctp, entonces E(X|G) ≤ E(Y |G) ctp.

prop Sean Xn ≥ 0 tales que Xn ↗ X, todo integrable.
Entonces E(Xn|G)↗ E(X|G).
prop Sea Xn, Y tales que Y ≤ Xn. Supongamos
X = ĺım infnXn, todo integrable. Entonces E(X|G) ≤
ĺım infn E(Xn|G).
prop Sea Xn integrables tales que Xn → X ctp. Supong-

amos que existe una variable aleatoria Y integrable tal



que |Xn| ≤ Y . Entonces X es integrable y ‖E(X|G) −
E(Xn|G)‖1 → 0.
prop Si Y es G-medible y acotada, entonces E(XY |G) =
Y E(X|G).
prop Si H ⊆ G, entonces E(X|H) = E(E(X|G)|H) =

E(E(X|H)|G).
prop Si X es tal que σ(X) es independiente de G, entonces

E(X|G) = E(X).
prop Si G = {∅,Ω} entonces E(X|G) = E(X).

prop Si X ∈ Lp e Y ∈ Lq, Hölder conjugados y p ∈
(1,+∞). Entonces |E(XY |G)| ≤ E(|X|p|G)

1
pE(|Y |q|G)

1
q .

prop Si X,Y ∈ Lp y p ∈ (1,+∞). Entonces E(|X +

Y |p|G)
1
p ≤ E(|X|p|G)

1
p + E(|Y |q|G)

1
q .

teo (Desigualdad de Jensen) Sea Φ : R → R una fun-
ción convexa. Si X es tal que X y Φ(X) son integrables, en-
tonces Φ(E(X|G)) ≤ E(Φ(X)|G)
prop Si X ∈ Lp(F), entonces E(X|G) ∈ Lp(G). De hecho,
‖E(X|G)‖p ≤ ‖X‖p, y tenemos que E(·|G) : Lp(F) → Lp(G)
es un operador lineal continuo de norma 1. Si p = 2, el oper-
ador es exactamente la proyección ortogonal sobre Lp(G).

def Si X e Y son variables aleatorias, Y integrable, la
esperanza condicional de Y dado X se define como
E(Y |X) = E(Y |σ(X)).

lem (Doob) Sea X una variable aleatoria y Z : Ω → R
función. Z es σ(X)-medible si y sólo si existe una función
f : R→ R tal que Z = f(X).
cor Si X e Y son variables aleatorias, Y integrable, en-

tonces existe f : R→ R medible tal que E(Y |X) = f(X).

def Se dice que X = (X1, . . . , Xn) tiene densidad si µX
es absolutamente continua respecto a µn (de Lebesgue). En
ese caso, existe g : Rn → R integrable tal que para todo
A ∈ B(Rn),

P((X1, . . . , Xn) ∈ A) =
∫
A

gdµn

Si H : Rn → R es medible, H(X1, . . . , Xn) es P-integrable si
y sólo si (Hg) es µn-integrable, y se tiene∫

Ω

H(X1, . . . , Xn)dP =
∫

Rn
H(x1, . . . , xn)g(x1, . . . , xn)dx1· · ·dxn

obs Si (X,Y ) tiene densidad fX,Y , entonces fX(x) =∫
fX,Y (x, y)dy es densidad para X.

prop Si X, Y son variables aleatorias y Y es integrable,
entonces

E(Y |X = x) =
∫
yfX,Y (x, y)dy
fX(x)

para los x tales que fX(x) > 0 y 0 en otro caso. Esta igualdad
es dx-ctp.
def Sea µn y µ medidas de probabilidad sobre R. Se dice

que µn converge débil a µ si ĺımn µn(A) = µ(A) para todo
A = (−∞, x] con µ({x}) = 0. Se denotará µn ⇒ µ. Ten-
emos que µn ⇒ µ si y sólo si Fn(x) → F (x) para todo x de
continuidad de F . Para una sucesión de variables aleatorias
(Xn) definimos la convergencia en distribución o en ley si
las leyes L(Xn)⇒ L(X).
prop Si (Xn) converge en medida, entonces converge débil

al mismo ĺımite. Recordar que convergencia casi segura (ctp)
implica convergencia en medida.

teo (Skorohod) Sean µn y µ medidas de probabilidad sobre
R,B tales que µn ⇒ µ. Entonces existen variables aleatorias
Yn e Y en un espacio de probabilidad común (Ω,F ,P) tales
que Yn ∼ µn, Y ∼ µ y Yn → Y P-casi seguramente.

teo Sea h : R → R medible y Dh su conjunto de discon-
tinuidades. Si µn ⇒ µ y µ(Dh) = 0, entonces µnh−1 ⇒ µh−1.

teo (del portmanteau) µn ⇒ µ si y sólo si
∫
fdµn →∫

fdµ para toda f continua y acotada, si y sólo si µn(A) →
µ(A) para todo A µ-continuo.

obs Si µ ∼ Y , con µ probabilidad sobre R y Y variable
aleatoria, entonces

∫
fdµ =

∫
f(Y )dP.

teo (Principio de Selección de Helly) Para toda familia
de distribuciones Fn existe una subsucesión nk y una función
continua a la derecha F tal que ĺımk Fnk(x) = F (x) para todo
x de continuidad de F .

def Una familia de medidas de probabilidad (µα)α∈A se
dirá tensa si para todo ε > 0 existe un intervalo acotado I
tal que supα∈A µα(Ic) < ε.

teo Sea (µα)α∈A familia de medidas de probabilidad.
(µα)α∈A es tensa si y sólo si para toda sucesión (µαn)n existe
nk subsucesión y µ medida de probabilidad tales que µnk ⇒ µ.

cor Si una sucesión de medidas de probabilidad es tensa
y satisface que para toda subsucesión convergente débil ellas
convergen a un mismo ĺımite µ, entonces µn ⇒ µ.

prop Si Xn ⇒ X, entonces E(|X|) ≤ ĺım infn E(|Xn|).

prop Si Xn ⇒ X y Xn es uniformemente integrable, en-
tonces X es integrable y E(Xn)→ E(X).

def Dada X, se define su función caracteŕıstica como
φX(t) = E(eitX) =

∫
eitxdP(x).

obs φX es absolutamente continua, φX(0) = 1, su norma
está acotada por 1, si X e Y son independientes, entonces
φaX+bY+c(t) = φX(at)φY (bt)eitc.

teo (de Inversión de Fourier) Sea µ medida de probabil-
idad sobre (R,B) y φ(t) su función caracteŕıstica. Luego, si
a < b,

ĺım
T→∞

1
2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t)dt = µ((a, b])+

1
2

(µ({a})+µ({b}))

cor φX(t) = φY (t) para todo t ∈ R si y sólo si P(X ∈ A) =
P(Y ∈ A) para todo A ∈ B.

lem Para cada n ∈ N, sea µn una medida de probabilidad
con función caracteŕıstica φn. Suponga que existe g cotinua
en 0 y t0 > 0 tales que ĺımn φn(t) = g(t) para todo |t| < t0.
Entonces µn es tensa.

teo (Continuidad de Lévy) Sea µn una familia de medi-
das de probabilidad y µ medida de probabilidad, con funciones
caracteŕısticas φn = φµn y φ = φµ. Entonces µn ⇒ µ si y sólo
si φn converge puntualmente a φ.

teo (del Ĺımite Central) Sea Xn una sucesión de vari-
ables aleatorias i.i.d. con media µ y varianza σ2. Sea Sn =∑n
i=1Xi. Entonces Sn−nµ√

nσ
⇒ Z cuando n → ∞ y Z ∼

N(0, 1).

cor Para todo x ∈ R,

ĺım
n→∞

P
(
Sn − nµ√

nσ
≤ x

)
= φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt


