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P1. (Integrabilidad uniforme): En clases se demostro el teorema de convergencia dominada, éste teorema da criterios
adecuados segtn el cual una sucesiéon que converge p-c.t.p. converge en términos de su integral. En este ejercicio
veremos criterios en espacios de medida finita, para los cuales esta convergencia sigue siendo cierta.

Sea (X, A, ) un espacio de medida finita, y sea {f,},er una familia de funciones integrables (I" es un conjunto
cualquiera). Diremos que esta familia es uniformemente integrable ssi
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(a) Muestre que si f es integrable, entonces {f} es una familia uniformemente integrable. De forma m4s general,
muestre que cualquier coleccién finita de funciones integrables es uniformemente integrable.

(b) Muestre una coleccién de funciones integrables que no sea uniformemente integrable

(¢) Muestre que una coleccién de funciones, {f+},cr es uniformemente integrables ssi:
. sup/ |fyldp < oo
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(d) Muestre que, si {fn}nen es una sucesién de funciones integrables, y f es integrable, entonces

lim /|fn — fldp <= fo -5 f A {fn} es uniformemente integrable
n— o0

P2. Sea (X, .A) un espacio medible. Dada una medida con signo, u, definimos ||u|| como

lull = p™(X) +pu™ (X)
Y llamaremos (M7, X, A) al espacio de las medidas con signo en (X,.A) tales que ||u|| es finito.

(a) Muestre que éste es un espacio vectorial, y que ||| es norma
(b) Muestre que este espacio es de Banach

(c) Sean p y v dos medidas de probabilidad en (X,.A). Muestre que si existe a € (0, 1), tal que

lap— (1 — )| = 1
Entonces plv



(d) Sean {un}nen ¥ {Vn}nen dos sucesiones de medidas finitas en el espacio, con v, < un, y en que existen u y
v tales que ||un — pfl = 0y ||[vn — v|| = 0. Muestre que
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P3. Sean p y v dos medidas en el espacio (X,.A), tales que v < u, y p es finita. Muestre que, si existe A € A con
0 < v(A) < oo, entonces existe un conjunto S € A tal que v|s toma valores en {0, 00}, v(S¢) > 0, y v|sec es medida
o-finita



