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P1. El Teorema π, λ

Sea X un conjunto. Una clase de subconjuntos P ⊆ P(X) se dice π-sistema si

A,B ∈ P =⇒ A ∩B ∈ P .

I ⊆ P(X) se dice λ-sistema si

X ∈ I.

A ∈ I =⇒ Ac ∈ I.

Si (An)n∈N ⊆ I son disjuntos, entonces
⋃
n∈N

An ∈ I.

a) Pruebe que I es λ-sistema y π-sistema si y sólo si I es sigma-álgebra.

b) Se define λ(P) como el menor λ-sistema que contiene a P (observe que está bien
definido). Demuestre que si P es π-sistema, entonces σ(P) = λ(P).

c) Concluya el Teorema π, λ: Si P es un π-sistema y I es un λ-sistema tal que P ⊆ I,
entonces

σ(P) ⊆ I.

P2. Sea S una sigma-álgebra infinita.

a) Pruebe que S contiene una secuencia infinita de conjuntos disjuntos.

b) Pruebe que |S| ≥ c

P3. Sea E una clase de subconjuntos de un espacio X, con ∅ ∈ E .

a) Demuestre que si S = σ(E), entonces S se puede escribir como la unión de las sigma-
álgebras de la forma σ(F), con F recorriendo todos los subconjuntos numerables de
E .

b) Sea Ω el conjunto de todos los ordinales finitos o numerables. Para α ∈ Ω se definen
por inducción transfinita las clases Eα como sigue:

E0 = E
Eα contiene los conjuntos de la forma

⋃
n∈N

An, donde An ∈ Eβn con βn < α, y los

conjuntos de la forma Ac con A ∈ Eβ, β < α.

Demuestre que σ(E) =
⋃
α∈Ω

Eα.

c) Pruebe que si la clase E es infinita de cardinal a lo más c, entonces |σ(E)| = c.
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