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P1. Suponga que dispone de una mesa cuadrada, sobre la cual dibuja un circulo inscrito en ella. Luego lanza n objetos
al azar sobre la mesa, y denota ¢, la cantidad de ellos que cae dentro del circulo. Muestre que la cantidad 4¢,, /n
converge en probabilidad y casi seguramente a 7 cuando n — co.

Sol. Sea X; la variable aleatoria de Bernoulli asociada a si el i-ésimo objeto lanzado cae dentro del circulo, de modo
que X1, Xo,..., X, son independientes e idénticamente distribuidas con distribucién de Bernoulli. Ademads
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Es claro ademds que Var(X;) < oo, y se tiene que ¢, = > . ; X;. Luego, por la Ley Débil de los Grandes
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Asi 4% converge en probabilidad y casi seguramente a 7 cuando n — oo. m

P2. Se sabe que el tiempo medio de espera de la micro es de 5 minutos.

a) Dé una cota superior para la probabilidad de que la micro demore a lo menos 15 minutos.

Sol. Sea X la variable aleatoria que denota el tiempo de espera de la micro en minutos. Claramente X es no
negativa, de modo que podemos usar la Desigualdad de Markov, i.e.,
E(X) 5 1

PX>15) < —~L =— =
(X =15) < 15 15 3

b) Estudios posteriores publicados por las autoridades de transporte revelan que la desviacién tipica (i.e., la
raiz de la varianza) del tiempo de espera es de 3 minutos. Con esta informacién adicional, entregue una
nueva cota para la probabilidad de la parte anterior.



Sol. Sabemos que E(X) = 5y Var(X) = 3% = 9 son finitas y por lo tanto se puede usar la Desigualdad de
Chebyshev. Para esto, se debe primero “acomodar” los valores de modo que queden en la forma de tal
desigualdad. Asi, se tiene que X > 15 ssi X — 5 > 10 y esto se tiene ssi |[X — 5| > 10 pues X > 0. Asf se
obtiene que

Var(X) 9
PX>15)=P(|X -5|>10) < ———~% = —
(X 2 15) =B(X - 5 2 10) < —2 - =
Donde la desigualdad corresponde a la Desigualdad de Chebyshev. De esta manera, con la nueva informa-
cién, se tiene que la probabilidad de que la micro demore més de 15 minutos es inferior al 9 %. O

¢) Si espera la micro todos los dias durante 36 dias. Durante la espera (y solo durante la espera), usted escucha
una discografia que dura exactamente 168 minutos, siempre retoméndola en el instante en que la dejoé el dia
anterior. ;Cuél es la probabilidad de que no alcance a terminar la discografia? (Indicacién: Utilizar el TLC).

Sol. Sea X; la variable que denota el tiempo de espera (en minutos) del i-ésimo dia, i = 1,2,...,36. Como se
escucha la discografia solo cuando se espera la micro, entonces se busca la probabilidad de X7 + Xo 4+ -+ -+
X356 < 168 (equivalentemente X1 + X5 + - -+ + X36 < 168, pues son v.a. continuas). Ademds sabemos que
E(X;) =5y por lo tanto
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Donde, por el Teorema Central del Limite, ~ Z, con Z ~ Normal(0,1) y por
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es la distribucién de una Normal(0,1). Ademds, se puede usar la tabla de una normal estdndar para obtener

]P’<Z§ g) _P(Z> i) =0,2514
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Asi, finalmente se obtiene que

de modo que existe cerca de un 25 % de probabilidad de no terminar la discografia entera en los 36 dias. o

P3. A menudo se necesita estimar la dispercién de una variable aleatoria X cuya esperanza y varianza se saben finitas,
pero son desconocidas. Para ello es usual obtener de manera independiente varios valores de la variable aleatoria

(i.e., tomar una muestra aleatoria simple), digamos X1, Xo, ..., X,, y estimar la esperanza y la varianza por
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respectivamente.

a) Si E(X) = pu, observe que (X; — f1,)? = ((X; — p) — (fin, — p))? y muestre que
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Donde la penitltima igualdad se tiene puesto que - Z(X’ — 1) = fin — W m
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b) Muestre que los estimadores fi,, y 62 son insesgados.
Sol. Para fi,, se tiene que
X 1 — 1< 1< 1
E(/in) = E(~ d X)) = - Y E(X;) = - > E(X) = —n - E(X) =E(X)

Donde la primera igualdad es por definicién de ji,, la segunda, por la linealidad de la esperanza, la tercera
puesto que X; son realizaciones de X de modo que tienen la misma distribucién y las dltimas son obvias.
Ast, E(fi,) = E(X) y como fi,, es un estimador para E(X) se tiene entonces que fi,, es insesgado.

Para 62, usando la parte (a),
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Por otro lado,
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Donde la primera igualdad es por definicién de fi,,, la segunda, por independencia de la muestra y propiedades

de la varianza, la tercera puesto que X; son realizaciones de X de modo que tienen la misma distribucién y
las ultimas son obvias. También se tiene que
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Con esto, se obtiene que
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Asf, E(62) = Var(X) y como 62 es un estimador para Var(X) se tiene entonces que &
o

es insesgado.

¢) Justifique la eleccién del estimador 62 estableciendo que P( lim 62 = ¢?) = 1, donde Var(X) = o2.
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Sol. Basta probar que
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Si se tiene que lim 62 # o2, entonces, por la parte (a), se tendria que
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Y entonces
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Pero, en (b) se vio que E((X; — p)?) = Var(X) = 02 y se tiene que E(X;) = E(X) = u. Asi, por la Ley

Fuerte de los Grandes Numeros se tiene que
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luego

Finalmente

y se concluye que

P4. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo (0,6), donde § es una constante positiva
desconocida. Considere una muestra aleatoria simple X1, Xo,..., X, de X.
a) Muestre que el estimador 6y := %2?21 X; del pardametro 6 es insesgado y calcule su varianza.
Sol. Se tiene que
2 @ 2 < 2
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Donde la primera igualdad es por definicién de 6y, la segunda, por la linealidad de la esperanza, la tercera

puesto que X; son realizaciones de X de modo que tienen la misma distribucién y la dltima es obvia. Por
otro lado, como X ~ U(0, 6), se tiene que

y por lo tanto

y el estimador 6y es insesgado.

Por otro lado

2 o 1< 4
Var(0y) = Var(ﬁ ZXZ) =3 ZVar(Xi) = EVar(X)
i=1 i=1

Donde la primera igualdad es por definicién de 6, la segunda, por independencia de la muestra y propiedades
de la varianza, la tercera puesto que X; son realizaciones de X de modo que tienen la misma distribucién.

Ademés, como X ~ U(0,0), Var(X) = % (calcular si no lo recuerda), se obtiene que

16° 02
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b) Considere ahora el estimador ¢; = max{X; : i = 1,2,...,n}. Entregue la funcién de distribucién del
estimador y calcule su sesgo. Encuentre a € R tal que el estimador dado por af; sea insesgado.

Sol. La funcién de distribucién (acumulada) de 6; es
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Estoes parat € [0,0]; parat < 0, F1(t) = 0y parat > 6, F(t) = 1. Entonces su densidad serd fi(t) = n-‘57,
para t € [0,0] y cero en otro caso.

El sesgo estd dado por |[E(6;) — 6]. Calculamos la esperanza de 6y por definicién,

0

o0 0 n—1 n+1
t n t no
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Obteniendo que el sesgo es [E(61) — 0] = nL_;_l,

+

ueremos ahora a € R tal que E(af;) = 6, i.e., § = aE(#;) = a2 . Sigue que a = 2L y el estimador 2416,
n+1 n n

es insesgado. m

¢) Calcule la varianza del estimador insesgado obtenido en la parte anterior. En base a esto, compare la
“eficiencia” de los estimadores 6y y af;. ;Con cudl se quedaria?

Sol. La varianza del estimador insesgado de la parte (b) es
Var(ab) = a*Var(0,) = a*(E(67) — E(61)?)
Como conocemos la distribucién de 61, podemos calcular
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Sigue que

Var(aby) = a*(E(67) — E(61)%) = (nz 1>2 (nnfg B (nrfl>2> - n(noiZ)



