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Vectores Aleatorios

1. Vectores Aleatorios bi-variados

Nuestro interés estd en variables aleatorias X e Y definidas en un mismo espacio €, trabajare-
mos con vectores bi-variados, las generalizaciones a n variables no son dificiles de extender y por
tanto quedan propuestas.

Definicién 1.1. Diremos que el par (X,Y) es un vector aleatorio si X e 'Y representan variables
aleatorias

La funcién que caracteriza el comportamiento del vector aleatorio es la distribucién conjunta,
ya que entrega la informacién de como se comporta el vector en cada componente y ademas el

comportamiento cuando interactian las componentes (uno pensaria que es mas dificil obtener
P(X >2AY <1) que P(X > 2)).

Definiciéon 1.2. Sean X,Y : Q — R variables aleatorias, se define la distribucion conjunta como
Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y)

Las leyes marginales se refieren siempre a como se comporta una v.a. sin tener en cuenta el
resultado de las demas, asi tenemos:
P(X<z) = P(X<zY <)
= lim P(X <=z,Y <n)
n—oo

= lim Fxy(z,n)
n—oo
Definicién 1.3. Sean X,Y : Q — R v.a., definimos las distribuciones marginales como

Fx(x) = lim Fxy(x,y) Fy(y) == lim Fxy(z,y)

Y—+00 T—00

1.1. Caso bi-discreto

Definicién 1.4. Diremos que (X,Y) es un vector discreto si X,Y : Q — R son v.a. discretas, es
decir si existen A;, Ay, C R a lo mds numerables tales que P(X € A,) =1y P(Y € A)) = 1.



De la definicién es claro que también existe un conjunto A a lo mas numerable tal que
P((X,Y) € A) =1, pues basta tomar por ejemplo A = A, x A,.

Se busca caracterizar al vector (X,Y), en general Fxy (z,y) es suficiente, pero no es 1til para
los célculos, no asi como la ley conjunta:

Definicién 1.5. Sea (X,Y') un vector aleatorio discreto, se define la ley conjunta como

1.1.1. Leyes Marginales

Las leyes marginales que denotaremos p; := P(X = i) se obtienen particionando el espacio:
dado que los eventos Y = j y Y = j + 1 son disjuntos Vj (una v.a. no puede tomar dos valores a
la vez) y recordando que dada una particién {A;};en del conjunto A se tiene

P(A) =P(|JA) =D P4

1€IN 1€IN

entonces las leyes marginales se escriben como

pi=Y P(X=4iY=5=> py (1)

jEN jEN
pi=Y PX=iY=j) =) p;
€N icN

1.1.2. Distribuciones Marginales

Dadas las leyes marginales, se obtienen directamente las distribuciones marginales:

Fx(z) & P(X <2)

= ) P(X =i

1<z

= > D vy (2)

i<z jeIN

donde en (2) se utiliz6 (1). Andlogamente se tiene

Fr(y) =) > py

<y ielN

Siguiendo con el razonamiento de particionar, la funcién de distribucién conjunta se calcula

CcOomo
Fxy(z,y) = > by

i<z j<y



1.2. Caso bi-continuo

Definicién 1.6. Diremos que (X,Y) : Q — R? es un vector conjuntamente continuo si existe una
funcién fxy : R? — Ry que llamaremos densidad conjunta tal que VA C R? rectdngulo se tiene'

IP((X,Y)GA)_//Any(x,y)dxdy

Las deducciones en el caso discreto las realizamos con argumentos de particion, usando implici-
tamente la o-aditividad, que es valida para uniones numerables. Como en el caso continuo no
podemos hacer esto las deducciones se haran via derivacién.

Propiedades

1. Claramente la integral en todo el soporte da 1, el caso general es
[ | sorte ety =1
R2
2. De la definicién eligiendo A = (—o0, z) X (—00, )

x y
Far(e,9) 2P(X < .Y <y) = / / Frr(,y)dedy

3. Derivando F'xy se puede obtener la densidad conjunta

82
0xdy

ny(l’,y) = fXY(xvy)

1.2.1. Densidades Marginales

Sabemos que

Fx(z) = hm Fxy(x,y)

= hm/ / fxy(z,y)dxdy
y*)OO
= / / fxv (@, y)dady

Usando el Teorema Fundamental del Célculo

dd%(:c) = %/_m /_Oo Ixy (z,y)dedy = /_oo fxy (z,y)dy

Por lo anterior parece natural definir

fx(z) ::/foy(:c,y)dy fr () ::/]foy(:c,y)dx

'La definicién formalmente no es para todo conjunto, sino para aquellos que pertenezcan a una familia bastante
general. Es vélida si para cualquier conjunto A que nos interese en el curso.



2. Independencia

Definicién 2.1. Diremos que X e Y w.a. son independientes si cumplen que para cualquier par
de conjuntos A y B se tiene

P(X € A,Y € B)=P(X € A)P(Y € B)

La definicion es dificil de trabajar, por lo que se hace necesario tener mas caracterizaciones de
independencia. Aceptaremos el siguiente Teorema sin demostracion.

Teorema 2.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio, las v.a. X e Y son independientes ssi

1) Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y)
2) Es vector bi-discreto y p;; = pip;
3) Es vector bi-continuo y fxy(x,y) = fx(x)fy(y)

Las caracterizaciones 2 y 3 son las mas ttiles, pero la 1 es valida para casos generales, por
ejemplo X continua e Y discreta.

3. Esperanza de Una Funcién

Consideremos una funcién ¢ : R? — R™, nos interesa calcular su valor esperado respecto a la ley
(X,Y), en particular cuando escojamos a g como la identidad estaremos calculando la esperanza
del vector.

Veremos las definiciones para un vector bi-discreto, los otros casos son faciles de extender y
quedan propuestos.

Definicién 3.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto y g : N* — R funcién a wvalor real.
Definimos la esperanza de g como

E(g(X,Y)) =Y > (i, i)pi (3)

ieN jeN

Observamos que la esperanza en el caso anterior es un escalar, para el caso en que el co-dominio
de g tenga mayor dimensionalidad que 1 se tiene:

Definicién 3.2. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto y g : N* — R™, se define
E(g(X,Y)) == (BE(g:(X,Y)), E(g2(X, V), - -+, E(gm (X, Y)))
La esperanza (“a secas”) del vector (X,Y’) es mediante la funcién g(x,y) = (z,y), con lo que
E((X,Y)) = (E(X), E(Y))

La esperanza inducida en E(X) puede ser por ley marginal p; o bien por la conjunta p;;, en efecto,
utilizando la definicién (3) antes vista:

E(X) ézzipij :Zinz'j :Zipi

ieN jeN ieN  jeN i€N



4. Funcion Generadora de Momentos

La funcion generadora de momentos nos sera 1til como herramienta para identificar distribu-
ciones, se encuentran tabuladas las funciones generadoras de muchas funciones conocidas (Poisson,
exponencial, etc), entonces para encontrar la distribucién de una nueva variable aleatoria a veces
puede ser conveniente calcular su funcion generadora para concluir utilizando las que son conocidas.

Definicién 4.1. Sea X una v.a. y n € N, se define el momento de orden n de X como E(X™).
Definicién 4.2. Sea X una v.a., se define la funcion generadora de momentos de X como
Ux(t) == E(e") (4)
el dominio de ¥y es t tal que la esperanza en (4) converge.

Propiedades:
1. Sea X v.a., si ¥x es k veces derivable, entonces

dk

ﬁ@bX(t) = E(X")

t=0
2. Sean X e Y v.a., se tiene que

Uy (t) = ¥x(t) = fx(2) = fr(y)
3. Sean X e Y v.a., se tiene que

X ULY = xyy(t) =vx(t) - ¢y (t)

5. Teorema del Cambio de Variables

Teorema 5.1. Sea (X,Y) un par conjuntamente continuo con densidad fxy, sea U C R? abierto
tal que P((X,Y) e U) = 1. Sea ¢ : U — o(U) funcién € C'(U) biyectiva con det(J(p)) # 0.
Entonces si denotamos (Z,W) = ¢(X,Y)

fzw(z,0) = fxy (o7 (z,w))|det(J (™) L wpepwny

6. Covarianza y Correlacion

No siempre es facil estudiar la independencia, por eso usaremos conceptos que tomaran mayor
relevancia en la parte estadistica, que ademas en sus versiones empiricas son los verdaderos objetos
de estudio al momento de ver independencia.

Definicién 6.1. Sean X,Y : Q — R v.a. que cumplen E(X?),E(Y?) < oo, se define la covarianza

entre X eY como
cov(X,Y) :=E[(X —EX))(Y —E(Y))]



Bajo los supuestos de la definicién la covarianza estd bien definida (cov(X,Y) < 00), ahora se
puede calcular como esperanza de una funcién, por ejemplo si (X,Y’) es un vector conjuntamente
continuo, entonces

cov(X,Y) = //]R2 (x — E(X)(y — E(Y)) fxy(z,y)dzdy

La covarianza es una medida de relacion entre las variables, es adecuado pensar que si la
covarianza es muy grande entonces las v.a. estan fuertemente relacionadas; si es muy negativa por
ejemplo se intuye que las v.a. estan muy relacionadas y que ademas cuando una aumenta el valor
la otra disminuye.

Para medir distintas variables, digamos X, Y, Z la covarianza puede ser engafiosa por cuanto
depende de la unidad de medida de las variables, por esto se “estandariza” como el coeficiente de
correlacién (lineal), este si es comparable entre distintos pares de variables.

Definicién 6.2. Sean X,Y : Q — R v.a. con E(X?),E(Y?) < oo, se define el coeficiente de

correlacion como
cov(X,Y)

N V' Var(X)/Var(Y)

El coeficiente de correlacién cumple —1 < p(X,Y) < 1.
La propiedad mas famosa de la covarianza es

p(X,Y):

XULY=couX,Y)=0

Es importante recalcar que la implicancia es sélo hacia la derecha, cov(X,Y)=0%4 X 1 Y.

7. Condicionalidad

Ya se ha visto que la probabilidad condicional induce una medida de probabilidad, es decir,
dado un espacio de probabilidad (€2, F, P) si tomamos a B C 2 con P(B) > 0, entonces P(:|B) es
medida de probabilidad, donde:

P(AN B)
P(B)

Lo que ahora nos motiva es reemplazar el evento B por el evento Y = y donde Y es una v.a.,

en el caso discreto esto es mas natural que en el caso continuo, pero luego uno se convence.

P(A|B) :=

7.1. Caso Discreto

Definicién 7.1. Sean X,Y : Q@ — R v.a. discretas, se define la probabilidad de que X = i dado
que Y = j cuando P(Y = j) > 0 como
{(X=iY=j}

P(Y =)

P(X =iy = j) = 2L

Dada la definicién anterior consideraremos como ley condicional a la coleccién de todos los
valores de probabilidad condicional, denotaremos para P(Y = y) > 0 a la ley condicional de X

dado Y como
P(X =zY =y)

P =y)

pX|Y(517|y) =



Observamos que para calcular la ley condicional necesitamos la ley conjunta p;;, en efecto es
facil ver que
Py (i) = = —
> kew Prj
Si no tenemos la ley conjunta P(X = ¢,Y = j), pero tenemos la ley marginal de Y y la ley
condicional de X dado Y, entonces podemos obtener la ley conjunta y por lo tanto la marginal de

X, en efecto
P(X =i,Y =j)=P(X =ilY =))P(Y =

= P(X =i) =Y P(X =iy =j)P(Y

JjeEN

I
T
~—

Definiremos también a la distribucién condicional como

Fxpy(zly) :=P(X <alY =y) =D pxpy(ily)

i<z

7.2. Caso Continuo

En este caso es un poco raro pensar en el observable Y = y, ya que si Y es v.a. continua,
entonces Vy € R, P(Y =y) =0, la intuicién es que si bien eso es cierto cuando uno echa a correr
una v.a. igual se obtiene un resultado (alguna temperatura se observa por ejemplo) y este hecho
da informacion sobre la ocurrencia de la v.a. X.

Definicién 7.2. Sean X,Y : Q — R v.a. conjuntamente continuas, es decir, que tienen densidad
conjunta fxy, se define la densidad condicional de X dado el observable Y =y como

Ixiy(zly) = %ﬂ{h(ybﬂ}

Ademas definiremos para A un conjunto unién de intervalos la probabilidad de que X € A
dado un observable como

P(X € AlY =y) := /Afxw(ﬂy)dﬂf

La principal herramienta que tendremos para calculo mediante probabilidades condicionales es
el siguiente Teorema (la demostracién es un poco delicada, pero no es muy dificil):

Teorema 7.1. Sean X,Y : Q — R v.a. conjuntamente continuas, para A conjunto se tiene que

MXem=APMEAW=wn@@

7.3. Esperanza Condicional

Tendremos la esperanza definida andlogamente que para el caso conjunto, solo que se reemplaza
ley (densidad) conjunta por la condicional, asi dada una funcién g : R — R se tiene en el caso

discreto
E(9(X)ly) := Zg(i)pX|y(’i!y)

y en el caso continuo

Mwmww:/mMAymwm

R

7



Ya hemos visto varias herramientas, en particular se vio que dada la ley condicional se puede
obtener la marginal, asi para calcular I£(X) se puede primero obtener la marginal y luego aplicar
definicién de esperanza, a veces esto complica, por lo que se tiene el siguiente Teorema que nos
ayuda a calcular la esperanza de X dada la condicional (valido para v.a. continuas y discretas).

Teorema 7.2. Sean X,Y : Q2 = R wv.a., se tiene que

E(X) = E(E(X|Y))



