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P1. Proceso de Poisson en R.

Dado A > 0 fijo, sean S7,Ss,... variables aleatorias independientes,
todas con ley exp(A). Definimos las variables 0 = Ty < 17 < Ty < ---
mediante T, := > ;| Sk, Vn > 1. Para t € R, definimos la variable
aleatoria V; como

Ny = Z L1, <ty

n=1

es decir, N, es la cantidad de variables T,, cuya realizacion resulté menor
oigual at. La coleccién (NV;);>o se denomina proceso de Poisson estdndar.
Notemos que N, como funcién de ¢, es una funcién constante por peda-
zos, con saltos unitarios en cada T,,.

(a) Muestre que 7T, es una variable Gamma de pardmetros n y A, es
decir, su densidad es

e 2 (\x)nt

= L0,00 ’

an(l’) P(TL) [0, )(l‘)
donde T'(0) := fooo e *2'71dz es la funciéon Gamma, que cumple
I(n) = (n — 1), Vn € N. Indicacién: razone por induccién y

utilice la convolucién.

(b) Muestre que N; es una variable de Poisson de pardmetro \t. Indi-
cacion: dado k € N, note que Ny = ksiysolosi T, <t < Tp+Skt1,
donde T} y Si11 son independientes.



(c¢) La cantidad de llamadas telefénicas recibidas en una empresa du-
rante t horas se modela mediante un proceso de Poisson estandar
N,; de parametro \. Se produce una falla en el sistema telefénico,
durante la cual las llamadas recibidas no pueden ser atendidas. La
duracion de la falla es una variable exponencial de parametro pu.
Sea X la cantidad de llamadas no atendidas durante la falla.

1) Utilizando esperanzas condicionales, calcule E(X).

2) Para k =0,1,..., calcule P(X = k). Concluya que X + 1 es
una variable geométrica de pardmetro p = u/(A+p). Obtenga
nuevamente E(X). Indicacion: utilice la regla de probabilida-
des totales; para calcular la integral, construya la densidad de
una variable Gamma adecuada.

P2. La aguja de Buffon.

Considere un piso de “parquet” consistente en bandas paralelas de
madera muy largas y de ancho a > 0, como se muestra en la figura.

Figura 1: Esquema de la aguja.

Se lanza una aguja de largo [ € (0, a) sobre el piso. ;Cudl es la proba-
bilidad de que caiga sobre dos bandas de madera? Indicacion: suponga
que la distancia X desde el centro de la aguja al momento de caer,
hasta el borde de banda mas cercano, se distribuye uniformemente en
[0,a/2]. Suponga ademds que al caer, el dngulo 6 que forma la agu-
ja con el eje perpendicular a la direccién de las bandas se distribuye
uniformemente en [—~7, 7], y que X y ¢ son independientes. Escriba el
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evento estudiado en términos de ambas variables aleatorias y deduzca

que la probabilidad de que ocurra es

2l

a”

P3. Sean X e Y independientes con distribuciéon normal estdndar. Defini-

mosU=XyV=X/Y.

(a)

(b)

Muestre que la funciéon de densidad conjunta de U y V' es

|u|67u2(1+1/1}2)/2

nyV(U,U) = 27TU2

Muestre que V' tiene distribuciéon de Cauchy, es decir, su densidad
es fy(v) = 1/[m(1 +v?)].

P4. Sean X e Y variables aleatorias independientes con densidad diferen-
ciable, y sean R y O las coordenadas polares del punto (X,Y’) en el
plano.

(a)

Suponga que X e Y tienen distribucién N'(0,0?). Calcule la den-
sidad conjunta de (R, ©) y sus respectivas densidades marginales.
Concluya que © ~ unif(—7/2,7/2) y que R y © son independien-
tes.

Reciprocamente, suponga que © ~ unif(—7/2,7/2) y que Ry
© son independientes. Concluya que X e Y deben ser variables
N (0, 0?) para un o adecuado. Indicacién: pruebe que la densidad

conjunta de X e Y depende s6lo de x2 + ¢, es decir, fxy(z,y) =
g(x? + y?) para cierta funcién g. Muestre que

fxlx) g @ +y°)
2efx(x)  g(z? +y?)

y concluya que el lado izquierdo debe ser constante. Concluya que
fx(z) debe tener la forma deseada, y repita para fy(y).




