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Identidades Vectoriales

P1. Sea un campo vectorial ? : Q CR?® — R? y un campo escalar f, g: Q C R® — R (suficientemente
diferenciables).

1.1 Pruebe las siguientes identidades.

a) V(fg)=f-Vg+g-Vf.
Observando cada componente del gradiente tenemos: 8%7;( fg) =1 %g + 98%,; f, Luego

identificamos que V(f) = (ag& i Vi(g) = (a%%g)i de donde se concluye.
) div(fF)=Vf-F + fdiv( ?)
Tenemos que dzv(f?) =D i1 az f? ?:1{?1%0[)‘*‘]0%(?1)} = 23:1 ?iaim(f)+
Y 2 (F)=Vf-F+ fdw(?>
¢) rot(fF) = Vf x F + frot(F).

Aqui usaremos la notacién dada por el profe:

et B = 3 ci (/T o = 3 . cinp ((F ) = 3 el (N F 4 (F ) Ve

1,5,k=1 1,5,k=1 i,5,k=1
Z al]k ek—i—f Z emk ek—fo?—i—frot(?)
i,5,k=1 i,j,k=1

d) A(fg) = fA(g9) + 9A(f) +2V [ - Vg.
Recordemos que A(fg) = div(V(fg)), entonces de las formulas anteriores a) y b)
A(fg) = div(V(fg)) = div(f - Vg +g-Vf) = div(f - Vg) +div(g-Vf) = Vf-Vg+
fdiv(Vg) +V [ -Vg+gdiv(Vg) = fA(g) + gA(f) + 2V - Vg

e) rot(Vf)=0.
Usando la notacién del profe rot(V f) = ij k1 5wkax ((V)ex = ZZ k=1 Ewkax ((Vf)j)ex
Donde sabemos que (Vf); = %(f), luego
rot(Vf) = 22:1{2%21 sijk%;%f}é\k por ultimo notando que para k fijo (€;5%);,; es an-
tisimétrico y (%(;f)i,j es simétrico tenemos que Zij:l 517‘16%;%]: =0 parak=1,2,3
de donde concluimos el resultado.

1.2 Determine Af en coordenadas esféricas.

Af = div(V ) = div(2 7“silr11(<maa€f§+18

Ef?“ +

¥
1 0,0 0 1 0 g 1
~ o o G sine)) + G () + 5 (rsinge)]
~ o o e D sine)) + G s () + 5 (rsinge)
= 74251111(@[27“;@) sin(y) + sin(w)rQ%f + sinl(go) %f + cos(¢p) aif + sin(go)(%f]



1 0 0? 1 1 02 1 0 . o?

= 2sin(p) [2r = (f) sin(@)+sin(p)r 5 flb s sin(p) [Sin(sﬁ) a2 1 gy () [COS(@)%HSIH(@)@f]

1.0 0? 1 02 cos(p) . O 1.0°
—;[QE(JCH'wa]*'m[Wf] m[@f] 7,2[ 2f]

Campos Vectoriales Centrales

P2. Sea un campo vectorial F.o C R?® — R3 de clase C*, se dice central si es radial y sélo depende
de la distancia al origen, esto es si el campo se puede escribir en coordenadas esféricas como

para alguna ¢ : (0,00) — R de clase C*

2.1 Muestre que todo campo central ? es irrotacional, i.e. rot(?) =0
Usando la expresién como determinante del rotor en coordenadas esféricas tenemos rot(?) =

TS I2(0) = ZONF + 2 [ (6() — 2O)F + 2[2(0) = Z (6T =0

2.2 Verifique que si ?(r) = ¢(r)7 entonces

div(F) = =5 2 (6(r)r?)

Usado la formula para la divergencia en coordenadas esféricas, tenemos

div(?) = m[%@b(rﬁj sin()) + 2(0) + %(0)] = L2 (¢(r)r?) Deduzca que el campo

es solenoidal (i.e divergencia idénticamente nula) en R3\{0} si y sélo si

K
?(r):r—zr con K €R

(=). Tenemos T%%(QS(T)TQ) = 0 = (resolviendo la EDO) ¢(r) = & = ? =LEFcon K €R
19

(<) Remplazamos en 2.2 y derivamos div(F') = & & (&r 2) =0

2.3 Concluya que todo campo central solenoidal admite un potencial de la forma

V(r):§+0donde K,CeR

Basta comprobar que ? = —VV lo que es simplemente calcular el gradiente en coordenadas
esféricas.

Problema 1.2 del apunte

P3. Sea ¢ : R? x R — R? una funcién de clase C!.

3.1 Demuestre que
b b
rot/ <p(?,t)dt:/ roto(7,t)dt (1)

Indicacién: Puede usar la regla de Leibnitz: fa o(7, t)dt = fa = o(7, t)dt

Definamos 8(7) = f: ©(7, t)dt, entonces calculamos su rotor usando la formulas de tensores
(revisar material docente)

3 ~ 3 ~ 3
rot(G) = Dk 1Eijk£8'€k = k= 1€ijk%8'ek =3 ket Eiik e ([ (7, 1) dt)er, =

Z?,j,k:l Eijk(f; D @(7,t);dt)éx( Aqui usamos la indicacién), entonces usando la linealidad



de la integral.
b ~ .
rot(a) =/, [Zf,j,k:l eijka%icp(?,t)jek]dt Aqui vemos que

Z s”ka (7, 1)k = rot(p(7, 1))

i,7,k=1
Con lo cual tenemos lo pedido.

3.2 Considere el campo vecorial ?(7) = g(r)a, expresado en coordenadas esféricas, donde r =
H?H y ¢ es una funcién escalar de clase C*. Verifique que div(?) =0 y pruebe que:

rot(F(t7) x t7) = 20 F (t7) +e ?(t?) 2)

Primero notemos que (en coordenadas esféricas) es div(?) = m[%m) + Z(g(r)) +
a5 (0)] =0.
Usemos la formula del determinante para calcular este rotor en coordenadas esféricas.

rot(E (t7) x t7) = rot(g(tr)rt@) = m[%(oy B (g DlF+ s [5(0) - 2O+
g (g(tr)rt) =g (B(0))8 = 1 5 (g(tr)r*t) = F2rtg(tr)+r2tg' (rt) 110 = 2tg(tr)0+1* g (tr)0 =
UF (17 + 2L F(t7)
3.3 Sea ahora campo cualquiera que satisface diu(?) =0en la B(0, g de R3. Entonces se puede
= [MF 7)< t7)dt.

probar que (2) es vélida en B(0, 1). Definamos el campo vectorial

Usando lo anterior concluya que rot(a) —Fen B(0,1)
Sea 7 € B(0, 1) entonces

rot(G) = rot [Lo(7. t)dt = [ rotp(7,t)dt = [ 24F (t7) + 22 F(t7)dt (&%) Donde ocu-
pamos la formula pues t7 € B(0,1) vVt € [O 1]

Ahora integrando por partes la expresion fo 2t?(t7)dt tenemos
1
/ % F (t7)d 2R 7/ 29 ? F(7) 7/ t2%?(t7)dt
0 0

Remplazando en (&) tenemos rot(a) —Fen B(0,1)

Problema 1.3 del apunte

P4. Considere las ecuaciones de Euler en régimen estacionario, en presencia de un campo gravitacional.
pV7 U+ Vp= —pg%
= Pruebe que para el caso de un flujo irrotacional e incomprensible (p constante) se satisface la

ecuacion de Bernoulli.

g(vf +v3 +v3) + p + pgz = cte

indicacién: utilice la igualdad vectorial del apunte

V(E -F)=2VF . F +2F x rot(F)

De la identidad y como el flujo es irrotacional tenemos
1
V7-7:5V(7~7)
Aqui remplazamos en la ecuacién y tenemos

V(g(vf + 0% +03))Vp = —pgk



Por ultimo notemos que R
V(pgz) = pgk

Luego remplazando en la ecuacién

V(g(vf + 03 4+v3) +p+pgz) =0

de donde se concluye que

RS

(vF + 03 +v3) + p + pgz = cte



