1. LIMITES Y CONTINUIDAD

Sea  un subconjunto de RY. Queremos definir la nocién de conti-
nuidad de una funcién

f:QcRY 5 R™

en un punto gy € Q.

Definicién. Dado Q@ ¢ RY, una funcién f : Q@ — R™ y un punto
xo € Q. Decimos que f es continua en xg, relativamente a €, si para
toda sucesién x,, — xo con z, € ), Vn € N se tiene que

Tim f(za) = f(x0)

Si f es continua en todo xy € () diremos simplemente que f es continua
en €.

Definicién. Sea Q C RY, f: Q — R™, 2o € RY un punto de acumu-
lacion de Q. Observar que xo no necesariament pertenece a €.

Decimos que L € R™ es el limite de f(z) cuando z tiende a x
relativamente a €2, si para toda sucesién x,, — xg con x, € () se tiene
que

S flen) = L.
Escribimos en tal caso
i =1L
m%zlor,I:}JGQ f<x) ’

Observacién. En la definicion NO va la condiciéon x, # xy como
escribimos en clases! La definicién de la clase, es en verdad el limite de
f en xq relativo a Q \ {z}. Al eliminar xy del conjunto de definicién
de f (o bien restringiendo f), se agrega la condicién z, # xg, pero la
definicién del apunte (que es la de arriba) es mas general!.

Ejemplo 1.1. Sea f : R — R definida por

x? six # 2,
fle) = {10000 siz—2.

Primero observamos que f no es continua en xo = 2. Esto es por que

lim f(x)

Tr—x0
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2

no existe puesto que si tomo sucesiones x, con x, # xg el limite de
f(z,) es 4 pero si tomo la sucesion constante x, = o entonces el
limite es 10000, i.e. no hay limite. Sin embargo, el limite

limf(@) = Hm fle oy (@) = 4

T—T0,TETQ

Mas aun, si Q = (0,1)U{2}, entonces 2 no pertenece a der(QQ) (i.e., la
nocion de limite no estd definida en xo = 2) pero f SI es continua en
xo = 2. En efecto, sea x,, — x¢ tal que x,, € Q. Si suponemos x, #* 2
tenemos ||z, — xol| > 1, lo que contradice que x, — xq, luego x, = xg
a partir de un cierto ng € N.

Ejemplo 1.2. Sea Q@ =R?*\ {(0,0)} v f : Q@ — R dada por

fay) = ——
T,Y) = ———.
Y ZEQ + y2
Entonces
lim x,y) =0.
(z,9)—(0,0) fey)
En efecto, (|a] — |b])* = a® — 2|al|b] + b* > 0 para todo a,b. Luego

2wyl < 2® + ¢

de donde se sigue que

F(2.9)] < 5V

AdemAjs (0,0) € der(Q) y luego para toda sucesion (x,,yn) — (0,0)
se tiene que

1

lo que equivale a decir que

lim x,y) = 0.
(fb‘,y)—>(0y0)f( v)
Proposicién 1.1. Sea Q C RY y f: Q — R™. Suponga que xy € €
pero xog & der(QQ) (zo es un punto aislado). Entonces f es continua en
Zg-.



