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Control 3

Pregunta 1:
a) (3 ptos) Sea f : R C R? - R una funcién continua y positiva. Se sabe que la integral

[Jp [z, y)dzdy se puede escribir como la integral iterada fo L[5, f(z,y)dy]dz. Esbozar la regién
D e intercambiar el orden de integracion en la integral iterada.

b) (3 ptos.) Calcular:
2 log x
/ {/ (r = 1)V14e2dy| dx
1 Lo

Indicacién: [ va? + a?dx = £v/a? +a® + “2—2 log(|z + Va2 + a?|)

Pregunta 2:
a) (3 ptos.)Evaluar

// P (42 + y?) "2 dxdy
D

donde D es la regién determinada por las condiciones % <y<lyaz?+y*<1.

b) (3 ptos.)Calcular la siguiente integral usando coordenadas cilindricas:

/ / / zdxrdydz,
B

donde B es la regién que queda dentro cilindro 2% + y? = 1, sobre el plano horizontal z = 0 y
debajo del cono z = (12 + y?)1/2.

Pregunta 3:

a) (3 ptos.) Sea f una funcién continua sobre un rectéangulo R C R%. Demuestre que
(min F@)AR) < [ < (mix f(a0) AR
(z,y)ER

donde A(R) denota el area del rectangulo.
Indicacién: Use suma inferior y superior de Riemann.

b) (3 ptos.) Si f(z,y) = @) y R =

, 7], mostrar que

[
1
ggm/f<e

Tiempo: 3 horas



1. Pauta

Pregunta 1:
a) Sea f: R C R? — R una funcién continua y positiva. Se sabe que la integral ffD f(z,y)dxdy se

puede escribir como la integral iterada fol [ ffg f(z,y)dy]dz. Esbozar la regién D e intercambiar
el orden de integracién en la integral iterada.
Solucién:

Dibujo (1.5ptos):
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Intercambio de orden: (1.5 ptos)

/01[/; f(x,y)dyldz = Al[/yﬂf(x,y)daz]dy

2 log z
/ [/ (x —1)V1+ erdy] dx.
1 LJo
Indicacién: [ /72 + a’dx = %\/m—i- “2—2 log(|z + V22 + a?|)

Calcular:

Solucion:
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Intercambiamos ordenes de integraciéon. y = logx en z = €Y. El maximo de y para la region se
tiene con x = 2, i.e., y = log(2). Asi, la integral queda

log(2

= )m[/

0 ey

(x — 1)dx} dy, (1.5ptos)



Ahora,
2 e2y
=eY — — (0.25ptos)

r=eY 2

/:(:U— 1)dz = <%2 —;1:)

Luego, con un cambio de variable, u = €Y, du = eYdy, se obtiene:

log(2

) 2y
I = \/1+62y<6y — %)dy
0
2 2 1 2
:/ \/1+u2(1—g>du:/ \/1+u2du—§/ uv'1+udu (0,5ptos)
1 1 1

La primera integral se calcula usando la indicacion:

2
1
/ V14 uldu = g\/l—l—u?—l—ilog(u—l—vl—l—u?)
1

2
u=1

= %(2\/5 +log(2 +V5)) — %(\/5 +1log(1+v2)) (0,25ptos)

Para la segunda integral notemos que % (%(1 + u?)¥/ 2> = uv/1 + u2, luego por Teorema Funda-
mental del Calculo, se tiene que
2 1

1 [? 1

= / uV'1 + u2du = = (1 + u?)?/?

2 )i 6 =1 6
Finalmente, el resultado se obtiene restando las dos integrales:

NG 1 2++5
=2 _ o4 ( ) 0,25pt
5 6\/—+20g Y (0,25ptos)

(532 — 2%/2) (0,25ptos)

Pregunta 2:
a) (3 ptos.)Evaluar

// (42 + y?) "2 dxdy
D

donde D es la regién determinada por las condiciones % <y<lyz?+3y2<1L

Solucién: Usamos coordenadas cilindricas: f(z,y) = y®(22+y%) "2, luego f(z(p, 0),y(p,0)) =
p®sin®(0)p~ = sin®(). El determinante del cambio de variables en cilindricas es: p. Luego,

, 57/6 1 57/6 1
// v (2% + y°) " 2dwdy :/ / sin®(0) pdpdf :/ sin3(6’)/ pdpdf =
D /6 5 1 /6 L

sin 0 2sin 6

57/6 2.1 57/6 1 1 1 1 5m/6 1 5m/6
/ sm?)(e)p—‘ = / sin?’(@)(———f)de — = / sin® (0)df— - / sin(6)do
/6 2 pzﬁlng 7/6 2 24sin (‘9) 2 /6 8 /6

La primera integral se escribe

1 57 /6 1 5w /6 1 57 /6
—/ sin®(0)df = —/ sin(6) sin?(0)dd = —/ sin(0)(1 — cos?(0))d6
2 /6 2 /6 2 /6

1 57 /6 1 5m/6
= —/ sin(0)dd — —/ sin(6) cos*(#)do
2 /6 2 w/6

(1,5ptos



4 (—1cos3(0)) = cos?(0) sin(h).

Es fécil ver que 5(—3

1 oms 1 sw/6 1, 1, |5/
- : — C(_ _I(_Z 0
5 /M6 sin”(0)do 2( cos(0)) bt 2( 3 cos’(#)) st

— _%(cos(57r/6) — cos(/6)) + %(0033(57T/6) — cos’(7/6))

— ? — \? = \/gg(l,Optos)

La segunda integral es

1 5/6 . 1 5m/6 1 \/g
S /W/G sin(0)df = g(—cos(Q)) s —g(cos(57r/6) — cos(m/6)) = ?(0,5@503)

V3

Finalmente, restando se obtiene 3.

b) (3 ptos.)Calcular la siguiente integral usando coordenadas cilindricas:

/ / / zdxdydz,
B

donde B es la regién que queda dentro cilindro 22 + 32 = 1, sobre el plano horizontal z = 0
y debajo del cono z = (2% + y?)'/2.

Solucién: En coordenadas cilindricas, la region dentro del cilindro satisface 0 < p < 1, la

region sobre el plano horizontal satisface z > 0 y la region debajo del cono satisface z < p.
El determinante del cambio de variables es p. Asi,

2m 1 P
/// zda:dydz:/ //zpdzdpd@
B o Jo Jo
2 1 2
= p_
I

27 1 3 2w 4 1
g dpdgz/ / P dpde :/ P

Pregunta 3:

a) (3 ptos.) Sea f una funcién continua sobre un rectdngulo R C R?. Demuestre que

(i, Faa)AR) < [ < (mix e n)AR)

(z,y)ER W)E

donde A(R) denota el area del rectangulo.
Indicacién: Use suma inferior y superior de Riemann.

Solucién: Si tomamos una particién uniforme de R, = {R;;};; de n? rectangulos, para
cualquier suma de Riemann en R, (i.e., con una eleccién arbitraria de puntos z;; € R;;



para todo i, j) se tiene

(1) (min_f(z,y))A(R) =

(z,y)ER
in fley) Y AR S Y fleig) A(Ri) < mix fla,y) Y AR,
zy)€ Ri; Ri jER, R,
= (méx f(z,y))A(R)
(z,y)ER
(1.5ptos).

Ahora bien, como f es continua sobre el rectangulo R, sabemos que f es Riemann-integrable
(0.5ptos). Esto implica que si tomamos limite cuando n — oo, la suma de Riemann converge
a la integral (0.5ptos). Como la desigualdad anterior se tiene para todo n, al tomar limite
en n se obtiene:

( min f(z,y)) f < (max. f(z,y))A(R), (0,5ptos)
(zy)eR (z.y)ER
b) (3 ptos.) Si f(x,y) = M@V vy R = [ —m, 7|, mostrar que
1
- <
e 47?2 / f=e

Solucién: Como x + y varfa entre —27 y 27 para (z,y) € R, se tiene que

min sin(z +vy) = —1 méx sin(z +y) = 1.
uin (z+y) y méx (z+y)

Como t — €' es creciente y continua, se tiene que
sin(z+y) -1 < sin(z+y)

min e =e y ~max e =e.
(zy)ER (zy)ER
Ahora bien, por la parte a) se tiene que
1
472~ = ( min_ f(x,7)) /f <( max f(z,y)A(R) = 47
e (zy)ER (zy)eR

y la conclusién se obtiene dividiendo la ultima desigualdad por 472.



