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P1.
ds =0,y ps:=0;
dj = —o0, Vj € N\ {s}
T :={s};

WHILE T # 0
k.= arg max {d;}
T =T\ {k};
Vj:(k,j)€E

IF d; < min {cy;,dr} THEN d; := min {ck;,di}; pj == k;
P2.

El problema primal de transporte puede ser formulado de la siguiente manera:

min Z CijTij

(¢,4)eE
s.t.:
Z Tij — Z Ty = b; ,Vi eV
ji(i,j)EE j:(ji)EE
Tij =20 ,V(Z,]) ek

El problema dual se deriva como el problema:

max . bju;
eV
s.t.:

Ui — Uj < cij,V(i,j) ekl
Las condiciones de holgura complementaria cumplen con la siguiente relacién:

wij(ui — uj — cij) = 0,¥(i,j) € E
ie: w; = u; + ¢, V(i,7) € E : xj; es variable bésica
P3.
Sea G = (V, E) el grafo original. Construyamos el grafo G’ = (V', E’) de la siguiente manera.

Para cada nodo i € V' \ {s, ¢} se crean dos nodos it y i~ y el arco (i*,i7) de capacidad 1 y costo cero.



© ORING

Si existe un arco (i,5) € E,i # s,j # t se crea el arco (i~,j1) € E’

@ [cij, i) *@ @ [cij wi] *@

Para cada arco (s,j) € E se agrega el arco (s,j~) € F’, y para cada arco (i,t) € F se agrega el arco
(iT,t) € E' de capacidades y costos identicos usj, ¢sj y wit, ¢t respectivamente. Todos los nodos tienen
demanda cero excepto s que ofrece k unidades y ¢t que demanda k unidades. Si el problema original tiene
solucién entonces el problema de flujo a costo minimo en el grafo G’ tiene también solucién, y su solucién

optima es la del problema original.
P4.

En las proximas figuras, los valores en cada arco (i,j) representaran el flujo f;; pasando por este arco, y

la capacidad en el grafo residual uf;

de este arco: [fi;, uim]
Initializacion:
fij =0;V(i,j) € E

’u,{] = UU,V(Z,j) cFk



[0,5] / [0,1]
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Iteracion 1:
El camino {1,2,5} es aumentante y se puede empujar min {U{Q =35, u£75 = 1} = 1 unidades de flujo.

Se actualizan los flujos y las capacidades residuales de este camino: fi9:= fi2+1=1; u{ g 1= U1 2 —fi2 =

4; fa5:= fos+1=1; u§5 —“25 fos =

/ e

Tteracion 2:

El camino {1,2,4,5} es aumentante y se puede empujar min {u{Q =4, u£’4 = 1,uj:5 = 4} = 1 unidades.

Se actualizan los flujos y las capacidades residuales de este camino: f12 := f12+1 = 2; u{ g 1= u1 P —fi2=

3; foui=fout+1=1; U£4—u24 Jou=0; fa5:=fas+1=1; U£5—u45 fa5 =
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Tteracion 3:

El camino {1,2,3,4,5} es aumentante y se puede empujar min {u{2 = 3,u£73 = 5,u§74 = 3, uf:f) = 3} =3

unidades.

Se actualizan los flujos y las capacidades residuales de este camino: f1 9 := f1 2+3=25; “{,2 = u1 a—fi2=

0; f23 *f23—‘r3 3; u23 —u23 f2 = 2; f3,4: f34+3 3; u34 —u34 f34 0; f4’5 .—f475+3:4,

U£5 —“45 fas =0;

[1,0] [1,0]
N
o1 32 m@
30

Iteracion 4:
No hay caminos aumentantes entre 1 y 5: el algoritmo para con el flujo actual que vale 5.

El corte S = {1,2,3} separa el nodo 1 del nodo 5 y tiene capacidad ug4 + ug4 + uzs = 5 lo que es

exactamente el valor del flujo encontrado y por lo tanto confirma la optimalidad del flujo.

P5.



Se construye el grafo G = (V, E) de la manera siguiente: para cada palabra i se crea un nodo ¢ € V. Cada
palabra i puede ser el principio de una linea que termina por la palabra j — 1 si y solamente si j > i. Por
este motivo, para cada palabra ¢ € V se crean sélo arcos hasta todos los nodos j > i. Cada arco (i,j) € F
asi creado tiene costo —c;;. Se nota que el grafo es dirigido, entonces atinque todos los costos puedan ser

negativos, no existe ciclo negativo adentro de G. La figura muestra un ejemplo del grafo con 4 palabras.

Encontrar un camino méas corto desde 1 a n nos da exactamente la descomposicén del parrafo la més linda.
Pe6.

Un grafo bipartito G = (V,E) es un grafo tal que se puede encontrar una particién (5,5) de V tal
que Y(i,j) € E se tiene que (i,j) € S x S o bien (i,j) € S x S. De esta observacién se deduce que
V(i,7) ESXSUS><57H¢J‘:O.

Si se reindexan todos los indices originales de V poniendo todos los indices de los nodos de S primeros
y luego todos los de S. Definiendo F y E como las matrices definiendo los arcos saliendo de S y S

respectivamente, se tiene que la matriz de adjacencia reindexada tiene la siguiente forma:

(5 0)

Sean ui(m,n) = O(mn), uz(n) = O(n?) y ug(m,n) el nimero de veces que se ejecutan las operaciones 1,

pP7.

2 y 3 respectivamente. También definemos c¢1(n) < n, co =1y c3(n,m) < —1 como los incrementos a ¢

que hacen las operaciones 1, 2 y 3 respectivamente.

Se tiene que:

¢ = c1(n)ui(m,n) + caua(n) + c3(n, m)ug(m,n) < O(mn?) + O(n?) — uz(m,n)



ie: ug(m,n) < O(mn?) — ¢
Y se sabe que 1 < ¢ < n?, por lo tanto:
uz(m,n) < O(mn?) — 1 = O(mn?)
Finalmente tenemos: uz(m,n) = O(mn?)

Ps8.

1. Sea vy el valor del flujo durante la iteraciéon k. Se tiene la siguiente relacién de recurrencia: vg41 =

*_ . .7,
Y =Y 1 4. Por induccién se puede mostrar que tenemos:
— k

*

win 25 (1= ) oy (1)

>0 (1= (=) o (0= )

.

Definiendo ¢ = 1 — %, y sabiendo que vg = v tenemos:
vg = v* + ¢F (v —v¥)

Queremos encontrar k tal que v > v*. Dada la integralidad de los flujos, es suficiente encontrar k tal que:

k> In(v*—v)
TG

ie: k> k= Hnév 7”;] +1
D=1

Entonces tenemos:

vg>v*+qk(v—v*)>v*—l
ie: v Z2 v

2. Sea zj, el costo del camino durante la iteracion k. Se tiene la siguiente relacién de recurrencia: zpy1 <

Zp — Z’Enz Por induccién se puede mostrar que tenemos:

. j .
Zhp1r < zp—j(1—qf T+ 2% > (1 —q)

=0

<21- @M 41 (1= g

Definiendo ¢ = y sabiendo que zp = z. Entonces se tiene:

2n2 )

2 <25+ (1= g% (2 — 2%)



Queremos encontrar k tal que z; < z*. Dada la integralidad de los costos, es suficiente encontrar k tal que:

1-¢")(z-2") <1

In(z—2z*)

ie: k
1e ) > 111(2333*1)
iek}k:[gﬁ;3]+l
2n<4—1

Entonces tenemos:

z,;éz*—l—(l—q’;)(z—z*)<z*+1ie: zp < 2°



