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Fijando el horizonte de analisis , nos
concentramos en N activos riesgosos

m Variable aleatoria es el retorno entre ty t+1 de los
diferentes activos:

R - N(R_,X)

donde Re es el vector de retornos esperadosy 2 es la matriz
varianza covarianza.

El vector de retornos aleatorios se define como:

R]=7= Ln(fj;:l)

con[R,] = E@),y [E], = cov(,7)
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Definimos una cartera o portafolio como
una seleccion de activos

m Una cartera es un vector w de porcentajes
invertidos en cada uno de los activos

b
. N
w=| con WTD:ZWZ.ZI
1
Wy

m La cartera tiene un retorno esperado r:

N
T — —
w [Re—zwl.[}'i—r
1

m yunavarianza ¢

W EG=YY w0, B, =0

i=l j=1
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Volatilidad de una cartera

» Habiamos visto que para una cartera, la
volatilidad es

T =W (&7 +(1—wy’ [0 +2000-w) 35 (35 [

« Sivolatilidad del activo 1 es 10% y del activo 2 es 12%, y su
correlacion es -0.5 entonces

Fraccion w Vol Cartera
0.0 12.0%
0.5 5.6%
1.0 10.0%
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Graficando Retorno y Riesgo para una

cartera
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Carteras posibles con 2 activos

B (wg=1)

m Instrumentos con

correlacién positiva

moderada
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I, Pyp= -1
A (w=h / A (wy=1)
™ o=l
B (wg=1)
], ],

« Correlacion perfecta
(positiva y negativa)
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Diversificacion de riesgos

m Una adecuada seleccién del peso en cada uno de los
activos permite una disminucién del riesgo de la cartera

= Un menor riesgo implica siempre una mayor rentabilidad?
m Es posible encontrar una cartera con riesgo cero?

m  Qué pasa para mas de dos activos?
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Varianza de un portafolio de N
instrumentos

N N
» Varianza del Portafolio: 2 _
T,= 22 Ww,0

i=l j=l

= Supongamos que el peso de cada instrumento es igual al/N

m En lavarianza del portafolio, existen N varianzas  ponderadas por
1/N y N2-N covarianzas. Podemos decir entonces que la varia  nza
del portafolio es:

2 2
Varianza = N (IL) (varianza promedio) + (N> —N) (;J (covarianza promedio)

Varianza = % (varianza promedio) + (1 - ILj(cov arianza promedio)

+ Si N es muy grande, la varianza del portafolio tiende a la covarianza promedio
de los instrumentos.
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La varianza del portafolio descender a hasta un nivel
donde no sera posible reducir mas su varianza.

Volatilidad (desviacion
estandar del retorno)

N

Riesgo eliminado por
diversificacion

Riesgo total del portafolio

Riesgo total de un
instrumento tipo del Riesgo no diversificable

portafolio

Numero de instrumentos
en el portafolio
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Diversificacion depende de la
correlacion

Diversificacion para n activos

(Varianzas iguales a 1.0, misma correlacién entre a  ctivos)

1.2
1 1
0.8 7 e Corr = 0

0.6 1
0.4 | Corr = 0.3

0.2 A
0 T T T T T T T T T T T T T T T

VE A e e P

Vol. de la cartera

Nuamero de activos (n)
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Contribucién al Riesgo

= Como
n n
o’ =w'[EQGv=) > ww,0,
i=1 j=1

m Entonces,

S
S
S
S
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Frontera de minima varianza de Carteras

Podemos resolver el siguiente problema

1 1
Min>0c =5Nw' Gy
sa. w'd=1

sa. w [R,=r
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Condiciones necesarias Yy suficientes para
carteras en la frontera de minima varianza

Zaij v, —ALE, —u=0 para i=1...N

j=1
n
> w0 =7
i=1

S

i=1
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Teorema de dos fondos

Matricialmente, Y [Ww— ARe - /Ji =0

la solucién para w

se despeja de WT ERe =r

T 11 —
w [1=1
Solucién es de la forma,

w =g+hr

Con gy h vectores que dependen de la matriz varianza covarianza
y el vector de retornos esperados
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Vectores gy h:

a=1Y"'R,
Si definimos I <o
b=R, 2R,
c=1">7"1
d=blt-a’
gzl[b[Z_li—a[Z_l Re]
Entonces, d

h::lc[z_lRe—a[E_li]
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Teorema de dos fondos

Si wl, y w2 son dos soluciones conocidas del problema
para r distintos, entonces

w3 = awl+(1-a)w2

es también una solucion para r3=arl + (1 - a) r2.

Es decir, para construir toda la frontera de minima
varianza bastan dos carteras diferentes que
pertenezcan a la frontera.
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Relacion entre el retorno esperado y la
varianza de las carteras de la frontera

m Para la cartera de la frontera de minima varianza
tenemos que

g’=w' [Ev=(g+hr) Qg +hr)

m Lo que equivale a

o= 3{ e 32 2 0 G +b)]
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Carteras de minima varianza definen
una parabola en el espacior -g?

Frontera Minima Varianza
Caso r1=4%, r2=6% sigmal=3.0%, sigma2=3.4%, ro=50%

6.5%
_(gs 6.0% +
p S 5.5% +
(j & 50% &
[«5)
c o 45% | \
oS 4.0% : : : ‘
§ 38% | 40% 42% 44% 46% 4.8%
Desviacion Estandar Cartera

1

c
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Concepto de frontera eficiente de
carteras

Agentes prefieren al mismo nivel de volatilidad carteras
de mayor retorno esperado

£ 16.00%

15.50% +
[+

> 15.00% +
=]

o 14.50% +
14.00% +
13.50%

13.00%
1350% 14.00% 14.50% 15.00% 15.50%  16.00%

2
[}
=
IS
o —

Eficiente

Ineficiente

l_ Ineficiente

Retorno esperad

Desviacidn estandar de la cartera
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Proposiciones

m Propl: Covarianza entre un portfolio p de la fronter  a de minima
varianza, y el portfolio de minina varianzamv esigua lala
varianza de éste ultimo.

cov(r, 7, ) = 02, = (lj
C

m Prop2: Para todo porfolio p en la frontera de minim  a varianza,
excepto para el portfolio mv, existe un portfolio q U nico en la
frontera tal que la covarianza entre py q sea cero . (llamaremos a

q zc(p))

~ — N — T
CoOV(7, 7o y) =0 =W EW_, |

n se da que
y g _a_ d/c?
’”zc(p)—; r —alc
P
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Si portfolio p es eficiente, entonces zc(p) no lo
es

m Ademas, se puede mostrar que p y zc(p) son tales
que:

r -t

rzc(P)
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Finalmente podemos mostrar CAPM sin activo
libre de riesgo

m Sip es un portfolio de la frontera otro que el mv, yq
es cualquier portfolio (en particular un activo
individual), entonces,

~ o\ — T —
cov(7, 7)) =w Xw_=Ar, + U
m Luego podemos escribir que

rq = (l_ﬁqp)l‘_l“w(p) +'8qp L—l“p

m Definiendo a
g = cov(7,, 7,
qp 2

JP
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El retorno de la cartera q se puede descomponer
en riesgo sistematico y riesgo especifico:

m El retorno aleatorio se puede descomponer entonces
como:

Fq = (l_ﬂqp)[?w(p) +'qu [?p +gq
m CONn
COV(?;;a?;c(p)) =0
cov(7,,&,) =0

cov(7.,,,&)=0

c(p)>~q
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