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6 Radiacion de antenas elementales

Hertz probd en 1888 que era posible emitir y recibir ondas electromagnéticas, dando
la razon a James C. Maxwell, y en contra de la opinion de otros eminentes fisicos de su
época. Su experiencia fue el primer paso hacia la tecnologia de las comunicaciones
inaldmbricas. Marconi, afios mas tarde, realizé la primera comunicacion intercontinental.
Pero lo realmente importante fue que la experiencia de Hertz sanciond de forma concluyente
las ecuaciones de Maxwell como el resumen de toda la teoria electromagnética.

En este capitulo se estudian los fundamentos de la teoria de radiacion. Se pretende
relacionar las ondas electromagnéticas con las fuentes que las generan, que seran
distribuciones de cargas y de corrientes con variacion temporal. Se van a tratar casos
sencillos, pero que resultan significativos, y permiten introducir los conceptos basicos de la
teoria de antenas.

6.1 Fundamentos de la radiacion electromagnética

Las ecuaciones de Maxwell predicen que campos eléctricos y magnéticos variables
en el tiempo coexisten en el vacio (0 en otro medio dieléctrico) de forendependiente
Entre los campos se establece una relacion que es esencial a su naturaleza, de manera que no
puede existir un campo eléctrico con variacion temporal sin su campo magnético asociado, y
viceversa. Esto es, en definitiva, lo que afirman las ecuaciones de Ampére-Maxwell y
Faraday.

DXH—@GJ) OxE=-—-
= =

Esas dos ecuaciones, que relacionan los rotacionales de los campos con las derivadas
temporales, llevan a lacuacién de ondatanto para el campo eléctrico como para el
magnético. La ecuacion de onda homogénea permite diferentes tipos de solucion, que se
deben elegir de acuerdo congleometriade cada problema particular y de sosdiciones
de contornoUna solucion adecuada puede construirse como un sumatorio de ondas planas,
esféricas o cilindricas, en los casos que pueden ser mas habituales.
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414 Campos electromagnéticos

No obstante parece razonable afirmar que la primera condicién de contorno para las
ondas deberia ser aquella que pone en relacion directa al campo eléctrico y al campo
magnético con las distribuciones de carga y corriente que los han generado. Ese es el tema
gue nos proponemos estudiar aqui.

Campos variables en el tiempo y ondas electromagnéticas

Los problemas de radiacién son problemigertos Eso significa quéos campos no
estan confinados en una regibn mas o menos pequefia del espacio, sino que se extienden
infinitamente.

En la practica muchas de las situaciones reales son geometrias abiertas. Sélo
podemos considerar problemas cerrados aquellos en los que un conductor externo engloba en
su interior a las fuentes (cargas y corrientes) y a los campos.

Una pregunta que podriamos plantearnos es: ¢por qué los conductores logran
apantallar los campos?, o ¢por qué otros medios (los dieléctricos) no son capaces de hacer
esa funcién?

La clave esta en que los conductores posaeygas libresy los dieléctricos noLas
cargas libres se mueven por accion de los campos eléctricos. Logran absorber parte de la
energia de las ondas y la disipan en el propio material (por efecto Joule) o la reemiten hacia
el dieléctrico del que venian, comportdndose como emisores secundarios. La movilidad de
los portadores es lo que permite reproducir en cada caso las condiciones de contorno que
sean precisas para dar lugar a una situacion global consistente. Por su parte, los medios
dieléctricos estan limitados en su respuesta a los campos externos: no pueden seguir
incondicionalmente las ‘instrucciones’ de los campos, y, por tanto, tampoco hacerse cargo de
la energia de las ondas. Como resultado son atravesados por ellas.

Desde ese punto de vista la mayor parte de los problemas son problemas de
radiacion, o, al menos, debe contarse con la posibilidad de que se produzca radiacién de
ondas. Geometrias estrictamente cerradas son, por ejemplo, la de un cable coaxial, o la de
una guia de ondas rectangular, mientras que una linea bifilar o unanlaresstrip son
geometrias abiertas.

No es facil determinar a priori qué cantidad de energia quedara en el entorno
proximo de nuestro sistema y qué cantidad sera radiada al espacio en forma de ondas. En
teoria de antenas se buscan aquellas geometrias en las que la radiacion es maxima y dirigida
en una direccion prevista de antemano, mientras que en otras situaciones, donde la radiacion
es accidental, la energia radiada es energia perdida o, peor aun, energia que puede provocar
interferencias indeseadas con otros equipos.
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6 Radiacion de antenas elementales 415

6.1.1 Fuentes de radiacion

Las cargas y las corrientes son las fuentes primeras de los campos eléctrico y
magnético. Si la distribucién de carga contenida en un cierto volumen varia en el tiempo
entonces debe existir cierta densidad de corriente responsable de esa variacién de carga. Eso
es lo que afirma la ecuacién de continuidad:

DDj:—— (61)

En problemas de radiacion las cargas y las corrientes vienen a representar una misma
realidad fisica. El que interese fijarse mas en una o en otra dependerd de cada problema
particular.

Una densidad de corriente qagastra constantemente a su paso la misma cantidad
de cargase denominaorriente estacionariaSeria, por ejemplo, el simple caso de una
corriente continua que circula por un hilo conductor. Tales corrientes son solenoidales (su
divergencia es nula) y las densidades de carga en las zonas atravesadas por esas corrientes no
sufren cambios. En esas condiciones no existe variacion temporal en el campo magnético (o
eléctrico si lo hayy no pueden generarse ondagsel campo eléctrico y el magnético son
independientes, de la misma forma que lo son las densidades de carga y corriente.

En el proceso de carga de un condensador, por avanzar un paso mas, tenemos una
situacion diferente. En la figura 6.1 se muestra un condensador de placas paralelas conectado
a una fuente de tension que lo esta cargando.

J(x)

Fig. 6.1 Ejemplo de corriente no estacionaria y no radiativa
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416 Campos electromagnéticos

Existen dos densidades laminares de corriente que recorren las placas del
condensador. Esas corrientes son de igual valor y distinto signo. Si la t®figids
linealmente creciente en el tiempo las densidades de corriente son constantes, pero no
homogéneas: su valor disminuye espacialmente a medida que nos acercamos al extremo de la
placa porque la carga se va depositando. La densidad de carga de cada placa aumenta en el
tiempo, con signos opuestos en cada una de ellas.

Se puede comprobar que una solucidn coherente a este problema es:
V() =Kt J(¥=Qqd-3; o()= St

dondeK,Cy Sson constantes.

Si se calculasen los campos eléctrico y magnético obtendriamds rquelepende
del tiempo, aunquk si, ya que crece en proporcion a la carga depositada en las armaduras.
Por lo que a nosotros ahora nos interesa vemos gque en esta situacion no hay radiacion de
ondas al exterior del sistensi: B no varia temporalmente entonces E no tiene mas fuente

que la densidad de carga superficial, porqiie< E = 0 y, consecuentemente, se comporta
como un campo electrostaticiNo puede abandonar el condensador sino que ha de
permanecer ligado a las cargas. Este seria un ejemplo de corriente no estacionaria pero no
radiativa. Por lo demas es un caso bastante particular. En general una corriente no
estacionaria es una fuente de radiacion.

6.1.2 Potenciales dinamicos

Estamos interesados en calcular los campos eléctrico y magnético que producen en el
espacio distribuciones arbitrarias de carga y corriente. A partir de las ecuaciones de Maxwell
se obtienen las ecuaciones de onda en la forma mas general posible:

0%E - ﬁyE—D£+ QE 6.2
udtz_guodt ()

207

, d%*H -
O°H - pe— 5 = -0x ] (6.3)

sin embargo éste no resulta un punto de partida Gtil en la practica para calcular los campos,
porque al aplicarlas a cualquier situacion realista tendremos un sistema de ecuaciones de
gran complejidad.

Se utiliza como alternatival planteamiento de las ecuaciones para las funciones
potencialesEn lo sucesivo se supondra que nuestro sistema radiante esta en el vacio (o en el
aire).
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6 Radiacion de antenas elementales 417

Las funciones potenciales que se utilizan son conocidas: el potencial escalar eléctrico
y el potencial vector magnético.

OB=0 O DA/ Ox A= B=p, H

L1
H=—0OxA (6.4)
Ho
DxE——a—é——liA O
=Tor T oA
(6.5)

O DX(E+0—A)—O O /-0 —E+£\
ot’ - == 5t

El potencial vector es el mismo que en problemas estaticos, mientras que el potencial
escalar ha tenido que redefinirse, puesto que ahora el campo eléctrico no es irrotacional en
general, sino ques el campo eléctrico mas la derivada temporal del potencial vektpre
es irrotacional.

Si tomamos la ecuacién de Ampére-Maxwell y sustituimos los campos por su
expresion en funcion de los potenciales llegaremos a:

_ _ . a0 d*A
D°A-0(00A) = _I*lo‘]"'/*logoﬂ"'”ogo_z

ot ot
mientras que si hacemos lo mismo en la ecuacion de Gauss obtenemos:

0 p
2 A7V __F
S ot &

Estas ecuaciones significan un primer paso en el intento de alcanzar una base teédrica
util para atacar problemas de radiacion, aunque en esa forma todavia no resultan practicas. El
paso definitivo se consigue mediante la siguiente substitucion:

_ op
OA= ~Hofo 3¢ (6.6)

Esa igualdad se conoce comarma de Lorentzy constituye el complemento a la
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418 Campos electromagnéticos

definicién deA dada por su rotacional en la ecuacién (6.4). Al sustituir en las ecuaciones de
arriba se obtiene:

0, 9’ A -

Hj A= Ho&, 2 = —Hqd

N 2 Fo_  p (6.7)
w_uogo 5t2 - 8_0

Estas son lascuaciones de onda para los potencialResultan mas sencillas que
las precedentes porque se han separado ambos potenciales y los dos tipos de fuentes: las
corrientes con el potencial vector y las cargas con el potencial escalar. Eso simplifica

notablemente la resolucién. No significa gpg A se hayan hecho independientes, puesto
gue la norma de Lorentz los relaciona estrechamente. Por su parte, la ecuaciéon de
continuidad establece la relacién engrey J .

Las soluciones a las ecuaciones dadas en (6.7) son:

1 p(r',t—w/uoeolr*—r*'l)dv,

Ar) = are, Jv F—r|
- (6.8)
J(F = fug, |F -7
A(r’t)zil—,ij', (7 |q”ojo|r r |)dv'
v F—r|

Estas expresiones reciben el nombreatenciales retardados

Debe observarse que de hecho las soluciones son formalmente las mismas que se
obtuvieron en estatica, con la peculiaridad de que, a la hora de realizar la integracion de las
contribuciones de cada diferencial, no se asigna a los potenciales la misma variacion
temporal de las fuentes, sino que se tiene en ceémédardo que corresponde al trayecto
desde el diferencial de fuente hasta el punto en el que se evalla el potencial

_d_[r-r

w0 e
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6 Radiacion de antenas elementales 419

6.1.3 Ecuaciones de los potenciales en régimen senoidal permanente

Es habitual en la practica trabajar con variaciones temporales de tipo senoidal.
Muchas de las situaciones reales responden a ese modelo de forma bastante aproximada. No
se trabaja con sefales de una Unica frecuencia, pero si con sefales de banda estrecha. Es
tipico, por ejemplo, tener una sefial portadora que esté modulada por una sefal de frecuencia
mucho menor. En otros casos en que lo anterior no sea cierto se procedera, mediante un
analisis de Fourier, a sumar la contribucion de cada componente espectral.

En régimen senoidal permanente (RSP) las fuentes se escriben como:
p(r.t) = py(F)cost +¢, ())
Ji(7,1) = J, (M coswt+ ¢, ())

en la forma mas general posible, donde la densidad de carga y cada una de las componentes
de la densidad de corriente tienen amplitudes y fases como funciones Unicamente de la
posicién.

Los campos tendran una forma similar.

Utilizaremos lanotacién fasorial en la que la dependencia temporal y la frecuencia

se suponen conocidas y solo se escriben amplitudes y fases. Los resultados de interés quedan
de la siguiente forma:

%]2'5‘"' W’ HoEg A= —H,

U o} (6.9)
@+ oo 0=~

N &

para las ecuaciones de onda de los potenciales.

1 . p(F) expljko|r —r]) i
V

AN = g, ) r—r

J(F) expl jko|F —F'|) (6.10)
- _ﬂ " K| T ,
AN = 4n). F=r| w

para las soluciones (potenciales retardados), y

OOA= - jw &, @ (6.11)
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420 Campos electromagnéticos

es la nueva expresién de la norma de Lorentz. Todas estas expresiones se deducen si
dificultad de las anteriores.

6.2 Dipolo eléctrico oscilante
6.2.1 Densidad de carga y corriente en el dipolo eléctrico oscilante

Consideremos un dipolo eléctrico oscilante formado por dos cargas puntuales de
valores+q y -q , separadas una distandia y situadas sobre el eje Z equidistantes del
origen. La magnitud de las cargas varia senoidalmente en el tiempo con frecuencia

Podemos escribir:
p(F,t) =q [6(F —3h2) — 6(F +3 h2)] cosw t (6.12)

donde la delta de Dirac es la funcidon que se utiliza para describir singularidades fisicas
(temporales, frecuenciales o espaciales, como en este caso) de un modo matematico-formal.
(vease anexo D).

La ecuacion (6.12) puede escribirse de forma mas explicita como:

p(r 1) =a8(x)8(Y)[8(z=3 ) - 8( z+3 i cosw t (6.13)

Tomamos esa forma y aplicamos la ecuacion de continuidad. Suponemos que la
densidad de corriente sélo tiene componente Z, en la direccién que une las cargas:

00 =

= —%p(rtt) = -q5() 3(YIB(z-3 H - 5( z+ 3 N(-wsenw §

y tratamos de encontrar el valor de la densidad de corriente:
J,(F,1) = +wqd(x)a(y)[ U(z-1) - U z+D2) ] senw t

donde la funciérlJ es la funcién escalon (o de Heaviside), que toma el valor cero hasta el
punto donde el argumento es nulo y el valor uno a partir de él:

_[O Si z< 7
U(Z_ZO)_EL siz> 7
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La variacion espacial de las densidades de carga y corriente del dipolo eléctrico, para
un instante dado, se muestran en la figura 6.3.

p(z) J,(2)

Fig. 6.3 Densidades de carga y corriente del dipolo

Obsérvese que el resultado es perfectamente I6gico: en un dipolo oscilante las cargas
van alternando periddicamente su valor, desgidhasta-q , y viceversa, pero esto no es
posible, seguin la ecuacién de continuidad, si no existe una densidad de corriente que va
transportando esa carga de uno a otro extremo a la misma frecuencia.

Podemos escribir la densidad de corriente en su forma completa:
J(F,t) = —wqz[U(z+19) - Uz P91 & X& Ysenw t
y también su forma fasorial:
J(F) = jwq2[U(z+D9) - W = P91 & ¥ Y (6.14)

La corriente se obtiene integrando esa expresion en la seccién diferencial de un hilo
muy delgado:

| =jwq entrez=-% vy z=+% (6.15)

6.2.2 Potencial vector generado por el dipolo eléctrico

En la figura 6.4 se muestra un hilo corto recorrido por una cortem®génea,)
con variacion temporal de tipo senoidal. Haremos el analisis con el dipolo centrado en el
origen de coordenadas.
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—

h/ >
XA//|0

Fig. 6.4 Dipolo eléctrico oscilante

Aparentemente es una corriente contradictoria con la ecuacién de continuidad,
porque el hilo se interrumpe abruptamente en ambos extremos (la corriente es uniforme). Sin
embargo, es posible considerarla asi por la suposicion hecha de que la carga acumulada en
cada extremo en un periodo temporal es una carga puntual, de densidad infinita. Ese es el
motivo por el que recibe el nombre de dipolo eléctrico.

El primer paso para el célculo de los campos es obtener el potencial vector. Su
expresion es:

A=t L(F)dl" expEik|r -r]) 616
e F-r| '

donder es el punto en el que calculamos el potencigl ¥ z' z es el radiovector que va
recorriendo los diferenciales de corriente:

expjk[r? +z'? —2rz cod ]]/2 )dz'

A(F)=—1.2
") ° 'rc [r2+z'2—2rz'c059]%

41T

donde se ha escrit{f —f'| =[r?+z'%-2rz'cosd ]%2 :

Haremos dos aproximaciones para poder calcular esa integral:

i) r>>r' O r >>h; (6.17)
i) A>>h

La primera aproximacion indica que vamos a calcular el potencial (y los campos)
cierta distancia del dipolola segunda, que se trata dedipolo corto,en términos de la
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longitud de onda. Sin duda estamos admitiendo limitaciones que restan generalidad al
problema, pero de hecho estamos obligados a hacerlo si queremos avanzar en el calculo de la
integral (6.16). Mas adelante se vera que los resultados son significativos, y que sirven de
punto de partida para atacar otros problemas mas generales.

La primera de las aproximaciones nos permite simplificar el denominador del
integrando, que aproximaremos sencillamente por
La fase requiere algo mas de cuidado:

12 r

z z

[r?+z'?-2rz'cosf )2 = r[1+— — 2—cod ]y2
r r

Ocurre, y esto es basico en problemas de radiacién, que los diferentes términos de
orden creciente en un desarrollo en serie de lasfasepueden eliminarse cuando ademas

de ser mucho menores que los términos precedentes, sean mucho menareBejoto
modo se estarian cometiendo errores importantes, al ignorar términos que si tienen
relevancia.

En nuestro caso la fase podemos desarrollarla como:

12 ] 12

Z' z 271 z 1z
KIF—1'|=kr[1-2—cosf+—J2=—r (1-—co9+_-—
| | [ r r? ]y A ( r 2 r? )

donde admitimos que se cumplen las dos desigualdades siguientes:

2, 2m 21T 1h?
—z s7h<<n y ———<<TT

A A2r
gue pueden escribirse también como:

A
h<<—2 y h? << Ar (6.18)

La primera condicién es, de hecho, equivalente<a A. La segunda se desprende
necesariamente de la primera yrdeh. Con esas suposiciones el potencial vector queda
finalmente:

A(F) = :1—;[ QM (6.19)

h
1 o
Ion'_; Fexp(—jkr Yz :EOTIOh
2

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



424 Campos electromagnéticos

6.2.3 Caélculo de los campo<€ y H

A partir del potencial vector podemos obtener todas las magnitudes de interés del
problema. La secuencia de célculo mas inmediata seria:

Ho jwe,

y de alli puede procederse a calcular el vector de Poynting y la potencia radiada.
También se puede trabajar con el potencial escalar, calculado mediante la norma de
Lorentz , y obtener el campo eléctrico a partir de los dos potenciales.

Habitualmente trabajaremos en coordenadas esféricas, que se adaptan mejor a las
caracteristicas del problema.

Partimos de:

o u ~ ik A
A= " 1oh M(moe@— 6send) (6.20)

El campo magnético se obtiene a partir del rotacional de (6.20):

H(F) = @] 2 Qexp(—Jkr ) serf (6.21)

y el campo eléctrico resulta finalmente de la forma:

E(F) = E,(r,0)f +E,(r,0)0

donde

Ioh o1 exp(- jkr
E :noﬁz —j—@COS@—p(ZJ )

_o hhg, 1 @S exp(-Jkr)
Ee_n°k4n kr k22 L

(6.22)

Las ecuaciones (6.21) y (6.22) son el final de esta primera parte del problema.
Obsérvese que los campos producidos por el dipolo tienen la forma dedmeasféricaes
decir, que los lugares geométricos de los puntos del espacio donde las componentes de los
campos tienen la misma fase son superficies esféricas centradas en el dipolo.
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A diferencia de la onda plana la onda esférica de la ecuaciones (6.21) y (6.22) tiene
una forma matematica complicada. En los apartados siguientes examinaremos la forma de
los campos a diferentes distancias del dipolo para obtener algo mas de informacién.

6.2.4 Campos radiados

Se denominarampos radiadosquellos que se obtienen con la aproximaciéon de
campo lejanocampos medidos a gran distancia de la antena emisora. La importancia de esa
aproximacion es bastante clara. Se trata de obtener las caracteristicas de los campos que
realmente van a recibir otras antenas, que normalmente estaran alejadas del lugar de emision.

Hasta ahora hemos estado suponiendo que el punto en el que evaluamos el campo
esta situado a cierta distancia del dipole¥ h). Ahora ademéas vamos a particularizar al
caso en gue esa distancia es grande también comparada con la longitud de onda:

r>>A\ O %\»1 O kr>>1 (6.23)

Con esa condicion algunos de los términos de las diferentes componentes de los
campos pueden ignorarse. En particular, ocUgies< Eg Yy los campos resultan:

R N o exp(=jkr) 4
Erad(r) = Jkr’O %ﬂserﬂ f@

- I,h -k
g (1) = k- serg PEID)
ATT r

(6.24)
gue son las expresiones utilizadas habitualmente para el dipolo radiante.
Los campos radiados son los que tienen interés en la practica, porque son los campos
gue realmente llegan a las antenas receptoras cuando se utilizan frecuencias de emisiéon no

excesivamente bajas.

La onda esférica en campo lejano representada por los campos de las ecuaciones
(6.24) tiene algunas particularidades notables que deben resefiarse:

» los campos eléctrico y magnético estan en fase;
» larelacion entre sus amplitudes coincide con la impedancia intrinseca del medio;

» sus direcciones de oscilacion son perpendiculares entre si, y perpendiculares a la
direccion de propagacion.
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Es debido a esas caracteristicas que la onda puede considerarse como una onda plana
0, por mejor decir, como urmnda localmente plana

Ho

Eg

—|

Fig. 6.5 La onda emitida por el dipolo es similar, en campo lejano, a una onda plana

6.2.5 Caracteristicas de radiacién del dipolo eléctrico

Existen varios parametros que informan de las caracteristicas de radiacion de una
antena o de un sistema radiante. Tales parametros son:

» |aresistencia de radiacion,
» el diagrama de radiacion,
« la ganancia directiva y la directividad.

Los veremos particularizados al caso del dipolo eléctrico. Como todos esos
parametros se relacionan con la potencia radiada por la antena es lo que calcularemos en
primer lugar.

El vector de Poynting medio en campo lejano es:

1 . E serf 6
I:)m = E Rd Erad X rad (625)

y la potencia radiada debe coincidir con el flujo del vector de Poynting a través de una
superficie cerrada que englobe al dipolo (una esfera derrgmo sencillez).

Qfgkz J Ir en?9 r9d6d¢——— (,hYk*n, W) (6.26)
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Resistencia de radiacion

El dipolo podria esquematizarse en cualquiera de las dos formas que se muestran en
la figura:

Rs T | Rs

V(t) V(t) Rrad

Fig. 6.5Resistencia de radiacién

Parte de la potencia suministrada por la fuente de tensién es radiada al espacio y el
resto se disipara en la resistencia interna de la fuente y en la resistencia 6hmica del dipolo. Se
simula el efecto de radiacion, desde el punto de vista de la,faente una resistencia que
disipa una parte de la potencia igual a la potencia radidgs importante entonces que la
potencia radiada sea lo mayor posible, y por tdte>> Rs.

Se define la resistencia de radiacién simplemente como:

Prad I:)rad
Reat =72 =(RSH 275 (Q) (6.27)
eff 0

y para el dipolo eléctrico resulta:

_21 o @;@2
R,y = 34nnoh2k = 801 Q (6.28)

En realidad lo interesante de una antena es que tenga una elevada resistencia de
radiacion y, sin embargo, en el caso del dipolo eléctrico corto esto no se cumple en absoluto.
Obsérvese que precisamente se asumié que su longitud es mucho menor que la longitud de

onda (h << A4). La conclusién es quel dipolo corto no es una antena eficientebe
hacerse circular una intensidad de corriente elevada para que radie de forma apreciable.
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Diagrama de radiacion

Cuando tratamos con una antena no estamos interesados en conocer Unicamente qué
cantidad de potencia radia, sino también en como se distribuye esa potencia en el espacio. Se
denominaantena isotropicaa aquella que radia uniformemente en todo el espacio, como si
se tratase de una fuente esférica perfecta; antemaislireccionaleson aquellas que radian
apreciablemente en un abanico completo de direcciones, con cierto grado de simetria
esférica; antenadireccionalesson, por ultimo, las que concentran la radiaciéon en un cono,
de mayor o menor amplitud, alrededor de una direccion privilegiada.

El diagrama de radiaciorpermite apreciar de un golpe de vista la distribucion
espacial de la potencia radiada por la antena. Es la representacion grafica tridimensional del
vector de Poynting, normalizado a la unidad, y se define:

P(r,0,
t(6,¢) = J(—M (6.29)
P(r.6.9) .
El diagrama de radiacion del dipolo eléctrico es:
t(8,¢) =sert 0 (6.30)

La representacion grafica se realiza como la de un diagrama polar en tres
dimensiones, asignando al médulde cada punto representado el valor que le corresponde
det segun su direcciond, ¢) :

r=t(6,¢) para cada punt@r,0,¢ )

En la figura 6.6 se muestran dos cortes segun los ejes del diagrama de radiacién del
dipolo. Tiene simetria azimutal como cabia esperar de la geometria cilindrica de la corriente.

XY

Z
0
7
p
¢

v X

v =<

Fig. 6.6 Dos secciones del diagrama de radiacion del dipolo
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Ganancia directiva y directividad

La ganancia directiva no es, en realidad, algo distinto del diagrama de radiacion. La
Unica diferencia es que ahora no se normaliza a la unidad, sino que se toma como referencia
una antena que radie, de forma isotrdpica, la misma cantidad de potencia que la considerada.
Mateméticamente:

_|P(re.6) |P(r.6.¢)
D(t9,¢)—|l5(r)|ISOTR = Pf%mz (6.31)

Para el caso del dipolo resulta:

D(8,¢) = gserf 2] (6.32)

La directividad es el valor maximo de la ganancia directiva. Para el caso del dipolo
toma el valor de 1,5. La directividad de una antena isotrépica es la unidad, ya que es la de
referencia, y la directividad de cualquier otra antena es siempre mayor que uno.

D, = maxf 06, ¢)] (6.33)

Usualmente se da la directividad en dB (10Dgd;

6.2.6 Campos inducidos

Después de ver los campos a grandes distancias conviene examinar como son cerca
de la antena. Esto tiene interés tedrico para clarificar algunos conceptos, y también
repercusiones practicas, aunque no las trataremos aqui.

Se denominan campos inducidos a los campos presentes en la inmediaciones de la
antena. Tal proximidad se juzga en funcién de la longitud de onda, y no de las dimensiones
de la propia antena.

Los campos que obtuvimos para el dipolo (Ecs. (6.21) y (6.22) ) son validos en la

suposicién de que>> h . Ahora afiadiremos la condicion de que< A. Esto es posible
porque también asumiamos que la longitud del dipolo era mucho menor que la longitud de
onda (dipolo corto).
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Los términos dominantes en las expresiones de los campos son diferentes, puesto
que
r<<A [ kr <<1
Al aproximar en las expresiones (6.21) y (6.22) tenemos:

_ _15h 1 2f cosH+6serd

Eina (M) = =N, 3
41T K r
6.34
i (r)~loh serﬂqS (6:34)
ind 47.[ r.2

donde incluso la exponencial de fase, que es quien da el caracter de onda viajera, ha sido
ignorada. Es interesante comprobar que los campos inducidos en la proximidad de la antena
no se diferencian apreciablemente de los que podriamos obtener con aproximaciones
estdticas. En el caso del campo eléctrico bastara con hacer algunas sustituciones y utilizar la
ecuacion (6.15) para llegar a la expresion:

gh 2fcosd+0serd
s - (6.35)
0

Eind (r = 4

gue coincide con la expresion conocida del campo creado por un dipolo eléctrico. La
variacién temporal sera la misma que la de las cargas, sin incluir ningan retardo. Ocurre que
estamos calculando los campos en purgdolks que las ondas llegan casi de forma
instantanea, en comparacion con el periodo propio de las sefjasesa situacion utilizar

la ecuacién de los potenciales retardados no tiene objeto.

Trate de hacer el calculo del campo magnético por los procedimientos usuales de
Magnetostatica y compruebe que obtiene la aproximacion dada en (6.34) para ese campo.

6.3 Radiacion simultanea de dos dipolos

En este apartado veremos cdmo son los campos producidos por un sistema de dos
dipolos. El interés de agrupar elementos sencillos para construir un sistema radiante radica
en que pueden mejorarse algunas caracteristicas de radiacion respecto a las del elemento
aislado. En particular esto es cierto para la directividad.
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6.3.1 Campo radiado

Considérese un sistema formado por dos dipolos orientados en la misma direccion y
separados una distan@d, tal como se muestra en la figura 6.7.

=~

Fig. 6.7 Sistema radiante formado por dos dipolos idénticos

Podemos evaluar el campo radiado (campo lejano) producido por ambos dipolos
mediante la superposicién de los campos individuales. Previamente debemos reescribir el
campo radiado por un Unico dipolo cuando estd desplazado respecto al origen de
coordenadas.

N Py expjk{r—rl) «
E.aa () = jK, ﬁseml | l| 6,

i

I, es el radiovector de posicion del dipolo, y ademés se han escrito el Gngub

vector unitario correspondiente medidos desde el dipolo, porque en rigor serian diferentes a
los trazados desde el origen. Sin embargo, el tener que hacer esta Ultima distinciéon
complicaria enormemente el problema. Asumamos que la separacién entre los dipolos no es

excesivamente grande en comparacion con la longitud de onda, lo cuél es razonable.
Entonces tenemod = A << r, y podemos escribi, =0 y 6, =8 .
La distancia entre el dipolo y el punto donde vemos el campo es:

[ =r|= ok + yg+ Z2- (£ d) = (F -2 g g+ )2

para cada uno de los dipolos.
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El denominador lo aproximaremos sencillamenterpdgn la fase debemos ser mas
cuidadosos:

(zd)
r 2

o d* 5y _d _
k|r —I’112| =kr (1- 2y +r—2) = kr (1F yr—z) = kr ¥ kd serf Se¢

lo que sera valido siempre que el término eliminado sea pequefio:

d? d?
k=% e 0 d?<<ar (6.36)
2r A

El campo radiado queda finalmente en la forma:

. , I,h coslkd ser® se#
E s (1) =20k, . serd =0 seh g

(6.37)

Para calcular el campo magnético no es necesario volver a la ecuacién de Ampere-
Maxwell, debido a que la onda radiada es localmente plana. Podria utilizarse la relacion
conocida:

>
I
-

p —

— 1 ~ —
Hrad :_kx Erad (
Mo

6.3.2 Resistencia de radiacion y ganancia directiva

Para analizar las caracteristicas de la radiacion del sistema obtenemos del vector de
Poynting

B =—|E
21,

rad

20 ZKZUOE%QZ serf@ cod IKSI se@ sah f] 6.:38)

r

La dependencia del flujo de potencia con los angulos esféricos tiene una forma
peculiar. Eldiagrama de radiaciordepende de la separacion entre los dipolos medida en
longitudes de ondakd ). Tenemos:

t(6,9) =serf 0 coé kd sefl sgn | (6.39)

El calculo de la potencia no puede realizarse analiticamente. Escribiremos:

Pea =f. P [HS= CF I(kd (6.40)

donde
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C:2k2/70§:]71g y 1(kd) = J’;"L"serfe cod kd sefl s@h & o

El valor de la integrall (kd) se ha calculado numéricamente y se muestra en la
figura 6.8:

9.0
8.0+
7.0t
6.0F
5.0¢

I(kd)

4.0r
307

2.0 ‘ ‘ ‘ —
00 05 10 15 20 25 3.0

2d/\

Fig. 6.8 Integral normalizada del flujo de potencia para dos dipolos en el plano

Laresistencia de radiacioas:

Ry=—"2%=2 Pf;d =2CI(kd) (Q) (6.41)

eff IO

Esos resultados merecen ser analizados con algo mas de detenimiento para
comprender el comportamiento del sistema radiante.

Una primera cuestiébn que se pone de manifiesto es que taptutelacia total
radiada como laresistencia de radiaciéno guardan relacion directa con las de un dipolo
aislado: la forma de la integrafkd) hace que dependan algo caprichosamente de la
separacion entre los dos dipolos.

Ese hecho podria resultar sorprendente a primera vista, pero si se razona despacio se
llega a comprender que no es un resultado ildgico.

En primer lugar, y desde el punto de vista de los campos radiados al espacio, es claro
gueel principio de superposicion se aplica al campo (eléctrico 0 magnético), pero no a la
densidad de potencia ni a la potencid calcular el vector de Poynting como el cuadrado de
la suma de campos el resultado es diferente a la suma de los cuadrados.
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Por tanto dos dipolos no radian, en general, la potencia suma de las potencias que
radiarian individualmente cada uno.

Desde el punto de vista del generador el problema es, quiza, menos claro, ya que
habiamos convenido en que un dipolo podia simularse como una resistencia. Ahora parece,
sin embargo, que no podemos mantener la analogia y utilizar dos resistencias (en paralelo o
en serie) para representar al conjunto de los dos dipolos. Y es cierto. Podriamos en todo caso,
tal como se ha hecho, calcular la nueva resistencia de radiacion equieafsogterior
después que el problema electromagnético ha sido resuelto, pero el problema no tiene
solucién en el terreno puramente circuital.

En realidad lo que esta sucediendo es que las antenas representan, de cara al
generador, una impedancia compleja, con parte real (resistencia de radiacién) y parte
imaginaria (reactancia de la anten&j reactancia se relaciona con la energia almacenada
en los campos que circundan la ante@dsérvese que en todo momento nos hemos limitado
a calcular el vector de Poynting en la zona de radiacion, a grandes distancias del dipolo, pero
si hubiéramos hecho el calculo con las expresiones completas de los campos habriamos

obtenido otra componente del flujo de potencia: en particular una comp&geateel caso

del dipolo. Eso indica quexiste energia electromagnética que no es radiada, sino que
permanece indefinidamente en las inmediaciones del digsk energia presente, pero no
radiada, se simula, una vez calculada, mediante elementos no resistivos. Sin embargo el
célculo de la reactancia, como parte esencial de la impedancia de entrada de la antena vista
desde el generador, sobrepasa el propdsito de este libro. Se vera con detalle en la asignatura
de Antenas.

Por ultimo es interesante comprobar la variacion del diagrama de radiacion en
funcién de la separacion entre los dipolos. En la figura 6.9 se ha representado la seccién del

diagrama en el plano X-Y4= = /2, ¢ variable) para diferentes valoresdle

El primero corresponde al caso trivial en que ambos dipolos no se separen
apreciablemente, en términos de longitud de onda, y no se diferencia del de un Unico dipolo.
El segundo corresponde a una separacion entre los dipolos de media longitud de onda.
Obsérvese que la radiacion segun la direccion que une los dipolos (eje Y) se cancela,
mientras que se refuerza en la direccién perpendicular. Por Gltimo, para una separacion de
una longitud de onda, aparecen dos maximaos en direcciones perpendiculares. Se obtendrian
diagramas con un namero creciente de I6bulos de radiacion si siguiésemos incrementando la
separacion entre ambos dipolos.

A pesar de que los diagramas se han obtenido después de un calculo sisteméatico no
esta de mas comprobar que responden perfectamente a la fisica del problema.
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kd =m/2 kd=3m/4 kd=n

A D '¢ X X

Fig. 6.9 Cortes de la ganancia directiva del sistema de dos dipolos en el plano X-Y

N2

interferencia
destructiva

o

interferencia
constructiva

Fig. 6.10 El andlisis cualitativo de las interferencias producidas a grandes distancias
permite prever la forma del diagrama de radiacion, al menos en algunas

direcciones particulares (caso k2df

En la figura 6.10 se muestra que el valor del diagrama en algunas direcciones eran
previsibles por simple inspeccién de la geometria del sistema.
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6.4 Radiacion de una antena larga de tipo dipolo

Una antena larga es aquella cuyas dimensiones son del orden de la longitud de onda
de emision.

Podemos aprovechar los resultados precedentes para realizar el estudio de la
radiacién de este tipo de antenas. Para ello se realagarticiéon de la longitud de la
antena larga en una sucesion de dipolos elementgles campo eléctrico total se obtiene
como la suma de los campos producidos por cada uno de ellos.

El campo creado por un dipolo corto que ha sido desplazado respecto del origen es:

exp(-jk| 7 —1y|)

- serd 6 (6.42)
7 -F,|

.1
Erad(r):z_[]lohkrlo

con el dipolo orientado en la direccion Z y dorfgees el vector de posicion del dipolo.

En la aproximacién de campo lejamo>¢ A) y con |FO| <<r se obtiene la expresion:

exp(= jkr)

E .o (1) = - il Pk, exp(+ jkr ;) send 6 (6.43)

La distribucién de corrientes en la antena tiene forma senoidal, con valor nulo en los
extremos, tal como se muestra en la figura 6.11.

A

=+ |+ La forma senoidal obedece a que
realizamos el analisis en régimen
senoidal permanente (en tiempo),
lo que fuerza wuna onda
estacionaria de corriente de este
L tipo también  espacialmente.
/ Ahora si imponemos la condicion
T 21 sen(K(2)] de contorno de corriente nula en

= los extremos, y por tanto
prescindimos de la idealizacion

gue suponia  admitir una

concentracion de carga infinita

(carga puntual) en los extremos

Fig. 6.11Dipolo largo deA/2 del dipolo.

T I =1, sen{k(l-2)}

z=-1-
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El diferencial de campo radiado producido por cada diferencial de hilo es:

_ 1 . exp(-jkr _ -
dE,,(7) = Ejlmser{k (72 }dz’ kqop(%)exp(—sz' co¥ )sefl 6
gue se obtiene haciendo las substituciones adecuadas en la ecuacion anterior. La integral
entre los extremos del dipolo permite una expresion analitica para el campo eléctrico, y a

partir de él se calcula el campo magnético. El resultado final es:

1,1 coskl co® )} cokl .

- 1 .
Fy = — - jkr
Eraa (1) o) Ty send 0 (6.44)
A () = 1 .1, coskl cog ) cokl e § :
(M) =507 serd

La antena de este tipo mas popular es el dipolo de media longitud de onda, donde se

21=%

elige

El vector de Poynting medio para ese caso es:

T cosz(%cosﬁ ).
o =em 2 serf6

(6.45)

La integral del vector de Poynting a través de una superficie esférica no tiene
soluciéon analitica, y por tanto la potencia radiada, la ganancia directiva y la resistencia de
radiacion deben obtenerse mediante calculo numérico. Se comprueba que la resistencia de
radiacion del dipolo en lambda medios es d€7gor lo que es mucho mas eficiente que el
dipolo corto.

El diagrama de radiacién si puede obtenerse a partir de (6.45). En la figura 6.12 se
muestra una seccion del diagrama en un plano vertical.
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XY

v

Fig. 6.12 Diagrama de radiacién del dipolo %

6.5 Emision en campo lejano: generalizacion

La onda emitida por un sistema radiante a distancias mucho mayores que sus propias
dimensiones y que la longitud de onda de emisidn es similar a una onda plana, tal como se ha
visto en el caso del dipolo.

Este hecho permite realizar aproximaciones de partida que simplifican notablemente
los calculos. Lo veremos desde un punto de vista totalmente general.

El campo eléctrico se escribe en funcion de los potenciales en la forma:
E=-0¢- jwA (6.46)

y mediante la relacién que establece la norma de Lorentz puede expresarse en funcién del
potencial vector:

E=-jwA-j 0(0 CA) (6.47)

W HoEq

Estamos interesados en el calculo del campo a grandes distancias, por lo que basta
con considerar los términos del potencial vector que varientdescribimos:

- — ik A
Aur00)="2 0D (n @9yt m0.0)6+ KOS 649

y trataremos de obtener la forma del campo eléctrico a través de la Ec. (6.47).

Aplicamos: O fF) =0Of [F + f OCF a(6.44), y resulta:
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_ o rexpjkr ). expCjkr) - =, _
O0A(M = OF— - QDA(@,¢)+TDD“~

1+ jkr
=K
(kr)?

exp( jkr )A” +ri2 (---)*r—lg ()

porque del segundo término no saldra ningtin sumando con dependencia mas lefita que
con lo que no tiene relevancia para el campo radiado.

Calculamos el gradiente de la expresion anterior seleccionando los términos de
interés:

K
OH =~ A exp(—jkr)+ri2 ()

Y se obtiene finalmente:

o1 - k2o
- O(OCA) = | o
WHHE, WHHE, Kr

A exp(- jkr )= jwA,
El campo eléctrico radiado se escribe entonces simplemente como:

() =—jw(A6+AH) (6.49)

Compruebe en los dos casos estudiados anteriormente que se satisface esa relacion.
De forma similar se comprueba que tampoco el campo magnético tiene componente
radial a grandes distancias. Se obtiene:

A, (F) = -] nﬂf x (A8 +A,0) (6.50)

0
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PROBLEMAS - CAPITULO 6

1. Dos dipolos eléctricos cortos estan situados sobre el eje Z y orientados en la misma direccién. Las
corrientes que recorren ambos dipolos tienen igual amplitud y fase (RSP). La distancia que los separa
es2dy la longitud de cada dipolo(Fig. 1).

a) Compruebe que el campo radiado (a grandes distancias) por el conjunto de ambos dipolos
es:

Erad (r) = kor’o %SEI’GZJ COS((d Coﬁ)e_lkré

y escriba las aproximaciones que ha realizado para llegar a esa expresion.
b) Calcule el campo magnético radiado.
c) Calcule la densidad de potencia media y la potencia radiada por el sistema.

d) Dibuje el diagrama de radiacion en un plano vertical klara 0, kh = /2 y kh = 7.

Fig. 1

2. Una cierta distribucién de corriente de una antena, en RSP, produce un potencial vector en todo el
espacio de la forma:

— jkr

Ar)=cC

1
(j+—)send ¢
kr
dondeC es una constante.
a) Calcule los campos eléctrico y magnético a grandes distancias.

b) Calcule el vector de Poynting medio y la potencia radiada.
c) Obtenga el diagrama de radiacion de la antena.

3. El potencial vector de un dipolo elemental en campo lejano viene dado por la expresion:

— jkr
= Ho € JKEED
Af)=—I,h—e U
(r) a9
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dondeh es su longitud), es el fasor de la corriente (homogénea) que lo recorre, y los vectores
0 y 1y sefialan la orientacion y la posicion del dipolo, respectivamenitesy el vector unitario
desde el origen de coordenadas. Se han realizado las

aproximacionesr >>A 'y r >>h?/A.

Considérese la agrupacion de tres dipolos idénticos como la mostrada en la figura 2. Las
corrientes que recorren cada uno de ellos son iguales.

a) Determine las expresiones del campo eléctrico radiado y del vector de Poynting medio en
el plano XY.

b) Sila frecuencia es de 200 MHz ¢ cudl es el valor minind) gleparacion entre los dipolos,
para el que no se radia potencia en la direccién Y?.

c) Para el valor dal obtenido en el apartado anterior determine las demas direcciones de
radiacion nula en el plano XY.

d) ¢En qué direccién del espacio la agrupacion radia la maxima potencia?.

Fig.2

4.- Dos dipolos cortos estan orientados en la direccion Z, separados una distansituados a una
lado y otro del origen, sobre el eje X, tal como muestra la figura 3. Las corrientes de cada dipolo son
I, el,, con la relacion:

— | elY
I, =1,e

Fig. 3

a) Compruebe que, dk<r, se puede escribir, =r —d cosp y r, =r +d co®, donde r

es la distancia del origen de coordenadas al punto considerado en el plang XY, son
las distancias al punto desde cada uno de los dipolos.
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b) Compruebe que el campo radiado en el plano XY debe ser proporcional a

coskd co® —% )

c) Determine el valor del desfase entre las corriemiegjue se precisa si se desea tener un
méaximo de radiacién paga= 45°, en el casd = A/4.

d) Obtenga los ceros del diagrama de radiacién en el plano XY vy dibdjelo.

5.- Dos dipolos estan situados sobre el origen de coordenadas, uno de ellos con orientacion en Z y el
otro dispuesto oblicuamente, en el plano YZ, formando un aogrdspecto al eje Z (fig. 4).

El potencial vector creado en todo el espacio por un dipolo centrado en el origen y orientado
en la direccion de un cierto vector unitafices:

- 25) e—jkr
A(F)=—1.h a
4 r

a) Calcule el campo radiado por el conjunto de ambos dipolos a grandes distancias.

b) Particularice la expresion anterior para puntos del plano XY, y obtenga la polarizacion de
la ondas emitidas en las direcciones X e Y,
b1) si las corrientes de ambos dipolos son idénticas;
b2) si las corrientes son de la misma amplitud pero las fases estan en cuadratura.

c) ¢En alguno de los casos anteriores podria obtenerse una polarizacién circular?

A

Fig. 4

6.- Calcule el potencial vector producido a grandes distancias por una espira de corriente ale radio
centrada en el origen de coordenadas y paralela al plano XY (fig. 5). La corriente que la recorre es
uniforme y de frecuencia.

Utilice el hecho de que la distancia entre un diferencial cualquiera de espira, situddo/en
un punto arbitrario del espacid,, puede aproximarse en la forma:

|F—F’|:r—asenecos(>— ¢' ) sir<<r

y aproxime el término de fase asumiendo fue a.
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Fig. 5Dipolo magnético oscilante
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Anexo A: Sistemas de coordenadas

Coordenadas rectangulares

»
»

N>
~

=

/‘yo

<>

X

« radiovector desde el origefi:= X, X+ Y, Y+ 2z

. diferencial de longitud genéricall = dx %+ dy'y+ dZ'z
- diferenciales de superficie principaled$ = dx dy’z dx dz,y dy dz x
« diferencial de volumendv = dxdydz

- vector genéricoA = A X+ Ay+ Az
XX+ Yy+ 7z

« vector unitario genéricof = T
XS+ YT+ Z
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A

Los vectores unitarios principales sonX, ¥, Z con las relaciones:
XXY=2 Zx %=y yxz=X

Coordenadas cilindricas

»
»

=Ny

X

« radiovector desde el origer: =Xpcosh + ypsenp + 2z

- diferencial de longitud genéricodl = dpp +pdd ¢ + dzz
- diferenciales de superficie principaleds=p cd dz ¢ db, p ¢§ d
« diferencial de volumendv=pd ¢ dz

- vector genéricoA= A p+ A+ Az

Xpcosh + ypsenp + 2z
\/pz +72

Los vectores unitarios principales spnd, Z (py ¢ dependen de la posicion del
punto considerado) con las relaciones:¢ =2, zxp=¢, ¢ x z=p.

+ vector unitario genéricof =
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Cambio de sistema de coordenadas: de cilindricas a cartesianas:

p = Xcosh + ¥senp
$ = —xsenp + ycosp
2=7
de cartesianas a cilindricas:
X =pcosp — § senp
¥ =psend + ¢ cosp
2=7
Coordenadas esféricas
Z
A
rsend do
< rdo
dr ¢
0 ;
/ 7 4
0
»Y
m ¢
\:::>»

X

« radiovector desde el origer: = Xr senf co® + yr senf serp + Z2r coH

« diferencial de longitud genéricodf =drf +rdo6+r serfBd¢ ¢

« diferenciales de superficie principaleds = drrdd ¢, drrserd dp 6, r’serd d ab ¥
« diferencial de volumendv = r*serfdrdd dp

» vector genérico:A= Af+AB+ Ad
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rserb co$x +rserf sepy +rcobz
r

 vector unitario genéricof =

Los vectores unitarios principales sdi 0, ¢ (todos ellos dependientes de la
posicién del punto en que se consideran) con las relaciones:

FxB=¢, dxr=0,0x¢=r
Cambio de sistema de coordenadas: de esféricas a cartesianas

f =X serf co$ + ¥ serb sep + 2 coH

0 =X coP co + ycoP sep — zserd
¢ =-Xsenp + ¥ cosp

de cartesianas a esféricas:

% =f serd co$ +6 cod cos — § senp
Y= serD sep +6 coP sewp +§ cosp
2=t cod -6 serd
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Anexo B: Féormulas de analisis vectorial

Operadores

Coordenadas rectangulares

Df—ﬂ§<+ﬂA+ﬂﬁ

_ax oy’ " oz

LA 0A

HHA= ax ay 0z
_EBAZ _oAD g& A0, E@Av _O0AL
Hx A= OZB( 0z BZ

2f 2f 2

sz:a 0 o f

P ay? i
D2A=D2A %+ D2A Y+ D2 AZ=0(00A-0x(0x A

Coordenadas cilindricas

ot A, o
Df—app+pa¢q§+az

100,119 oA
DDA_pap(p'Ab)er o "oz
_,_[loa oAD DA aAZD L 100 OAbD
IxA=H 5 az P Haz - 5("%)

1o00dof 162f 62f

0t = papBDOpH p* 00> Yo7
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PA=0(000 -0Ox(Ox A

Coordenadas esféricas

of  of 4 1 of
i 'E”raee”r serﬁ)aq)(15

19, 1 oA
DEA——Za—r(r A,)+rser9£(,%serﬂ)+r se@ 0
0 0
1 a0 18 1 on oA)d 10(ma) ol
Hx A= rserﬂEpT(Absere) YLl rHsereaq) %J’rg or _aeé‘b
g 9%f
= ar Q . sereae rﬁ o 12 serf60¢

DZA:D(DDA)—DXDXA

Identidades

(AxB)C= A{Bx Q
Ax(BxCQ=HAIQ- ¢ AIB
0(fg) = fOg+ gaf
O(a/b)=(yb)oa- (g B)O b
O(AB) = (Bm) A+( AMD) B+ Bx(Ox A+ A(Ox B
O{fA) = (Of ) oA+ f(00A
OfAxB)=B{Ox A- AfOx B
(ODm)f = 0%f
Ox(of)=0
O0fox A) =0
Ox(fA)=(0f)x A+ f(Ox A
Ox(Ax B)=(Bm)A-( AD)B+(0B)A-(D0A B
Ox(OxA) =000 -0%A
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Anexo C: Funciones de Bessel

La ecuacion diferencial de Bessel tiene la forma:

d’y dy
2 bt 2 _ 12y =
dx2+xdx+(x n°)=0

X

y la solucion general es:
y=AJ(X+BN(}

donde:
J,(X) es la funcién de Bessel de primera especie y ardgn

N, (X) es la funcién de Bessel de segunda especie y arden

Las soluciones de primera especie convergen para cualquier valor finito cai
expresion detallada es:

200 vt

0

Para pequefios valoresxipuede ser suficiente la aproximacidh:(x) = %g .

Las funciones de segunda especie, 0 funciones de Neumman, no convergen para
valores pequefios de ya que todas ellas presentan una singularidad=@nSu expresion
es:

J.(¥)cosnr— J_, (X)

Na(X) = semrt
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En las figuras C.1 y C.2 se representan, respectivamente, ambas funciones para
diversos 6rdenes. En el capitulo 5 (seccién 5.3) se mostraron los primeros ceros de algunas
de las funciones de primera especie y de su derivada primera.

1 ! T I
o |
0 S
T e
1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura C.1Funciones de Bessel

N,y(x)

0
N, (x) >

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura C.2Funciones de Neumann

Las expresiones asintoticas de las funciones para ekcasao son:

2
J.(¥) = |—cos(x— nF-I
n( ) X ( 2 4)
2 T T
N,(X) = |[—senx—n5—-7)
X
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Las funciones de Bessel de primera especie estan relacionadas con las funciones
trigonométricas medianta integral de Sommerfeld

J (X = 7—1Tﬁ:os(x sep — np Yip

Las funciones de Hankel también son soluciones de la ecuacién diferencial de
Bessel, y se definen en la forma:

Ha() = 3,0 + N, (%)
Hy (%) = J,(%) = iN,(%

La ecuacion modificada de Besss obtiene mediante un cambio en la variable,
sustituyendx porjx. Resulta:

d’y dy
2 MY 2 2y —
N +de (x*+n°) =0

X

Existen soluciones de esta ecuacion, convergentesxparan (0 X —» o), que
pueden obtenerse a partir de las funciones de Hankel:

a0 =7 13, (0 + IN, (9]

La forma asintética para>>n (0 X - ), es:

K09 = &

Parax pequefio yn > 1:

Kn(x)%(n—l)!%@n

Ko(X) = =(In5 +0,5772)

y parax pequefio y = O:

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



454 Campos electromagnéticos

Las relaciones de recurrencia son:

d
3927 3,00 = - 3,09

d
3 (9= 3,00+ 33,9

(9 =(-D" % (X

d
K (9 =2 Ko (0 =K, (9
d
Ka (9 = = Ky (9 = K, ()

K., (¥) = K (¥
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Anexo D: Funcion delta de Dirac

La funcién delta de Dirac se utiliz6 primeramente en teoria de la probabilidad y, mas
adelante, ha pasado a otros campos de la ciencia, por su idoneidad para describir
singularidades fisicas.

Se define de la siguiente forma:

5 D six# X
(X_XO)_EDO SiX: )% (Dl)

donde, ademas, deben satisfacerse:

O(X — X,) dx=1, (D.2)

/x,0C
y:

f(X)0(x— %) dx= f( x). (D.3)

/x,0C

El hecho de tomar un valor no acotado en un punto singular nos indica, usualmente,
gue estamos refiriéndonos a una densidad (sea de probabilidad o de alguna magnitud fisica
en casos idealizados). En teoria electromagnética se utiliza fundamentalmente para describir
densidades infinitas de carga eléctrica, o bien de potencia o de energia electromagnética. Su
utilidad radica en que permite tratar casos particulares ideales con las ecuaciones generales y,
por tanto, sin necesidad de formularlos de una manera peculiar.

También se utiliza para representar la amplitud de las ondas (sea del campo eléctrico,
del campo magnético, del voltaje o de la corriente) en problemas con espectros hibridos (en
parte discretos y en parte continuos), como es el caso en el que se considera una portadora
ideal con la sefial modulada, o cuando se trabaja con modos guiados (discretos) junto con
modos radiados (espectro continuo) en guias de onda, etc...
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Usualmente las magnitudes que se formalizan mediante deltas de Dirac han de
experimentar un proceso de integracion matematica, para pasar a cantidades fisicas medibles.

La delta de Dirac es una funcién peculiar, igualmgmbegue su argumento no es
adimensionalsino que tiene unidades (en los casos mas usuales, de longitud, de tiempo o de
frecuencia). Como que la ecuacién D.2 debe llevar a un resultado unidad adimensional,
entonces a la propia funcién también se le asignan unidades: la inversa de su argumento.

Dos ejemplos tipicos son:
P(F) =0ed(X= %)Y~ ¥)d( = ) (Fp)
gue representa una carga puntual de \len el puntoxp, Yo, %), Y:
S(f)y= R@(f- £)+a(f+ £)) W

que es el espectro de potencia de una funcion coseno de frecfyeficifnitamente
extendida en el tiempo, es decir, ideal).

La primera expresion mostrada suele escribirse mas abreviadamente:
O(F =ry) = 0(X =X)0(y — ¥5)o(z~ %) (D.4a)
En coordenadas esféricas seria:

1
r?serd

o(r —ry) = o(r =r,)0(60 - 6,)0(¢ - ¢,) (D.4b)

Es importante insistir en el hecho de que la delta debera ser integrada antes de
concluir el problema en el que interviene, o, de otro modo, es probable que se estén
cometiendo errores en su manejo.

Las propiedades de la delta de Dirac son:

) O(=X) = (X) (D.5)
i) d(ax) = éc‘i(x) o, en general: 8] g(¥)] = Zm(x— x) (D.6)

i) g()o(x= %)= d %)o( x %) (D.7)
iv) J'_+:5(x— Y)3(x- 2 dx=3( y- ¥ (D.8)
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En la ecuacion (D.6) los valorgsson los ceros de la funcid@(x) (que no deben
anular, sin embargo, su derivada).

Relaciones de derivacion e integracion tipicas son:

duU(x-

% =0(X—%,) o J'5(x— %) dx= W x %)+ C (D.9)
Ixé(x— %) dx=xWU x %)+ C (D.10)
Ix25(x— %) dx= ¥ U x- )+ C (D.11)

dondeU(x) es la funcién escaldn unidad, o, también llamada, de Heaviside, y:
nggz —47115(r) (D.12)

donde?es la laplaciana.

La delta de Dirac aparece como el limite ideal de situaciones realistas. Puede
probarse que los limites de algunas funciones usuales dan lugar a la funcién delta. Por
ejemplo:

im, o~ T1(*5) = 80¢- %)

sen?” -, )

lim, _, 7(x= %)) =0(X— X,)
2ma (D.13)
lim, Osenn(TX_(><XO)><0) 5(x-x) Oa>0
1o
lim, Ome =9d(X)

Otras relaciones de interés cuando se trabaja con espectros de frecuencia (temporal o
espacial) son:
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1 e
el iK(x=%) Hle = _

2n‘[_we dk=3( x- %) (D.14)
J’_+°°coskx cok'xdk=11[d (k- K }3 (k+ k) (D.15)
J'_+°°serkx serkxdk= Ji[5 & K }& (¢ k) (D.16)

Por ultimo, cabe afiadir que en procesado digital de sefiales se utiliza frecuentemente
la secuencia deltgpero no debe confundirse con la delta de Dirac, ya que, en este caso, no
tiene el mismo significado. La secuencia delta se define sencillamente como:

D n#n,
n-nd=g 1.
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Soluciones a los problemas

Capitulo 1: Campos eléctricos y magnéticos en condiciones estéaticas
Campos electrostaticos

1. a) De la atmoésfera hacia la Tierra; b) -1,77X@M?; c¢) 7,97 x 18°C/n;  d) 2,2 x 18V.

ﬁ em(-/) 4
@t+r

2. a) El atomo es neutro; ) = q(4nso)_1; c)E(F)

. I B S
. a)o (r)_4n(d ) )-9; © —4n£04d2.
4 2 Em =Y Ur —(d+§/2)23_ F—(d-%5)2 . r+d-%z r+(d+%)23§_
471805 ~d+%)7 |f [+ +$5)7]
. Zﬁ%ﬁi)\fiﬁi\ sz KDOZE%Iﬂi)ﬁSQ
b) E(F) =

4nso D I - ['

5.a) p, =-3 P%, o,(r=a)=-P,, o,(r=2a)=2P; b)E(r)=0 en la cavidad interior

& etrien: B Rr. 3R,
y fuera del dieléctrico;E(F) =-———f ena<r<2a,; ¢c)Ap=—a.
£y a 250

6. a)p, =0, o,(r=R) = Rco;

b) nulo en ambos casos;
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¢) la primera expresion es la apropiada para el exterior de la esfera, para el interior es la segunda;

d) Eint tang = Eext tanJ r =R D ext normal Dint normLIr -R = Ulibre = O;

3

) E o, E R 1(2 SO +senfH)
e) E.,.=—2 =———(2cosBf +se ;
int 380 Eext 350 r3
fy p=4nR’RZ.
V2
1 0
7 l:=550d_2

8. a) Deben ser iguales;

_A P T I T N | - e B :
b)E=—f con A=V(@ +c -b -d’) °~ en eldielectrico, E=0 en elresto;
r

4me,

-1 -1 -1 -1 °
a +c -b~-d

1 1
C) a(r:a):eoa—zA, a(r:d):—eod—ZA; d C=

V 1’\ . C_L +
O PO R

N, In(p) . N
9. a) @) =¢p) =V %(E‘)’ b) E(p) =

10. a) Debe comprobarse si su laplaciana es nula y si satisface las condiciones de potencial constante
en el plano de tierra 'y en el conductor;

Ve 4D amre
. ) C=—mp

In*By x? +p? In(*By

b) a(y=0)=

11.8) Dy =0 D) Ey = gm0 C=3mey Sy d) U=, CV7

12.a) C >%0 b) Q=V. S —: b2V, =V, 2. b3y U =s V12(1 A,
. a =— = — =V,—: =— —@A-—);
d, 1T0q, 27 ", 2704, 7 d,

d2

c Q =V, .

dl
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Campos magnetostaticos

13. a) B = 0encimay debajo de ambas lamin&sz p,J, entre ambas, dirigido perpendicularmente
a las corrientes; bl = %MOJS de repulsién.

2+ ) z-%5
a?+(z2+19)2)2  (a? +(z2-N9)%) 2

0 0
14. B(2) :u—;%a @z

15. a) B(z=0) = — N 5 by B=p 1 (Ampere) )h 10
. a z2=0)=————F—F 2 ; = Uy mpere) ; c)—=10.
2 (az+h7)% Ho'h P a
4
my B
16. R= —2% =
aB m
A gB 2
17. b) R=—"msena ; COV=Vy, W=—; d)T=—m; e)d =v,Tcosa .
gB m gB

18.a) Sitomamog en la direccion Z B en la direccion -Y resulta:

Vo ag Vo Ay
X(t) =—(-coswt)+— wt-semwt ) z{F— sewt+— 1~ cost )
w w W

\Y
w

Solo hay desplazamiento neto segun la direccién X. (En general en la direc&on Bl

11
19.V, =N——B
ga

20. a)l=1A: b)1=1,07x18A ()

21. b) 3,14 Kg.
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1
_ b
23. L= In .
l’l 27-[ A

d-a
uln(

24. L = ).

T

Capitulo 2: Ecuaciones de Maxwell

1. f.e.m= -Byav.

e

o [

N
N>

-1 . . -
Cdy =—lya-yy+41-29%1 . Iy =H
H P
— 22 _ Z3
3. a)E= wBbz—serth b) B = —g,11,w° B, zcosot y;

.o , 220 .
c)J =[J—-gw"” —[IB, coswt X.
Lo 2
. ‘ 2 e —10 | A L -1 Q‘ Q‘ Q‘ Al
. 0 = — s g . = s _ = + _ =,
bIr=a = oma ¢, @ bir=b 2nb§ &y E tr=a flr=a ~ “Plr=a = ¢
4
5 €r:5.
T -1
6. a)B:E m-, a=0549 m".
2

a, - _
b)o = —'B (donde se ha considerado que la conductividad es una magnitud rear .
wy

1 . .
7. Densidad de potencia media que actla sobre las cmz-@%;] EED} .
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Capitulo 3: Ondas planas

1. k=2, a) 212MHz; b) Polarizacion circular a izquierdas; 2p5nW/m?’.

/2

2. @)300MHz; b) k = %)A( +%§/+ 72; c) Polarizacién circular a izquierdas.

d) E(7 1) =%EO{[—x/Ecos{wt—n(x+ y+«/§z)]+ser{wt—n(x+ y+J§z)]] X+
[ﬁcos{wt—n(ﬁ y+ﬁz)]+ser[wt—n(x+ y+ﬁz)]] 9—«/55er[wt—n(x+ y+ﬁz)]2}

Z(7 1) = %EO{—[cos{wt —n(x+ y+\/§z)]+ \/Eser{wt —n(x+ y+\/§z)]]>“<+
[\/Eser[wt—n(x+ y+\/§z)]—cos{wt—n(x+ y+\/§z)]9]+\/§cos[wt —n(x+ y+\/§z)]i}

e) E, =1941mV/m

E(F.1) = —% E{cos[wt —1071(x+ y+ \/Ez)]f( + cos{a)t —1@1(x+ y+42 z)];“/—
ﬁcos{wt—lOn(x+ y+\/§Z)]2}

#(F,t) = % E{cos[wt —107T(X +y+ V2 z)]i - cos[wt —1071(x +y+ V2 z)] 9}

5.a) E=(X-j0,71y)e '*"* H :1(§/+ jO,71X)e71*™; b) t=278ps; ¢) R=141; R, =3dB.
n
6. ) Ep =E,(X-j§)e ™, E, = [E,(X+[§)e™*; b) E=Ey +E, = E,(1+))(X-y)e **;

c) |3=3E§2 W/m?;
n

[o]
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d) Elfasor de la fuerza electromotriz inducida\es 4ajE (1+ j)serka V; e) f :4£.
a

7. a) La onda se propaga segfin b) La onda esta polarizada linealmente, Eoseginy ;

c)H :—%e’j"zx; d) k=628m™, E, =500uV /m; €)V = j0,314e 3*1" v .

8. a) La onda se propaga segyn A =30cm, k=2094m™;

b) E(F) = E, |_(1+ j)z- j\/Eej”’4>2Je‘jky; c) La polarizacion es circular a derechas;

2
d) p=25 v.
Mo
- —'1x+ +22 ~ ~
9. A)H(F)=-jH.e 2" 2)E£x—£yEA/m;
2 2
~ 1. 1. 42, ~
b) k=§x+5y+7z. Se comprueba que[H (r) = , luego el campo corresponde

efectivamente al de una onda plana uniformef €47,74 MHz ;

. Sl ixeyi2z . " . ~ ~
d) EF)=-jnHe 2 Z)E»%x—%y+gzavlm; e)P =9.97x107*KW /m?.

10. a) Si; b) Si; c) Si; d) No.

Capitulo 4: Incidencia de ondas planas

1
L s P - e | = W/ .
1. a) Direccion de propagaciou:; polarizacion circular a izquierdas; |taﬂ| = To0m %nz

2

A

_ . _ E
) E, (F) =-E,(2+ [§) € ko ' con polarizacién circular a derechas; R = 2 (%+9)
0
paralelo al plano conductor; ffr 212 MHz.

2. Las curvas son las siguientes:
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1
R R R S parafina
- — agua
L Pr—
0 . ,,
i I p:;s\ 1
1 — N
0> 15" 30° 45 60° 75 90°
()

3. Puede hacerse mediante cualquiera de las dos caracterizaciones del &ngulo de Brewster.

4. a)6 = 26,57° f, = 63,43°; bk, —2n—(x+22) K—an(x 29, k= nf(zxr)

75

c) polarizacion eliptica; d)s = 26,56°; e)p; = g, p=014= % T, =2

- X —22 1
d E, = 4\/EEOi % + jf/%xp@ an @x + z)@; g) la onda reflejada esta polarizada

linealmente y la onda transmitida tiene polarizacion circular (helicoidal negatig):=H0°.

5. a) paralela al plano de incidencia;ng) 1,4142; dp, = 50,77°.
6. a)6, = 77,24% bJB, | = 0192 "W/, [, |= 0

. CE
c) E, () =>A<E0i2(:05(k0r122cosi+q%D ye Konysen 427 ) hay ondas estacionarias en la

direccion z, y la distancia entre minimos &z:= 1,561 m.

m
= _E; b) la onda esta centrada segun esos mismos ejes: 8)7.

8. c¢) La situacidon se puede describir con cuatro ondas; d) aparecen ondas estacionarias en la
direccion de incidencia y en la de reflexion ; €) no varia.

A
9. a)d = mz—o, m entero;b)n=2
n
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Capitulo 5: Guias de onda

2. a=25cm

3.a)a=75cm b<375cm; b) f <6GHz
4. a) A=0; kxzm%; B= kg—(m%)2

- E B
b) H(r) = —0(— XB senk, x+ z jk cosk X e'ﬁz; ¢) Solamente es posible el modo,J;E
w U,

1 ﬁ 2 = = RS ~i Bz
d) P :ZE|EO| ab (W; e)E,, () =-2jyE,senkyx € sei £- % )
0

6. f,,, =8,476GHz f__ = 9128GHz

7. d) Se refleja el 13% y se transmite el 87%.

8. a) un Unico modo: Tl b) tres modos: Th, TEy Yy TEg. El TEy esta justo en corte, al igual que
el TEy; c)a, =23 x 1, a, = 2rx 10%

EB=O, Asena,d= Csem,d+ D cos,d ,
d) O
leAcosald=az(Ccosxzd— Dsea,d ), C sen,at D cas,a=0 ;

a
e) tga,d = —1tgor2 (d-a); f) Esos valores dd son los grosores minimos de la zona de
a
2
dieléctrico para los que pueden existir los modosy WETE;,, respectivamente, puesto que
estamos tomando los valoresadey a, que haceg=0 en ambos casos.

A - k A
9. a)L=1,5m; c)W = ¢, Aznzln%@; d) Jg=-2 j—;coskz. Debe hacerse la ranura en la
0
direccion de las corrientes para no interrumpirlas, porque de lo contrario quedarian afectados los
campos en el interior del cable.

Capitulo 6: Radiaciéon de antenas elementales

e e 1 OinD P )
1.b) H,4(F) :ijoasene coskd co8 ¢ " ¢;c) P, :gnOE{TE serf 0 coékh co@)r,
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_ 2(hY* 2 _co2kd , ser2kd[]
W= "’70'0(/\) EB ™ 2(kd)? T 4(kd)3 O

- noé, H_. (F) we - oo ; b) W —47'[( o’
se , r)=- se ) =
rad Mo r 3

2. a) E (") =wC : €) resulta

igual al del dipolo eléctrico.

L — jkr
0

—1lah

4 r

Unicamente en la direcciéon X y en la direccion Y; d) en la direccion Z.

3. a) Erad(f) =-jw (1+ 2coskd se ))sehd ; b)d = 0,5 m; ¢) los nulos estan

T
c) Y =——: d) los ceros estan eh = +107,03 .
) W 2 ) ah

5. bl) polarizacion lineal en ambas direcciones; b2) polarizacién eliptica en la direccion X y lineal en
la direccion Y; c) tendremos polarizacion circulansB0° , en la direccion X.

_ 10e ™
6. A(F) = ﬂ|Ona2§jk +—§—sen9q5 .
4 r r
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