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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales

4.1 Introduccion. Condiciones de contorno de las ecuaciones de Maxwell

Tal como se ha establecido en el capitulo precedente, las ondas planas son las
soluciones naturales de las ecuaciones de Maxwell en un medio lineal, homogéneo e
isétropo, cuando este medio es indefinido, es decir, cuando comprende todo el espacio y no
contiene distribuciones de carga o de corriente. Es evidente que no todas estas condiciones
definen un caso ideal: en realidad, aunque el medio cumpla las condiciones de linealidad,
homogeneidad e isotropia, en algun lugar tiene que haber distribuciones de carga y de
corriente que actuen como fuentes generadoras del campo electromagnético. Entonces, un
posible procedimiento para resolver las ecuaciones de Maxwell consiste en dividir el
espacio en dos regiones, de manera que todas las fuentes que generan el campo estén
incluidas en una Unica region, a la que llamaremos regioén | (Fig. 4.1).

2R
\\/

Fig. 4.1 Aplicacién de las condiciones de contorno a la resolucion de
problemas dinamicos. Al no haber cargas ni corrientes en la region ll,
podemos expresar el campo en esta regibn como una combinacion de
ondas planas, cuya composiciébn exacta viene determinada por las
condiciones de contorno en la superficie de separaciéon
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En este caso, al no haber cargas ni corrientes en la region Il, podemos suponer que el
campo en esta regién serd una onda plana o bien una combinacion de ondas planas. La
solucidon exacta sera la que cumpla las condiciones de contorno en la superficie de
separacion entre las dos regiones (ver seccion 2.4), es decir

A% (E, - E)| =0 (4.1)
A D, D1)|S =0 (4.2)
B, - B)| = (4.3)
Aix (H, = Hy)|_ = Js (4.4)

donde S representa la superficie de separaciom yes un vector unitario perpendicular
(normal) a ella y que aqui se ha tomado dirigido hacia el interior de la region II.

De hecho, se puede demostrar que en régimen senoidal permanente, Unicamente dos
de estas condiciones, las que afectan a las componentes tangenciales del campo (ecs. (4.1) y
(4.4)), son necesarias para asegurar la validez de la solucion, ya que, si se cumplen éstas, las
condiciones que afectan a las componentes normales se verifican de forma automatica (ecs.

(4.2)y (4.3)).

Supongamos, pues, que de alguna forma hemos sido capaces de medir las
componentes tangenciales del campo electromagnético generado por las fuentes situadas en
la region | justo en la superfici® de separacidon entre las dos regiones. A partir de esta
medida, podremos determinar exactamente qué ondas habra en la regién Il, es decir, cual
sera la direccion de propagacion y la amplitud de las ondas. Mas aun, podemos considerar
gue es el campo electromagnético en la supedieleque excita una serie de ondas planas
en la regién I, cuya amplitud, frecuencia y direccibn de propagacion dependera,
l6gicamente, de la variacién temporal y espacial del campo que las ha éxcitado

Un ejemplo tipico en el que podemos aplicar este principio es el que muestra la
figura 4.2. En este caso tenemos dos regiones formadas por medios distintos que se
encuentran en contacto. Si suponemos que el medio de la regién | es un dieléctrico lineal,
homogéneo e isétropo no conductor y estamos en régimen senoidal permanente, podemos
considerar que el campo en esta region sera una onda plana o, a lo sumo, una combinacion
de ondas planas, de manera que cada una de estas ondas debera cumplir la ecuacion de
Helmholtz, es decir

! ComoSpuede ser una superficie cualquiera, esta afirmacién se aplica a todos los puntos del espacio,
lo que se conoce como principio de Huygens, ya que fue Christiaan Huygens quien la establecio alla
por el afio 1690.
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Fig. 4.2 Las condiciones de contorno nos permiten abordar los
problemas derivados de un cambio de medio

0%E, + k°E =0

e igualmente para el vectdr de intensidad de campo magnético, dolkge w./u,e, es

la constante de propagacion de las ondas en el medio. Si el medio que forma la regién I
también es un dieléctrico de las mismas caracteristicas, pero de permitividad y

permeabilidad distintas, las ondas excitadas en este segundo medio deberan cumplir la
ecuacion

0%E, +k,°E, =0

Por lo tanto, podemos esperar que las soluciones seran ondas distintas en ambas
regiones. Sin embargo, el hecho de que los canihog E, deban cumplir la condicion

(4.1) en la superficie de separacién nos permite “conectar” el campo eléctrico que aparece
en la region Il con el campo eléctrico presente en la region |. Del mismo modo, la condicion

(4.4) nos permite la conexién entre los cantppy H,. Como en el caso anterior, podemos

entender que el campo electromagnético que aparece en la su@afigieidir la onda u
ondas que se propagan por la region | excita ondas secundarias en la region Il.

En el presente capitulo nos hemos propuesto como objetivo establecer, mediante la
aplicacion sistematica de las condiciones de contorno, un conjunto de leyes generales que
nos permitan relacionar el campo generado en la region Il con el campo generado en la
region |, en los casos en que dichas regiones estan formadas por medios distintos (para
simplificar, vamos a considerar que la superficie de separaciéon es simplemente un plano).
Las posibilidades a considerar seran, basicamente, las tres siguientes: una de ellas es la ya
mencionada, en la que ambos medios son dieléctricos perfectos, lineales, homogéneos e
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isétropos; una segunda posibilidad, en la que uno de los dos medios es un conductor
perfecto; y finalmente, podemos considerar el caso intermedio en que por lo menos uno de
los dos medios sea parcialmente conductor.

Por fortuna, las herramientas de calculo necesarias para el estudio de las cuestiones
relativas a la incidencia de ondas electromagnéticas sobre conductores y dieléctricos no
resultan de una complejidad excesiva, o que nos permitira abordar con detalle los aspectos
fisicos de los fendmenos involucrados. La comprension de estos fendbmenos es de vital
importancia para entender los principios en los que se basan un gran numero de
aplicaciones. Como ejemplos de especial relevancia, podemos citar la propagaciéon guiada
de las sefiales electromagnéticas, ya sea a través de fibra Optica o por guia de ondas, la
emision laser, basada en la resonancia electromagnética en cavidades cerradas, o algunos
fendmenos relacionados con la propagacion atmosférica, entre otros. La importancia que
han adquirido estas tecnologias en la telecomunicacion moderna y el papel todavia mas
importante que desempefaran en un futuro inmediato hacen imprescindible el estudio de
estos fendmenos, el cual abordaremos de forma sistematica en el préximo capitulo, aunque
en este podremos avanzar ya algunos de sus aspectos mas relevantes.

4.2 Incidencia normal sobre conductores perfectos
4.2.1 Reflexion en la superficie de un conductor perfecto

De los distintos casos de incidencia tratados en el presente capitulo, el mas sencillo
de analizar es el de incidencia normal sobre conductores perfectos. Es facil demostrar,
atendiendo a criterios de conservacion de la energia, que la incidencia de una onda plana
sobre la superficie de un conductor perfecto provoca la existencia de una onda reflejada de
la misma frecuencia que la incidente, originada en la superficie del conductor.

Para analizar cualitativamente el fenomeno, nos podemos fijar en la figura 4.3a.
Supongamos que sobre la superficie del conductor incide una onda plana, dirigida
perpendicularmente hacia la superficie (caso de incidencia normal), tal como muestra la
figura. Segun vimos en el capitulo 1, un conductor perfecto se encuentra siempre en
situacion de equilibrio electrostético, por lo que no habrd campo en su interior, por muy alta
qgue sea la frecuencia de la onda incidenge for muy rapidas que sean las variaciones
temporales del campo en la superficie), ya que un conductor perfecto alcanza la situacion de
equilibrio de forma instantdnea. En este caso, tendremos un flujo de potencia sobre la
superficie del conductor, generado por la onda incidente, mientras que no se transmitira
potencia hacia el interior del conductor. Tal como muestra la figura 4.3b, si consideramos
una seccién cualquiera de la superficie del conductor, incluida dentro de la region limitada
por las superficieS§; y S, el flujo de potencia entrante en esta region es
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dieléctrico conductor L ds :
e perfecto —
I U—»OO V\{—I-- \/\é:o
2 A
L o
H E=0
(a) (b)

Fig. 4.3 (a) Incidencia normal (perpendicular) de una onda plana sobre
un conductor perfecto. (b) El flujo de potencia asociado a la onda
incidente debe ser contrarrestado de alguna forma, mediante la creacién
de un campo adicional (la onda reflejada)

w;k?myo

dondel3i representa el vector de Poynting asociado a la onda incidente. Evidentemente, no
habrd flujo de potencia alguno a través de la supeBidiee., J’Sz%Re(E2 X F|2 )[d$=0),

ya que se encuentra en el interior del conductor perfecto, lo cual resulta en un flujo neto de
potencia que entra en la regién limitada por las superfgigss,.

Segun el razonamiento anterior, deberiamos concluir que habra una acumulacién de
energia en el interior de esta regién, la cual debe disiparse de algin modo, ya que de lo
contrario la energia total acumulada aumentaria hasta llegar a ser infinita, lo cual es absurdo.
Sin embargo, sabemos que en el interior de un conductor perfecto no se produce disipacion
de potencia (ver seccion 2.5.2). Del mismo modo, en un dieléctrico perfecto (es decir, sin
pérdidas) tampoco se disipa potencia ninguna.

Por consiguiente, para evitar caer en esta contradiccion, debemos asumir la
existencia en la superfic® de un flujo de potencia salien®’ que contrarresteel flujo

entranteW, (es decir, W + W =0), de manera que no pueda acumularse energia en el
interior de la region delimitada p& y S. De aqui a suponer la existencia de una onda

2 Este flujo sera negativo, segin hemos definido el vei&ofFig. 4.3b).

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



286 @upomagnéticos

plana reflejada que se propaga en direccién opuesta a la de la onda incidente sélo hay un
paso, ya que las ondas planas son las soluciones naturales de la ecuacion de Helmholtz que
rige el comportamiento del campo electromagnético en el dieléctrico

Pero, ¢como se puede originar esta onda reflejada? El razonamiento anterior no
basta para explicar completamente la presencia de esta onda. Hay que responder ademas a
esta cuestion que se nos plantea de forma inevitable. Para ello, nos fijamos las condiciones
de contorno que afectan al campo electromagnético en la superficie de un conductor
perfecto. En este caso, al no haber campo en el conductor (region Il, segun la figura 4.3a),
las condiciones (4.1)-(4.4) se reducen a

A x E|S =0 (4.5)
A [L3|S =g (4.6)
A [|§|S =0 (4.7)
Ax H_=Js (4.8)

para el campo electromagnético presente en el dieléctrico (tras haber redefinido el vector
unitario A de forma que quede orientado hacia el exterior del conductor -la region |, en este
caso). Para que se cumplan estas condiciones, debe haber necesariamente cargas y corrientes
en la superficie del conductor. Fisicamente, lo que ocurre es que el campo de la onda
incidente induce estas cargas y corrientes, las cuales variaran temporalmente con la misma
frecuencia que el campo que las ha indutitlas distribuciones de carga o de corriente
variables generan siempre, es decir, radian, campos electromagnéticos variables (ver
capitulo 6). En este caso, el campo radiado sélo se puede propagar hacia el dieléctrico y sus
componentes serdn tales que cumplan las condiciones (4.5)-(4.7).

Ejemplo 4.1: La telemetria laser y la teledeteccion

Dos aplicaciones practicas de este sencillo principio se hallan en la base de
la telemetria laser y de la teledeteccion o radar (del imgldi® detection and

% Naturalmente, este planteamiento sélo es véalido para el régimen estacionario. Durante el régimen
transitorio serd necesaria la absorcion de una cierta cantidad de potencia para dar lugar a la formacion
de la onda reflejada.

* De hecho, en el caso de incidencia normal sélo se inducen corrientes, al ser el campo eléctrico de la
onda incidente tangente a la superficie del conductor. Sin embargo, tal como veremos mas adelante, en
el caso de incidencia oblicua aparecen también distribuciones superficiales de carga, inducidas por la
componente del campo normal a la superficie.
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ranging). El telemétro laser actia mediante la emision de un rayo desde un extremo
de la distancia que se quiere medir, apuntando hacia un blanco situado en el extremo
opuesto (ver figura 4.4a). Aunque en la practica se utilizan varios esquemas de
disefio y diferentes principios de funcionamiento (tiempo de vuelo, triangulacion,
diferencia de fases, etc.), todos ellos deben analizar alguna caracteristica de la onda
devuelta por el blanco. Cuando la aplicacién lo permite, se utilizan blancos
cooperativos, que devuelven toda la potencia emitida. El blanco cooperativo mas
sencillo es un conductor perfecto. Mas adelante veremos que, no obstante, los
dieléctricos también generan ondas reflejadas, aunque en menor proporcion. Del
mismo modo, la teledeteccion o radar nos permite determinar la distancia a la que se
encuentra un objeto reflector cualquiera, ya sea fijo o movil (Fig. 4.4b), aunque en
este caso se trabaja con sefiales de microondas.

array de blanco
fotodiodos cooperativo /
¢
/
&
(a) (b)

Fig. 4.4 Dos aplicaciones préacticas del fenémeno de la
reflexion en conductores: (a) telémetro laser; (b) radar

(a) Onda incidente con polarizacién lineal

Ahora que ya hemos sido capaces de comprender los principios en los que se basa el
fendmeno de la reflexion de las ondas en las superficies conductoras, procedamos a abordar
el problema de forma cuantitativa. Al no haber campo en el interior del conductor, la
aplicacién de las condiciones se simplifica enormemente. De hecho, bastara con imponer la
condicion (4.5), segun la cual las componentes del campo eléctrico tangentes a la superficie
del conductor deben anularse en esta superficie, a las soluciones de la ecuacion

O°E+k*E=0 para que el campo electromagnético presente en el dieléctrico que
constituye la region | quede completamente determinado. Aplicando luego las condiciones
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(4.6) y (4.8), podemos obtener las cargas y corrientes inducidas en la superficie del
conductor, mientras que la condicion (4.7) se verificard de forma automéatica. El primer paso

a realizar, pues, consiste en identificar las componentes tangentes delEgrpmprobar
gue se cumple la condicién (4.5).

Tomemos como punto de partida la expresion genérica de la onda incidente. Al
tratarse de una onda plana en régimen senoidal permanente, el campo fasorial asociado a la
onda seréa de la forma

donde K = kl% es el vector de propagacién de la ondp=.\u/e vy kEw\/E
representan, respectivamente, la impedancia intrinseca y la constante de propagacién del
dieléctrico. En principio, el camchi puede tener una polarizacién cualquiera. De
momento y para simplificar el calculo, consideraremos que la onda incidente esta polarizada
linealmenté. En este caso, podemos fijar los ejes de coordenadas como se indica en la
figura 4.5, de manera que uno de ellos (por ejemplo, eRejgea perpendicular a la
superficie del conductor, con lo que coincidira con la direccion de propagacion de la onda
(es decir,|2i = 7), mientras que otro (el e} coincida con la direccién del campo eléctrico.

Bajo estas condiciones, la onda incidente toma la forma

E (F) =

m

. yer (4.9)

(
RS A a - jkz EOi O o ikz
H () =—2xYyE; e’ :—TxeJ (4.10)

S

Tal como hemos visto, la presencia del conductor nos obliga a asumir la existencia
de una onda reflejada. Para simplificar el célculo, vamos a suponer que la onda reflejada se

propaga en direccion opuesta a la de la onda incidente (esklegir-2), con lo cual
tenemog

5 - . -z . . .
Recuérdese que una onda con una polarizacion cualquiera puede descomponerse como combinacion
de dos ondas polarizadas linealmente en direcciones ortogonales

® Esta es la hipétesis mas simple, facilmente justificable bajo consideraciones de simetria: en este caso,
tanto el medio como el campo de excitacion (la onda incidente) presentan Unicamente variaciones en
la direccién normal a la superficie del conductor, por lo que podemos esperar que la respuesta

obtenida (la onda reflejada) presente caracteristicas similares. También podriamos partir de una
expresion mas general para el campo de la onda reflejada, pero el resultado final seria el mismo.
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E, (F)=E, e* (4.11)
H (7)) =-=2xE () (4.12)
para el campo asociado.

Finalmente, podemos situar la superficie de separacién entre el dieléctrico y el
conductor de manera que coincida con el plan® (Fig. 4.5). En este caso y teniendo en
cuenta que el campo total en el dieléctrico es el resultado de la superposicion del campo
eléctrico de la onda incidente y el de la onda reflejads (E = E + E ), podemos
descomponer la condicién (4.5) para las componentes tangenciales del campo eléctrico de la
forma

(Eix + Erx )|z:O =0 (413)

(Ey +E,)|_, =0 (4.14)

Al haber impuesto que el campo eléctrico de la onda incidente solo tenga
componente en la direccion del &fe(expresion (4.9)), tenemds, = 0, por lo que a la
fuerza debe seE, = 0 en la superficie del conductor. En consecuencia, en el campo
eléctrico de la onda reflejada s6lo aparece la componente en la direcciénydebkajecir

E, (F) = Eq §&°

rY
z -
o
E Z
A4
H
Z?O

Fig. 4.5 Sistema de coordenadas empleado para la resolucién del problema

" Recordemos que para que un fasor se anule en un punto cualquiera, su amplitud debe valer cero en
ese punto. Al seE,, una magnitud fasorial de amplitud constante, sélo puede anularse en un punto
concreto si se anula simultaneamente en todos los puntos del espacio.
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debiendo ser, ademalg,, =—E;, de acuerdo con (4.14), con lo que nos queda

E, () =-E, §* (4.15)

para la onda reflejada. En otras palabras: para que se cumpla la condicion de contorno (4.5)
en la superficie del conductor, la amplitud y la polarizacion del campo eléctrico deben ser
las mismas en las ondas incidente y reflejada. Por otro lado, el signo “-" que aparece en la
expresion (4.15) nos introduce un desfdsge=7 en el campo instantdneo de la onda

reflejada con respecto al de la onda incidente. En cuanto al campo magnético, nos queda

Hr(F)=—%2x(—y) E, ékzz—%wkz (4.16)

Cargas y corrientes inducidas en el conductor

Pero, ¢qué ocurre con las condiciones de contorno restantes? Para estar
completamente seguros de que, efectivamente, hemos dado con la solucién del problema, es
necesario comprobar que se cumplen las condiciones (4.6)-(4.8). Para ello debemos conocer
los campos totales, eléctrico y magnético, presentes en el dieléctrico tras la reflexion.
Sumando las expresiones (4.9) y (4.15), obtenemos la siguiente expresion fasorial

E(2 = E, (€™ - 9"y -2 jE "yen kz (4.17)
para el campo eléctrico total

Empecemos por la condicion (4.6), la cual nos permitira conocer la distribucion de
carga inducida en el conductor. En este caso, tal como hemos fijado los ejes de coordenadas
en la figura 4.5, resulta

o=(-2UeB)| =0 (4.18)

ya que, segln (4.17), el camjio no tiene componente en la direccidn Como habiamos
anticipado al principio de esta seccién, en este caso no se induce carga alguna en la
superficie del conductor. Sin embargo, no debemos tomar este resultado como norma
general, ya que mas adelante veremos que en el caso de incidencia oblicua si pueden
aparecer cargas inducidas.

8 Vemos que el campo total también es tangente a la superficie del conductor. Tal como pretendiamos,

Ey o 0, con lo que se verifica la condicion (4.5).
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Las condiciones (4.7) y (4.8) afectan a la intensidad de campo magético total
(fasorial, en este caso) la cual podemos expresar como superposicion de los campos
magnéticos asociados a las ondas incidente y reflejada. Entonces, sumando las expresiones
correspondientes, (4.10) y (4.16), obtenemos

- E. . . E.
H(2) = _TOI R(eh + %) = —270‘ L coskz (4.19)

para la intensidad total de campo magnético presente en el dieléctrico. Vemos que en este
caso no aparece componente en la direcéidie. el campo magnético es tangente a la
superficie del conductor), con lo que se verifica la condicion (4.7), ya que, tras
particularizarla para la situacion de la figura 4.5, nos queda de la forma

(-2)QuH)| =0 (4.20)

Finalmente, la condicion (4.8) nos permite obtener la distribucién de corriente
inducida en la superficie del conductor por la onda incidente. Particularizandola para la
situacion de la figura 4.5 y sustituyendo segun (4.19), obtenemos

Js = (-2 x F||Z:O = - 7x A)(—Z)%coskz{ = 2%9 (4.21)

z=0

Es decir, como consecuencia de la incidencia de una onda plana sobre un conductor
perfecto, se induce una corriente superficial de tipo senoidal, cuyo fasor es constante, y que
circula en la direccién del campo eléctrico de la onda incidente. En el capitulo 3 habiamos
generado una onda plana a partir de una corriente uniforme, distribuida a lo largo y ancho de
una superficie plana infinita; he aqui, pues, la causa que genera la onda plana reflejada, cuya
existencia habfamos postulado al principio

° De hecho, un sistema formado por un dieléctrico limitado por un conductor perfecto sobre el que
incide una onda plana uniforme es equivalente, en cuanto al comportamiento electromagnético, a la
superposicion de la onda incidente con las dos ondas, progresiva y regresiva, que generaria una lamina
infinita por la que circulase una corriente de fasor constante, situada justo donde se encuentra la
superficie del conductor (Fig. 4.6). Para que ambos sistemas sean totalmente equivalentes, el campo
eléctrico de la onda incidente y el de la onda progresiva generada por la lamina de corriente deben
tener la misma amplitud y estar en contrafase, de modo que se produza una interferencia destructiva
en la region del espacio que ocupaba el conductor. Segun el resultado obtenido en el ejemplo 3.1, ello
ocurrird cuando se cumpla la relacion (4.21) entre el fasor de densidad de corriente inducida y la
amplitud de la onda incidente. En este caso, resulta evidente que la onda regresiva generada por la
lamina (la onda reflejada) también tendra la misma amplitud que la onda incidente y estar4 en
oposicion de fase con ella justo en la lamina, ya que, por razones de simetria, las ondas progresiva y
regresiva deben ser idénticas, exceptuando el hecho de que se propagan en direcciones opuestas.
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AY
EJH
i X 3
# 1 <
A, |
z=0 z=0

Fig. 4.6 La situacion creada por una onda plana y las ondas progresiva

y regresiva generadas por una lamina de corriente infinita y de fasor

constante es equivalente a la creada por la union de un dieléctrico y un
conductor perfecto

(b) Onda incidente con una polarizacion cualquiera

Como resultado del analisis realizado, podemos concluir que el fendmeno de la
reflexion de una onda polarizada linealmente que incide perpendicularmente sobre un
conductor perfecto presenta las propiedades siguientes:

» Conservacion de la polarizacion tras la reflexion.

* Laonda reflejada y la onda incidente tienen la misma amplitud.

» Justo en la superficie del conductor, la onda reflejada se encuentra en oposicion
de fase con la onda incidente, hecho representado por un signo “-” en el fasor
correspondiente (expresion (4.15)).

Antes de pasar a analizar qué consecuencias conllevan estas tres propiedades,
podemos extenderlas facilmente al caso méas general de una onda incidente con una
polarizacion cualquiera. El primer paso consiste en comprobar que el resultado obtenido no
depende de la direccion del campo asociado a la onda incidente. Observemos, en primer
lugar, la figura 4.7a, donde tenemos la misma situacion que en la figura 4.5. En este caso se
cumpliran las tres propiedades resefiadas. Pero, ¢y si giramos la orientacion del €ampo 90
en sentido antihorario? O, lo que es lo mismo, ¢qué ocurre si giramos el conduetor 90
sentido contrario? Pues nada en particular, excepto que ahora la direcciébn del campo
eléctrico de la onda incidente coincide con la delefBig. 4.7b). Ambas ondas observan
exactamente lo mismo: un conductor perfecto cuya superficie se extiende hacia el infinito en
todas direcciones (nuestro problema tiene simetria cilindrica). Por lo tanto, todas las
propiedades que se obtienen para el caso de la figura 4.7a se cumplen también para el caso
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de la figura 4.7b, y en general, para cualquier onda polarizada linealmente, sea cudl sea la
direccion del campo eléctrico.

il L

Fig. 4.7 Debido a la simetria que presenta la situacion planteada, el
resultado no depende de la orientacion del campo eléctrico

Finalmente, ¢qué ocurre si la onda no tiene polarizacién lineal, sino que esta
polarizada circular o elipticamente? En este caso, segun hemos comprobado en la seccién
3.3.3, podemos descomponerla en dos ondas planas polarizadas linealmente en direcciones
ortogonales. Como acabamos de ver, ambas componentes cumplirdn las tres propiedades
resefiadas, por lo que es facil comprobar que también se cumpliran para el campo total de la
onda incidente.

Hay que observar, sin embargo y contra lo que podria parecer, que la reflexion
introduce un cambio en el sentido de giro del campo instantaneo con respecto al de la onda
incidente, aunque ello es sélo consecuencia del convenio adoptado en la seccion 3.3.1 para
fijar el sentido de giro de una onda plana. Segun dicho convenio, los vectores unitarios que
definen el sentido de giro de las ondas incidente y reflejada quedaran como se indica en la

figura 4.8. Como podemos ver, el conveBjo< & = k da lugar a un intercambio entre los
vectoresé, y &, en la onda reflejada con respecto a la onda incidente, como consecuencia

del cambio producido en la direccién de propagacion. No obstante, si observamos ambas
ondasdesde un mismo puntpor ejemplo desde la superficie del conductor, veremos cémo

en los dos casos el campo instantaneo gira en el mismo sentido. Ello debe ser asi para que
las condiciones de contorno se cumplan en todo momento.
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Fig. 4.8 Los vectores unitarios empleados para definir el sentido de giro
del campo instantaneo se intercambian entre si tras la reflexion

4.2.2 Ondas estacionarias

En cuanto a las consecuencias que conllevan las tres propiedades resefiadas, cabe
decir, en primer lugar, que los flujos de potencia asociados a las ondas incidente y reflejada
se contrarrestan, tal como habiamos planteado al principio de la seccion 4.2.1. Volviendo a
la figura 4.3a, podemos calcular el flujo de poteki¢iantrante a través de la superfiSiey
el flujo salienteW' integrando los vectores de Poynting asociados a las ondas incidente y

reflejada, lo que nos da

_¢ Brue [Eol s IEaF
=( Pods=[ =9l sge=""0l
W I& oS J’sl 2n 2Hs 2n 3

|EOrI2 |Eoi|2

W[ RO [ 5 CAE T mS,

donde hemos tenido en cuenta la relacion (4.15). Vemos que ahora si se cumple la condicion
W +W =0, necesaria para que no se acumule potencia indefinidamente en la region

delimitada por las superfici&sy S.

La segunda consecuencia consiste en la formacion denda@aestacionarien el
dieléctrico, como resultado de la superposicion de las ondas incidente y reflejada. Las ondas
estacionarias, a diferencia de las ondas planas, no se propagan a través del espacio, con lo
gue no permiten la transmisién de potencia (ni de ningun tipo de informacién) de un punto a
otro. Sin embargo, presentan otras propiedades que son de enorme utilidad practica. El
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estudio de estas propiedades, asi como de algunas de sus aplicaciones mas comunes, es el
objetivo que nos hemos planteado en esta seccion.

Empecemos por ver qué es una onda estacionaria. Para ello, retomamos la expresion
fasorial (4.17), obtenida en la seccién 4.2.1 para el campo total presente en el dieléctrico tras
la reflexion de la onda incidente

E(2 = -2 jE, Ysenkz (4.22)

Fijando el origen de tiempos de manera que la amg§usea un niumero real, se
obtiene la siguiente expresién para el campo instarifaneo

E(z, 1) = Re[ E(F)ej“] =2 E, Ysen kzsew t (4.23)

A diferencia de lo que ocurre con una onda plana, el campo representado por la
expresion (4.23) es una funcion que no se desplaza con el tiempo, sino que permanece
estacionaria (de ahi su nombre), tal como podemos ver en la figura 4.9. EI comportamiento
gue se obtiene se asemeja al de una cuerda vibrante, sujeta por un extremo. Para entender lo
que ocurre, podemos considerar el térmiBpsenwtcomo una amplitud instantanea que

multiplica a la funcién seke. En este cas&E(z, t) es una funcién senoidal de la forma

é(z, t)

Fig. 4.9 Representacion espacial del campo eléctrico instantdneo
correspondiente a una onda estacionaria

9 En general, el término de amplitud es un fasor del &p=|E, |ej¢°‘ , donde el términog;

representa la fase inicial de la onda. En este caso, la expresion (4.23) toma la forma

E(z,1) = 2E, Ysenkzsenp t+ ¢ )
Es facil comprobar que el valor concreto de la fase inifgjiglno afecta al comportamiento geneérico
de la funcién, por lo que podemos simplificarla, fijarggp = 0.
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E(z,t) = g, (t)senkz’y

cuya amplitudg, (t) = 2E,; sernwt toma valores diferentes para distintos instantes de tiempo,

siendo maxima para valores=rt/ 2,3/ 2, etc. y minima para valoreg =0, 17, 217, €tc.
(ver Fig. 4.9).

Por otro lado, existen una serie de puntos en los que el campo es nulo para todo
instante de tiempo. Estos puntos reciben el nombrendéos (los puntos en los que el
campo se hace maximo reciben el nombreieetred. En el caso considerado, estos nodos
estan situados a distancias
m=0,1,... (4.24)

m

T
Z, =m—=m
k

N | >

del conductor, obtenidas imponiendo la condicién kzlg_r)m:O en la expresion (4.23).

Segun (4.24), la distanciantre dos nodos consecutivos corresponde a una semilongitud de
onda en el dieléctrico.

Igualmente, si calculamos el camp® instantaneo, a partir de la expresion (4.19),
obtenemos

- - . E,.
#(Ft) = Re[H f)a““] = —Zk#coskz cosot (4.25)

El comportamiento que se obtiene es analogo al del campo eléctrico instantaneo,
exceptuando el hecho que ahora el campo no se anula en la pared conductora.

Finalmente, podemos comprobar, calculando el vector de Poynting medio, que se
verifica
P =%Re[l§ < 7] =% RE4 ] Ey 7 6 Ysenkzcoskd=0 (4.26)

esto es, gque una onda estacionaoigermite el transporte de potencia ni, por consiguiente,

de informacion alguna a través del espadiste hecho es el resultado de la superposicion

de dos flujos de potencia, asociados a las ondas incidente y reflejada, de igual intensidad y
direccion opuesta, tal como hemos visto al principio de esta seccion.

Cavidades resonantes
Una consecuencia interesante y de gran interés practico de la formacion de ondas

estacionarias por la reflexion de ondas planas en conductores, la encontramos en el
fendmeno de la resonancia en cavidades. Aunque en la seccidén 5.4 se estudiard con mas
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profundidad el comportamiento de las cavidades resonantes, podemos entenderlo, a grandes
rasgos, del modo siguiente:

Imaginemos que disponemos dos paredes conductoras, situadas una frente a otra y
separadas por una distandiatal como muestra la figura 4.10a. Supongamos que hemos
conseguido excitar una onda plana en el interior de la cavidad, en la direccion perpendicular
a la superficie de las paredes y con el campo eléctrico polarizado linealmente seglfn el eje
Tras incidir en una de ellas, por ejemplo en la situada=ef, y como consecuencia de la
reflexion producida, se genera una onda estacionaria en el interior de la cavidad. Como

hemos visto, la condicion de contorriétaano- 0 impone que el fasor del campo eléctrico

asociado a la onda estacionaria sea de la forma indicada por la expresion (4.17). Hasta aqui
el problema es idéntico al de la figura 4.3a. Sin embargo, la presencia de la segunda pared
nos impone la condicion adicional

Eian yed 0
Luego, en la posiciorz=-d debemos tener un nodo de la onda estacionaria para que se
verifique esta Ultima condicion, por lo que se debe cumplir

d= mE m=0,1,... (4.27)

dieléctrico

e aY N=E
g —» © = g - ®© E
E ~
A q . nom
E =0 E =0 /
H=0 VAW AV H=0
YW VWY >
d m—'G'
Etan = 0/ \Etan :00 d
z=-d z=
(a) (b)

Fig. 4.10(a) Cavidad resonante formada por dos paredes conductoras

separadas por un medio dieléctrico. (b) Modos de vibracion de la
cavidad
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. 21 . . . . ,
0, lo que es lo mlsmokdszz mr't. Es decir, en el interior de la cavidad sélo se

pueden generar un numero limitado de ondas estacionarias, las cuales reciben el nombre de
modos de vibraciowe la cavidad y se identifican segun el valomdeen la figura 4.10b
aparecen representados los modos correspondienteslay m=2. Las frecuencias de
resonanciacorrespondientes sori =v/2dy f =v/d, respectivamente, dondees la

velocidad de propagacion de las ondas planas en el dieléctrico. La frecuencia de resonancia

. Vv
para un modaon cualquiera esf = m%.

Ejemplo 4.2: Cavidades laser

Una aplicacion del fendmeno de la resonancia se encuentra en las cavidades
laser. Aunque existen muchos tipos de l4ser distintos, uno de los mas corrientes es el
laser de He-Ne, en el que un gas formado por una mezcla de helio y néon se
encuentra encerrado en el interior de una cavidad cilindrica, limitada en sus
extremos por dos espejos metélicos, uno de los cuales es un reflector perfecto,
mientras que el otro sélo refleja parte de la onda incidente y deja pasar el resto. La
onda estacionaria se genera en el interior de la cavidad mediante el proceso
conocido con el nombre dmmision estimuladaras la excitacion de los atomos del
gas por medio de un campo externo, de manera que el nimero de atomos excitados
supera al de atomos no excitados (lo que se conoce inge18ioN de poblacign
La descripcion exacta del fendmeno escapa al propésito de este libro, ya que no
puede ser explicado mediante la teoria clasica de campos y es necesario recurrir a la
mecénica cuéntica. Sin embargo, podemos entender el fendbmeno a grandes rasgos
del modo siguiente: el paso de una onda elemental o foton cerca de un atomo
excitado provoca su desexcitacion. Para que la desexcitacidon se produzca, la energia
del fotén debe coincidir con la energia de excitacion del atomo. En este caso, al
desexcitarse, el &tomo emite una onda de caracteristicas (frecuencia y fase) idénticas
a las de la onda incidente, a la que cede la energia que habia adquirido al ser
excitado por el campo externo. Cuando existe inversion de poblacion, la emision
estimulada se reproduce en cascada, ya que los dos fotones resultantes pueden
desexcitar, a su vez, mas atomos, y asi sucesivamente. La presencia de los espejos

1 También podemos entender el fenémeno del modo siguiente: una onda plana excitada en el punto
z=0, tras ser reflejada en la pared situadazn-d, regresa al punto de partida, donde se

superpone a la onda inicial, y asi sucesivamente. Si el desfd$¥ acumulado por las ondas
secundarias generadas tras cada ida y vuelta es un multipla ,dedas las ondas llegaran al punto

z=0 con la misma fase y se reforzaran entrangérferencia constructia Por el contrario, si la
frecuencia de la onda inicial es tal que no se cumple la condiéidr &1 77, lag ondas llegaran con

fases distintas, dando lugar a contribuciones positivas y negativas para el campo eléctrico total en la
cavidad. Repitiendo el proceso hasta el infinito, se puede comprobar que las distintas contribuciones
se contrarrestan completameriteédrferencia destructiva
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reflectores en los extremos de la cavidad provoca que Unicamente las ondas cuya
frecuencia coincida con una de las frecuencias de resonancia de la cavidad daran
lugar a interferencias constructivas. Las ondas restantes interferirdn
destructivamente entre ellas (de ahi el caracter monocromético de la luz laser).

Por lo tanto, en una cavidad resonante con un medio activo (la mezcla de
He-Ne u otro), existen dos condicionantes para la frecuencia de emision: el primero
viene dado por las diferencias energéticas de los niveles atdmicos implicados en el
proceso (segun la conocida relaciére hf , en la quéE representa dicha diferencia

de energiaf es la frecuencia de la onda emitidd ys una constante universal,
conocida comaonstante de Plangky el segundo por las frecuencias propias de la
cavidad. De ambas condiciones la segunda es, en la practica, la mas restrictiva.

espejo

medio activo (He-Ne) semirreflectante

.

R~0.99 ﬁﬂj\ /LLIEJ R~0.95

electrodos

Fig. 4.11Resonancia en una cavidad laser

4.3 Incidencia normal sobre medios dieléctricos
4.3.1 Reflexion y transmision en la superficie de un medio dieléctrico

Consideremos ahora el caso en que el medio sobre el que incide la onda es un
material dieléctrico no conductor. ¢Qué fendmenos podemos esperar que se produzcan ahora
como consecuencia de la incidencia de una onda plana sobre la superficie de separacién?
Para empezar, podemos suponer que, como ocurria con los conductores perfectos, aparecera
una onda reflejada en el primer medio. La novedad se encuentra en el hecho que ahora el
campo no tiene porqué ser nulo en el segundo medio, al tratarse de un dieléctrico no
conductor, por lo que debemos asumir la existencia de, por lo menos, una onda
transmitida’, tal como indica la figura 4.12a.

12 Como principio de actuacién, debemos optar siempre por la hipétesis mas sencilla posible. Si luego
no logramos que se cumplan las condiciones de contorno, siempre estaremos a tiempo de afadir
elementos adicionales.
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Fig. 4.12 (a) Incidencia normal de una onda plana sobre un medio
dieléctrico no conductor. En este caso el campo no ha de ser nulo
necesariamente en la region Il y debemos asumir la existencia de una
onda transmitida. (b) Flujo de potencia asociado a las ondas incidente,
reflejada y transmitida

Tal como vimos en la seccion precedente, si no existen pérdidas en ninguno de los
dos medios, cuando estamos en régimen senoidal permanente el flujo medio de potencia que
incide en la superficie de separacion debe equilibrarse con el flujo que sale de ella (Fig.
4.12Db). Es decir, debe cumplirse la relacion

W+W=W
dondeW, y W, representan el flujo medio de potencia a travéS,desociado a las ondas

incidente y reflejada, respectivamente, mientras \§ueorresponde al flujo de potencia a
través deS; asociado a la onda transmitida. Dicho de otro modo

J RS+ [, POds= [ POds (4.28)

dondeF? : I3r y P son los vectores de Poynting correspondiéhtes

* Notese que el términdy, =Isl P [bg, correspondiente a la onda reflejada, da lugar a una

contribucion negativa, puesto quf{a y d§ tienen sentidos opuestos.
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Por otro lado, el campo electromagnético resultante debe satisfacer las condiciones
de contorno (4.1)-(4.4). Suponiendo que no hay cargas ni corrientes de portadores libres en
ninguno de los dos medidslas condiciones que afectan a las componentes tangenciales del
campo toman la fornta

Ax (E, - E1)|S =0 (4.29)
Ax(H, - Hl)|S =0 (4.30)

Ahora bien, si no hay cargas ni corrientes de portadores libres, ¢como se generan en
este caso las ondas reflejada y transmitida? La causa habra que buscarla ahora en las cargas
(y corrientes) ligadas al medio. Tal como vimos en el capitulo 2, éstas se encuentran
formando dipolos, los cuales se orientan segun el campo electromagnético presente en el
medio. Si este campo es variable en el tiempo, como es el caso de una onda plana uniforme
gue incide sobre su superficie, se producird una reorientacion de los dipolos acorde con la
variacion del campo, lo que modificard la posicion de las cargas ligadas, asi como la
direccion e intensidad de las corrientes. Luego, estas variaciones seran las que originaran las
ondas reflejada y transmitida.

Una vez aclarado su origen, pasemos a determinar el campo que resulta de la
reflexion y transmision en la superficie de separacion, mediante el procedimiento empleado
en la seccién 4.2.1 para la incidencia normal sobre conductores perfectos, es decir,
consideraremos, de momento y para simplificar el célculo, que la onda incidente tiene
polarizacion lineal, para méas adelante extender el resultado obtenido a ondas con
polarizacion circular y eliptica.

Tal como muestra la figura 4.12a, fijamos los ejes de coordenadas de manera que el
ejeZ coincida con la direccion de propagacion de la onda incidente y¥tejacida con la

direccién de polarizacién del campo eléctrico asociado. En este caso, los gamppdsde
la onda incidente de nuevo vendran dados por las expresiones (4.9) y (4.10), es decir

E () = Eq g€ (4.31)
H, (7) = —%f(e‘“‘lz (4.32)
1

14 A diferencia de lo que ocurre en un conductor, en un dieléctrico no conductor sélo puede haber
portadores de carga libres si son introducidos por medio de algin mecanismo externo.

5 Recordemos, una vez mas, que en régimen senoidal permanente, si se cumplen éstas, las
condiciones que afectan a las componentes normales se verifican de forma automatica.
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dondep, =4, /€, vy Kk, =w./H,E; son, respectivamente, la impedancia intrinseca y la
constante de propagacion del dieléctrico que forma la region I.

Para la onda reflejada supondremos que se propaga en direccion opuesta a la de la
onda incidente € Z, segun la figura 4.12a) y que conserva la misma polarizacion (tal como
habiamos hecho en la seccion 4.2.1 para la incidencia sobre condf)¢ceseatecir

E (F)=E, ye* (4.33)
A1) == 2 X E, (1) = =2 g€k (439
1 n

Finalmente, suponiendo que la onda transmitida hacia la regién Il también conserva
la polarizacion y se propaga en la misma direccion que la onda incidente, obtenemos

E,(F) = Ey, §€*? (4.35)
A, (F) = —%Xe—ikﬂ (4.36)
2

donde n, =,/u, /€, es la impedancia intrinseca ¥k, =w,/u,e, la constante de
propagacion del dieléctrico que forma la region 1.

Apliqguemos a continuacion la condicién de contorno (4.29) al campo eléctrico en la
superficie de separacion entre los dos medios (pian6 en la figura 4.12a). Al no haber

campo eléctrico en la direccién del &ela Unica componente tangencial afectada por dicha
condicion es la componente en la direccion deYegs decir

(Eiy + E"y)|z:o = EW|2=0

Sustituyendo las expresiones de los campos, (4.31), (4.33) y (4.35), obtenemos

- jk jk — 5k
EOi € - z=0 * EOr é ! z=0 - %t e] g z=0
de donde resulta la siguiente relacién de amplitudes
Eqs + Ey = Eq (4.37)

8 De no hacer esta suposicion, la resolucion del problema seria bastante méas laboriosa, para llegar al
final al mismo resultado.
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En el caso de incidencia normal sobre un conductor perfecto, la relacion obtenida
era, simplementef, + E, =0 (0, lo que es lo mismoE, =-E;), con lo que el
problema quedaba resuelto en este punto. Como consecuencia de la presencia de la onda
transmitida, tenemos ahora una incégnita mas, por lo que se hace necesario obtener una
relacion adicional para determinar las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida. Esta
relacion la obtendremos aplicando la condicidn (4.30) a la componente tangencial del campo
magnético, es decir

(Hix + er)|Z:0 = HtX|z:O

y sustituyendo en ella las expresiones de los campos correspondientes, (4.32), (4.34) y
(4.36), resulta

S0 Eo B (4.38)

——O 4 7O —

n m n,

La resoluciéon del sistema de ecuaciones formado por (4.37) y (4.38) nos permite
relacionar las amplitudes de las ondas generadas con la de la onda incidente. Estas relaciones
suelen expresarse cominmente de la forma

E, =PE, (4.39)
E, =TE, (4.40)

donde los simbolop y T representan los llamadameficientes de reflexiontransmision

en la superficie, los cuales se definen, respectivamente, como la relacién de amplitudes entre
la onda reflejada y la onda incidente, por un lado, y entre las ondas transmitida e incidente,

por el otro. El uso de los estos coeficientes nos permite expresar las ecuaciones (4.37) y
(4.38) de forma mas compacta

l+p=T1 (4.41)
1-p=12 (4.42)

n

Resolviendo este sistema, obtenemos las siguientes expresiones genéricas para los
coeficientepp y 1

p=T"M (4.43)
PR

r=_ 2 (4.44)
Ny, +1N,

Este es el resultado principal del problema planteado, segun el cual la resolucion de
un problema de incidencia normal sobre medios dieléctricos de una onda plana, polarizada
linealmente, se reduce al calculo de los coeficientes de reflexion y transmisién en la
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superficie, mediante las expresiones (4.43) y (4.44), en las que intervienen Unicamente las
impedancias intrinsecas de los medios involucrados. Estas expresiones pueden combinarse,
ademas, con las relaciones (4.41) y (4.42), segun convenga.

En el caso de medios no magnéticos, es mas frecuente expresar los coeficientes de
reflexion y transmisién en funcion de los llamadioglices de refracciénle los medios | y
Il. En general, se define el indice de refraccion de un medio dieléctrico como la relacion
entre las velocidades de propagacion de la luz en el espacio libre y en el medio en cuestion,
es decir

>
mn
<lo

LS (4.45)
k0
dondek y kg representan, respectivamente, las constantes de propagacion de la luz en el

dieléctrico y en el espacio libre. Si el dieléctrico es, ademas un medio no magnético (
u =1, lo cual, por otro lado, es bastante frecuente), se verifica

n=,e (4.46)

lo que nos permite expresar la impedancia intringedal medio de la forma

p="To (4.47)
n

donde n, 01207 Q corresponde a la del espacio libre. Segun esta ultima relacion, las
expresiones (4.43) y (4.44) de los coeficientes de reflexion y transmision para dieléctricos no
magnéticos se reducen a

n-—n

p="iT (4.48)
nl + n2

r=_2M (4.49)
nl + n2

donden; y n, son, respectivamente, los indices de reflexion en las regiones | y Il.

4.3.2 Ondas parcialmente estacionarias

Una vez obtenidos los coeficientes de reflexion y transmision, podemos comprobar
que en la superficie de separacion se cumple el balance de flujos de potencia que habiamos
expresado mediante la relacién (4.28), en la que el término de la onda reflejada daba lugar a
una contribuciéon negativa. Por este motivo, es mas frecuente presentar este balance de la
siguiente forma, mucho mas intuitiva
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R+T=1 (4.50)

dondeR y T representan laeflectividady la transmitividaden la superficie, las cuales se
definen, respectivamente, como las fracciones de potencia reflejada y transmitida y se
obtienen a partir de la relacién entre los flujos de potencia en la direcccion normal asociados
a las ondas reflejada e incidente, por un lado, y entre los correspondientes a las ondas
transmitida e incidente, por el otro. En el caso de incidencia normal, estas relaciones se
obtienen a partir de los vectores de Poynting respectivos, es decir

B |Eq B |Eqi f
_IRI_ 27, _ _IRI_ 20, __om
R=11I'= =|pf T=11= =|rf 1L (4.51)-(4.52)
P |EOi|2 P |E0i|2 n
2n, 2n,

Luego, el balance de potencias anterior se cumple si se verifica la relacién

lof+ir =1 (4.53)

2

lo que podemos comprobar facilmente, sustituyendo los coeficigmtes T por sus

expresiones correspondientes, (4.43) y (4.44). Por otro lado, B wér, por definicion,
cantidades positivas, se debe cumplir, ademas, la propiedad

0sRT<1 (4.54)

De lo contrario, se violaria el principio de conservacion de la energia.

Podemos comprobar, también, de forma inmediata que, cuando existe adaptacion de
impedancias (es decin, =n,), se obtiengp=0 y 7 =1, por lo que no habra reflexion en

la superficie y toda la potencia incidente serd transmitida a la region Il. Este resultado puede
parecer de perogrullo, ya que se puede considerar que, de hecho, no hay cambio de medio
alguno en ese caso. Sin embargo, el concepto de adaptacién de impedancias, analogo al
empleado en teoria de circuitos, es mucho mas potente de lo que parece, tal como veremos
en la seccion 4.7.

La situacién opuesta, en la que toda la potencia incidente se refleja y no se transmite
potencia a la region Il, es justamente la obtenida en el caso de incidencia sobre conductores
perfectos. En este caso, la reflexion producida en la superficie daba lugar a la formacion de
una onda estacionaria en el diélectrico de la regién I. Si entendemos el fenbmeno de la
reflexion en conductores como un caso particular de incidencia en el que se Rsplg
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T = 0", nos podemos preguntar ahora si obtendremos un comportamiento similar en el caso
general. Para responder a esta pregunta, debemos sumar de nuevo los campos eléctricos
asociados a las ondas incidente y reflejada, para obtener la siguiente expresién fasorial para
el campo total presente en la region |

E,=E+E=Fe“ypEk &y
Manipulandola convenientemente, obtenemos

B, =(1+p)Ege " yrp Ry (&7 - &%)y
=TE,e ™ y+2 pE; ysenk z (4.55)

donde hemos hecho uso de la relacién (4.41). El primer término de la expresién final
corresponde a una onda plana que se desplaza en la direccién de la onda incidente, mientras
gue el segundo término es analogo al de la expresion (4.22), correspondiente a una onda
estacionaria, resultante de la interferencia de la onda incidente con la onda reflejada. En el
caso particular p -~ -1, T - 0, ambas expresiones son idénticas. En el caso general, la

presencia de la onda progresiva en la expresién (4.55) se debe a que ahora no toda la
potencia se refleja. Por este motivo, una onda como la representada por dicha expresion
recibe el nombre denda parcialmente estacionaria

Las ondas de este tipo se pueden caracterizar mediante la denomiacida de
onda estacionaria &, la cual se define como la relacién entre los valores maximo y minimo
gue toma el campo instantaneo en el medio de la region |, es decir

5= Smax (4.56)

Teniendo en cuenta que una onda parcialmente estacionaria es el resultado de la
superposicion de una onda incidente y una onda reflejada, la amplitud del campo total sera
maxima en aquellos puntos en los que ambas ondas tengan la misma fase y minima en los
puntos en los que las ondas estén en contrafase, es decir

" Es interesante comprobar que en el caso limjte- O, segln las expresiones (4.43) y (4.44), se
obtienep —~ -1y T —» 0. Desde este punto de vista, podemos considerar un conductor perfecto

como un dieléctrico de impedancia nula. En este caso, utilizando la terminologia de circuitos,
podemos considerar que hemos “cortocircuitado” el dieléctrico de la region | colocando un conductor
perfecto en su extremo.

18 Se denomina también con las iniciales, ROE (0 SWR, del isgléding wave ratio).
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S= (+pNEy _ 1+lp| (4.57)
(-lpDEs 1Pl

En la figura 4.13 hemos representado la envolvente del campo para un valor de
p>0". En este caso, la amplitud de oscilacién del campo instantaneo alcanza los valores

extremos

E =&, = 1H|0| si z=

N?>

£ =1l s z=@m+)

Si el medio de la region Il fuera un conductor perfecto, tendriamesl | don lo que los

minimos de oscilacion serian puntos de oscilacion nula o nodos de la funcion, es decir, la
onda seria una onda estacionaria pura, tal como vimos en la seccién 4.2.2.

©» W

1+p

1-p

v
N

A A2 A4

~(1-p)
~(1+p)

Fig. 4.13 Envolvente del campo instantaneo en una onda parcialmente estacionaria

9 a envolvente del campo instantaneo representa la amplitud de la oscilaciéon temporal del mismo.
Para obtenerla basta hallar los valores extremos de la funcién del campo instantaneo norimalizado (

considerandoE, =1 para la onda incidente). La funcion correspondiente al campo dado por la
expresion (4.55) es de la fornféz, t) = (1+ p) coswt cok z+ (- p )sewt sel z cuyos valores

extremos sonf_, = +(1+ p2 +2pcosZklz)ﬂ2 los cuales se obtienen facilmente a partir de la
derivada temporal de #(t,.)
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4.4 Incidencia oblicua sobre conductores perfectos
4.4.1 Planteamiento del problema

Hasta ahora nos hemos limitado al estudio de la incidencia normal de ondas planas,
tanto sobre conductores como sobre dieléctricos. El analisis de estos casos sencillos nos ha
permitido profundizar en lo que podriamos llamar la “fisica del problema”. Por otro lado,
podemos extrapolar sin dificultad muchas de las conclusiones obtenidas a casos mas
generales.

Abordemos, por ejemplo, el problema general de la incidencia de ondas planas sobre
conductores perfectos, ahora con un angulo cualquiera. Como ocurria en incidencia normal,
debemos asumir la existencia de una onda reflejada, originada a partir de la interaccién entre
el campo de la onda incidente y los portadores de carga libre presentes en el conductor. Esta
onda reflejada sera la encargada de extraer la potencia electromagnética aportada por la onda
incidente. Logicamente, para que el balance energético sea nulo, las dos ondas deben tener la
misma amplitud, resultado que ya habiamos obtenido para incidencia normal. De hecho,
podemos adelantar que se cumpliran las tres propiedades observadas (conservacion de la
polarizacién y de la amplitud y desfasdj@ =7 entre las ondas incidente y reflejada) en

este ultimo caso.

¢ Qué diferencia habra, pues? En el caso de incidencia normal habiamos supuesto que
la onda reflejada se propagaba en la misma direccion y en sentido opuesto al de la onda
incidente, lo cual se ajustaba perfectamente a nuestra intuicion, aunque no lo hubiéramos
demostrado explicitamente. Sin embargo, el hecho de las expresiones obtenidas para el
campo total cumplieran las condiciones de contorno era una demostaog®teriori de
gue habiamos dado con la solucion del problema (segun reza el teorema de unicidad de las
soluciones de las ecuaciones de Maxwell). En el caso de incidencia oblicua podriamos
efectuar el mismo razonamiento: suponer que las ondas incidente y reflejada tienen la misma
direccion y sentido opuesto y verificar que se cumplan las condiciones de contorno en la
superficie del conductor. El resultado seria, no obstante, negativo, por lo que no vamos a
perder mas tiempo en este asunto, ya que ello no nos llevaria a ninguna parte.

Por lo tanto, esta vez, partiremos de la hipoétesis opuesta, es decir, supondremos que
la onda reflejada se propaga en una direccion distinta de la de la onda incidente cuando ésta
no incide normalmente sobre el conductor. El problema se hace ahora mateméticamente mas
complicado, por lo que vale la pena pensar un poco antes de empezar a resolverlo. La
primera medida que se debe tomar consiste en fijar los ejes de coordenadas estratégicamente,
con el fin de eliminar componentes en los vectores. Para ello, se defpianel de
incidencia de la forma siguiente: supongamos que tenemos una onda plana polarizada
linealmente que incide sobre un conductor plano, desviada un cierto &gelspecto a la

direccion normal (Fig. 4.14a). Llamamos plano de incidengiaab formado por el vector
de propagacion de la onda incidenﬁa y el vector 'n normal a la superficidy dirigido
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hacia el exterior del conductor, tal como habiamos convenido en la seccién 4.2.1), mientras
que 6, recibe el nombre dangulo de incidenciaPor el hecho de contener el vecforel

plano de incidencia es perpendicular a la superficie del conductor

Una vez definido el plano de incidencia, podemos fijar los ejes de coordenadas
manteniendo el criterio adoptado para incidencia normal, de manera que Zlseg
perpendicular a la superficie del conductor y los ¥jesY estén contenidos en ella. Como
tenemos varias posibilidades para éstos ultimos, lo mas adecuado sera imponer que uno de
ellos, por ejemplo el ej¥, esté contenido ademas en el plano de incidencia, tal como indica

la figura 4.14. De este modo, el vector de propaganéséIo tendra dos componentes no

nulos, ky, vy ki, .
incidencia, de la forma

kK =

K, =k(serd, §+cosh, 2)

dondek es la constante de propagacion de la onda en el dieléctrico.

Y
plano de
incidencia
s <P
n
o 05

(a)

Luego, podemos expresar dicho vector, en funcién del angulo de

(4.58)

Y
»\Rr
gl Vd
Tl
(b)

Fig. 4.14 (a) Los vectores’.zi y n definen el plano de incidencia (plano YZ, segln

se han fijado los ejes en este caso). El vector de propagai;iésté incluido

también en el plano de incidencia. (b) Vista de perfil de la situacion anterior,
desde un punto situado sobre el eje X. El angulo de reflexion se define de forma
similar a la del angulo de incidencia
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Vamos a aceptar ahora que el vector de propageﬁ;iétme la onda reflejada esta
contenido también en el plano de incideffciBefiniendo elangulo de reflexiord, como el

angulo formado por el vectoIEr con la recta normal a la superficigig. 4.14b), podemos
expresar dicho vector de la forma

K =kk, =k(semd, §-cosd, 2) (4.59)

En cuanto a los campos eléctricos asociados a las ondas incidente y reflejada, seran fasores
del tipo

F) — Eo‘ -ik@E — E()i e—jk(serei §+cosh; 2) (4.60)
)

-k ® _ = —jk(serd, §—cos, 2
el = B, g7 k(e ycoh 2) (4.61)

Descomposicion de la onda incidente en dos ondas polarizadas linealmente

Como empieza a ser habitual, nuestro caballo de batalla sera la aplicacion de las
condiciones de contorno para el campo total en la superficie de separacién. Si consideramos
gue la onda incidente esta polarizada en una direccién cualquiera, tendremos, a lo sumo, dos
componentes del campo eléctrico tangenciales a la superficie, y lo mismo ocurrird para la
onda reflejada. Por consiguiente, podemos descomponer la condicién (4.5) de la forma

(Ey + E, )|, =0 (4.62)
(Ey *+ Ey)|,,, =0 (4.63)

En este punto, el concepto de plano de incidencia se nos revela de una gran utilidad,
ya que nos permitira la simplificacion del proceso, mediante el siguiente procedimiento:
descomponemos la onda incidente, cuya polarizacidn, en el caso mas general, serd eliptica,
en dos ondas planas con el campo eléctrico polarizado linealmente en direcciones
ortogonale¥, como se indica en la figura 4.15, de modo que en una de ellas el fasor de
campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia, mientras que en la otra es perpendicular a
él, lo que podemos expresar matematicamente de la forma siguiente:

Ei =5t ED (4.64)
i+ Hio (4.65)

a demostracién de este supuesto la dejamos para méas adelante.

2lv/er seccién 3.3.1.
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donde los camposi;, y H, estan relacionados, respectivamente, &ny E;, por la

condicién H ==k x E.

S| -

De este modo, conseguimos reducir el problema general en dos casos mas sencillos,
esto es, el de una onda con el campo eléctrico polarizado linealmente segun el plano de
incidencia y el de una onda con el campo eléctrico polarizado perpendicularmente. Las
expresiones que obtengamos en ambos casos para el campo total en el dieléctrico pueden ser
utilizadas luego para ondas con una polarizacién cualquiera, por medio de las relaciones
(4.64) y (4.65).

plano de
incidencia

(b)

Fig. 4.15 (a)Descomposicion de la onda incidente en dos ondas
polarizadas linealmentéb) Representacion esquematica (de perfil) de la
situacion anterior

(a) Onda incidente con polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia

Segun hemos fijado los ejes de coordenadas en la figura 4.15, la direccién
perpendicular al plano de incidencia coincide con la deKejaiego, si imponemos que el
campo eléctrico de la onda incidente esté polarizado linealmente segun esta direccion, la
componente en la direccion del &fedebe anularse.é., E, =0), con lo que, por fuerza,

debera ser tambiék,, =0, para que se verifique la condicion (4.63). Por consiguiente, las
expresiones vectoriales (4.60) y (4.61) se reducen a

Ei () = Eg &g Gy codz) (4.66)
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E,(F) = Eg X g Koy cofz) (4.67)

Tal como ocurria en el caso de incidencia normal, el estado de polarizacion de la
onda incidente se mantiene intacto tras la reflexion (Fig. 4.16). Por otro lado, sustituyendo
(4.66) y (4.67) en (4.62), obtenemos

— jk (serg 5 ik - —
B e Keetyr coazlzzo + B, gk (cety- of2 ;:O =0 (4.68)
Es decir, se debe cumplir
E o€ %Y + g, ek 8y =0 (4.69)
0, lo que es lo mismo,
EOrD — — jk(semd - sef), ¥
=-e e (4.70)

EOi 0

para que la condicién (4.62) se satisfaga.

AY
\JE”
I:|r||
NSTAND, (N
AT 7
Ellv/
“H, L

Fig. 4.16 Reflexion de una onda plana uniforme con el campo eléctrico
polarizado linealmente en la direccion perpendicular al plano de
incidencia. El estado de polarizacion se mantiene tras la reflexion en la
superficie del conductor

Por tratarse de ondas planas y uniformes, los términos de amipljtug¢t E,,, son

constantes. Por lo tanto, si el término de la izquierda de la igualdad (4.70) es una constante,
el término de la derecha también debe serlo. La Unica posibilidad de que ello ocurra es que
seaserf. = sefl o, lo que es lo mismo,
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6, =8 (4.71)
(ya queO< 6,,6, < m/2), para que desaparezca la dependencia €anemos, pues, como

primera conclusién, que para que se verifigue la condicién de contorno (4.5) para las
componentes tangenciales del campo eléctrico en la superficie del conduatayulo de
reflexion debe ser igual al angulo de incidendin este caso, la relacion (4.70) entre las
amplitudes de las ondas incidente y reflejada se reduce a

EOrD

=-1 (4.72)
EOiD

gue es la misma que habiamos obtenido en el caso de incidencia normal. Es decir, de nuevo
obtenemos que la amplitud de la onda incidente debe conservarse tras la reflexion para que el
campo total en el dieléctrico pueda satisfacer las condiciones de contorno justo en la
superficie de separacién con el conductor, mientras que aparece un degsfageentre las

ondas incidente y reflejada, representado por el signo “-” en la expresiéon (4.72). Segun este
resultado, el campo eléctrico de la onda reflejada queda de la forma

E, (F) = —E4 X € Keemy-cosiz) (4.73)

Antes de proseguir, recordemos que hemos aceptado como supuesto la pertenencia a un
mismo plano, perpendicular a la superficie del conductor y al que hemos convenido en llamar plano
de incidencia, de las direcciones de propagacion de las ondas incidente y reflejada. Podemos utilizar
ahora un razonamiento similar al efectuado para obtener la relacion (4.71) entre los angulos de
incidencia y de reflexién para comprobar que ello, efectivamente, es asi.

Tomemos como punto de partida la hipétesis contraria, es decir, supongamos que el vector
de propagaciéri% de la onda reflejada no esta contenido en el plano de incitfendial como
hemos fijado los ejes en la figura 4.14, dicho plano corresponde con elZapaor o que, en este
caso, el vectoﬁ debera tener una componente no nula en la direccion d¢l jle que llamaremos
k... Por consiguiente, deberemos reescribir la expresion (4.59) de la forma

k, =k, X+ ki(senf, y-cos8 3

sin que resulte alterada la expresién (4.58) para el vEctﬂE la onda incidente.

%2 Recordemos que, segin hemos definido el plano de incidencia, el vector de propBgatabe
estar contenido forzosamente en él.
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Nuestro objetivo consiste en demostrar que la compomigntéebe anularse para que se

verifiquen las condiciones de contorno en la superficie del conductor. Consideremos, por ejemplo, la
condicién (4.68) para una de las dos componentes tangenciales del campo eléctrico, de donde
habiamos obtenido las relaciones (4.69) y (4.70). En este caso, deberiamos reescribirlas de la forma

EODe_Jkserﬂy + EO 0 e_J ((rxX+k Ser6r y ): 0
| r

Born = _glkex g k(sert, - se8, y
EOiD

Como ya hemos visto anteriormente, para que se cumpla esta Ultima igualdad, el término de
la derecha debe ser constante. Luego, ademas de la corfdliciéh , debe cumplirse

tal como queriamos demostrar.

(' b) Onda incidente con polarizacion lineal paralela al plano de incidencia

Segun la figura 4.17, en este caso el campo eléctrico de la onda incidente carece de
la componente en la direccion del ek, =0. En cuanto a las otras dos componentes, se

cumple

De la condicidn (4.62) obtenemos que la onda reflejada tampoco tendra componente
en dicha direccién. Teniendo en cuenta que se debe cumplir, adfe,rlﬂésﬁ , por tratarse

de una onda plana, el campo eléctrico de la onda reflejada nos quedara como se indica en la
figura. Matematicamente, podemos expresarlo de la forma

E,(7) = Eq ((Cosf) §+serg 2) gl@ermy-cosz) (4.75)

Luego, nos queda la componente en la direc¢iéamo Unica componente tangente
a la superficie del conductor. Aplicando la condicion de contorno correspondiente (4.63),
obtenemos

Eq Co € ™ + E, \ co®, e**™Y =0

y de aqui,
Eor —_ cos o lk(serf - seh, y
= cosj

r
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Por consiguiente, de nuevo debe cumplirse

=-1 (4.76)

para satisfacer las condiciones de contorno, con lo que nos queda, para la onda reflejada

E, () = —Eg (cosf] §+seng 2) ¢kiemy=codz) (4.77)

Fig. 4.17 Reflexion de una onda plana uniforme con el campo eléctrico
polarizado linealmente en la direccién paralela al plano de incidencia.
Como en el caso anterior, el estado de polarizacion se mantiene tras la
reflexion en la superficie del conductor

4.4.2 Ondas estacionarias mixtas

Tal como hicimos en el caso de incidencia normal, una vez obtenidas las expresiones
generales para el campo eléctrico de la onda reflejada, podemos estudiar el comportaminento
del campo total resultante de la superposicion en el dieléctrico de las ondas incidente y
reflejada. Recordemos que, en el caso de incidencia normal, el campo total presente en el
dieléctrico tras la reflexion quedaba determinado por una funcién periddica que dependia
Unicamente de la distancia al conductor, funcion que habiamos convenido en llamar onda
estacionaria, ya que no se producia propagaciéon de sefial ni transmision de potencia alguna.

Por otro lado, podemos considerar el caso de incidencia normal como un caso
particular de incidencia, en el que se cum@le 0. En el caso generag, # 0, podemos
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prever un comportamiento mas complejo para el campo total presente en el dieléctrico. En
concreto y tal como hemos fijado los ejes de coordenadas, nos aparecera una doble
dependencia, tanto de la coordenadaomo de la coordenadd para el campo total.
Veamos a continuaciéon como resulta ser esta dependencia en los dos casos estudiados en la
seccion 4.4.1:

(a) Onda incidente con polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia

Sumando las expresiones (4.66) y (4.73), correspondientes, respectivamente, a las
ondas incidente y reflejada, obtenemos la siguiente expresion fasorial para el campo eléctrico
total:

E,(F) = Egu & e—jkserﬁ,y(e—jk cofiz _ gk coSz):

. (4.78)
= —2jE % senk cos, z ) ke
En cuanto al campo magnético, tenemos, para las ondas incidente y reflejada
X % z
- o _1~ = _1 —KE _
Hip(f) ==k xEp=—=| 0 ser§ coflle ™" =
n rl EOiD O 0
- E0iD| (COS@i )7—ser19i 2) e—jk(serﬂ,y+ co#lz)
n
X % z
I:|,D(r")=1kAr xE,==| 0 semd - cofle’™"=
1 T_g,, o 0
— EOiD| (COSGi §/+ser6i 2) e—jk(serﬂy— coflz)
n
y —_— — —
Ho(M) =Hig (M) +H () =
(4.79)

=2@[c059i cosk cofz y+ jserd senk ca z} el
n

para la intensidad de campo magnético total.
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(b) Onda incidente con polarizacién lineal paralela al plano de incidencia

Para el campo eléctrico total obtenemos, sumando las expresiones (4.74) y (4.77),
correspondientes a las ondas incidente y reflejada

E,(7) = -2E, ||[jcosﬁ?i senk co8z Y+ jserd cosk co8 zj glksemy (4.80)

Para el campo magnético, obtenemos

3 Aoz E, :
Hi||(r) =1ki X E| = —ﬂ)’ze‘lk(serﬂiw coé z)
n n
Hfll(r) ZER} X E||:_E)’Ze_jk(sen9‘y_ cog z)
L n
H,(F) = Hy (7 . (F) = EOi”A < jk seng,y
H||(r)—Hi||(r)+Hr|(r)——ZTxcos(k co z )e : (4.81)

Es inmediato comprobar que en el caso particllar0 recuperamos las
expresiones obtenidas en la seccion 4.2.1 para incidencia normal. Para vagrefdel

campo total en el dieléctrico presenta, como hemos dicho, una doble dependengianen

Z. Para analizar este comportamiento consideremos, por ejemplo, la expresion (4.78), que
representa la funcion del campo eléctrico total en el caso de polarizacion perpendicular.
Podemos identificar los términdsseng, y kcosg, con las componentes en las direcciones

Yy y 2, respectivamente, del vector de propagacion de la onda incidente, el cual, segln
(4.58), era de la forma

ki = k(sergl y+cos] 2
Por consiguiente, podemos reescribir la expresion (4.78) como sigue
E(F) = -2jE, X senf, z)e " (4.82)
dondek;, =kseng, y k;, =kcosf,. Imponiendo, para simplificar, que el fasor de amplitud

Ey,o sea una magnitud real (o, lo que es lo mismo, que la fase inicial de la onda incidente
sea nula), el campo instantaneo resulta ser de la forma

£,(F 1) = —2E4.% senk, z) senpt- K, y) (4.83)
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#,(F 1) =237@cosﬁ?i cosk, z ) cospt- k, y )
E” (4.84)
+22—9% senp, serk,z )senft— k y )
n

Segun este resultado, si nos fijamos en un punto d& gjeos desplazamos a lo
largo del ejeZ, esto es, perpendicularmente a la superficie del conductor, el término
sen@t -k, y) del campo eléctrico permanece constante, con lo que se obtiene un

comportamiento analogo al de la onda estacionaria de la expresion (4.23). La Unica
diferencia respecto a ésta Ultima estriba en las posicippede los nodos de la funcion

(Fig. 4.18), las cuales vienen dadas ahora por
ki,z, = nm (4.85)

dondem representa el numero de orden del nodo, con lo que la distancia entre dos nodos
consecutivos vale

pz=T=_ T - A (4.86)
ki, kcos5, 2 co#

es decir, aumenta con el &ngulo de incidencia.

Fig. 4.18 Dependencia espacio-temporal de la func{dr83). Para un
valor dey fijo, el comportamiento es analogo al obtenido en la figura
4.7 para una onda estacionaria pura

Por otro lado, si nos fijamos en un punto cualquiera d&l gjaos desplazamos a lo
largo del ejeY (esto es, paralelamente a la superficie del conductor y al plano de incidencia),
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el término k;,z de la expresion (4.83) permanece ahora constante, con lo que la funcion

resultante corresponde a la de una onda plana cuya fase se propaga en esta misma direccion
con una velocidad
W W
Ve—=—— (4.87)
ky kseng,

Finalmente, si nos fijamos en la expresion (4.84), obtenida para la funcion de
intensidad de campo campo magnético instantaneo, observamos exactamente el mismo
comportamiento en ambas componentes. Debido a este doble comportamiento, representado
en la figura 4.18, de onda estacionaria en la direccion perpendicular al conductor y de onda
viajera en la direccion paralela, las funciones de campo (4.83) y (4.84) reciben el nombre de
onda estacionaria mixta

Habida cuenta de las caracteristicas que acabamos de observar para una onda
estacionaria mixta, podemos prever que no habra flujo neto de potencia alguno en la
direccién perpendicular a la superficie del conductor y si en la direccion paralela a la
superficie y al plano de incidencia. Para comprobar que, efectivamente, ello es asi, basta con
obtener el vector de Poynting medio correspondiente. En el caso de polarizacién
perpendicular, comparando las expresiones (4.78) y (4.79), vemos que la componente del
campo magnético tangente a la superficie del conductor se encuentra en cuadratura de fase
con el campo eléctrico, por lo que no contribuye al transporte de potencia, ya que el producto
entre ambos da como resultado un término imaginario puro. Por el contrario, la componente
normal del campo magnético se encuentra en fase con el campo eléctrico, y da lugar a una
contribucion real. La expresion resultante para el vector de Poynting medio es

== RE{EXH]

m}
1 eb-2 JEOID Senklz )e Koy Axx( 2 )( ) Serﬂ SerKu ¢ ]klyy,\ﬂ_
2 H n
sterﬂi sef K,z (4.88)
n

donde esta vez hemos considerado también la posibilidad de una arfglittminpleja.

Por otro lado, si observamos las expresiones (4.80) y (4.81), obtenidas para los
campos eléctrico y magnético totales en el caso de polarizacién paralela, vemos que su
comportamiento es totalmente anélogo al obtenido en el caso de polarizacién perpendicular,
pues se forma también una onda estacionaria mixta que se propaga a lo largo del plano de
incidencia y de la superficie del conductor. La expresion que se obtiene en este caso para la
densidad media de flujo de potencia es
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|E

2
P :%Re{ E, I:|"D] =2 ol serd, cod k. z )y (4.89)
n

Por consiguiente, existe una transmision neta de potencia en la direccion de
propagacion de la onda. Podemos afirmar, pues, como conclusion, que el campo presente en
un dieléctrico limitado por un conductor perfecto tras la reflexién de una onda plana permite
la transmisién de sefial en la direccién paralela a la superficie del conductor y al plano de
incidencia.

Ejemplo 4.3 Guias de onda de paredes conductoras

El fendmeno de formacion de ondas estacionarias mixtas tras la incidencia
oblicua de una onda plana sobre un conductor perfecto encuentra una aplicacién
practica de gran transcendencia en las llamadas guias de onda de paredes
conductoras, a cuyo estudio dedicaremos buena parte del capitulo siguiente. A
grandes rasgos, podemos entender su funcionamiento mediante un razonamiento
similar al efectuado en la seccién 4.2.2 para ilustrar el comportamiento de una
cavidad resonante.

Como en este (ltimo caso, imaginemos que disponemos dos paredes
conductoras una frente a otra y separadas por una disthrialacomo muestra la
figura 4.19a. Supongamos que hemos excitado una onda plana en la region situada
entre ambas, formada por un medio dieléctrico cualquiera, de modo que incida
oblicuamente sobre una de ellas, por ejemplo, en la que aparece situada en el plano
z=0 en la figura. Segun hemos visto, la superposicion de esta onda con la onda
reflejada en la pared dara lugar a la formacion de una onda estacionaria mixta. Por
otro lado, y debido a la presencia de la segunda pared, situada en e pladg el
campo total en el dieléctrico debe satisfacer la siguiente condicién adicional:

tan|,__4

Comparando las figuras 4.18 y 4.19a, resulta evidente que en régimen permanente
sélo puede aparecer un campo estable si se cumple la condicién

=mt (4.90)

conm entero, necesaria para que uno de los nodos de la funcion del campo total esté
situado justo erz=-d (Fig. 4.19b). Luego, coR;, = kcosf,, solo podemos excitar
en el interior de la guia, en régimen permanente, ondas planas con un angulo
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cosf, = m-L
kd

De no cumplirse esta condicion, las multiples reflexiones producidas en ambas
paredes dan lugar a interferencias destructivas. Unicamente cuando se cumple la
condicion anterior, las distintas reflexiones interfieren constructivamente, y se forma
una onda estacionaria mixta estable, la cual se propaga a lo largo de la guia. Esta
onda recibe el nombre deodo de propagacién modo propio de la guiaPor lo

tanto, en una guia como la de la figura 4.19 sélo pueden excitarse tantos modos
como valores posibles da tengamos. La velocidad de fase con que se propagan
estos modos viene dada por

v=®-_ _© - w (4.91)

k\/l—co§0i_ - ng
<~ &

Evidentemente, la velocidad sélo puede tomar valores reales, por lo que debe
cumplirse, ademas, la condicién

k>mE
d
0, lo que es lo mismo,
m<Xd - 2d (4.92)
T A

para que el modo en cuestién se propague por el interior de la guia. Es decir, en una
guia formada por dos paredes conductoras s6lo podemos excitar un cierto numero de
modos, limitado por la longitud de onda de la onda incidente y por la separacion
entre las paredes. Cada uno de estos modos se caracteriza por el valor de
correspondiente, denominaddmero de ordew, simplementeprdendel modo en
cuestion. El valor tiene su reflejo en el nimero de nodos que presenta la funcion del
campo a lo largo del plano transversal de la guia (Fig. 4.19b). Por otro lado, para
cada valor dem tenemos dos tipos de excitacion posibles: mediante ondas con
polarizacién perpendicular al plano de incidencia y mediante ondas con polarizacion
paralela. En el primer caso, segun la expresion (4.78), se generan modos propios con
el campo eléctrico paralelo al plano transversal de la guia, los cuales se denominan
modos transversales eléctricas,simplementanodos TE En el segundo caso, se
generammodos transversales magnétiansodos TMya que, segln las expresiones
(4.80) y (4.81), el campo magnético es transversal, mientras que el campo eléctrico
presenta una componente en la direccién longitudinal.
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Ny

(b)

Fig. 4.19 (a)Guia de onda formada por dos paredes conductoras, separadas
por un medio dieléctrico de grosdr La reflexion de una onda plana en una de
las paredes daré lugar a la formacién de una onda plana miajd&n régimen
permanente soélo existirdn ondas que cumplan las condiciones de contorno en
ambas paredes, denominadas modos propios de la guia

Cargas y corrientes inducidas en la superficie del conductor

Segun la expresion (4.78), cuando el campo eléctrico de la onda incidente presenta
polarizacion perpendicular al plano de incidencia, el campo eléctrico total que se forma en el
dieléctrico es tangente a la superficie del conductor. Por este motivo, no se induce carga
alguna, al igual que ocurria en el caso de incidencia normal. Por el contrario, cuando la
polarizacién del campo incidente es paralela al plano de incidencia, si que se induce una
distribucion superficial de carga en el conductor, al presentar el campo eléctrico total una
componente normal a la superficie del mismo. Aplicando la condicién de contorno (4.6) a la
expresion (4.80), obtenemos el siguiente fasor de densidad de carga inducida

o=(-2){e E)|Z=0 = 2¢E,,seng, € X (4.93)

En cuanto a la corriente inducida, obtenemos, aplicando la condicion de contorno (4.8)

Js =(-2) x Hy

=2 Bt gcosg e (4.94)
= n

para el caso de incidencia con polarizacion perpendicular y
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Js=(-2x A, ge kY (4.95)

=2
z=0

para el caso de incidencia con polarizaciéon paralela.

4.5 |Incidencia oblicua sobre dieléctricos

El estudio de casos de incidencia sencillos, tanto sobre medios dieléctricos como
sobre conductores, nos ha permitido ofrecer con cierto detalle una vision de los fenédmenos
fisicos involucrados. Ahora podemos abordar el problema general de la incidencia sobre
medios dieléctricos de forma sistematica, partiendo de la base de que los fenbmenos que
aparezcan seran basicamente los mismos que los observados en el caso de incidencia normal,
sin que dependan en esencia de la direcciéon de la onda incidente. Las consideraciones de
partida seran, pues, las siguientes:

» Los medios dieléctricos son lineales, is6tropos, homogéneos y no conductores.

* No hay aportacion externa de cargas libres, con lo que so6lo pueden aparecer
distribuciones de carga y de corriente de portadores ligados al medio.

e« Como resultado de la interaccién entre la onda plana incidente y las cargas
ligadas al medio de la regién Il, se formara una onda reflejada, dirigida hacia la
region |, y una onda transmitida, dirigida hacia el interior de la region Il (Fig.
4.20).

Fig. 4.20 Incidencia oblicua de una onda plana sobre un medio
dieléctrico no conductor
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Por consiguiente, las condiciones de contorno que deben satisfacerse en la superficie
de separacion seran las mismas que utilizamos en la seccién 4.3.1 para tratar la incidencia
normal, es decir

Aix(E, - B)| =0 (4.96)
Ax (A, - Hl)|S =0 (4.97)

Por otro lado, el procedimiento que seguiremos sera el mismo que el realizado para
el caso de incidencia oblicua sobre conductores: en primer lugar, vamos a determinar las
leyes que fijan las direcciones de propagacion de las ondas generadas, para luego determinar
los campos asociados a las mismas, descomponiendo la onda incidente, polarizada
elipticamente en el caso general, en dos ondas polarizadas linealmente en direcciones
ortogonales.

4.5.1 Leyes de Snell para la reflexion y la refraccion de ondas planas

Recordemos que habiamos podido comprobar, en el caso de incidencia oblicua sobre
conductores, que para que se cumplieran las condiciones de contorno en la superficie del
conductor las direcciones de propagacion de las ondas incidente y reflejada debian estar
contenidas necesariamente en un mismo plano, perpendicular a la superficie, al que
habiamos convenido en llamar plano de incidencia. Esta propiedad, conocidaritoena
ley de Snellen honor a su descubridor, se cumple independientemente de si el medio que
constituye la region Il es un conductor o un dieléctrico. En el caso de incidencia sobre
medios dieléctricos, ademas, es facil demostrar que se verifica también para la onda
transmitida, ejercicio que dejamos para el lector.

Bajo este supuesto, si fijamos los ejes de coordenadas como se indica en la figura
4.20, de forma que el plano de incidencia coincida con el Mang definimos losangulos
de incidencia, de reflexionde transmisiorg, , 6, y 6, , respectivamente, como los angulos

gue forman los vectores de propagacl?pm Izr y Rt, de las ondas incidente reflejada y

transmitida con la normal a la superficie de separaciéon entre los dos dieléctricos, podemos
expresar matematicamente los campos eléctricos asociados de la forma

E.(F) = E, e falsery+ cofz)
i

E (F) - EOr e—jkl(sere,y— co$, z)
r

EI(F) — EOt e—jk2 (senB, y+ co$,z )

La onda transmitida se denomina también omnefaactada (Se entiende por
refraccién el paso de una onda electromagnética de un medio dieléctrico a otro).
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Por otro lado, al coincidir la superficie de separacion con el pfan® (Fig.
4.20), podemos descomponer la condicién de contorno (4.96) como sigue:

(Eix + Erx )|Z=O = Etx|2=0 (498)
(Ey + EW)|Z:O = E, (4.99)

z=0

Expresando los fasores de amplitud de la folfga= Eg, X+ By Y+ B,z para la

onda incidente, y similarmente para las ondas reflejada y transmitida, y aplicando la
condicion (4.98) para la componente en la direccion de{,ebtenemos la expresion

EOiXe—Jklsefﬂ.y + Ey, g ki sey — E, alk sefly

similar a (4.68), con la diferencia que ahora aparece, ademas, el término correspondiente a la
onda transmitida. Despejandg,, , obtenemos

Ey = —E, @ Jku(send —se§ y | E, gl Kz se =k, sdhy) (4.100)
IX rx X )

Al ser Eg, un término de fase constante, por fuerza el término de la derecha de la
igualdad deber serlo también, por lo que se debe cumplir

6 =6 (4.101)
k,ser8 =k, se@, (4.102)

La relacién (4.101), conocida comodagunda ley de Snelfa habia sido obtenida
para incidencia sobre conductores. En cuantaerdara ley de Snelkuele escribirse méas a
menudo de la forma
n,send =n, sel (4.103)

donden, y n, representan los indices de refraccion de los dieléctricos que constituyen las
regiones | y Il, respectivamente, los cuales se definen mediante la relacion (4.45).

4.5.2 Ecuaciones de Fresnel

En conjunto, las tres leyes de Snell determinan completamente las direcciones de
propagacion de las ondas reflejada y transmitida, en funcién de la de la onda incidente. Una
vez obtenidas estas direcciones, el siguiente paso que se debe realizar consiste en hallar unas
expresiones generales que relacionen entre si los campos respectivos. Estas expresiones son
conocidas comunmente coneguaciones de FresndPara ello, vamos a descomponer la
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onda incidente, que en el caso mas general tendra polarizacion eliptica, en dos ondas con el
campo eléctrico polarizado linealmente, segun las direcciones paralela y perpendicular al
plano de incidencia, utilizando para ello la notacibn empleada para el caso de incidencia
sobre conductores. Para el campo eléctrico, tendremos

E

|

E,+ Bo (4.104)

y, para el campo magnético,
H; = Hy+ H; (4.105)

(a) Onda incidente con polarizacion lineal perpendicular al plano de incidencia

Empecemos por la onda polarizada linealmente en la direcciéon perpendicular al
plano de la incidencia. Tal como se han fijado los ejes en la figura 4.20, esta direccion
coincide con la del ej¥, por lo que podemos expresar el fasor de campo eléctrico asociado a
la onda de la forma

E_ (F) = Eg & & fatsemy+ cosz)
I

Los campos asociados a las ondas reflejada y transmitida, asumiendo que mantienen la
misma polarizacion, seran de la forma

E D(F) — EO D5\(e-jk1(ser19ry— co$, z)
r r

EtD (f) — EOtD X e—jkz(sengty+ co$,z)

Teniendo en cuenta la equivalenéig, = E,, E,, = B,y Y Egy = Eyy, junto con

la segunda y la tercera leyes de Snell, (4.101) y (4.102), la relacién (4.100) nos queda de la
forma

Eoin + Eon = Eap (4.106)

En el caso de incidencia sobre conductores, teniafps 0, con lo que esta

relacion bastaba para determinar la amplitud de la onda reflejada. En el caso de incidencia
sobre dieléctricos, la presencia de la onda transmitida nos obliga a hallar una relacion
adicional, que obtendremos a partir de la condicién de contorno (4.97) para las componentes
tangenciales del campo magnético, la cual se descompone de la forma

(H, + er)|2:O = Htx|2:0 (4.107)
(Hy *+Hy)| _ =Hy (4.108)

z=0
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Las expresiones genéricas del campo magnético asociado a cada una de las ondas
involucradas se obtienen mediante la relacion habiﬁhai,n'lkx E, lo que nos da

— . E . R . .
H.; () =22 (cosB, y-serd 2) € jky(serBy+ cof z )
1
- _ E . o i
Hip (r)= _%(COSGr y+ser9r 2)e jky(serb, y=cof| z )
1

— . E . . N
H,, (F) = =22 (cosh, § — serp, 2) g ke(serbiy+ cofiz)
2

En este caso, el campo magnético estd contenido en el plano de incidencia (Fig.
4.21), y la componente tangencial a la superficie de separacién es la componente en la
direccion del ejeY. Imponiendo la condiciéon (4.108) a dicha componente, obtenemos la
relacién que nos faltaba

Eoig cosB o lkiserBly _ Eoo co®, o iki seBy — Eoi co8, o iko sefly

n m n,

en la que podemos eliminar los términos exponenciales, de acuerdo con la segunda y la
tercera leyes de Snell, con lo que nos queda

EOiD - EO’D Coﬁ = i CO§t (4109)
n >

Finalmente, resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (4.106) y (4.109),
obtenemos las expresiones generales que nos relacionan las amplitudes de las ondas reflejada
y transmitida con la de la onda incidente:

LE, 4.110
n,cosd, +n, co®, ( )

EOrD =
2n, cosb,

E, 4111
N, cosd, +n, co®, ( :

Eon =
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Fig. 4.21 Disposicién de los campos asociados a las ondas incidente, reflejada y
transmitida. Al ser, en este caso, el campo eléctrico perpendicular al plano de
incidencia (planoYZ), el campo magnético es paralelo a él . Las componentes del

campo tangenciales a la superficie de separacion entre los dos dieléctricos son la
component&X para el campo eléctrico y la componehit@ara el campo magnético

(' b) Onda incidente con polarizacién lineal paralela al plano de incidencia
Es ahora el turno de la onda polarizada linealmente en la direccion paralela al plano

de la incidencia. Tal como muestra la figura 4.22, en este caso podemos expresar el campo
eléctrico asociado a las ondas incidente, reflejada y transmitida de la forma

Eill(r) =E, ||(0039. ¥- serd 2 g k(e y+ cofiz )
E,”(f) =Eq ||(COSQr y+semg 2 @ Jku(sendy-co§, z)

Et||(F) = EOt ||(C0§t y— serﬁt 2) e_jkz (sengy+ co$,z )

mientras que el campo magnético sera ahora perpendicular al plano de incidencia:

Hi||(F) = ikAI X E 1= —ﬂ % e fk(sendy+ cofiz)
1 M
|:|r||(|7) :ik\r X EI‘ Il :mf(e‘ﬂ(l(se“@,y— co¥,z)
M M
Htll(r) = ikAt X Et” —_ EOtII { @ Ika(semy+ codiz )

n, n,
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Fig. 4.22 Disposicién de los campos asociados a las ondas incidente, reflejada y
transmitida para el caso de polarizacion paralela. La situacion resultante es justo la
complementaria de la obtenida para polarizacion perpendicular, con el campo
eléctrico paralelo al plano de incidencia (plangZ) y el campo magnético
perpendicular a él

Comparando las figuras 4.21 y 4.22, podemos comprobar que nos encontramos ante
dos situaciones complementarias, de modo que combinandolas, podremos obtener todas las
componentes del campo electromagnético. Por otro lado, las componentes del campo
tangenciales a la superficie de separacidén entre los dos medios son ahora la componente
segun el ejeY, para el campo eléctrico, y la componente segun eX.epara el campo
magnético. Aplicando las condiciones de contorno correspondientes, (4.99) y (4.107),
obtenemos las dos relaciones siguientes

EO|||CO£ e_jklsergly + E0r|| Cogr e_jklserery — EI” C@ éjkzserﬂy

Boil - ikuserary , Borll - icserny — _ Bony

m m n,

o lkoserfly

en las que la segunda y la tercera leyes de Snell, una vez méas, nos permiten eliminar los
términos exponenciales, resultando el siguiente sistema de ecuaciones

(Eqi+ Eo ) cos = By cof (4.112)
oy~ Eoy_ By (4.113)
m 1,

cuyas soluciones generales son
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Eor = 1, CosH, — 1, Co
1, cosB, +n, co$)

21, coj
1, C0SY, +1, O,

Eoiy (4.114)

Eoy = Eoi (4.115)

(c) Onda incidente con una polarizacion cualquiera

Las relaciones (4.110), (4.111), (4.114) y (4.115), expresan matematicamente las
denominadadeyes de Fresnel de la reflexion y la refracgidas cuales nos permiten
determinar la distribucién de campo que resulta de la incidencia de una onda plana sobre un
medio dieléctrico con un angulo cualquiera. Sin embargo, resulta mas practico expresarlas de
la forma siguiente

oo = PnBan (4.116a) Eor = P1Ea (4.117a)
Eow =T Eon (4.116b) Eoy = TiEq | (4.117b)

donde p; y p; son, respectivamente, los coeficientes de reflexion para ondas planas con
polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia y para ondas con polarizacion
paralela. Al igual que en el caso de incidencia normal, se han definido como la relacion de
amplitudes entre la onda reflejada y la onda incidents. 7, representan, a su vez, los
coeficientes de transmisién para ondas con polarizacién perpendicular y con polarizacion
paralela al plano de incidencia y se definen como la relacién de amplitudes entre las ondas

transmitida e incidente. LaBrmulas de Fresnepara los coeficientes de reflexién y
transmisién son las siguientes

_ 1, cosb, —n, co$,
N, cosY, +1, cod,

_ N, cosH, —n, cos

(4.119a)
1, COsH, + 1, Co%

(4.118a) ol

O

7 = 21, co
" 1,088, +1), co$,

(4.118b) r=— 2hCo%

= 4.119b
1, c0SH, +1, coH ( :

donde los angulos de incidencia y de reflexi@iny 6, , estan relacionados entre si por la
tercera ley de Snell (4.102).

En el caso mas general, en el que la onda incidente esté polarizada elipticamente,
basta con efectuar la descomposicién (4.104) para el campo eléctrico asociado, es decir

E =B +Bo=(E &+ Boje) &7 (4.120)
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dondeéi|| y &, se han definido como dos vectores unitarios, dirigidos, respectivamente,

segun las direcciones paralela y perpendicular al plano de incidencia (Fig. 4.23).
Semejantemente, podemos descomponer las ondas reflejada y transmitida de la forma

E =E;*Eu=(0& Bt P Bue) il (4.121)

Et = Et||+ ED =(1Bi 870 Bo ®) g (4.122)

Fig. 4.23Descomposicién de los campos asociados a las ondas incidente,
reflejada y transmitida para el caso general en el que la onda incidente
esté polarizada elipticamente

Por consiguiente, la resolucién de un problema de incidencia sobre medios
dieléctricos, en el caso mas general, se limita al calculo, mediante las leyes de Fresnel, de los
valores de los coeficientes de reflexion y transmisién de la superficie de separacion, segun el
angulo de incidencia que corresponda. Una vez conocidos estos valores, las relaciones
(4.121) y (4.122) nos permiten calcular el campo eléctrico que resulta de la incidencia de una
onda plana, independientemente de cual sea su estado de polarizacion. Para el calculo del

campo magnético, basta con hacer uso de la rel&tiém "k x E para cada onda.

Cabe sefialar, ademas, que el céalculo de los coeficipntes se puede simplificar
si se emplean las siguientes relaciones adicionales:

1+p, =1y (4.123)

1-p ZZ—lTn (4.124)
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obtenidas sustituyendo (4.116) en (4.106) y (4.117) en (4.113). Podemos combinar estas
relaciones con las férmulas (4.118) y (4.119) para calcular los coeficientes de transmision,
una vez conocidos los coeficientes de reflexion, y viceversa.

Finalmente, podemos comprobar que el caso de incidencia normal no es mas que un
caso especial de incidencia, en el que se cudpted, =0. En este caso, las expresiones de
los coeficientes que resultan para ambas situaciones de incidencia, esto es, con polarizacion

paralela y con polarizacién perpendicular al plano de incidencia, coinciden entre si y con las
obtenidas en la seccion 43.1

Ecuaciones de Fresnel para medios no magnéticos

Como ya vimos en el caso de incidencia normal, en los dieléctricos no magnéticos
los coeficientes de reflexion y de transmisién se suelen expresar en funcién de los indices de

refraccion. Mediante la sustitucidp , — ﬁ, las leyes de Fresnel (4.118) y (4.119) toman

1,2
la siguiente forma particular para medios no magnéticos

p, =Mcodd ~n, cod (4.1253) f = N, Cosf; — 1, o (4.126a)
n, cosh +n, cos, n,cosf, + n, cod

7, =_ 2mcos (4.125b) = 20 cosh (4.126b)
n,cosB +n, co$, n, cosf, +n, cod

Reflectividad y transmitividad en la superficie de un medio dieléctrico

En la seccién 4.3.2 habiamos definido la reflectiviBagdla transmitividadT en la
superficie de un medio dieléctrico como las fracciones de potencia reflejada y transmitida
por la superficie al incidir una onda plana. La fraccion de potencia reflejada correspondia, en
el caso de incidencia normal, a la relacion entre los vectores de Poynting asociados a las
ondas reflejada e incidente (ecuacion (4.51)), los cuales expresaban los flujos de potencia por
unidad de superficie respectivos, en la direccion normal a la superficie. En el caso de
incidencia oblicua, el flujo de potencia en la direccion normal (la def,egegin hemos
fijado los ejes de coordenadas) viene dado por la componente en esta direccion del vector de
Poynting, con lo que tenemos

%3 La coincidencia gue se establece entre las expresiones (4.118) y (4.119) en el caso de incidencia
normal se debe a la situacion de elevada simetria que se produce, bajo la cual los comportamientos de
las ondas polarizadas en una direccion u otra son indistinguibles
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|E0r |2 COﬁ
P 2 '
Rs%:#:w (4.127)
2n,

para la fraccion de potencia reflejada. Similarmente, en el caso de incidencia oblicua, la
transmitividad o fraccién de potencia transmitida viene dada por

Eof com
TRl 2n, :|T|2’71C°§ (4.128)
|F|)z| MCO£ ’72C0 i
2n,

Se puede comprobar facilmente, sustituyendo las formulas de Fresnel (4.118) y
(4.119), que para ambas polarizaciones se cumplen las condiciones

0<R,T<1 (4.129)
y
R+T=1 (4.130)
0, lo que es lo mismo
P+ OB — g (4.131)
1, cosh,

necesarias para asegurar la conservacion de la potencia en la superficie de separacién. Segun
estas condiciones, las dos situaciones extremas son aquellas en las que seReuinple

T=0, por un lado yR=0, T=1, por el otro. Estas situaciones particulares, de especial
interés por sus aplicaciones practicas, en las que se consigue que la potencia incidente sea
reflejada en su totalidad, o bien que se transmita integramente a través de la superficie, seran
abordadas en las secciones siguientes.

4.5.3 Angulo de Brewster

El primer caso particular de los dos que acabamos de resefiar es aquel en el que no se
produce reflexién alguna en la superficie de separacion entre los dos medios. Al abordar el
problema general de la incidencia de ondas planas sobre medios dieléctricos hemos
aceptado, como hipétesis de partida, la formacion de una onda reflejada y de una onda
transmitida, cuyos campos asociados se superponian a los de la onda incidente y cuya
existencia venia impuesta por las condiciones de contorno del campo en la superficie.
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Digamos que éste era el numero minimo de ondas necesario para satisfacer dichas
condiciones para un angulo de incidenda genérico. Sin embargo, si hubiéramos

considerado Unicamente dos ondas, la incidente y la transmitida, habriamos visto que para un
cierto angulo8g, conocido comangulo de Brewstertodavia es posible satisfacer dichas
condiciones.

Nuestro propédsito inmediato consiste en obtener expresiones genéricas para el
angulo de reflexién nula o angulo de Brewster. Para ello podriamos aplicar el procedimiento,
ya mencionado, de imponer que no existe la onda reflejada K, =0) al aplicar las

condiciones de contorno en la superficie de separacion. Sin embargo, una vez obtenidas las
férmulas de Fresnel para los coeficientes de reflexién y de transmision, resulta mas sencillo
analizar para qué valores €@ se verifica la condiciop =0, necesaria para que no exista la

onda reflejada. Esto es lo que vamos a hacer a continuacion para los dos casos estudiados, de
polarizacién perpendicular y de polarizacion paralela al plano de incidencia. Para simplificar
el calculo, vamos a considerar que los dieléctricos son no magnégticos,(, por lo que

nuestras expresiones de partida seran la (4.125a) y la (4.126a).

(a) Onda incidente con polarizacion lineal paralela al plano de incidencia
En este caso, segun la expresion (4.126a), la condicion de reflexién nula es
n, cosf, = n, co$, (4.132)

de donde se obtiene, elevando al cuadrado los dos términos de la igualdad y reemplazando
los senos por cosenos

2
1-sert 6, :n% - sefd )

n,

Esta relacion entré y 6, se debe verificar al mismo tiempo que la tercera ley de
Snell, n, seng, = n, sewd,, de la que se obtiene

seng, =M sed), (4.133)
N,

Luego, sustituyendseng, en la anterior expresion, resulta

n,’ n,’
1-—L-serf 6 =2 (- sefig ) (4.134)

n, n,

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 335

Finalmente, despejandseng , se obtiene la siguiente expresion

Serfy =1 (4.135)

1+(n1/n2)2

para el angulo de Brewstél , aunque es mas frecuente utilizar la expresion equivalente

g, =arctg' 2 (4.136)
n

Por otro lado, al ser el denominador mayor que la unidad en (4.135), se cumple que
senfg <1, cualesquiera que sean los valoresmgdey n,. Por consiguiente, dados dos

medios dieléctricos, exisgempreun angulo de incidencifz, cuyo valor viene dado por

(4.136), para el cual las ondas polarizadas linealmente con el #qaralelo al plano de
incidencia no se reflejan en la superficie de separacién o, lo que es lo mismo, para el que
toda la potencia de la onda incidente se transmite integramente al segundo medio.

(b) Onda incidente con polarizacién lineal perpendicular al plano de incidencia

En este caso, el coeficiente de reflexibn para medios no magnéticos viene dado por la
expresion (4.125a), por lo que la condicion de reflexion nula es ahora

n, cosd, =n, co$, (4.137)

Operando del mismo modo que en el caso anterior, en lugar de (4.134) resulta ahora la
expresion
n,” n,”
1-—L-serf g =— (- sefq )
n, n,

en la que los términos coserd, desaparecen. Luego, por fuerza debersén, =1 para

gue no haya reflexion en la superficie. Es decir, los dos dieléctricos deben ser idénticos en
cuanto a su comportamiento electromagnético, lo cual es una perogrullada, ya que resulta
evidente que en este caso la onda incidente no percibe ningin cambio al pasar de un medio al
otro, por lo que continuara propagandose en la misma direccion y con la misma potencia, tal
como haria si no hubiera cambio de medio alguno.
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Dicho de otro modo: una onda plana con el campo eléctrico polarizado linealmente
en la direccion perpendicular al plano de incidencia siempre sufrira una reflexion no nula al
pasar de un medio no magnético a otro de indice de refraccién @fstinto

(c) Onda incidente con una polarizacidén cualquiera

En consecuencia, en el caso general, cuando una onda plana incida sobre la
superficie de separacion entre dos dieléctricos no magnéticos con un angulo igual al angulo
de Brewster, sea cual sea su estado de polarizacion, la onda reflejada sera, como méaximo,
una onda polarizada linealmente. Si la onda incidente presenta Unicamente la componente
del campo eléctrico paralela al plano de incidencia, no habra onda reflejada alguna. En este
ultimo caso, la potencia que incide sobre la superficie se transmitird en su totalidad al
segundo medio.

Ejemplo 4.4: Ventanas de Brewster

Una aplicacion practica de estas propiedades la encontramosventisas

de Brewster Tal como muestra la figura 4.24, una ventana de Brewster es,
basicamente, una ldmina de material dieléctrico (de vidrio, generalmente) sobre la
que incide una onda plana, polarizada elipticamente, con un angulo en relacion a la
normal igual al angulo de Brewster para la primera superficie. Como acabamos de
resefiar, bajo esta situacion, en la primera superficie se refleja Unicamente la
componente de la onda incidente perpendicular al plano de incidencia, mientras que
la componente paralela se transmite integramente al interior de la lamina. Por otro
lado, se puede comprobar facilmente que en la segunda superficie se reproduce
exactamente la misma situacion (la demostracion se propone como ejercicio al final
del capitulo), al ser el angulo de incidencia de nuevo igual al &ngulo de Brewster.
Como consecuencia, una ventana de Brewster refleja en ambas superficies
Unicamente la componente del campo perpendicular al plano de incidencia, siendo
totalmente transparente para la componente paralela

La aplicacion principal de las ventanas de Brewster la encontramos en los
laseres de gas, en las que se emplean para obtener emisiones de luz linealmente
polarizadas. Su funcionamiento es como sigue: si las superficies que encierran el

24 Cabe sefialar que en el caso de medios magnéticos si que existe también un angulo de Brewster para
ondas con polarizacion perpendicular al plano de incidencia. Sin embargo, este fendmeno no presenta
ninguna aplicacion practica conocida, por lo que soslayaremos su analisis.

% Suponiendo, como hemos hecho hasta ahora, que se trata de un dieléctrico ideal, sin pérdidas.
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medio activo, en el que se produce la emision estimulada, son dos ventanas de
Brewster (Fig. 4.11), la onda con polarizacion perpendicular sufrird ocho
transiciones o cambios de medio en cada ciclo completo dentro de la cavidad
resonante, con las consiguientes pérdidas por reflexiébn, mientras que una onda con
polarizacion paralela no sufrird disminucion de potencia, por la accion de las
ventanas de BrewstérDe este modo, tras mdltiples reflexiones en las paredes de la
cavidad resonante, se consiguen facilmente relaciones de 1 a 100 entre las
componentes perpendicular y paralela en el haz de salida.

Fig. 4.24 Ventana polarizadora. Cuando & =8, ambas superficies reflejan
Unicamente la componente del campo paralela al plano de incidencia. Si el
dieléctrico no tiene pérdidas, la ventana es transparente para la componente
paralela

4.5.4 Angulo critico. Reflexion total en un dieléctrico

La segunda situacion extrema, mas interesante aun que la anterior por sus
aplicaciones practicas, es aquella en la que no se transmite potencia a través de la superficie
de separacioni.e, T=0, R=1). Como hemos visto, siempre aparece un campo
electromagnético en el medio situado detrds de la superficie, ya que si no no se cumplirian
las condiciones de contorno, pero, como veremos a continuacion, existen ciertas situaciones
en las que este campo ya no transmite potencia hacia el segundo medio y no corresponde, en
general, a una onda plana uniforme.

% De hecho, la situacion es aqui ligeramente distinta a la contemplada en la figura 4.24, ya que ahora
los medios situados en las dos caras de la ventana son distintos. Sin embargo, si el medio activo es un
gas enrarecido (He-Ne, por ejemplo), su indice de refraccion sera similar al del aire, por lo que
podremos aplicar, en buena aproximacion, el andlisis anterior.
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Para ello, consideremos que el medio del que procede la onda incidente (region I, en
la figura 4.25a), presenta un indice de refraccion mayor que el del medio sobre el que incide
la onda (region Il). En este caso, como consecuencia de la tercera ley de Snell, se cumple

send, n
STt =1 1
send. n,

Es decir, sin >n,, el angulo de transmisién siempre ser4 mayor que el angulo de
incidencia. Podemos imaginar, por lo tanto, una situacion en 18, ;gea lo suficientemente
grande como para que se obtenfa>rm/2 (Fig. 4.25b). Esta situacion plantea una

incongruencia, ya que, por definicién, la onda transmitida debe propagarse por detras de la
superficie de separacion entre los dos dieléctricos y no por delante, como ocurre con la onda
reflejada. De no ser asi, tendriamos dos ondas reflejadas y ninguna onda transmitida, lo cual
es absurdo.

nl n2<n1 n]_ n2<nl nl n2<nl

(@) (b) (©)

Fig. 4.25 (a)Incidencia de una onda plana sobre un medio dieléctrico de indice de
refraccion menor que el del medio de procedencia. En este caso la direccion de propagacion
de la onda transmitida tiende a alejarse de la normal, en relacién a la de la onda incidente.
(b) Situacién absurda en la que, para angulos de incidencia relativamente grandes, la onda

transmitida saldria con un angul®, >E. (c) Caso limite, en el que la direccion de

propagacion de la onda transmitida es tangente a la superficie de separacion

¢ Qué ocurre en realidad? Para verlo, supondremos que tanto las leyes de Snell como
las ecuaciones de Fresnel siguen siendo validas en este caso, ya que han sido deducidas con
caracter general para cualquier valor del angulo de incidencia comprendido entzi20 y
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Lo que ocurre entonces es que, simplemente, algunas magnitudes pasan a ser ¥omplejas

. : - . T
Consideremos, en primer lugar, el caso limite, en el que se obtiene urd)tvalgr para el

angulo de transmision. En este caso, la onda transmitida se propagard paralelamente a la
superficie de separacion (Fig. 4.25c). Segun la tercera ley de Snell, esta situacién se produce
cuando se cumple

n I
—Lserd = seA-=1
n, 2

El valor 8, del angulo de incidencia para el que se produce esta situacion recibe el nombre
de angulo critico de la superficig viene dado por

6, = arcsen2 (4.138)
n

Luego, para valores d& 0J[0,6,), tenemos que, ([0, 17/2) , con lo que la onda
transmitida se propaga hacia el interior del medio de indjcddigamos que ésta seria la

situacion normal, planteada como hipétesis de partida, al principio de la seccién 4.5, para un
caso genérico de incidencia oblicua sobre dieléctricos. La situacion anémala se produciria
para valores dé, (8, ,71/2) . En este caso, segun la tercera ley Snell, tenemos

serg, >1

con lo que el anguld®, deja de tener significado fisico inmediato. Sin embargo, debemos
suponer que las expresiones (4.133) para la tercera ley de Snell y

Et (F) — EOt e—jkz(senety+ co$,z ) (4.139)

para el campo eléctrico (fasorial) en la region Il siguen siendo validas. Bajo esta suposicion,
podemos expresar el térmigosd, en (4.139) de la forma

cosh, = \/1— (nl/nz)2 sef O

27 Sin ir mas lejos, el propio angulo de transmisién deviene complejo. Podemos comprobar, a modo
de ejercicio, que sb, = n/2 - jb, entonces si sucede realmente quefseriL. Aunque ello puede

parecer un artificio mateméatico, no es ésta la primera vez que trabajamos con magnitudes complejas:
por ejemplo, para definir las magnitudes fasoriales en régimen senoidal permanente ya habiamos
utilizado este mismo recurso, de gran utilidad por otra parte.
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en la que el término de la raiz es negativo. Luego, para valo@s>d& , el términocosb,

toma valores imaginarios, por lo que es mas conveniente ponerlo de manifiesto,
expresandolo de la form@&osd, =+jy. De las dos soluciones posibles para la raiz,

tomaremos Unicamente la negativa, es decir

cosf, =-jy (4.140)

cony = \/(nl/nz)z serf 6 —1 . Sustituyendo (4.133) y (4.140) en (4.139) nos queda
Et (F) = E()t g kevzg iksendy — T-:t( 2 gify (4.141)

con B=k,semd, y E, (2 = E, 7.

Para incidencias supercriticas tenemos, pues, en la regién Il, una onda cuya amplitud
se atenuUa progresivamente, a medida que nos alejamos del lugar en el que fue generada (el
plano z=0, en este caso). Si, por el contrario, hubiéramos considerado la solucién positiva
de la raiz en (4.140), obtendriamos una onda cuya amplitud creceria exponencialmente hasta
el infinito, al adentrarse en el interior del segundo medio, lo cual es del todo imposible que
se produzca en la realidad.

Por otro lado, el término exponenci&l”’ de la expresion (4.141) nos indica que el
campo instantaneo asociado a la onda transmitida presentara una fase instantdnea, que se
propagara en la direccién del &eon una velocidad

w__ (4.142)

V= S —
Bk, send,

Mas adelante veremos que esta propiedad se cumple también para el campo en la region |, al
igual que ocurria en el caso de incidencia oblicua sobre conductores perfectos.

De hecho, esta no es la unica similitud que se produce entre ambos casos. Si
expresamos las férmulas de Fresnel (4.125a) y (4.126a) para los coeficientes de reflexién en
dieléctricos no magnéticos de la forma

_ncosg —jm, _ A

4.143
n cosd, + jyn, A” ( :

__n,cos, + jyn, =_£

= 4.144
i n, cosg, — jyn, B” ( :
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resulta evidente que se cumpte, |, =1 Luego, para valores d& > 6, , podemos definir

P, =el? (4.145)
P = el (4.146)

En este caso, la onda reflejada y la onda incidente presentan la misma amplitud,
diferenciandose Unicamente en unos términos de fase, introducidos por (4.145) y (4.146).
Obviaremos, por lo farragoso, el célculo de expresiones genéricas para estos términos de
fase, ya que resulta mas facil trabajar directamente con valores numéricos, una vez conocidos
6, y los indices de refraccion para cada caso concreto. Debemos concluir, pues, que, como
ocurria en el caso de incidencia oblicua sobre conductores perfectos, toda la potencia que
incide sobre la superficie de separacion entre los dos dieléctricos, transportada por la onda
incidente, es reflejada hacia el medio de la regién |, sin que se transmita potencia alguna a la
region I8 Este fenémeno recibe el nombrerefiexion total en dieléctricos

Desde este punto de vista, el caso de incidencia oblicua sobre conductores perfectos
no seria mas que un caso particular de reflexion total, en el que se cuthphrify =77.

En este Ultimo caso, se formaba en la regién | una onda estacionaria mixta, con ef vector
perpendicular o paralelo al plano de incidencia. Podemos comprobar que este fendmeno
ocurre también ahora, sin importar cuales sean los valores de los términos ¢ie fage.

Para ello determinemos el campo total en la region | para ambas polarizaciones,
superponiendo las ondas incidente y reflejada

Eyr (7) = Eqp )A((e_jkl(sene‘y+ 082)+ p g to Y C@SZ))

Ey(7) = E(,”((cosei §—seng 2 ekt o8y o (cosh Y+ seng, y ey gH)

Expresando los coeficientes de reflexion en la forma dada por (4.145) y (4.146), obtenemos

= e -t %o
En(7)=Egnke 2 €V (e 2 &+ e2 §&7)
s (4.147)

i [ 0 -
=2E, e 2 XcosT2 + gipy
wo® *X0H, T K g

8 Esta afirmacion es cierta s6lo si nos encontramos en régimen permanente. Légicamente, mientras
dura el régimen transitorio, es indispensable una cierta transmisién de potencia para que aparezca el
campo dado por (4.141) en la region Il.
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90
Ey(7) = 2E0”e 2 em g
- o (4.148)
cosh, cost + k, Z+ Zjserd, sem + k
m’ %_ KA 2P Bork %

dondek;, =k, cos8, y B =k, senf, representan, respectivamente, las componentes normal y
transversal del vector de propagacion de la onda incidente.

Es inmediato comprobar, calculando los campos instantdneos, que en ambos casos se
forman ondas estacionarias mixtas, de tipo TE en el caso de polarizacion perpendicular, y de
tipo TM en el caso de polarizacion paralela, que se propagan paralelamente a la superficie de

. : ) e
separacion, con una velocidad de fasseck—. Podemos comprobar, también,
serg
1 i

calculando las expresiones de los vectores de Poynting correspondientes, que en ambos casos

la potencia fluye en la direccion del efe es decir, paralelamente a la superficie de
separacion entre los dos dieléctricos.

De hecho, los valores que toman los términos de fasey ¢,, afectan Unicamente
al punto en que aparece el primer nodo de la onda, lo que se puede comprobar representando
graficamente las funcioneélm(r,t) y Elll(F,t) para valores d@ y ¢, distintos. En los
casos particulareg, = y ¢, =, recuperamos las expresiones (4.78) y (4.80), obtenidas
para el caso de incidencia sobre conductores perfectos.

Ejemplo 4.5 Propagacion ionosférica

La reflexion que se produce en las capas altas de la ionosfera para las ondas
de radiofrecuencia es un fendmeno de sobras conocido, ya que posibilita la
comunicacion a distancias mucho mayores que las que permitiria un enlace directo.
En esencia se debe a la variacion que sufre el indice de refraccion de la ionosfera con
la altura. Al tratarse de un gas ionizadglasma el indice de refraccién de la
ionosfera es, en buena aproximacién, una funcién de la forma
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dondeN, representa el numero de electrones libres por metro cubfcesyla

frecuencia de la onda que la atravids®ara una frecuencia dada, el indice de
refraccion disminuye con la altura en las capas bajas de la ionosfera, debido al
aumento que se produce en la cantidad de electrones libres.

Para entender el comportamiento de un medio de estas caracteristicas, en lo
que a la propagacion de ondas planas se refiere, podemos representerlo de forma
esquematica como la sucesién de un conjunto de capas superpuestas, lo
suficientemente delgadas para poder considerar que en cada una de ellas el indice de
refraccion es constante. La trayectoria descrita por una onda plana en un medio de
estas caracteristicas aparece representada en la figurasth2éeterminada pda
ley de Snell, la cual debe cumplirse en las superficies de separacion entre capas
contiguas. Considerandy, [I1en el borde inferior de la ionosfera, resulta

send, =n, sed, =n, sefh,=...

y asi, sucesivamente. Es decir, la cantidasenf permanece constante a lo largo
de la trayectoria y su valor viene determinado g&mg, . Teniendo en cuenta que el
indice de refraccion es cada vez menor a medida que la onda se adentra en la
ionosfera, el &ngulo de incidencia aumenta progresivamente al pasar de una capa a la
siguiente. El resultado es el que aparece en la figura 4.26a. Si en alguna de ellas se
cumple la condicion

n, <seng,

se produce la reflexion total de la onda, akseb, >1 (Fig. 4.26b).

Llamemos nyi, al valor minimo que toma el indice de refraccion en la
ionosfera. Este valor se alcanza donde la concentracién de electrones libres es
maxima (capa de Heaviside), de acuerdo con la relaciéon

N, = \/1— 80 57('\';);“&*

# Obsérvese que, para valores fle< /805N, , el indice de refraccion es una magnitud compleja.
En este caso, el medio se comporta como un conductor (ver seccion 3.4). Para valores de
f >,/805N, , nes una funcion real. En este caso, la ionosfera se comporta como un dieléctrico, con

la salvedad que es<1. Es éste uno de los pocos casos en que nos encontraremos con indices de
refraccion menores que la unidad.
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Por lo tanto, una onda electromagnética que penetre en la ionosfera con udangulo
en relacion a la vertical del suelo sufrira reflexion total si se cumple la condicién

serg, > Jl— 8057“\";)2”“’1IX

0, lo que es lo mismo

( < AJBOAN,) 1

cosh,

Segun este resultado y teniendo en cuenta que se cOapiest, < 1, una onda

cuya frecuencia sed <.,/805N,),., Sera devuelta a tierra por la ionosfera,
independientemente del angulo con el que llegue. Por el contrario, si es
f > /805N,) 1 /0089 , la onda se transmitira al espacio exterior. En este

ultimo caso, la ionosfera posibilita la comunicacion espacial (teniendo en cuenta que
el nimero de electrones libres varia entr® $A.0" por n?, la frecuencia empleada
debe ser mayor de 9MHz); en el primero, facilita la radiocomunicacion terrestre a
larga distancia (lo cual agradecieron enormemente los pioneros de la radio, que
rabajaban con transmisores de unos pocos kHz).

¢ ()

Fig. 4.26 (a)Deflexion sufrida por una onda plana al cruzar una sucesion de
capas homogéneas de indice de refraccién decreci@t€uando en alguno

de las capas se alcanza el valor del angulo critico se produce la reflexion total
de la onda y ésta es devuelta a tierra con el mismo angulo con el que entra.
Este sencillo modelo nos permite entender la propagacion ionosférica.

IS

e R

(b)

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 345

Ejemplo 4.6 Guias de onda dieléctricas

Al igual que ocurria con la reflexion en conductores, el fendmeno de la
reflexién total en dieléctricos puede aprovecharse también para la propagacion de
ondas electromagnéticos. Las guias de onda dieléctricas (las fibras Opticas en
particular) constituyen, con mucho, su principal aplicacién, al haberse erigido en una
pieza (de considerable importancia) dentro de la ingenieria contemporanea.

El principio de funcionamiento de una guia de onda dieléctrica como la que
muestra la figura 4.27 es muy similar al de las guias de paredes conductoras: para
gue se genere una onda estacionaria mixta en el interior de la guia, y que sea estable
en régimen permanente, debe producirse reflexion total en ambas paredes. Segun
hemos visto anteriormente, ello sélo puede ocurrir si el indice de refraccion del
medio interno es superior al del medio externo. Por otro lado, las sucesivas
reflexiones de la onda incidente producidas deben dar lugar a interferencias
constructivas. En una guia de paredes conductoras, ello ocurria cuando se cumplia la
condicion k,d = nvt. En este caso, la onda incidente, tras haber sido reflejada una

vez en cada pared y haber efectuado un recorrido completo de ida y vuelta, regresaba

al punto de partida con una diferencia de fase acumdad&® = e 2™ =1 con
respecto a la onda inicial, con lo que se afadia en fase a la primera, y asi,
sucesivamente.

En el caso de una guia dieléctrica, al des&$&" acumulado durante el

trayecto de ida y vuelta hay que afiadirle un término de fase dei_tifﬁd‘ (segun
se trate de incidencia perpendicular o paralela) para cada reflexién producida. El

— | 2k;,d-2] .
desfase total acumulado es, pues; " Woa y la condicién para que se produzcan
interferencias constructivas deviene

¢o,+ k,d=mm
de donde resulta
t9(@q, + k,d)=0
0, lo que es lo mismo

tg(k,d) =-t9@-)

Por consiguiente, en el interior de la guia se generaran Unicamente aquellas ondas
estacionarias o0 modos propios que cumplan esta Ultima condicién, conocida como
ecuacion de valores propios de la guia.
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Fig. 4.27 Guia de ondas simétrica, formada por una lamina
dieléctrica, recubierta en ambos lados por un dieléctrico de menor
indice de refraccién

Ejemplo 4.7 Propagacion de ondas en una fibra optica

Al igu dondeN, representa el numero de electrones libres por metro cubico
y fes la al que ocurre con las guias de onda dieléctricas, el fendmeno de la reflexién
total permite la propagacién de ondas guiadas en una fibra éptica. En ambos casos, el
principio es el mismo: un material dieléctrico de indice de refraccion determinado
(n., en la figura 4.28) se encuentra rodeado por otro de indice de refraccion inferior,
de valom,, de forma que un rayo que incide sobre la superficie de separacion entre
ambos, con un angulo respecto a la normal mayor que el angulo critico, sufre
reflexion total, lo que da lugar a la formacion de modos guiados en el interior de la
fibra. Debido a la geometria que presenta, los expresiones matematicas que se
obtienen para el campo electromagnético asociado a los modos guiados en una fibra
optica son mucho mas complejas que las obtenidas en el ejemplo anterior. Sin
embargo, el concepto de angulo critico nos permite realizar una estimacion sencilla
de como debemos introducir la luz en la fibra para conseguir el guiado de la misma
en su interior.

Si llamamo%, al angulo con respecto al eje de la fibra con el que la luz

incide en la seccion de entrada, tal como muestra la figura 4.28, el cono de
aceptacion de la fibra esta determinado por el rango de valofgspiga los cuales

el rayo incidente da lugar a la formacién de ondas guiadas. El valor maximo
permitido parasend, recibe el nombre dapertura numérica(N.A, del inglés

numerical aperturg Para hallar una expresion de la apertura numérica de la fibra,
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debemos relacionar los angul@s y 8, de la figura. La relacion en cuestion nos la
proporciona la ley de Snell. En la seccidon de entrada se verifica

13erd, = n, sed, = n/1- cdh,

donded, es el angulo complementario g. El valor maximo def, que permite la
reflexion total en el interior de la fibra corresponde a un valofdéual al del

angulo critico de la superficie de separacion entre el medio interno y la cubierta de la
fibra. En este caso, se cumple

n —
serg, = —= = co¥,
nC
— 2 2
=y — Ny

En las fibras oOpticas la diferencia de indices- n, suele ser pequefia. En tal caso,
podemos realizar la aproximacion

send, Onyv2A

n.—n . - .
dondeA = —<—2 es el incremento de indice relativo (normalmes#€l). En una
Ny

fibra tipica de silicio, por ejemplo, se tiene un incremento relakiwo0.01, con un

indice n, =146 en la cubierta. El valor que se obtiene, en este caso, para la apertura
numérica, esN. A=0.206, lo cual corresponde a un cono de aceptacién con
8, =119, que vendria a ser un valor tipico.

cono de
aceptacion

Fig. 4.28 Apertura numérica de una fibra Optica
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4.6 Incidencia sobre un buen conductor

En el capitulo 3 habiamos introducido el concepto de permitividad compleja para
representar el comportamiento electromagnético en régimen senoidal permanente de un
medio con una conductividad finita. El uso de permitividades complejas nos permite
extender el andlisis matematico empleado para el estudio de la incidencia de ondas planas
sobre medios dieléctricos ideales al caso de medios con pérdidas, como es, por ejemplo, un
conductor real. Por su interés practico, en la presente seccion consideraremos medios que
sean buenos conductores, centrandonos especialmente en los aspectos novedosos que
presenta su comportamiento en relacion al de un conductor perfecto, en lo que a la incidencia
de ondas planas se refiere.

En la seccion 3.4.3 habiamos definido un buen conductor como un medio en el que
la corriente de conduccion era mucho mayor que la corriente de desplazamiento o, lo que es
lo mismo, en el que se cumplia la condicion

g >> We,

En este caso, podiamos aproximar la permitividad compleja en régimen senoidal permanente
por

en-j g (4.149)
w

¢, Cuales son los aspectos novedosos a los que nos referiamos? Para empezar, la
asuncién de que el campo es nulo en el interior, tras la incidencia en la superficie de una
onda plana procedente de un dieléctrico ideal sin pérdidas, sélo es cierta en un conductor
perfecto. En un medio de conductividad finita debemos asumir, como si de un dieléctrico se
tratara, la formacion de una onda transmitida, ademas de la onda reflejada. Sin embargo, y a
diferencia de un dieléctrico ideal, el caracter complejo de la permitividad produce una
atenuacion en la amplitud de la onda transmitida, a medida que ésta se adentra en el
conductor. En la seccién 3.4.3 habiamos introducido el concepto de profundidad de
penetracién en un buen conductor, como un indicativo de la atenuacion sufrida por una onda
plana que se propagase a través de un medio estas caracteristicas. El estudio de la incidencia
de ondas planas sobre buenos conductores nos permitird abundar en este concepto.

Con este fin, procedamos a la obtencién de una expresion genérica para la onda
transmitida. La constante de propagacion de las ondas planas en un medio cuya permitividad
venia dada por (4.149) era, a su vez, una magnitud compleja de la forma

1-]
)

p

k=g-ja O
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donde el términod, = 2 recibia el nombre de profundidad de penetracién en el
\/ wuUo

conductor. Por consiguiente, el campo eléctrico asociado a la onda transmitida, en el caso de
incidencia normal, puede representarse mediante la siguiente expresion fasorial:

E.(d = E, e/ = | &%% &% (4.150)

donde hemos fijado, como de costumbre, los ejes de coordenadas de manera gde el eje
coincida con la direccion normal a la superficie. Tenemos, pues, que la amplitud de la onda
. , —iz/d . , .
transmitida se atenta en un face®r? », como consecuencia del caracter complejo de la
constante de propagacion. A una profundiddd.60,,, por ejemplo, la amplitud es sélo un

1% de la inicial. El términ@, es, pues, un indicativo de la profundidad a la que penetran en

el conductor los efectos electromagnéticos producidos por la incidencia de una onda plana
sobre la superficie y de ahi su hombre.

¢,Qué ocurre entonces si la onda incide oblicuamente sobre el conductor? Como
hemos dicho al principio, podemos extender las leyes que rigen el comportamiento de los
medios dieléctricos, en lo que a la incidencia de ondas planas se refiere, al caso de buenos
conductores, con la salvedad de que ahora aparecen magnitudes complejas. Asi, por ejemplo,
tanto las leyes de Snell como las ecuaciones de Fresnel siguen siendo vélidas. Bajo este
supuesto y fijando los ejes de coordenadas de forma que eMA@ooresponda al plano de
incidencia (Fig. 4.20), el vector de propagacion de la onda transmitida sera de la forma
IZt =k, (senf, y+ co#, z) Podriamos esperar entonces que la penetracion de la onda

transmitida fuera menor que si la incidencia es normal, ya que la componente normal se ve
reducida un factorcosf,. Sin embargo, en un buen conductor, esta reduccion es

despreciable. Para ponerlo de manifiesto, basta con expresar el téostinae la forma

2

2
cosh, = (- seh b, ¥? :él—% se?neig (4.151)

donde hemos aplicado la tercera ley de Snell. Si aplicamos ahora la aproximacién (4.149),
podemos expresar el segundo término de la raiz de la forma

k_lzz—wzl’llgl Djﬂﬁ
k> W’l,e, M, O
Como hemos dicho, en un buen conductor es, por definid®or> we,. Luego, si la

permitividad y la permeabilidad del dieléctrico de la region | no difieren mucho de las del
vacio, podemos considerar que se cumple la condicion
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L (4.152)
Hy O

y despreciar, sin mas, el términ,/k,)*serf 8, en (4.151), con lo que nos queda,
simplemente
cosf, =1 (4.153)

independientemente del valor que tome el angulo de incidéncibeniendo en cuenta este
resultado, junto con la tercera ley de Snell, la expresion genérica de la onda transmitida
gueda de la forma

E, (F) = Ep e ®™ O E /(2 elasety (4.154)

donde el términoEt(z) corresponde a la expresion (4.150), obtenida para incidencia
normal.

Es decir, con independencia de cdmo llegue a la superficie la onda incidente, en el
caso de incidencia oblicua la onda transmitida penetra en el conductor con unéargijo
esto es, segun la direccion normal, y se atenta del mismo modo en que lo hace en el caso de
incidencia normal. El concepto de profundidad de penetraesdnalido entonces para
cualquier angulo de incidencia Por otro lado, la presencia del térmigo*:*™ Y en
(4.154) indica que existe una propagacién de la fase de la onda en la dirfgceisto es,

paralelamente a la superficie del conductor. De hecho, sélo la propagaci$nsera
relevante, puesto que la fuerte disminucion de amplitud en la dire¢cidmpide una

propagacion efectiva en esa direccion, a pesar del térenifié® . Podemos considerar,

pues, que la onda transmitida se propaga en el interior del conductor concentrada en una
region proxima a la superficie y paralelamente a ella. Este fenédmeno recibe el nombre de
efecto peliculao efecto skin

., . - —~27/9,
Por otro lado, la atenuacién de la amplitud de la onda transmitida en unddctor
conlleva una disminucién en el flujo de potencia a medida que ésta penetra en el conductor.

Teniendo en cuenta que el término de fas&**™Y no afecta al flujo de potencia asociado
a la onda transmitida, su densidad media viene dada por

%0 Siempre, claro esta, que se cumpla la condicién de buen condmeters,. A frecuencias

Opticas, por ejemplo, podria no ser cierto, ya que un buen conductor puede dejar desedarsiy
elevada.

31 Esta expresion se obtiene a partir de la expresién genérica para el valor medio del vector de

: - . =1 T - R A .
Poynting en régime senoidal permanenlfg,:ERe{E x HD] , conH==kx E, y teniendo en
n
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donde hemos utilizado la aproximacion

n, 0 = 5 L gima (4.155)

aép oo b

Luego, la densidad media de potencia que penetra en el conductor a través de su superficie
viene dada por

_ 00, - 2
|H(z= 0)|coset DT| E0t| (4.156)
al ser, como hemos vist®, =0. Este flujo disminuye en un facter 7% a medida que la
onda transmitida se adentra en el conductor, tendiendo a cero en et limite,

¢, Qué ocurre entonces con la potencia perdida por la onda? Un sencillo calculo nos
permite comprobar que ha sido absorbida por el conductor, en forma de pérdidas éhmicas.
Para ello, basta obtener la potencia media disipada por unidad de volumen por una corriente

de tipo 6hmico § = oE ). En régimen senoidal permanente, esta potencia viene dada por
==\ _1 = =0 _ O0|=2
ui(3E)=yroee]= g8

Integrando esta expresion en todo el volumen ocupado por el conductor, obtenemos la
potencia total disipada por la onda transmitida

W, = [ 2R av=[ 2| & € av

ConsiderandodV = dSdz donde dS corresponde a un elemento de la superficie del
conductor, resulta

_0|= 2°°—22/5p _Uép* 2

W, —E|E0t| [, e d{SdST| B s (4.157)

cuenta que la impendancia intrinseca en un buen conductor es una magnitud compleja. Dicho caracter
se traduce, por otro lado, en un desfasaje entre los campos eléctrico y magnético de la onda

transmitida, de valor/4, segun la expresion (4.155).
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dondeS representa la superficie total del conduét@omparando las expresiones (4.156) y
(4.157), vemos que la potencia disipada en el conductor se corresponde exactamente con la
potencia que penetra a través de su superficie, tal como esperabamos.

Una vez que hemos analizado lo que ocurre en el interior del conductor cuando
incide una onda plana sobre su superficie, veamos qué sucede en el dieléctrico. Para ello
podemos calcular los campos eléctrico y magnético asociados a la onda reflejada, aplicando
las ecuaciones de Fresnel obtenidas para incidencia sobre dieléctricos, pero teniendo en
cuenta que, segun la expresion (4.155), la impedapcidel segundo medio es ahora una

magnitud compleja. Para una onda incidente con el vé&ctpolarizado perpendicularmente
al plano de incidencia se cumple, si aplicamos la aproximacion (4.153)

” 'chosei -1
. Drlz co i '71 - r’l (4158)

’72 CO§i +nl rlizcose_ +1

M
Por otro lado, segun (4.155), se verifica
2
Mo gs 1 g G e e (4.159)
M a0, Ly, o U

Teniendo en cuenta, de nuevo, la condiciébn (4.152), podemos despreciar, en una
aproximacion de primer orden, los términos agyyn, en (4.158F, con lo que resulta

p; U-1. Del mismo modo, para una onda incidente con el ve®orpolarizado
paralelamente al plano de incidencia, obtenerpp§]-1. Es decir, podemos considerar, en
una primera aproximacion, gue un buen conductor se comporta, en lo que a la reflexién se

o L W, 1
%2 |a potencia disipada en el conductor puede expresarse también de Ia—ébrfmg Rs| I|2

1
dondeV\{,/S es la potencia disipada por unidad de superficie del condua‘soﬁ7 es la
o]
p
resistencia superficial del conductor, definida en la seccién 3.4.8epresenta la intensidad de
corriente que atraviesa una seccion del conductor de longitud infinita en profundidad y anchura
unidad, perpendicular a la superficie y a la direccién del campo eléctrico (ver seccién 3.4.3.).

33 Utilizando los valores del ejemplo 3.4 para el cobre, tenemos, para una incidencia desde el vacio

con una frecuencia situada en el rango de las microondas (por ejemplo, 1*)%{42)1,0‘4 I
n
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refiere, como un conductor perfecto. Luego, en ambos casos se forman en el dieléctrico
ondas estacionarias mixtas, cuya fase se propagara paralelamente a la superficie del
conductor con una velocidad= w/ksenf, y cuyos campos vendran dados por (4.78) y

(4.79), en el caso de polarizacion perpendicular, y por (4.80) y (4.81), en el caso de
polarizacién paralela al plano de incidencia.

La aproximacion de primer orden para la onda reflejada, sin embargo, no tiene en
cuenta aspectos tales como la disipacion de potencia en el conductor, producida por las
corrientes de tipo 6hmico que induce la onda transmitida. Las expresiones

P, =1+ 2& cosf (4.160a) p =1+ 2&i (4.160Db)
’ no | 1, Cosh
=22 o (4.161a) r =2 (4.161b)
O i . I .
M M

obtenidas considerando los términos de orden inmediatamente superior en el desarrollo en
serie de potencias dg, /1, de las ecuaciones de Fresnel si son compatibles con el principio

de conservacion de la energia.

Una vez obtenidas las expresiones (4.161a) y (4.161b) para el coeficiente de
transmisién en un buen conductor, podemos determinar qué fraccion de la potencia que
incide sobre la superficie, aportada por la onda incidente, se disipa en su interior por efecto
Joule. La fraccién de potencia que se disipa viene dada directamente por la transmitividad de
la superficie, ya que, segun hemos visto anteriormente, la potencia total disipada coincide
con la potencia que penetra a través de su superficie. La transmitividad se obtiene facilmente
de la forma

. 00, 2 2
- _R@=0jcos  —PITIE[ osn,

2

= = T

|'5i(Z:0)|0059. i|E0i|zcos1t9I 2C059i|
2n,

donde hemos utilizado la relacién (4.156). Segun este resultado y las expresiones (4.159) y
(4.161), para ambas polarizaciones la transmitividad es una funcion de la forma

-

y tiende a cero, légicamente, para conductores perfectos.
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) . 2
En el caso de un buen conductor, aunque el terr(mzq/a)]/ toma valores

realmente pequefios=(L0*en el cobre para frecuencias del orden de 10GHz), la potencia
total disipada puede ser apreciable si la superficie del conductor es lo suficientemente grande
y la onda incidente lo suficientemente intensa.

Ejemplo 4.8 Comunicacion submarina

El caracter conductor del agua salada dificulta enormemente la
comunicacion submarina. Si la sefial se emite desde una estacion terrestre, por
ejemplo, la intensidad de la onda que llega a un receptor sumergido depende
fundamentalmente de dos parametros: la transmitividad en la superficie del mar y la
profundidad de penetracién, los cuales, como hemos visto, dependen de la frecuencia
empleada. Por un lado, la transmitividad aumenta con la raiz de la frecuencia; por el
otro, la profundidad de penetracion disminuye con dicha raiz. De ambos efectos,
predomina éste Ultimo, ya que la profundidad de penetracion afecta
exponencialmente la atenuacion que sufre la onda en el agua. Asi, por ejemplo, a una
frecuenciaf = 1 MHz, la profundidad de penetracionds= 0.22m™, lo cual quiere

decir que a una profundidad de 1 m sdlo llega un 1% de la potencia transmitida en la
superficie. A una frecuencid = 10 kHz, la profundidad de penetracién toma un
valor(S,O =2.25m™, con lo que se obtiene la misma situacion a una profundidad de

10 m por debajo de la superficie. Para mantener una comunicacién eficiente con un

barco submarino seria necesario emplear frecuencias demasiado bajas o potencias
demasiado elevadas, lo que la imposibilita en la practica, excepto cuando éste se
encuentra en la superficie.

4.7 Incidencia normal en multicapas

Existe un elevado nimero de dispositivos practicos que utilizan las propiedades de la
incidencia de ondas planas sobre medios dieléctricos. En algunas de estas aplicaciones, como
los recubrimientos antirreflectantes, los filtros interferenciales o los Df&rilbuted
feedback lasejsintervienen estructuras denominadasticapas dieléctricas.

Una capa multiple o multicapa dieléctrica es, en esencia, un conjunto de laminas
dieléctricas paralelas, dispuestas sucesivamente. Hasta ahora nos hemos limitado al andlisis
de los fendémenos producidos como consecuencia de la incidencia de una onda plana sobre la
superficie de separacion entre dos medios distintos. Cuando uno de ellos era un conductor
perfecto, aparecia una onda reflejada hacia el primer medio, como consecuencia de la
interaccion entre el campo de la onda incidente y las cargas presentes en el conductor.
Cuando ambos medios eran dieléctricos aparecia, ademas, una onda transmitida hacia el
segundo medio. La cuestion es ¢qué ocurre ahora al afiadir mas discontinuidades en el
recorrido de las ondas?
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Logicamente, debemos esperar que se generen ondas reflejadas y ondas transmitidas
en cada una de las distintas discontinuidades que encuentre a su paso la onda incidente. Para
ilustrar el fenbmeno, tomemos la situacion mas sencilla de reflexiébn mdaltiple, con tres
medios diferentes y dos superficies de separacion. En el ejemplo de la figura 4.29a, estas
superficies aparecen situadas 2a—d y en z=0. Tal como hemos visto en la seccién
4.3.1, tras la incidencia de una onda plana en la primera de ellas, aparecerdn una onda
reflejada hacia el medio que forma la region | y una onda transmitida hacia la regién II,

representadas en la figura por sus vectores de propagacion corresponﬁj@rueﬁ,z. Al

incidir ésta ultima sobre la superficie situadazn0, se generaran una onda transmitida
hacia la regién Ill y una segunda onda reflejada, representadas por los vectores de

propagaciérizt3 y IZ,Z, respectivamente. Esta segunda onda reflejada, a su vez, incidira en la
superficiez=-d, dando lugar a la aparicion de las onﬁgsy IZ;Z y asi, sucesivamente.

€ | € : € | s
Hy €y ) Hy €&, Ha€s L€, [,0E, TR
k. |~ ‘ : :
— Ky P L _
| — - + +
- t2 3 K. k; 2 -
krlv i~ T : 3
Dk, o 1 -
kr2 3 - -—
-~ - -
ktll? k1 : 2
Lk, i :
z=-d z=0 z=-d 2=0
€)) (b)

Fig. 4.29 (a)Incidencia en multicapas dieléctricas. En los medios
intermedios aparecen mudltiples ondas reflejadés. Situacion final
(estacionaria) tras las multiples reflexiones y transmisiones

Por consiguiente, este proceso de reflexiones multiples se aepitdinitum No
obstantedentro de cada region podemos aplicar el principio de superposicion a todas las
ondas que viajan en la misma direcci@on lo que se obtiene la situacion final de la figura
4.29b, en la que tenemos una onda progresiva y una onda regresiva en cada una de ellas,
excepto en la UltintA Como siempre, las condiciones de contorno que deben cumplir las

3 Si afladiéramos una discontinuidad en el otro extremo de la regién Il apareceria una onda regresiva
también en esta region.
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componentes tangenciales del campo total en las superficies situazlas-dny z=0 nos
permiten relacionar las distintas amplitudes entre si.

4.7.1 Impedancia de onda generalizada

La obtencion de estas relaciones no es excesivamente complicada, en este caso
concreto (al final del capitulo aparece propuesta como ejefticiahora bien, la
complejidad aumenta ostensiblemente si tomamos un namero de capas mayor. Por fortuna,
existe una forma mucho mas simple y elegante de resolver problemas como el planteado en
la figura 4.29. El procedimiento en cuestion se basa en la extensiéon del concepto de
impedancia intrinseca de un medio material, definido en el capitulo 3 a partir de la relacién
entre el campo eléctrico y el campo magnético de una onda plana uniforme, a una situacion
genérica en la que existe en el medio una onda o suma de ondas planas cualesquiera. Desde
este punto de vista, la reflexion de parte de la potencia al variar las caracteristicas del medio
(por ejemplo, en la superficie de separacion entre dos dieléctricos distintos) se relaciona con
un cambio de impedancia de la onda. Veamoslo.

En el caso mas general, podemos definimlgedancia de ondeomo sigue:

E (4.162)
H j

FormalmenteZ seria una matriz cuyos elemeni@s relacionan la componentesima del

campo eléctrico con la compone&sima del campo magnético de la onda. En las ondas de

tipo TEM (transversal electromagnético) los camfbsy H tienen ambos una (nica
componente, perpendicular a la direccion de propagacion (de ahi el nombre de ondas TEM).
En este caso, la impedancia de onda se reduce a un escalar, definido por

Z=()—t (4.163)

% Por ejemplo, las expresiones que relacionan entre si las amplitudes de IaEZGndlézs_ y IZ3+

son, justamente, (4.43) y (4.44), ya que la situacion que se produce en la superficie sinmdaden
idéntica a la planteada en la seccion 4.3.1 (Fig. 4.12). Dichas expresiones, sin embargo, no son
validas en la superficie situada e —d, donde nos enfrentamos a siacion distinta, en la que

inciden a la vez dos ondas planas desde direcciones op(isatficadas por los vectorel—sl+ y

IZZ_ en la figura 4.29b). En este caso habra que resolver el problema desde el principio, es decir,

partiendo de las condiciones de contorno (4.29) y (4.30) para las componentes tangenciales del
campo.
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donde el subindice se refiere a las componentes transversales del campo. El signo de la
expresion debe escogerse arbitrariamente de forma que, para el caso de una onda plana
uniforme, coincida con la impedancia intrinseca del medio, con signo positivo.

Ejemplo 4.9 Algunos ejemplos de calculo de impedancia de onda
Veamos a continuacion qué expresiones se obtienen para los distintos tipos de ondas
vistos en este capitulo

(a) Onda plana uniforme

En el caso de una onda plana que se propaga en la dirégaion el campo
eléctrico polarizado linealmente en la direccign las expresiones fasoriales del

campo son de la forma

E(F) = E,e ¥ H(F) = ~Eo gy
n

dondek representa la constante de propagacidm Ya impedancia intrinseca del
medio en el que se propaga la onda. Sustituyendo estas expresiones en (4.163),

obtenemos
E, Eoe_jkZ
Z=——2=———__=n (4.164)
He  _EBogik
n

Es decir, la impedancia de una onda plana uniforme es justamente la impedancia
intrinseca del medio en el que se propaga, tal como hemos impuesto al principio.

(b) Onda plana estacionaria
En la seccion 4.2.1 habiamos obtenido las siguientes expresiones para el

campo total que resulta de la incidencia normal de una onda plana como la del caso
(a) sobre la superficie de un conductor perfecto

E(2 =-2 |y E, senkz H(2) = 250 fcoskz
n
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Luego, la impedancia de una onda estacionaria resulta ser

E :
Z:—H—y:—mtgkz (4.165)

(c) Onda parcialmente estacionaria

Cuando la onda plana uniforme del caso (a) incidia normalmente sobre la
superficie de separacion entre dos dieléctricos se formaba en el primer medio una
onda parcialmente estacionaria, cuyas componentes transversales del campo eran de
la forma

E,(2= EO(Z josenk z+ 1 éjklz) H (2) = E(chosklz— Te—jklz)

1

donde los coeficientep y 1 vienen dados por (4.43) y (4.44). En este caso y tras

algunas simplificaciones, se obtiene la siguiente expresiéon para la impedancia de
onda en el medio I:

- .
z=-"% = o= IOk (4.166)
H, M~ N, tgkyz

4.7.2 Coeficiente de reflexion generalizado

El concepto de impedancia de onda es de gran utilidad en el estudio de situaciones

en las que aparecen reflexiones multiples, siempre que la incidencia sea normal y las ondas
sean de tipo TERM. Como hemos dicho anteriormente, podemos entender el fenémeno de la
reflexién en relacién con las variaciones de la impedancia de onda a lo largo de la direccion
de propagacion. Para ponerlo de manifiesto, consideremos un medio cualquiera, de
impedancia intrinsecg . Supongamos que a través de este medio viajan dos ondas planas

uniformes, segun las direccionés= 2 y k =-2. Llamemos onda progresiva a la primera

de estas ondas y onda regresiva a la segunda. Asumiendo que la onda regresiva aparece en el
medio como consecuencia de la reflexion, ya sea total o parcial, de la onda progresiva en
algun punto del eje de propagacion, podemos defitinaficiente de reflexion generalizado

como sigue:

% En realidad, con ello entramos en la teoria general dséss de transmisigraunque su estudio
detallado escapa al proposito de este libro.
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E" (2
E*(2

() = (4.167)

donde E*(2) es el campo eléctrico asociado a la onda progresifa (z) es el campo

eléctrico asociado a la onda regresiva. Al ser ambas, ondas planas uniformes, podemos
expresar (z) de la forma

r=0 =B g (4.168)

La expresion (4.168) es aplicable a cualquier punto del eje de propagacion. Expresa
gue el coeficiente de reflexidbn generalizado, mientras permanezcamos en un mismo medio,
es una funcién continua dequesolo variara en fase. Para que se produzcan variaciones en
el médulo debe haber necesariamente un cambio de medio. Para cada medio distinto,
debemos recalculdr(z) en funcidn de las ondas presentes en él.

En la préactica, resulta conveniente referir el coeficiente de reflexion a un punto
concreto (por ejemplo, la superficie de separacion entre dos medios). Llamgmasste

punto. Segun (4.168), el valdy que toma el coeficiente de reflexion By es

+

Mo =T(2) = S e’
Eo

lo que nos permite reescribir dicha expresion de la f8rma
M(2) =T (z)&*=? (4.169)
Esta ultima expresion nos permite “trasladar” el valgy, obtenido para el

coeficiente de reflexion en una superficicie situada en el @ang,, a cualquier punto del

espacio donde nos interese hallar la relacién entre los campos eléctricos de las ondas
progresiva y regresiva.

37 Una expresion de este tipo debe ser necesariamente cierta mientras no se produzcan variaciones en
el medio. Nos dice que el valor del coeficiente de reflexiéon generalizado no puede cambiar en
amplitud, sino solamente en su fase, dentro de un mismo medio. Las variaciones en amplitud se deben
a cambios de medio.
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Relacién entre impedancia de onda y coeficiente de reflexion

Una vez definido el coeficiente de reflexion generalizado, s6lo nos queda determinar
la relacion existente entre éste y la impedancia de onda generalizada. Aplicando la definicién
(4.163) para la impedancia de onda al caso considerado en el que tenemos una componente
progresiva y una componente regresiva obtenemos la expresion

E'@+E (9

ST

(4.170)
en la que la relacion entre los cam@®5(2) y E™(2) se obtiene directamente a partir del
coeficiente de reflexién generalizado. La relacién entre los campos magnétic(s, y
H™(2), asociados, respectivamente, a las ondas progresiva y regresiva se obtiene como
sigue
N B, 1,
H =—(-2)xE =—-—2x(TE)=-T H
n n
Por consiguiente, podemos expresar (4.171) de la forma

_E'@+TQQE(}_E'(Q1+T(d
H'(9-T(dH (3 H'(91-T(D
1+ (2
1-T(2

Z(2)

(4.171)

ya queE* (2 y H"(2) corresponden a una onda plana uniforme que viaja en la direccion
positiva del ej&.

Esta ultima expresion, junto con (4.169), nos permite conocer la impedancia de onda
en todos los puntos de un medio cualquiera si conocemos el valor del coeficiente de
reflexion en un punto concreto del medio en cuestion.

La relacion inversa correspondiente, obtenida despejafzjoen (4.171), es

_Z(2-n
r(2 “Z(2+n (4.172)

Aungue en apariencia las expresiones (4.171) y (4.172) representan las dos caras de
la misma moneda, existe una diferencia fundamental entre ambas. Por un lado, como hemos
dicho anteriormentd); (z) es una funcion continugdentro de un mismo medin el paso de

un medio a otro, en cambio, presenta discontinuidades en la superficies de separacion. La
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impedancia de onda generalizadéz) , por el contrariogs una funcién continua siempre

Para ponerlo de manifiesto, volvamos a la definicion (4.163) para ondas planas. La razon de
esta continuidad hay que buscarla en la continuidad de las componentes tangenciales del
campo. Si recordamos las diversas situaciones estudiadas hasta ahora, podemos comprobar
gue en todos los casos el punto de partida eran las condiciones de contorno para las
componentes tangenciales, que debian ser continuas en la transicion entre dos medios
dieléctricod® (obviamente, debian serlo también dentro de un mismo medio). Desde este
punto de vista, el papel que desempefia la impedancia de onda generalizada consiste en
condensar las condiciones de contorno en una Unica expresion, de aplicacién general. En este
sentido, podemos decir que la presente seccidén constituye un compendio o culminacién de
todo lo visto en las secciones de la 4.1 a la 4.3.

Una vez obtenidas las expresiones (4.171) y (4.172), veamos a continuacion como
podemos aplicarlas a la resolucion de una situacion concreta. Para empezar, digamos que la
clave reside en lo que acabamos de comentar en el parrafo precedente: dentro de un mismo
medio, la continuidad de la funcidn(z) nos permite calcular en todo momento la relacion

entre las ondas progresiva y regresiva en el medio en cuestion; en las superficies de
separacion entre dos medios distintos, la continuidad de la fuA¢@nnos permite superar

las discontinuidades que aparecen lefz). De este modo, somos capaces de “saltar”
sucesivamente de un medio al siguiente.

Para ilustrar el procedimiento, volvamos al ejemplo planteado al principio de esta
seccion. Segun la figura 4.29b, en la regién Ill tenemos una onda plana uniforme. En esta
region, pues, la impedancia de onda coincide con la impedancia intrinseca del medio, segun
hemos visto en el ejemplo 4.9a&enemaos, por lo tanto

Z(2) =n, z>0

Segun (4.172) el coeficiente de reflexion en la superficie del medio, situaa@nes

_Z(0)-n, _ns—n, _
I, (0)= = =
() 2O +n, ny+m, 2

donde lo hemos denominado de este modo debido a la coincidencia que presenta con la
expresion (4.43), obtenida en la seccién 4.3.1. Esta coincidencia no es casual en modo
alguno, ya que la situacion en la superfizie 0 es idéntica a la planteada en la figura 4.12.
Empleando, a continuacion, las expresiones (4.169) y (4.171), obtenemos, en la regién
-d<z<0

% Por otro lado, la introduccién de la impedancia intrinseca compleja nos permite extender esta
continuidad al caso en que un medio (0 ambos a la vez) sea un conductor.
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1+7,(2) _1+ steZJKZZ

?1- (2 1- pzserkzz

Z(9=n

Multiplicando numerador y denominador p& *?* y descomponiendo los términos

exponenciales en senos y cosenos, resulta la expresion

N3 COK,Z— [N, Serk,z_ - N3~ N, tgk,z

- - -d<z<0
N, Cosk,z~ g serk,z 2 1, = jN5tgk,z

Z(2 =n,

para la impedancia de onda en la region Il. En este caso, la coincidencia se produce con la
expresion (4.166), obtenida para la onda estacionaria mixta del ejemplo 4.9c Este resultado
no debe sorprendernos, ya que la expresion utilizada para el coeficiente de reflexion es la
misma en ambos casos.

Pasemos ahora a la segunda superficie, situada=end. El valor que toma la
impedancia de onda en esta superficie, segun la expresion anterior es

ns; +jn,tgk.d

Z(-d)=n .
2 n, + jnstgk.d

El coeficiente de reflexion correspondiente se obtiene utilizando de nuevo la expresion
(4.172)
_Z(-d)-n, _ ’72(’73 +n, tgkzd) _’71(’72"' jn stgk zd)

r(=d)= = . .
| Z(=d) +n, nz(rla + antgkzd)+’71(f72+ matgkzd)

(4.173)

Conviene expresar, mediante el subindice correspondiente (I, Il o Ill) la region a la que
referimos el coeficiente de reflexién, ya que, como hemos dicho anteriormente, la funcion
I"(2) es discontinua en los puntos en los que se produce un cambio de medio.

Finalmente, utilizando otra vez las expresiones (4.169) y (4.171), obtendriamos la
expresion para la impedancia de onda en la regién I. En los sistemas en los que aparecen mas
de tres capas, debe repetirse este proceso de forma iterativa en las diversas capas, empezando
siempre por la ultima. Si ésta es un conductor perfecto, deberemosagmér) = 0 como

valor de partida.

Ejemplo 4.10 Recubrimientos antirreflectantes
Una aplicacion tipica de los sistemas de multicapas dieléctricas se encuentra

en la fabricacién de recubrimientos antirreflectantes para superficies épticas. Una
capa antirreflectante presenta un coeficiente de reflexion nulo para la incidencia de
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ondas planas a una cierta frecuencia. El caso mas sencillo es un sistema de tres capas
como el que acabamos de analizar, en el que la capa intermedia (la capa Il) se
introduce a modo de recubrimiento para evitar la reflexibn que se produciria si las
capas | y Il estuviesen en contacto directo. En este easien dos situaciones
distintas para las que se que se cumple la condicion de reflexionnutad) =0,

las cuales se obtienen a partir de la expresion (4.173) (es preferible, sin embargo,
multiplicar previamente numerador y denominador posk,d). En la primera, la

condicion de reflexién nula se obtiene cuando se verifica
N =n, d=m—=

con m entero (la obtencién de este resultado aparece propuesta como ejercicio al
final del capitulo). Sin embargo, un sistema de estas caracteristicas no es viable
como recubrimiento antirreflectante. En un sistema tipigorepresenta el medio

sobre el que se aplica el recubrimiento, mientragjgera, mayormente, el aire o

un gas, o bien una solucién liquida, por lo que tendran valores distintos. Por fortuna,
en la segunda situacion de reflexion nula, se verifica, simultaneamente

A
N, =~+M"s d:(2m+DTZ

(dondem puede ser un numero entero cualquiera), lo que permite que pueda ser
aplicada como recubrimiento antirreflectante.

Del resultado anterior se deduce que un recubrimiento es totalmente
antirreflectante Unicamente para una determinada longitud de onda. En general, el
coeficiente de reflexion generalizado es una funcion que depende de la longitud de
onda empleada (ver, por ejemplo, la expresion (4.173), aplicable a un recubrimiento
de una capa). Si se trabaja con ondas no monocromaticas, es necesario emplear
recubrimientos de mas de una capa. Un procedimiento empleado habitualmente,
aunque su justificacion exigiria un analisis detallado, consiste en afiadir al conjunto
capas de grosoA/2 para la longitud de onda dptima. Cada una de estas capas

aumenta el orden de la funcidi(A) y hace que el nulo sea mas pronunciado en la
longitud de onda de interés. De este modo se consigue una respu@statanto

mas plana cuanto mayor es el nimero de capas introducidas. En la figura 4.30
aparece la funcion correspondiente a sistema tipico de cuatro capas.
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Fig. 4.30 Respuestd (A) para un recubrimiento tipico de dos capas

PROBLEMAS - CAPITULO 4

1. Una onda plana que se propaga en el vacio tiene su campo eléctrico asociado en la forma:
Sy o sy Koz
E(F) = Eg(X+ j9)e ™

a) Escriba la direccion de propagacion, el tipo de polarizacion y su sentido de giro.
b) Sila amplitud e&, = 1 V/m calcule la potencia media transportada por la onda.

La onda incide sobre un plano conductor perfecto, situado en los puntos x=z (Fig. 1).

c) Calcule el fasor del campo reflejado. X
¢, Qué tipo de polarizacion tiene?

d) Escriba la expresion del campo total
existente en todo el espacio.

e) Calcule el vector medio de Poynting y Z
justifiqgue ese resultado.

f) En un plano paralelo a la superficie del
conductor y a una distancia de 1 m la
componentey del campo total se cancela.
Sabiendo que esa es la distancia minima a la
gue esto ocurre, ¢cudl es la frecuencia de la
onda?

\ 4

Fig. 1

2. Calcule los coeficientes de reflexion, en los casos de polarizacion paralela y perpendicular al plano
de incidencia, para una onda plana uniforme que incide desde el aire eg=8liay( en parafina
(e,=2). Dibuje en una gréfica los resultados obtenidos.
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3. Demuestre que cuando una onda plana con polarizacion paralela incide con el angulo de Brewster
sobre una lamina plano-paralela de cierto grosor no se produce reflexion en ninguna de las dos
superficies.

Fig. 2

4. Una onda plana uniforme de frecuenfcia150 MHz cuyo fasor campo eléctrico se escribe en la
forma:

L O . 5/50 -
E (F) = Ey g(Zx— 2+ I yETexp(— jk 0OF)

incide oblicuamente desde un medio dieléctrico perfecto no magnético con indice de refriae@6n
sobre el espacio vacin,(= 1), tal como se muestra en la figura 3.

4

Fig. 3

a) Obtenga el valor de los angulos de incidencia y de refraccion.

b) Escriba las expresiones de los vectores de onda de las tres ondas: incidente, reflejada y
transmitida.

¢) ldentifique el tipo de polarizacién de la onda incidente.

d) Calcule el angulo de Brewster para una onda plana que incide desde el dieléctrico sobre
el vacio.

e) Calcule los coeficientes de reflexion y de transmision para esta situacion.
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f) Obtenga el fasor campo eléctrico de la onda transmitida.
g) ldentifique el tipo de polarizacién de las ondas reflejada y transmitida.
h) Calcule el valor del angulo critico para este problema.

5. Se ha medido el coeficiente de reflexion para una onda plana con polarizacion lineal que incide
desde un medio dieléctrico en la superficie de separacion con el aire, para diferentes angulos de
incidencia. Los resultados obtenidos se representan en las figura 4.

A la vista de la forma de esas gréaficas conteste a las siguientes cuestiones:

a) ¢ Cudl es la orientacion del campo eléctrico incidente?

b) Expliqgue la forma de las graficas en los tres intervalos de angulos que se pueden
distinguir: [0° - 35,269, [35,26° - 45°] y [45° - 90°].

c) ¢Cudl es el indice de refraccion del dieléctrico?

d) Calcule el valor del angulo de incidencia para el que el coeficiente de reflexion tiene una
fase dew2 rad.
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Fig. 4

6. Una onda electromagnética, con polarizacion lineal y perpendicular al plano de incidencia, de
frecuencia f = 300 MHz, viaja por un medio dieléctrico cuyo indice de refracciom ®4l,45, e

incide sobre la superficie de separacion con el aire. Al medir el campo eléctrico en el aire, en puntos
cercanos a la superficie de separacién, se comprueba que su amplitud se atenla emXa(fé;da

2).

a) ¢Con qué angulo respecto a la normal a la superficie dieléctrico-aire esta incidiendo la
onda?

b) Sila amplitud de la onda incidente fuese de 10 mV/m, ¢ cudl seria la densidad de potencia
reflejada hacia el dieléctrico?, ¢y la transmitida hacia el aire?

c) Escriba la expresién del campo eléctrico total en el dieléctrico en funcién del coeficiente
de reflexién (no es necesario que calcule éste explicitamente).
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4 Incidencia de ondas planas sobre medios materiales 367

d) ¢Se forman ondas estacionarias en el dieléctrico? ¢A qué distancia minima podemos
encontrar dos puntos en el dieléctrico en los que el fasor de campo eléctrico es nulo?, ¢en
qué direccién debe medirse esa distancia minima?

Z
n=1
Y
< ——
n=1,,45 K —
K, 3
Fig. 5

7. Una onda plana uniforme polarizada elipticamente incide desde el aire sobre un medio dieléctrico
de indice de refracciom (Fig.6). El fasor campo eléctrico de la onda incidente puede escribirse en la
forma:

= (1) = C(&, + pd*g) &kr

y se comprueba que la onda reflejada tiene polarizacién lineal, y la onda transmitida polarizacion
circular y sentido de giro a derechas (viendo alejarse la onda). Con esa informacién conteste a las
siguientes cuestiones:

a) Obtenga las expresiones plg deAd en funcién den.

b) Calcule la orientacion de los ejes de la elipse de polarizaciéon de la onda incidente
respecto a los ejes en los que se expresa la anhglall().

c) Sabiendo que la relacién axial de la elipse de polarizacion de la onda incid®#2, es
calcule el valor del indice de refraccién del dieléctrico.

AY

n,= 1 n

Fig. 6
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368 Campos electromagnéticos

8. Una onda plana uniforme incide con cierto angulo sobre un diedro de paredes conductoras, tal
como se muestra en la figura 7.

a) Escriba la expresién del vector de onda incidente.

b) Escriba la expresion del campo eléctrico de la onda incidente.

c) ¢Qué otras ondas son necesarias para describir formalmente la situacion? Escriba sus
vectores de onda y los fasores de sus campos eléctricos, en funciéon de la amplitud de la
onda incidente.

d) Obtenga las direcciones en que aparecen ondas estacionarias.

e) ¢Como cambiara la direccion de la radiacién emergente del diedro si recubrimos la pared
interna del diedro situada eF0 con una lamina dieléctrica de grosbre indice de
refraccionn?

AY

v

Fig. 7

9. Una onda plana incide normalmente sobre un lamina dieléctrica de indice de refraenidm
forma en que se muestra en la figura 8.

a) Calcule el minimo grosat (distinto de cero) para el que no se produce reflexion hacia el
aire.

b) Si la relacion de onda estacionaria en el dieléctrico toma el valor 2 ¢cual es el indice de
refraccion de la lamina?

A
d
<>
n=1 n n=1
———————————— oO—— P
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z=-d 2=0 Fig. 8
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