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Segun se vio con detalle en el capitulo 2, las ecuaciones de Maxwell son la expresién
matematica de las leyes que gobiernan el comportamiento espacio-temporal de los campos
electromagnéticos:

~_ 08
Oxg=——
ot
O@D=p
O@ =0
DXﬁZ: +a_D
at
con
D=¢g,E+P (3.1a)
=23 7 (3.1b)

Utilizandolas, junto con la definicion del campo electromagnético, en la expresion
del trabajo realizado por éste sobre una distribucion de carga eléctrica, se deduce el teorema

de Poynting, que proporciona expresiones para la densidad volimica de energia almacenada
en el campo eléctri¢o

1. -
%, =-DLE
2
y en el campo magnéti¢o
u =1F%
2

! cuando el medio es lineal.
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202 Campos electromagnéticos

asi como para la densidad y el sentido del flujo de potencia asociada al campo
P=ExF (3.2)

donde? recibe el nombre de vector de Poynting instantaneo.

Las ecuaciones de Maxwell predicen la existencia de distribuciones espaciales de
campo que se propagan, lo que se conoce como ondas electromagnéticas; el teorema de
Poynting permite determinar el flujo de potencia asociado a la onda. La verificacion
experimental por Hertz, en 1888, de la existencia de las ondas electromagnéticas, completo
la verificacion de la validez de las ecuaciones de Maxwell.

Las ondas electromagnéticas juegan un papel fundamental en el mundo fisico y
ocupan un lugar central en la ingenieria y, en particular, en las ingenierias electronica y de
telecomunicacion; la luz y el calor del sol nos llegan mediante ondas electromagnéticas; la
potencia asociada a las ondas electromagnéticas se utiliza en ingenieria como vehiculo para
transmitir informacion a distancia: radio, televisién, comunicaciones por satélite, telefonia
movil son algunos ejemplos donde la utilizacion de las ondas electromagnéticas es evidente.
Pero las ondas no solo se utilizan cuando no existe un “tendido” material de un punto a otro.
En las lineas telegraficas y telefénicas suficientemente largas es imposible soslayar los
fendmenos ondulatorios y, desde finales del siglo XIX, las ecuaciones que rigen el
comportamiento de las ondas guiadas por lineas de transmisién se conocen, con cierta dosis
de familiaridad, como “ecuaciones de los telegrafistas”; en las grandes instalaciones de
comunicaciones por satélite se utilizan guias de onda conductoras huecas para llevar la
energia desde los equipos de emision hasta la antena emisora y desde la antena receptora a
los equipos de recepcion; mediante guias de onda dieléctricas (fibras Opticas) se conducen
las ondas electromagnéticas en el infrarrojo cercano que portan la informacion en los
sistemas que forman la espina dorsal de los sistemas de comunicaciones terrestres modernos.

Por razones didacticas, en este capitulo nos cefiiremos al estudio de ondas
electromagnéticas que se propagan libremente en un medio homogéneo, y aun a un tipo de
onda particular, pero de gran importancia en la practica, conocido como onda plana
uniforme. En el capitulo 4 se introduciran los principios fundamentales del guiado de ondas
y en el capitulo 5 se presentaran en detalle los métodos de andlisis de sistemas de guiado
reales.
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3.1 Ecuacion de onda

Consideremos una region del espacio en la que no haya fuentes primarias (cargas y
corrientes) de los campog =0, #=0. En esa region las ecuaciones de Maxwell se
simplifican a

(3.3)

Este sistema de ecuaciones diferenciales permite apreciar de manera cualitativa el
origen de las ondas electromagnéticas: un ca&pen la primera de las ecuaciones (3.3) da

lugar, en general, a un camyﬁ) variable; éste, a través de la relacion constitutiva (3.1a)
supone un camp@ variable, que, a su vez, produce un calﬁpo/ariable segun la uUltima
de las ecuaciones (3.3); el camﬁo variable supone, segun la relacién constitutiva (3.1b),
un campo‘{s; variable, y asi sucesivamente.

Volvamos ahora al caso general en que en la zona del espacio considerada pueda

haber cargas y corrientes, pero consideremos el caso simplificado, pero que se encuentra
muy a menudo en la practica, de que el medio sea lineal; entonces

D

€&
U#

(3.4)

0,
I

Si ademas el medio es isotrop®, y U son escalares y, si es homogéneo, no

dependen de las coordenadas espaciales. Bajo esas suposiciones, que se cumplen en muchos
medios de interés practico, las ecuaciones de Maxwell se reducen a:

- 0%
OxXg=—-yu—
E="H5

(3.5)
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204 Campos electromagnéticos

Es de notar que, mientras que desde un punto de vista fisico los campos
fundamentales so y £, en una situacion como la que se estd considerando existe un
paralelismo matematico enti y # , como lo muestra el sistema de ecuaciones anterior
sobre todo en regiones donge=0 vy ﬁ=0. La técnica para resolver el sistema de

ecuaciones anterior consiste en reducir el numero de ecuaciones diferenciales aunque sea a
costa de aumentar el orden de las derivadas. Por ejemplo, tomando el rotacional de ambos
miembros de la primera ecuacion, se tiene

DXDX§:-M%DX'§/ (3.6)
Teniendo en cuenta que
Dx0x€ =0(0E)-0% (3.7)
. = _p -~ - 0E .
y que, segun 35L1[E=—y Ux# =74 +£a—t, la expresion (3.6) se reduce a
£
- 0% _ 0 1

0% - pe =pu—2+=0 3.8

H a2 llat . P (3.8)

donde se ha definido la “laplacianalel vector€ comd
2 — $M12 o2 512
O°e=x0%€, +yao°g, +20°¢g, (3.9)

La expresion basica (3.8) es, desde el punto de vista matematico, una ecuacion de

onda vectorial — porque la variable dependiefites un vector — tridimensional — porque,
en general, el operador laplaciana supone derivadas respecto de las tres coordenadas
espaciales. Si se toma el rotacional de ambos miembros de la cuarta ecuaciéon en (3.5) se

llega a una ecuacion de onda similar pga

0°% .
=[x

0°% — ue

! Estrictamente, la laplaciana es un operador escalar. El significado del oplzadqniicado aun

vector se da en la expresion (3.9).

2 La definicién (3.9) no se puede generalizar para el empleo de componentes del vector que no sean

las de las coordenadas cartesianas. En cambio, puede utilizarse cualquier tipo de coordenadas para
expresar las componentes cartesianas del vector y para evaluar las laplacianas que actdan sobre ellas.
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A la vista de estas expresiones, esta claro que la solucién de la ecuacién de onda
dependera de la distribucion de cargas y corrientes que dan origen al campo, y también de las
condiciones de contorno que deban satisfacer los campos en los limites entre regiones
homogéneas. La forma matematica de la solucién (pero no la situacion fisica que describe)
también puede depender del sistema de coordenadas utilizado, que, a su vez, se elegira de
acuerdo con la geometria de la situacion que se esté estudiando. En este capitulo nos
limitaremos al estudio del caso particular de las llamadas ondas planas uniformes. En el
capitulo 5 se veran diversos tipos de ondas planas no uniformes, en relacion con sistemas de
guia de onda. En el capitulo 6, al introducir el fendbmeno de radiacién, se veran formas
aproximadas de ondas esféricas.

3.1.1 Ondas planas uniformes con dependencia espacio-temporal arbitraria

Consideremos de nuevo que estamos estudiando el campo electromagnético en una
region desprovista de fuentes primarias. En esa region los campos obedecen a las ecuaciones

(3.3) y las ecuaciones de onda&ey de # se vuelven homogéneas, es decir, desaparecen

los términos independientes o de fuerza. Notese que la situacién que se esta considerando es
mas comun de lo que a primera vista pudiera parecer: las fuentes — cargas y corrientes — que
dan lugar al campo ocupan un volumen limitado, y fuera de él, si el medio es lineal, isétropo

y homogéneo, los campos obedecen a las ecuaciones (3.3) y a las ecuaciones de onda
homogéneas

.
Dzé—ue‘&tf =0 (3.10 a)
0z, O°F _

0%% - ue e =0 (3.10 b)

gue de ellas se deducen. Ademas, el estudio de cierto tipo particular de solucién para estas
ecuaciones nos permitira describir de manera ilustrativa y sencilla el fenémeno fundamental
— la aparicion de ondas electromagnéticas — que se quiere poner de manifiesto.

Como las dos ecuaciones de onda anteriores estan matematicamente desacopladas
(en cada una de ellas sdélo aparece una variable dependiente), en principio podemos estudiar
su solucién por separado. Nos concentraremos para empezar en la ecuaciéon de onda del
campo eléctrico, aunque nada impediria comenzar con la del campo magnético. Para hacer
aln mas sencilla la matematica y que ésta no oscurezca el aspecto fisico que se pretende
resaltar, efectuaremos una hip6tesis simplificadora mas, a saber: que del examen de las
condiciones de contorno que tiene que cumplir la solucién matematica de (3.10) para que
adquiera significado fisico se puede deducir que
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9

c =0 3.11
dyé (3.11)

0 z_
axC "

Es de notar que las condiciones de contorno hipotéticamente utilizadas para deducir
la condicion anterior nos remiten en dltima instancia a las fuentes que se encuentran fuera de
la regidon en que estamos estudiando el campo, pues de ellas dependeran los valores del
campo en el contorno. Las condiciones (3.11) llevaran a un tipo particular de solucién
conocido comoonda plana uniforme que, curiosamente, y a pesar de todas las
simplificaciones efectuadas para llegar a él, representa muy bien situaciones de interés
practico y, en especial, el campo en regiones lo suficientemente alejadas de las fuentes que lo
producen. Si, simplificando aun més, puede suponerse que

A

E=EX (3.12)
entonces la ecuacién de onda (3.8) se reduce a

o’g, 0%, _

57 — UE o 0 (3.13)

gue es una ecuacién de onda unidimensional — porque ahora, si se cumple (3.11), sélo hay
dependencia respecto de una variable — escalar — porque se ha supuesto, segun (3.12), que el
campo eléctrico sélo tiene una componentg homogénea. La forma general de la solucién
de tal ecuacion es
E, = f(z—-w)+ f,(z+w) (3.14)
donde
1

Jie

es una constante que tiene unidades de velocidad; en particular, si el medio fuese el vacio,

1
H=Hy E=E3 Yy V=—F7—7=
v Moo
d’Alembert y puede comprobarse que, en efecto, es solucién de la ecuacién (3.13) por
sustitucion en ella. Debe tenerse en cuenta que (3.14) emluc#n formal esto es, que
indica como ha de ser farma generalde la expresion matematica de la solucion de (3.13);
las expresiones concretas de las funciofgs) y f,(S) dependeran de las condiciones

iniciales y de contorno en cada caso.

V= (ms™) (3.15)

=C. La expresion (3.14) se conoce como solucion de

! En cualquier caso, la ecuacién de onda vectorial no es mas que la expresién compacta de tres
ecuaciones de onda escalares.
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Asi, con las suposiciones efectuadas, el campo eléctrico tendra la forma general
g =[f,(z-wt) + f,(z+w)[% (3.16)

La interpretacion fisica de la solucién (3.14) — o de (3.16) — es la de sendas
distribuciones de campo que se propagan respectivamente en las dire¢ctogies z con
velocidad v, conservando su forma a medida que la posicion de la distribucibn cambia
como se indica en la figura 3.1; ahora bien, una distribucion espacial de una magnitud fisica
(campo eléctrico en este caso) que se propaga es lo que se conoce como onda. En este caso
hablaremos de onda plana porque en todos los puntos de un plano — el plano perpendicular al
eje Z , tal como se han tomado los ejes de coordenadas — el campo toma el mismo valor.

f,(z-vt)

fi(z+vi)

4—
=t>t, =t,
o o
| — 7
e
Az=v(t,-t,)
(b)

Fig. 3.10ndas progresiva (a) y regresiva (b) de campo eléctrico

Como se ha discutido al principio de la seccién 3.1, en general no puede existir un
campo eléctrico variable con el tiempo, como el dado por la expresion (3.16), sin que exista
simultaneamente un campo magnético. Es facil ver que, en este caso, el campo magnético ha
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de ser formalmente similar al campo eléctrico, ya que ambos obedeces a la misma ecuaciéon
de onda homogénea (3.10).

Como # obedece a la misma ecuacion ggie su solucion general debe tener las

mismas propiedades. Pero adent@s,no esindependiente de€ , porque esta relacionado
con éste a través de las ecuaciones de Maxwell; asi, el comportamiento concreto — y no solo

el general — de# esta ligado con el comportamiento concreto&gen efecto, segun la
primera de las ecuaciones (3.5)

p 0%
OxE=-pu—— 3.17
H— (3.17)

Asi, sustituyendo (3.16) en (3.17), se llega a

[f/(z-vt) + £, (z+W)]§ = —uda—T (3.18)

donde f/(s) = di f.(s)y f,(9) = di f,(s). Integrando ahora los dos miembros de la
s s

expresion (3.18) respecto del tiempo, se obtiene
= 1 N
7 =—[f,(z-w) - f,(z+W)]y (3.19)
uv

gue tiene una clara relacion con la expresiéon del campo eléctrico (3.16). El praducto
la expresion (3.19) tiene unidades de impedancia, como se ve facilmente considerando que

las unidades d&€ son V/m y las d& A/m. Por esa razon recibe el nombreimpedancia
intrinseca del medig se denota por . Teniendo en cuenta la definicion #e(3.15), una

expresion alternativa dg es

=yt - M
n=uv uﬁ\/:(ﬂ)

donde, para subrayar el hecho de guetiene unidades de impedancia, se han indicado
explicitamente en el Sistema Internacional. Por ejemplo, en el vacioy,, € =€, y
n=n,=37663Q=120mQ Asi, la expresion (3.19) del campo magnético puede
reescribirse
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% ==[f,(z-w) + f,(z+W)]§ (3.20)

S|

El resultado de la integraciéon de la ecuacion (3.18) respecto del tiempo se podria haber
escrito de manera mas general

% =1[fl(z—vt)— f,(z+wvt)] 9 +h(r)
n

donde h(F) seria un campo magnetostatico — ya que, en la region de infefB¢r) = 0,
0 x h(F) = 0) —y, por lo tanto, desacoplado ge Por otra parte, la solucién paga de la ecuacién
(3.13) podria haberse escrito de forma mas general

g =[t,(z-vt) + f,(z+ )| x + &(F)
con &(T) un campo electrostatico H[&(f) =0, O x&(f) =0 en la region de interés — vy, por lo
tanto, desacoplado d& . Estos términos estaticos no tienen interés para nosotros en este contexto de

campos variables con el tiempo y, por lo tanto, los obviaremos en la discusion.

De la expresion del campo magnético (3.19) esta claro que también puede expresarse
como la combinacién de una onda progresiva de campo magnético

1
pl(z_ Vt) =— fl( z- V)
n
y una onda regresiva de campo magnético
1
p,(z+ Vv = E f,(z+ v}

como se ha representado graficamente en la figura 3.2.
Si ahora calculamos la densidad de flujo de potencia asociado al campo

electromagnético de la onda que se acaba de calcular, dado por el vector de Poynting
(expresion (3.2)), se encuentra

D= Exp=

:ﬁdz—W)+fAz+WHQX%hAz—W)+fAz+Wﬂ9: (3.21)

=%hfu—wy4;a+wﬂ2
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(b)

Fig. 3.20ndas progresiva (a) y regresiva (b) de campo magnético

La expresion (3.21) admite la interpretacion de que el flujo de potencia total es la
superposicion de un flujo de potencia asociado a la onda electromagnética progresiva en el
sentido de ésta dado por

5 =112(z-w)z=np2(z-w)z (3.22)

S
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y de un flujo de potencia asociado a la onda electromagnética regresiva en el sentido de ésta,
dado por

5 :—%f22(2+\/t)2:—r’ PZ(z+W)2 (3.23)

La figura 3.3 resume graficamente la relacion entre los campos eléctrico y magnético
y el vector de Poynting dados respectivamente por las ecuaciones (3.16), (3.20), (3.22) y
(3.23). Es de notar, sin embargo, gua figura no puede en general dar de manera sencilla
toda la informacion contenida en las expresiones matematisis la figura 3.3 intenta
mostrar la situacién a lo largo del eje; ahora bien, como se ha supuesto que no hay
variacion de los campos er ni en Yy, tal descripcion gréfica aplica igualmente a los

campos y vector de Poynting a lo largo de cualquier eje paralelo & .efd intento de
completar la representacion en este sentido llevaria a un emborronamiento de la figura que la
haria inatil.

Se podria haber efectuado un desarrollo similar al que se acaba de efectuar suponiendo
E=£,9, con lo que se hubiese obtenido= #,%. Una solucion méas general puede expresarse

como combinacién de ambos desarrollos

g = fi(z-vt)X+ g(z-vt)y +
+ fo(z+ V)X + gy (z+ V)Y
(3.24)

-1 A -
# = —[fl(z— vt)y - g4(z - vt)x]+
n

1 A o
+ —[— fo(z+vt)y+g,(z+ vt)x]
n

donde f; y g; representan ondas progresivasfy y g, ondas regresivas. Sin embargo, si se

7} 7}
mantiene la condiciéon de que los campos no tengan dependenxiaiesn y(d— = d— =0), las
X y

ecuaciones] (£ = Oy 0% = 0 imponen queg, =0, #,. Puede comprobarse también que los
campos eléctrico y magnético dados por (3.24) son perpendiculares estfé#st . 0

Asimismo, los desarrollos efectuados partiendo de la ecuacién de ond# ppoalrian
haberse llevado a cabo de manera completamente analoga a partir de la ecuacion de @da para

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



212 Campos electromagnéticos

Fig. 3.3Representacion grafica de la relacion entre campo eléctrico, magnético y vector de
Poynting
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3.2 Ondas planas uniformes en régimen senoidal permanente

A pesar de no ser mas que un caso muy particular, y con una expresion matematica
especialmente sencilla, de onda electromagnética, las ondas planas uniformes en régimen
senoidal permanente presentan curiosamente un gran interés desde el punto de vista practico.
Eso es debido a una, o a la combinacion, de por lo menos las razones siguientes:

a) Suficientemente lejos de una antena, los campos electromagnéticos que ésta radia son
descritos con muy buena aproximacion por ondas planas uniformes.

b) Para muchos tipos de modulacion empleados en sistemas de radiocomunicaciones, el
ensanchamiento del espectro que la modulacién produce alrededor de la frecuencia de la
portadora puede despreciarse desde el punto de vista de los fenémenos de radiacién vy
propagacién, de manera que, por lo que respecta a los calculos electromagnéticos, se puede
suponer que se esta en régimen senoidal permanente.

c) Una situacion general de campos con dependencia temporal senoidal puede
descomponerse como superposicion de (en general infinitas) ondas planas uniformes.

Antes de empezar a usar la notacion matematica fasorial apropiada para describir
magnitudes en régimen senoidal permanente, puede resultar Gtil estudiar la forma particular
gue toman las expresiones del ejemplo de la seccion 3.1 en este caso.

El régimen senoidal permanente supone gue la dependencia temporal de los campos
debe ser coma@ost +¢ ), dondew es la frecuencia angular o pulsacién, de unidades

rad/s, relacionada con la frecuencfade unidadesHz por w=2mf . Eso implica,
remitiéndonos al ejemplo desarrollado en la seccién 2, que las funcfofes vt) y

f,(z+ vt) que aparecian en las expresiones del campo, ya no pueden ser cualesquiera, sino
que las condiciones de contorno estan imponiendofgeea de la forma

f(z-vi)= Acosg—lw(vt— z)+¢lE: Aco%u t—%z+¢l§ (3.25 a)

f,(z+vi)= Bcos@w(vu z)+¢2D: Bco%o t+92+¢2% (3.25 b)
B B v
Definiendo el nimero de ondk (con unidades S| den™) como

k== (3.26)

las expresiones (3.25) se escriben
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f,(z= v)= Acos(w t- kz+¢,)
f,(z+ vt = Beos(w t+ kz+¢,)

Utilizando estas expresiones en las generales (3.24), se llega a la expresiones de
ondas planas uniformes progresiva y regresiva en régimen senoidal permanente que se
propagan en la direccion dé

E(zt) =
E., COS@t —kz+¢ )X+ E; cos@t —kz+¢ )y +
+E, cos@t +kz+¢ )Xx+E, cos@t+kz+¢ )y
(3.27)
#(z,1) =

1[ng cos@t —kz+¢;)y - E,, cosgt - kz+¢;)§<]+

n

+ [ cos@t +kz+ )9+ By, cost +kz+ 6,3
n

donde los superindices “+” se refieren a ondas que se propagan en el sentido positivo del eje
Z y los superindice “-” a las que se propagan en el sentido negativo.

Sirviéndonos de la notacidn fasorial introducida en el capitulo 2, podemos escribir la
misma informacion que contienen las expresiones (3.27) de una manera mucho mas
compacta; asi, el campo eléctrico vendra dado en forma fasorial por:

E=E e’ +E e" (3.28)
con

—

E: =E.e" R+E.Le"y (3.29 a)
E. =E,e*X+E; "y (3.29 b)
Segun se sabe ya, el campo instantdneo puede recuperarse a partir de (3.28) como

é(z,t) = Rel_Eej‘*"]. Del mismo modo, el fasor campo magnético sera

— — J z — ikz
H - HC e + HC é
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HY :lnge”’? 9—1Egyej‘”>‘< (3.30 a)
n n
H‘z—lE‘éW9+1E‘é”2 (3.30 b)
C r] (6):4 n oy

El ejemplo siguiente muestra una situacién idealizada en la que se generan ondas
planas uniformes.

Ejemplo 3.1: Campo producido por una distribucién laminar infinita de corriente
uniforme que depende senoidalmente del tiempo.

Consideremos una hoja de corriente uniforme infinita, de frecuehcia

Supongamos que, por comodidad, tomamos los ejes de coordenadas de manera que
la hoja esté contenida en el plamm=0 y venga caracterizada por un fasor

Js = Js X (Fig. 3.4).

g
NH
|

Fig. 3.4 Distribucién laminar de corriente en el
plano z = 0 dirigida segun el ejeX

Como la fuente de los campos (en este caso la distribucién laminar de
corriente) varia con el tiempo de manera senoidal, en régimen permanente todos los
campos deben hacerlo también. Dada la geometria del problema, parece razonable
suponer que los campos producidos puedan ser en forma de ondas planas uniforme
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gue se alejen de la distribucion de corriente; si nuestra hipétesis fuese incorrecta, nos
dariamos cuenta de ello al no poder satisfacer las condiciones de contorno de los
campos en el plan@ =0. Esto nos lleva a considerar que, para O, tengamos

una onda que se propaga en la direccion del £jey en el sentido de las

Z crecientes; en efecto, dada la forma de la distribuciéon de corriente, no hay nada
que favorezca la propagacion en una direccion dada, y no en otra, distinta de la
perpendicular al plan@ =0 (n6tese que, aunque en la figura 3.4 las flechas que

representan] vayan en el sentido de las crecientes, esto no es mas que una

limitacién de la representacion gréafica, puesto guees un fasor, y la corriente

instantanea ir4, durante algunas partes del periodo, en el sentido de la figura,
mientras que en otras ird en sentido opuesto. De la misma maneraz p&ra

supondremos que existe una onda que se propaga en el sentido de las
decrecientes. Formalmente:

Paraz>0
E=E e
H=Hje!*
con
E. =E;X+E) ¥ (3.31)
H =H;X+H]y (3.32)

dondeE; , E ,H; y H son constante complejas que, de acuerdo con (3.30 a),
se relacionan de la manera siguiente:

E, =-nH; (3.33 a)
Ey =nH, (3.33 b)
Paraz<O0
E=E e
H=H]el
con
E. =E X+E,¥ (3.34)
Ho =H X+H,§ (3.35)

donde de nuevoE, , E/, H, y H  son constantes que, segin (3.30 b) se
relacionan mediante
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E. =nH; (3.36 )
E.=-nH; (3.36 b)

Las constantes que aparecen en la expresion de las ondas pueden ponerse en
relacion con la corriente que da lugar a ellas mediante las condiciones de contorno a

que deben obedecer los camposzen0. Segun lo visto en el capitulo 2, para que la
solucién tenga sentido fisico, &= 0 hay que exigir

donde, en nuestro caso

=z
,: campo magnético ea=0"

I >

1 campo magnético ea=0"

me I,

,: campo eléctrico ez = 0"

E,: campo eléctrico ez =0~

Asi tendremos

H,=H;
H, =H;
E, =E;
E, =E

Teniendo en cuenta las formas EQ* EC, I:IC+ y I:IC’ dadas por las

expresiones (3.31), (3.34), (3.32) y (3.35), las relaciones (3.33) y (3.36), y las
condiciones de contorno que deben satisfacer los campos, se llega al siguiente

sistema de ecuaciones

Hy-H; =0
Hy-H; =-J,,
Hy+H, =0
H;+H =0

cuya solucién es
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+ JSO
Hy =

_
Hy =%
H; =H; =0

Se ha conseguido satisfacer las condiciones de contorno; asi pues, las
hipotesis efectuadas al principio eran correctas y, efectivamente, el campo para
z>0 tiene la forma de una onda plana uniforme que se propaga segin las

crecientes:
- J.
H=-Zey
. J I
E =-n=2e g
2

mientras que para < 0 tiene la forma de una onda plana uniforme que se propaga
segun lasz decrecientes:

N

H - soejkz'*
5 y

E:_r’ Jsoejkz)'z

2

3.2.1 Ecuacion de onda en régimen senoidal permanente

La descripcion matemética de ondas planas en régimen senoidal permanente que se
propagan en direcciones arbitrarias puede sistematizarse a partir del estudio de las soluciones
de la ecuacion de onda en régimen senoidal permanente. En el apartado 3.1 se habian escrito
las ecuaciones de onda a que obedecen los campos eléctrico y magnético instantaneos en una
zona libre de fuentes de un medio lineal e isotropo. Por ejemplo, para el campo eléctrico se

tenia
_ 92

0% - ue =0 3.8

U a2 (3.8)

Siguiendo la regla explicada en el capitulo 2 para escribir ecuaciones de los fasores a
partir de las ecuaciones de los campos instantdneos, la ecuacién a la que obedece el fasor

campo eléctrico es
?E+uew®E=0 (3.37)
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Teniendo en cuenta la definicion de la velocidad de propagaciéon (3.15) y la del
namero de onda (3.26), éste puede ponerse

k = w,/pe
con lo que le ecuacion (3.37) se reescribe
0°E+k?E=0 (3.38)
Evidentemente, el cam|da obedece también a la ecuaciéon de Helmholtz

0*H +k*H =0

3.2.2 Solucién correspondiente a la onda plana uniforme

Una posible solucién de la ecuacion de Helmholtz a la que obédaxe

E(f)=Ee’*® (3.39)
donde
EC es un vector, en general complejo, uniforme (que no dependg; de
I es el vector de posicionf (=X X+ Yy Y+ 22 del punto en que se evalla el
campo;

k es el llamadovector de propagacigno de onda; es un vector uniforme de
unidades M cuyo médulo es el nimero de onda k, y que, por tanto, puede

expresarse comil = k k, dondek es un vector unitario en principio arbitrario.

Como se discutira en lo que sigue, esta solucion de la ecuacién de Helmholtz (3.38),
corresponde a una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente, que se propaga en

el sentido dado polfz. Evidentemente, el estudio de la forma de los campos de una onda
plana uniforme en régimen senoidal permanente podria haberse empez&ticeporez de

por E, y la eleccion de hacerlo a partir del campo eléctrico ha sido completamente
arbitraria.
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Ejemplo 3.2 Comprobacion de que la expresion (3.39) es efectivamente una
solucion de la ecuacion (3.38).

Para ello comprobaremos que cuando la expresidon se sustituye en la
ecuacion, ésta se convierte en una identidad. Asi pues, sustituiremos

E(F) = Ece_“aTT en el primer miembro de (3.38):
02E(F) = O%E e’ " = ED%e’ T

donde se ha tenido en cuenta que el operador laplaciana no actua sobre el vector

uniforme E_ . A continuacién hay que calculat’e™’*? para lo que notaremos que
la laplaciana de un campo escalar no es mas que la divergencia de su gradiente:

02 %0 = O e <™

Calcularemos, pues, en primer Iug@e‘jkm; para ello utilizaremos por
comodidad y sencillez coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta que

k=kk= kX k'y k'z

donde k,, k, y k, son las componentes cartesianas kde Asi, si escribimos

también el vector de posicidh utilizando sus componentes cartesianas descritas en
términos de coordenadas cartesianas

Fr=xx+yy+zz

tendremos que el producto escaleff, que aparece en el argumento de la
exponencial cuyo gradiente queremos calcular, se escribe

kF =k x+ k, y+ k z
A partir de ahi es elemental el calculo del gradiente:
De—ij — De—i(kxx+kyy+k22) - _ J(Ksﬁ K/Ay_l_ l{l —éRm - _ J?k—ék‘m
(3.40)

Asi, ) ) )
0% % =0me’*" = 00— jke'*?)
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Ahora bien,k es un vector ye‘jkm un escalar. Si tenemos en cuenta la
relacion general de calculo vectorial

Oab) = Dalb+ a10b (3.41)
y que k es uniforme, la expresion dé[{- Ee'jgm) queda
Of-jke *) = - jkOe*?

PeroJe ' " ya fue calculado unas cuantas lineas mas arriba, y utilizando el
resultado obtenido, llegamos finalmente al calculo de la laplaciana

0% =0 e ™ =0 - jke ") = - jkOe " =
- jK Q-jk)e " = -k?e )"

Asi, O2E(F) = —k?E, € '¥" y es evidente que la ecuacién de Helmholtz
(3.38) se convierte en una identidad.

Si bien se ha comprobado en el ejemplo anterior que el campo dado por la expresion
(3.39) es solucidn de la ecuacion de Helmholtz, ello no asegura que ese campo corresponda a
una solucién de las ecuaciones de Maxwell en una zona desprovista de fuentes; para que si lo
sea es preciso asegurar que, de acuerdo con ley de Gauss, en una zona de un medio lineal
desprovisto de fuentes, se satisfaga

OE =0 (3.42)

Vamos a ver que eso impone una condicién sobre el vector unif’égma saber,
que K[E. =0, dondek es el vector unitario en la direccién y sentido del vector de onda

k . Para ello sustituiremos la expresion del campo eléctrico dada por (3.39) en (3.42):

' La razon es que, en el proceso para llegar a la ecuacion de Helmholtz, se ha

simplificadod x O x E = -0%E (ver la expresion (3.7); el hecho de que la misma se refiera a un
campo instantaneo y no a un campo fasorial es irrelevante); para ello se consider6 que, puesto

quel [E = 0, efectivamentel] 0 LE = 0. Ahora bien, podria darsé O [E = 0, sin que fuese nula

la divergencia deE, por lo que hay que asegurar esto Ultimo. En el ejemplo para dependencia
temporal arbitraria del apartado 3.1, la suposicién a priori de que las derivadlasemy sean nulas

y que no haya componente egarantizall [E = 0
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OQE, ) =0 (3.43)

Teniendo en cuenta que '*” es un escalar, qué&, es un vector uniforme, de

manera qué_] EEC =0, aplicando la relacién (3.41) al miembro de la izquierda de (3.43), y
teniendo en cuenta la relacion (3.40) se obtiene

OQE, e '¥%) = 0e’*® OE = - jkOE &*® =0

El hecho de queleEEce‘“Zm =0 independientemente dé implica que debe

cumplirsek LE, = 0, y, por lo tanto, también
KIE =0 (3.44)

En el ejemplo siguiente se identifica el vedtoen la expresion del campo eléctrico
y se comprueba que ésta corresponde a una onda plana uniforme, ya que satisface la relacion
(3.44).

Ejemplo 3.3 Comprobar que el campo eléctrich = E (X + j§ — j2)e V7702
corresponde a una onda plana uniforme.

Para proceder a la comprobacién, hay que verificar que la expresion anterior
puede reducirse a la forma genel::aaf) = Ece_”‘ET y quek EEC =0ok EEC =0.

Identificando términos vemos que
E. = E(X+]y-j2
Ademas, puesto que, en general

k=kk= kX k' k'z
se tiene que
IZETszx+kyy+ k z

De modo que el exponente debe ser

k,x+k, y+k,z= Jarmy++2mz
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Identificando coeficientes en la expresion anterior se llega a que

X

0
=2
V2

~ X X
1

7T

z

luego
k =2my++2m2

Es elemental verificar ahora que, en efedtdE. =0 vy, por lo tanto, la
expresion de partida corresponde al campo eléctrico de una onda plana uniforme.

3.2.3 Caracteristicas de la onda plana uniforme

Cuando se tiene experiencia en el manejo de la notacién fasorial para vectores cuyas
componentes dependen del tiempo senoidalmente, las propiedades fisicas del campo
instantaneo pueden deducirse directamente de la inspeccion del fasor. En el nivel presente es,
no obstante, ilustrativo “bajar”, a partir de la expresién fasorial, hasta la expresién del campo
instantaneo, para analizar las caracteristicas de la onda plana uniforme y poner de manifiesto
el significado fisico de algunos parametros que se definiran.

Segun se vio en el capitulo 2, el campo instantdneo se obtiene a partir del campo
fasorial multiplicando éste poe'®' y tomando la parte real del producto. Para el campo

eléctrico instantaneo se tendrd, pués(,z,t)=Re|_I§ej“’tJ. Si el campo obedece a la
expresion de una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente (3.39), tendremos

E(r.t)= er[ECe‘JRm el"*"] (3.45)
Ahora bien, EC puede escribirse de manera explicita
E. = E,,"X+E, /" y+E, e’z (3.46)

donde E,; y ¢, (i=X,Y,Z) son respectivamente un real positivo y un real que

corresponden a los modulos y las fases de las componenﬁag dasi, sustituyendo (3.46)
en (3.45) se obtiene
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E(F,t) =E,, cos@t -K T +¢,) X+E,, cost -KT +¢ ) §+
E,, cost—K [T +¢,)2

Para ver que este campo represemdas que se propagan en la direccion I%Ie
representaremos una componenté{é,t) a lo largo de un ejd paralelo ak (Fig. 3.5).
Si sobre ese eje definimos un vector de posidigrgue tomamos como el origen de la
coordenadd que nos define la posicién soblke, el vector de posiciéit de un punto sobre
el eje vendra dado pdf =T, +I K. Asi, parar a lo largo de la direccion del eje, una
componentd cualquiera { = X, Y, z) del campo vendra dada por

£.(F,t) = E, cos@t —k [, +1K) +¢.) = E_ cosgt -kl =K [T, +¢,) =
_ 0 K. - 0 (3.47)
=E, Cosgu(t — -k, +¢i)E

=y
=
I
-
*
x)

Fig. 3.5Sistema de coordenadas y convenios de notacion utilizados en el
estudio de las caracteristicas de las ondas planas uniformes
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. L | w 1
Ahora bien, esta expresion tiene la forma genér@l ——Q, conv= ?
\Y;

NHE
(ver expresion (3.26)), y corresponde, por tanto (ver apartado 3.1), andaaque se

propaga en el sentido de ldscrecientes con dicha velocidalin el apartado 3.1, donde no
se especificaba dependencia temporal concreta, no se podia determinar la forma de la

funcién fB—%@ vemos asi que el régimen senoidal permanente fuerza a que esa forma
sea senoidal. En la figura 3.6 se representa una componente del campo en dos instantes de
tiempo sucesivos. Notese el paralelismo de esta figura con la figura 3.1 (a) y con la figura
3.2 (a): una distribucién de campo que se desplaza hacia la derecha de las figuras; en el caso
de la figura 3.1 (a) y de la figura 3.2 (a) se representd una distribucion genérica, mientras que
en la figura 3. 6 la suposicion de régimen senoidal permanente impone forma senoidal a la
distribucion: es decir, la dependencia temporal senoidal da lugar, en este caso, a una
dependencia espacial también senoidal. De hecho, de la inspeccion del tercer miembro de las

. . . . 2m . .
igualdades (3.47) es evidente que, si el periodo temporal=es— s, el periodo espacial
)

sera

3= 2_k" (m) (3.48)

tal como se ha indicado en la figura 3.6. El periodo espacial seltdagitud de onday
representa la distancia entre dos puntos en una direccion paralela a la de propagacion entre
los que la diferencia de fase (argumento del coseno en la expresion (3.47)) de lazmda es

— lo que, desde el punto de vista fisico, dada la periodicidad de las funciones

V
A -
A
tl t’7
Sa ~ /
>/
-
A=v(t,-,)

Fig. 3.6Representacion grafica de una componente del campo a lo largo de
la direccién L en dos instantes de tiempo
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trigonométricas, supone el mismo valor de campo. Teniendo en cuenta la definicion (3.26)
del nimero de ond& vy la de la velocidad de propagacion (3.15), sustituyéndolas en la
definicion (3.48) de la longitud de onda y teniendo en cuenta que la frecubnygida
frecuencia angular (pulsacionp se relacionan medianteo =271 f , se obtiene una
expresion alternativa para la longitud de onda

2 2
Azl Y (3.49)
k  wjue f

Siguiendo con el paralelismo con la situacion analizada en el apartado 3.1 y al
principio de 3.2, notaremos que, puesto que el campo que estamos estudiando cumple, segun

se ha vistoEC (k=0,y 12 es un vector real, tendremos

Re[lE EE(r)ei‘*’t] =K[E(,1) =0 (3.50)

de donde es evidente que, andlogamente a lo que sucedia en esos casos, en que la direccion
de propagacion era segud, el campo eléctricoes también ahorgerpendicular a la

direccion de propagacigrdefinida en este caso por el veckor

En el ejemplo que sigue se encuentra la direccion de propagacion y la longitud de
onda a partir de la expresion del campo eléctrico.

Ejemplo 3.4 Determinar la direccién de propagacion y la longitud de onda de la
onda plana uniforme cuyo campo eléctricoles E_ (X + j§ — ji)e‘jﬁ"(y”’ :

En el ejemplo 3.3 ya se comprobé que dicho campo corresponde
efectivamente al de una onda plana uniforme. Se determind al mismo tiempo que

k = \/En§/+ \/57'[2. De esta expresion, es inmediato dug 2717, y, por lo tanto,
el vector unitario que indica la direccién y sentido de propagacion es

~)
Il
N>

x| =
N
N

En la figura 3.7 se representa la relacion eﬁtrye un frente de onda, paralelo al eje
Xy que corta alos ejeé y Z a 45°.
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Fig. 3.7 Relacion entrek y un frente de onda
para la onda plana uniforme del ejemplo 3.4

La longitud de onda es, segun (3.48)

Si las unidades d& e y en la expresion d& vienen dadas em, las de

k seranm™, y tendremos
A=1m

Si la propagacién tiene lugar en el vacios ¢ =3x10° m/s, con lo que
la frecuencia del generador que esta dando lugar a la onda es

8
f=C_3x10M/s _ . 15 Hz=300MHz

En el ejemplo siguiente efectuaremos un ejercicio reciproco del anterior: a partir de
la especificacién de la direccion de propagacion y de la frecuencia de una onda plana
uniforme, determinaremos el vector de onda.
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Ejemplo 3.5 Una onda plana uniforme de frecuenc®0MHzse propaga en el
vacio en una direccion que forma con los eps Y y Z angulosa, =45°,
a,=60" y a,=60 respectivamente (Fig. 3.8). Determinar el vector de
propagacion

a, =6
a, =45 0, =60

Fig. 3.8Direccién de propagacién especificada por el
enunciado del ejemplo 3.5

Comprobamos en primer lugar q@es a, +cos o, +cos a, =1, como
debe ser para una direccion bien especificada. Entonces

A
A

k =cosa,x+cosa,y+cosa,z=

NI

x>
+
N
<>
+
N[
N>

El modulo del vector de onda puede calcularse, segun (3.26), como

2 f

Vv

k =

<le

Como la onda se propaga en el vacioz ¢ =3x10° m/s, y como la
frecuencia esf =300MHz = 3x10® m/s, tenemos

2mrx3x10° 4
3x10

de donde el vector de onda es
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K=kk=V2rk+ny+mz m™

La forma del campo eléctrico seria

E = E,eK7 = E g

C

con E, que satisfack [E, = 0.

En cuanto al campo magnétidd , como ya se comentd, obedece también a la
ecuacion de Helmholtz tridimensional, y, de hecho, hubiésemos podido iniciar el estudio de
las ondas planas uniformes en régimen senoidal permanente a partir de él, en vez de haberlo

hecho a partir dé, como también se comentd. No obstante, una vez hemos empezado el
estudio conE, y supuesta ya determinada la forma concreta de éste que corresponde a una

onda plana uniforme en régimen senoidal permanente, podemos czﬂcalaartir deE
utilizando las ecuaciones de Maxwell, como ya se hizo en el estudio del apartado 3.1 para
ondas con dependencia temporal arbitraria. En efecto, segln la ley de Faraday

OxE=-jowuH
de donde

H=—""[0OxE

e
wu
y sustituyendo en esta Ultima expresion la del campo eléctrico correspondiente a la onda
plana uniforme (3.39), se tiene

H(r)=—10 x(é e‘im) (3.51)

e
wu

Ahora bien, segun el célculo vectorial, el rotacional del producto de un escalar por
un vector puede escribirse

Ox(ab) = Oaxb +alxb (3.52)

Aplicando este resultado al rotacional del producto del esealdf por el vector
EC en (3.51), y teniendo en cuenta cﬁges un vector uniforme, se obtiene

H(F) =L 0e ™ xE,
wu

Utilizando ahora el resultado (3.40) en la expresion anterior se llega a
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H(F) = K E e ke (3.53)
wu

Teniendo en cuenta qd%: kK = W\ UE |2 y quen =./u/e el campo magnético

puede escribirse de manera equivalente

H(F) =—xE_e ¢ (3.54)

S|~

o también, puesto que estamos partiendo del::({lﬁé = Ece_“zm :

H(F)=—xE (3.55)

S| =X

Cualquiera de las expresiones (3.53) a (3.55) puede utilizarse para calcular el campo

magnético de una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente si se conoce su
campo magnético. El ejemplo siguiente ilustra el calculo del campo magnético de una onda
plana uniforme a partir de su campo eléctrico.

Ejemplo 3.6 ElI campo eléctrico de wuna onda plana uniforme es
E=E, (%+ j§- j2)e V%" Calcular el campo magnético correspondiente.

Este es el campo eléctrico que ya aparecia en los ejemplos 3.3 y 3.4, del que
sabemos que efectivamente corresponde a una onda plana uniforme que se propaga

V2

. . . . - 2. A )
en una direccion y sentido identificados por el ved(o¥7y+7 . Asi, el

campo magnético puede encontrarse directamente por aplicacion de la expresion
(3.55):
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Por otra parte, del examen de (3.54) esta claro que, para una onda plana uniforme en
régimen senoidal permanente

e ke (3.56)

H(r) =H

c

dondeI:|C es un vector uniforme dado por

H, =—xE

C

S| X

(a titulo ilustrativo, en el resultado del ejemplo 36, = ——2 (2j X=y+ 2) ).

e, 2
2

Utilizando la identidad vectorial

ABxC) =C[{Ax B)

chzﬁ%xa@: EC[EQxEE:o (3.57)
n

ya que el producto vectorial de dos vectores con la misma direccién es nulo.

esté claro que

Asi, de (3.56), vemos que el campo magnético de la onda plana uniforme en régimen
senoidal permanente tiene la misma forma general que el campo eléctrico, y la expresion

(3.57) muestra asimismo que el vector uniforﬂﬁg de la expresion (3.56) cumple una

relacién anéloga a la ya discutidd E, = 0. Por lo tanto, el campo magnético presentara
propiedades andlogas a las estudiadas para el campo eléctrico y, en particular, el campo
instantanec# (1) sera perpendicular en todo momento a la direcciéon de propagacion:

K#(F,1) =0 (3.58)
Ademas

_ . k- 0k =
#(F,t) = Re[H e"*’t] = ReE—I)(—x Ee“' = 5><.S(r“,t) (3.59)
B g N1

luego el campo magnético instantan@es perpendicular en todo moment campo
eléctrico instantanecE . De hecho, la expresion (3.59) esta diciendo que los vectores
lk,é,‘fzfj estan definiendo un triedro trirrectangulo positivo. Esta situacién se describe
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graficamente en la figura 3.9. Ademas, coknes perpendicular £, de (3.59) resulta que,
en todo instante
S
|'Z{| =11
n
0, lo que es lo mismo,
g
= =N (3.60)
[#

YA

Ny
(\\}!

Fig. 3.9 Representacion grafica del campo eléctrico y magnético
instantaneos de una onda plana uniforme en un punto e instante dados

En el caso de que el campo que se hubiese calculado en primer lugar hubiese sido el
magnético, el campo eléctrico puede deducirse a partir de aquél siguiendo un procedimiento
totalmente paralelo al que se siguié para deducir el campo magnético a partir del eléctrico.
En efecto, en puntos donde no hay densidad de corriente, como en el caso que estamos
considerando, la ley de Ampére-Maxwell se reduce a

de donde
E=- oxH (3.61)

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



3 Ondas planas uniformes 233

Si el campo magnético corresponde al de una onda plana uniforme sabemos que su
forma es

g ke (3.56)

H(r) =H

C

con I:|C un vector uniforme. Sustituyendo en (3.61) y utilizando (3.52) y (3.40) se obtiene

E=-J A_x0e ™ =nH_ e xk =
WE (3.62)

:r] X

I
>

Como ejercicio, el lector puede comprobar que, si parte de la expresion del campo
magnético a que se llegé en el ejemplo 3.6, aplicando la expresion del dltimo miembro de
(3.62) recuperara el campo eléctrico de los enunciados de los ejemplos 3.3, 3.4y 3.6.

Utilizando el hecho de quéﬂz=0 y Hk=0 y las propiedades del triple
producto vectorial, es muy facil pasar de la expresiééd@n funcion deH a la expresion
de H en funcion deE y viceversa, como se discute en el siguiente ejercicio.

Ejemplo 3.7. Deduccion de la expresion dEen funcién deH a partir de la
expresion deH en funcion deE para una onda plana uniforme.

Partimos de que, para una onda plana uniforme

m

H(F)=—x (3.55)

S | =

Multiplicando vectorialmente los dos miembros de la expresion anterior por
k se tiene

ax(bxc)=b(aE)-c(ab) (3.63)
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Ahora bien,lz (E=0 y IQD]E =1de donde
E=-nkxH(F) =nH(F)xk
como se habia deducido en (3.62).

El mismo procedimiento puede emplearse para encontrar la expresion de
H en funcién deE a partir de la deE en funcion deH .

Las ondas planas uniformes en régimen senoidal permanente pueden utilizarse para
introducir una serie de elementos terminoldgicos que podran ser utilizados mas adelante en
otras situaciones mas complejas. Por ejemplo:

* Frente de ondase entiende, en general, por frente de onda el lugar geométrico de los
puntos del espacio en que una componente cualquiera del campo tieeméafaseen un

instante dado. Siendo la fase el argumento de las funciones seno o coseno que aparecen en la
expresion de las componentes del campo, la condicion de fase constante es que

o(r,t)=wt-a(r)=Cte

En el caso particular de una onda plana uniformé;) =-k [ +¢, con ¢
constante, por lo que la condicion anterior se convierte en

O(F,t)=wt—-k ¥ +¢ =Cte (3.64)

Como el frente de onda se define a partir de una fase uniformeirstante dadpt
es una constante en la expresion anterior; asimismo, como en una onda plana gniegsme

también constante, resulta que un frente de onda viene definido por la condicion
k [F =Cte

gue puede ponerse de manera mas explicita, utilizando la definiciébn de producto vectorial,
como

kx+k,y+k,z=Cte

para ver claramente que se trata de la ecuacion de un plano. Incidentalmente, ésa es
precisamente la causa de la denominaciéond@ plana El adjetivouniformeviene de que,

sobre un frente de onda, el campo es uniforme (no varia de un punto a otro). En el capitulo 5,
dedicado a propagacién guiada, se veran ondas que son planas, pero no uniformes. Al tratar
de radiacion en el capitulo 6 apareceran ondas esféricas (cuyos frentes de onda son esferas).
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* Velocidad de fase en una direccion dada si ahora se deja transcurrir el tiempo,
deberemos desplazarnos para que, a medida que el tiempo cambia, la fase permanezca
constante. La velocidad de fase en una direccion dada es la velocidad ficticia a la que un
hipotético observador deberia desplazarse en esa direccién para “ver” siempre la misma fase.

En el caso de una onda plana uniforme, la fase de una componente arbitraria del

campo viene dada por (3.64). Si la direccién elegida es la definid&,pos vectores de la
posicién del observador hipotético vendran dados por (Fig. 3.5)

F=F, +lk

donder, es el vector de posicién iniciallyes la coordenada en la direccikna partir de
r,, de manera que la fase en funcién del tiempo ly dendra dada por

6(I,t) =wt -kl -k I, +¢ = Cte (3.65)

donde se ha tenido en cuenta dﬁj@g = k. Para permanecer en el mismo frente de ohda,
: L : do
debe cambiar de tal manera olesea constante en funcién del tiempo, es de(zﬁrr: 0.

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresién (3.65) de la fase, la condicién de derivada
temporal nula resulta en

dl . .
Peroa es precisamente la velocidaga la que hay que desplazarse a lo largo de la

direccionk para permanecer sobre el frente de onda, de manera que

Es decir, los frentes de onda, perpendiculares a la diredidérse propagan
paralelamente a si mismos con velocidadAdemas, obviamente, la distancia entre dos
frentes de onda sucesivos correspondiente a fases idénticas (salvo un términ@agliggo
la longitud de ondal .

Supongamos ahora que la direccién elegida es definidé fédz (Fig. 3.10). Ahora,
para un observador que se desplace desde el punto de referencia en esa direccién
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r=r +Id

0

donde | es ahora la coordenada segiin La fase del campo sera ahora, sustituyendo la
expresion anterior en (3.64),

O(,t)=wt-Ikm-kI +¢

y la condicion para permanecer sobre el mismo frente de onda a medida que transcurre el
tiempo es
dé

9 _ p-km -0
dt dt

dl . . A S
donde ahoraa es la velocidadv,a la que deberia desplazarse segiel hipotético

observador. Asi

que teniendo en cuenta las definiciones (3.26% de (3.15) dev puede también escribirse

=
o
—

Fig. 3.10Representacion geométrica para el calculo de la velocidad de
fase en la direccion definida par
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Puesto quek (i €1, resulta quev, =Vv. Esto no contraviene ningln principio
relativista, puesto que, no corresponde a la velocidad de ningln ente fisico.

El concepto de velocidad de fase puede parecer artificioso en el contexto de las
ondas planas uniformes y, ciertamente, no hubiese sido imprescindible introducirlo para la
inteligibilidad del resto del presente capitulo; su utilidad aparecera claramente en el capitulo
5, dedicado a propagacion guiada, en relacién con conceptos de impedancia y de dispersion;
introducirlo ahora tiene la ventaja de la simplicidad matemética de la situacién concreta con
gue se ilustra.

En resumen, para una onda plana uniforme en régimen senoidal permanente que se
propague en la direccién y sentido indicado por un vector unitario arbikrage tiene

H, = KxE,
n (3.66)
E, =nH, xk
y
k[E, =0
. (3.67)
k[H, =0

c

de donde se deduce QLé [#, IE] definen un triedro trirrectdngulo positivo (Fig. 3.9).
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3.2.4 Densidad de flujo de potencia asociada a la onda

Desde el punto de vista de la ingenieria es importante determinar el flujo de potencia
asociado a una onda electromagnética. En su momento se vio que la densidad de flujo de
potencia instantdneo asociado al campo electromagnético viene dada por

P=ExXH (3.2)

Ahora bien, en régimen senoidal permanente, los campos instantaneos se obtienen a
partir de los fasores comg(r,t) = RelEej“"J y #(F,t)= RelH ei“"J. Pero las partes
reales anteriores pueden escribirse de manera mas explicita como semisuma del fasor mas su
conjugado
Re[Eei“"] = %(Eei“" +E el

Re[I:I ejwt] - %(Hejwt + H*e—jwt)
lo que, sustituyendo en (3.2), da

P="(ExHe ™ +ExH +E xH+E xH e™) (3.68)

Nl

Ahora bien, teniendo en cuenta que

ExH' +E xH =2RdExH’|
y que
ExH e + £ xH' e ¥ = 2RdE x H 6|

la expresion (3.68) se escribe

B RdExH [+ JRExH ]

P -z 1 — I* . . .
En esta ultima expre3|o1ﬁ2+ Re[Ex H ] es un vector real independiente del tiempo

(Ey H son fasores); por otra parté,x H es un vector complejo independiente del tiempo
gue puede escribirse explicitamente en funcidén de sus partes real e imaginaria como

ExH=a+]j

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



3 Ondas planas uniformes 239

con & y bvectores reales independientes del tiempo. Utilizando esta expresion, es
inmediato que

% Re[E xH e2j°"] = %écosZwt - %BsenZwt

1 = - .
donde se ve queZL Re[E xH ezj‘*"] posee una periodicidad temporal de peridgo= E Y,
w

por lo tanto, no contribuye a la densidad de flujo de potencia media. Esta vendra dada por el
vector de Poynting medio

= o 1 T2
P(F) =<2(r,t) >= y[rl?f_mp(r ,t)dt
y el resultado sera

P(F) :%Re[EXI—T] W/ m? (3.69)

Este importanteesultado es general para campos en régimen senoidal permanente
En el caso particular de que el campo corresponda a una onda plana uniforme, los fasores
gue intervienen en la expresion (3.69) vendran dados, como ya se ha visto, por

E(F) =E e " (3.39)
H(F) = H e k* (3.56)

donde E(F)y H(F)se relacionan mediante las expresiones (3.55) y (3.62) y cumplen
KE(F) =0, KIH() =0. Asi

— 1 - = % 1 |:|" K —*
B(F) = = ReExH ]:—Re[EX%XE % (3.70)
2 2 7

que, utilizando la identidad vectorial (3.63), se convierte en

Pero comolz (E = 0, resulta

B(r) = % ReK(E (E")]

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



240 Campos electromagnéticos

= — —2 . A
Ahora bien, esta claro que [E = |E| es real, y, siendo tambida un vector real,

la expresion anterior puede escribirse

B(F) = i||§ K
2n
Puesto que, segun (3.391E| = EC , el vector de Poynting medio puede ponerse
también como
= 1 =2~
P(r) =—IE.| k
2n

Asimismo, si, al aplicar a la onda plana uniforme la expresion general del vector de
Poynting medio, se poné en funcion deH mediante la expresion (3.62), en veziden
funcion deE como se hizo en la expresion (3.70), se obtiene

P(r) = ZRExH'|= R Hi xk)<H]

que, utilizando de nuevo la identidad vectorial (3.63), el hecho del»zqﬂé (MN=0yla

- ~2
definicion H [H E|H| lleva a

n_1 q=2n
P(r) —gr] |H
0, alternativamente, dado que, segun (3.FEB|),: |Hc ,a
- 1 - 2
P(F) =2 n|H.| K

La utilizacion de estas relaciones se ilustra con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.8 El campo magnético de una onda plana uniforme responde a la
~ i
expresionH = H_[H - jﬁ - EL/E+ j£§+ jéi[e”"(ﬁx*y”). Determinar
2 0 2 2 B

la forma del vector de Poynting y, si la onda transporta una densidad media de flujo
potencia de 1 mW/ncalcular [H | .

En la expresion del campo debe identificarga"2x+y+2) = g KT

Siguiendo la técnica de los ejemplo 3.3 y 3.4, se encuentra que la forma del
argumento de la exponencial supone que K=+2mX+my+m2z y

NCEE

k = 7X+§ y+ % Z, de donde se comprueba d&léﬂ =0y, por lo tanto, que el

campo dado corresponde efectivamente al de una onda plana uniforme. El vector de
Poynting medio puede entonces calcularse como

N
P(r)—En|HC k
donde
H|" =
V2 3.0 A2 1 3.0
H I - Xok-n/2+ = = N2 = S 0=
H,| i~ EL/_HZ +1225E%+J EZ H/2 505
6|H,|°
Asi pues,
5(?):37|I:I02I2

Una densidad de flujo de potencia eslaaW/m? significa que

3|H,| =1mw/m’

de donde, suponiendo propagacién en el vag 1207 Q)

H,|=9,4%x10™ A/m
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3.3 Polarizacion de las ondas planas uniformes en régimen senoidal
permanente

Se llamapolarizacionde un campo vectorial @ibo de trayectoriaque describe el
extremo (o afijo) del vector campo instantaneo.

Contra lo que a primera vista pudiera parecer, la polarizacion que presente el campo
electromagnético no es una cuestion de indole puramente tedrica, sino que, por el contrario,
presenta un gran interés practico. La razon para ello estriba en que la polarizacion tiene
efectos en la interaccion de una onda con materiales.

Por ejemplo, cuando se trata de captar energia de una onda a frecuencias
radioeléctricas, la polarizacion influird en la eficacia de la antena que se use. De hecho, una
antena puede disefiarse para captar energia de una onda con determinada polarizacion y ser
“ciega” a otro tipo de polarizacion (polarizaciones ortogonales). A su vez, una antena
optimizada para recibir ondas con determinada polarizacion, dara lugar a ondas con ese
mismo tipo de polarizacion cuando se use en emision.

En la préactica, esto se emplea para “reutilizar” el espectro electromagnético, sin que
sefales a (casi) la misma frecuencia se interfieran mutuamente, gracias a la discriminacion de
polarizacién que efectla la antena receptora. La reutilizacion del espectro se encuentra, por
ejemplo, en los sistemas de difusion de television desde satélites, en que se emiten canales
Cuyos espectros se superponen, sin que se interfieran mutuamente gracias al empleo de
polarizaciones ortogonales.

Por otra parte, el tipo de polarizacion también puede influir en la propagacion cuando
hay inhomogeneidades en el medio (proximidad de la tierra, presencia de la ionosfera...).

3.3.1 Descripcién matemética de la polarizacion

En el apartado 3.2.3 se vio que los campos eléctrico y magnético instantaneos de una
onda plana uniforme son, en todo instante y punto, perpendiculares al vector de propagacion:

~>
b,
~—~
=l
—+
N
1

o

(3.50)

~>

#(r,t)=0 (3.58)

Aunque las propiedades fisicas de los campos no dependen del sistema de
coordenadas en que éstos se representen, el hecho de que sean perpendiculaes a
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comodo utilizar unabase ortogonalconstituida pork y dos vectores unitarigsque
llamaremosg, y €, perpendiculares & :

k® =0
k®, =0

& =0

y perpendiculares entre si:

de tal manera quk&?,él,ézj definan un triedro trirrectangulo positivo:

o)

x8 =,

x&, =k (3.71)
x K e

'SD> D>

Nétese que, como se ilustra en la figura 3.11, existe un grado de libertad en la
definicion de&, y &,: la eleccién de uno de ellos es arbitraria, siempre que se cumpla la

condiciéon de perpendicularidad respectk ael otro viene inmediatamente impuesto por la
relacionkxé =&, 0 €, xk = §,.

& &

- K&

k

Fig. 3.11Posibles elecciones de los vectores
unitarios € y &,

El interés de utilizar esta base es que, en ella, por ser perpendiculares en todo
momento a la direccion de propagacid@,y # solo tienen dos componentes: eny en
€,. Asi, por ejemplo

E(F,t) = E, cost -k [F +¢,)& +E_,cos@t —k[F +¢,)&,  (3.72)
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De esta expresion, se sigue inmediatamente que la trayectoria que describe el afijo de
E(r,t) en un punto dado en funcion del tiempo es una elipse. En efecto, es una relacién

matematica conocida que una elipse en el p¥iopuede expresarse paramétricamente
como
X=X, cosf+a)

dondet es el pardmetro que, al tomar valores reales, da los distintos funigsde la

elipse. Lo anterior también puede expresarse en términos del @ectoro extremo recorre
los puntos de la elipse en funcién del paramettbig. 3.12):

a=x,cosf+a)X+y, cost+p)y

Fig. 3.12Elipse en el planaoXY centrada en el
origen

Comparando esta expresion con la del campo eléctrico (3.72), es evidente que ambas
son formalmente idénticas, con las correspondencias
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Asi pues, el extremo d€ describe en funcion del tiempo una trayectoria elihtca
2 . N N
la que da una vuelta completa cala= —, en el plano determinado pa& y €,,
w

perpendicular a la direccion de propagacion (Fig. 3.13).

Fig. 3.13Elipse de polarizacion del campo eléctrico,
contenida en el plano definido pog y €,

perpendicular ak . El sentido de giro sugerido por
las flechas dependera del desfase entre las

componentes €@, y ené,
Como se deduce facilmente de (3.72), en la base definidd pés y K el fasor del
campo eléctrico se escribe
Er) = (.68 +E, 68, )e " (3.73)

Para poder deducir de una ojeada las caracteristicas de la elipse de polarizacion que
se estudiaran en el apartado siguiente, resulta comodo definir los parametros

E
= Ej (3.74 @)
Ap=¢,-9, (3.74 b)

! Se puede demostrar que, en general, los afijos de los campos en régimen senoidal permanente
siempre describen trayectorias elipticas. En una situacién general de régimen senoidal permanente las
caracteristicas de las elipses pueden variar de un punto a otro; en el caso particular de las ondas
planas, las caracteristicas son las mismas en todo punto del espacio.
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En efecto, la expresién (3.73) puede escribirse sacEglalaﬂ"’1 factor comun

. . E. .. 0. .
E(r) = EOleJ(pl% + 02 e](¢2 ¢1)e2 % jkm
EOl

gue, definiendo la constante compléfa= Eolej"Jl y utilizando las definiciones (3.74), se
reduce a
E(F)=C (él + pe‘“’éz)e‘jkm (3.75)

A partir de esta Ultima expresion, y utilizando la relacién (3.55) y las propiedades
(3.71) de€, y &,, puede deducirse el fasor campo magnético

H(F) =

S| X

x E(F) =%(é2 — pe*g Je ke (3.76)

Comparando las expresiones (3.75) y (3.76) con las expresiones genéricas para los
fasores campo eléctrico y magnético (3.39) y (3.56) se deduce que, con la base y notacion
adoptadas,

E, =C(g +pe™s,) (3.77 a)

H. = %(é2 - pe™g) (3.77 b)

Refiriéndose a las expresiones de los fasores de los campos (3.75) y (3.76), es de
notar que la informacién sobre la polarizacién no esta en los términos de {¥seque

indican simplemente que se trata de ondas que se propagan en el sentido indiégda por
informaciéon sobre la polarizacién tampoco esta en la constante multiplidatide las
expresiones (3.77), cuyo cambio supone simplemente modificaciones en la amplitud y en el
origen de tiempos que afectan por igual a todas las componentes de los campos;lasi pues,

informacion sobre polarizacién esta contenida en el facigr+ pe*’&, de la expresion
del fasor campo eléctrico o, alternativamente, en el fzfgor pe"A"’él de la expresion del
campo magnéticdEn sumaidentificando los parametropy A¢ en las expresiones de los

campos, se pueden deducir las caracteristicas de la elipse de polariga€i@e presentan
en el apartado que sigue.
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3.3.2 Caracteristicas de la elipse de polarizacién

Desde un punto de vista practico, la elipse de polarizacion esta caracterizada no sélo
por sus propiedades geométricas (orientacion y relacion axial), sino también por el sentido
de giro del afijo del campo a su alrededor. En efecto, en un sistema de radiocomunicaciones
interesa cOmo estan orientadas las antenas respecto de la elipse de polarizacién de las ondas
gue reciben; pero una antena puede también captar preferentemente una onda cuyo campo
gire en un sentido determinado, o, alternativamente, se pueden disefiar antenas que generen
ondas con las mismas caracteristicas de la elipse de polarizacion, pero sobre las cuales el
campo “gire” en sentido contrario.

A continuacion se presentan las expresiones matematicas que describen las
caracteristicas de la elipse de polarizacion. En el caso de las caracteristicas puramente
geométricas, las expresiones se dan sin demostrar; el lector interesado puede referirse a
textos de andlisis geométrico.

* Qrientacion la orientacién de la elipse es el angulo que el eje mayor forma con una
direccion de referencia. Por ejemplo, si tomamos como tal la que d&figig. 3.14),
mediante consideraciones geométricas se llega a que

1 2E,E,, cosp, - ¢,)
B =—=arctg (3.78)
2 Ec?l - E022
EZ
E

Fig. 3.140rientacion de la elipse de polarizacion

dondeE,,,E,,, ¢, y ¢, se han definido en la expresion (3.72). Utilizando las definiciones
(3.74), la expresion (3.78) puede ponerse de forma mas compacta
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B= %arctgzioﬂ (3.79)

—~-p
Y

Nétese que la orientacion de la elipse que descHbesta girada 90° respecto de la

que describeg (Fig. 3.15), ya queé y # son en todo momento perpendiculares v,
ademas, la relacién entre sus médulos es constante (expresion (3.60)).

P
m
e

u

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. 3.15Elipses de polarizacion del campo eléctrico
y del campo magnético

* Relacion axial es la relacién entre el eje mayor y el eje menor de la elipse. De nuevo,
mediante consideraciones geométricas, se deduce que la relacioR gpu@ide expresarse
como

1

O 20

_ HsemA¢ Eb—

_gmw_ﬁmw—§-+ ' 4E1/p+pE E
" g _‘ﬁ(' = sen\¢ ?E o

é_ 1_4El/p+pE 5

donde py A¢ han sido definidos en las expresiones (3.74).

Es practica comuan expresar la relacién axial en dB como

R = 20logR (3.81)
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* Sentido de girpes facil determinar el sentido de giro del campo cuando describe la elipse

de polarizacién estudiando el signo de la derivada temporal del adgujoe forma el

campo respecto de una direccién de referencia (Fig. 3.16). En efecto, tal como se ha definido

. " . o . . = .
el sentido positivo d& en la figura 3.16, s%—t >0 el sentido de giro d€ sera contrario

d
al de las agujas del reloj, y en el sentido de éstaaéf—sﬁ: 0 . Ahora bien, en vez de estudiar

directamente el signo de la derivada temporaddeesulta mas sencillo determinar el de su
tangente; refiriéndonos a la expresion (3.72) y a la figura 3di3, se expresa facilmente
como

g5 = E,, cost—K [ +¢,)

E,, cost -k [ +¢,)

Fig. 3.16 Angulo instantdneo que forma el campo
con una direccién de referencia

Ademas, como
dtgd 1 do

dt  cogd dt
iy . dtgd . do
y es positivo, el signo de—— es el mismo que el de—. Esto puede verse
cos’ o dt dt

también a partir de la representacion graficdgi® (Fig. 3.17). En efecto, si recorremos el

0
grafico en el sentido de creciente %>O), tgd es también siempre creciente
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Atgé

° n/f sti2 _om 6

Fig. 3.17Representacion gréafica (tg o

=]

( dtgo
dt
decreciente.

> 0), mientras que si lo hacemos en el sentidd déecrecientefgd sera siempre

Asi, derivando la expresion dgd y utilizando a continuacion las definiciones (3.74)
se tiene

dtgd _ _E, © senf, —¢,) =—p senA¢
dt E, E,cos(wt—KkI+g,) E,, cos’ (wt -k [F +¢,)

Como p, w y cos (wt — K [F +¢,) son magnitudes positivas, el signog%gt—a

— Yy, por lo tanto, el d(—%—at — depende Unicamente del denA¢g , es decir, del valor de

A¢ . Asi, se tendran las situaciones siguientes:

-11<A¢ <0. En este caso%tgé >0, luego %5 >0; asi, refiriéendonos a

cualquiera de las figuras entre la figura 3.13 y la figura 3.16, el sentido de giro del
afijo del campo alrededor de la elipse de polarizacién quedara fijado en sentido

antihorario (Fig. 3.18). Es de notar que en esas figuras el vkctoene hacia el

lector, es decir, se esta representando el campo desde la perspectiva de un observador
que “ve” venir la onda. Obviamente, si la perspectiva del observador fuese la de “ver”
alejarse la onda, el sentido de rotacion del campo seria el opuesto: horario 0 a derechas
(para hacerse una idea, basta mirar la figura 3.18 al trasluz desde el otro lado del
papel).En ingenieria es costumbre, al describir el sentido de giro del campo, hacerlo
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EE E,

Fig. 3.18 Sentido de giro de los campos alrededor de la elipse de polarizacién
cuando —1T<A¢ <0: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la onda

(polarizacion “a derechasy

desde laperspectiva del observador que “ve” alejarse la ohdasi, en este caso,
diremos que la polarizacién eas §erechas

O<A¢g <. Ahora%tgé <0y, porlo tanto,%é <0; luego en cualquiera de las

figuras entre la figura 3.13 y la figura 3.16 el sentido de giro del afijo del vector
campo serd horario. De nuevo, utilizando el convenio aceptado en ingenieria, diremos
no obstante que el sentido de giraashorario o a izquierdaspues asi se apreciaria
desde la perspectiva de “ver” alejarse la onda (Fig. 3.19).

Fig. 3.19 Sentido de giro de los campos alrededor de la elipse de polarizacién
cuanddd<A¢ <m: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la onda

(polarizacion “a izquierdas”)

L En los textos de fisica, el convenio suele ser el contrario.
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Para recordar cémo hay que definir el sentido de giro de acuerdo con el convenio de la
ingenieria puede emplearse la siguiente regla mnemotécnica: si se coloca el dedo pulgar de
una mano apuntando en el sentido de propagacion de la onda y se desea que los extremos de
los otros cuatro dedos indiquen el sentido de giro del campo, cuando la polarizacién sea a
derechas la mano que habrd que usar serd la derecha, mientras que habra que emplear la
mano izquierda para una polarizacién con giro a izquierdas.

Como ya se hizo notar en su momento, en el caso que estamos estudiando de ondas
planas uniformes en régimen senoidal permanente, las caracteristicas de la elipse de
polarizacién son las mismas en cualquier punto del espacio (aunque los campos instantdneos
diferiran en general de un punto a otro, excepto sobre los frentes de onda y en frentes de
onda que disterd ).

Ejemplo 3.9 Determinar las caracteristicas de polarizacién de una onda plana

uniforme cuyo campo eléctrico viene dado fiorF E,_ (X + j§ — j2)e VZ10+2).

Se trata del campo eléctrico ya introducido en le ejemplo 3.3, para el que ya
se comprob6 que corresponde efectivamente a una onda plana uniforme y se

V2

. : ~ ~ 2 .
determiné en el ejemplo 3.4 qle= > +7Z. Para expresar el campo en una

base en la que solo tenga dos componentes, como la de las expresiones (3.71),
podemos identificar arbitrariament® = X. Efectivamente, aunque ain no

conociésemos Kk explicitamente, como debe cumplirseEC k=0 y
E. =E,(X+ jy—j2) (ver ejemplo 3.3), se sigue quelk =0. Utilizando la
primera de las relaciones (3.71) se encuentra inmediatamente

NI
NI
N>

ézzlzxél: y-

Asi EC puede escribirse
= A L A A i2 A
E.=E,(&+j28)=E,(& +2e 28)

Comparando esta expresion con (3.77), se identiﬁea\/i, A = g de

donde se deduce que:
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* El angulo de orientacion, respecto de la direccion definideéper X, de la elipse

gue describe el campo eléctrico BSZE. En este caso, al utilizar la expresion

o . T
(3.79) aparecen en principio dos posibles valores fara saber, 0 yE ya que

cosA¢ =0 y el arcotangente puede valer 0to Para decidir entre ellos basta con

interpretar el numerador del argumento del arcotangente como una ordenada vy el
denominador como una abscisa. Como el denominador es en este caso negativo, ello
indica que el angulo que hay que tomares

* La relacion axial de la elipse de polarizacion es (expresiones (3.80) y (3.81))
R=42 o R, =3dB.

* El sentido de giro del campo alrededor de la elipse de polarizac#irzgsierdas

(O<A¢:g<n).

3.3.3 Casos especiales: polarizacion lineal y polarizacion circular

Los casos particulares de polarizacién que se estudian a continuacion presentan un
doble interés: por un lado, son polarizaciones muy utlizadas en sistemas de
radiocomunicaciones en la practica (por ejemplo, la polarizacién lineal se utiliza para la
radiodifusion en onda media y para la difusion de television en UHF; algunos sistemas de
difusién de television por satélite utilizan polarizacién circular). Por otro lado, una onda con
una polarizacién arbitraria puede ponerse siempre como superposicion de dos ondas con
polarizaciones ortogonales; las polarizaciones lineales vertical y horizontal, asi como las
polarizaciones circulares con sentidos de giro opuestosstituyen bases especialmente
cémodas para expresar cualquier polarizacion arbitraria y calcular de manera sencilla
fendmenos de reflexién y refraccion (como se vera en el capitulo 4), de propagacién en
medios anisétropos y en medios no reciprocos, interferencias en sistemas de
radiocomunicaciones, etc.

1 El concepto de ortogonalidad puede generalizarse a vectores que puedan ser complejos. Dos
— %
vectores, en general complej@,y b son ortogonales siltb =0
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Polarizacioén lineal

Una onda posee polarizacion lineal si en la expresiones (3.75) y (3.76) o (3.77) se da
una de las siguientes condiciones:
p= Oo p=o0
0
Ap=00Ap ==m

En cualquiera de esos casos, es facilmente comprobable que la relacidddadal
por la expresion (3.80) se hace infinita, lo que significa que la elipse se reduce a un
segmento.

Por ejemplo, si p=0, entonces, segin las expresiones (3.73) y (3.77 a),
EC =E,e'"g =Cé , y la elipse de polarizacién se reduce a un segmento segin la
direccion de€, (Fig. 3.20 (a)). SE, fuese paralelo a la tierra, se diria que la polarizacion es

horizontal . Sip = %, entonces, de manera anélcEgF E.e'?& =Cé, ,y laelipse de

polarizacion se convierte en un segmento en la direcci@ q€ig. 3.20 (b)). Sié, fuese
perpendicular a la tierra, se diria que la polarizacion es vertical.

E,

(MY

- Eol k Eol /Ei

(@)

Fig. 3.20Polarizacion lineal cuandg =0 (a); p = (b)

Si Ap =0 o A¢ =+, segin (3.77 a) se tendd, =C(& * p&,), o bien,
teniendo en cuenta qued * p&, es un vector real perpendicular a la direccion de
propagacion y llamandé a un vector unitario en la direccién de = pé,, E, =C'&, lo

que indica que la elipse de polarizacion se reduce a un segmento en la dire@{&igde
3.21).
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EZ E2
,,,,,,,,,, B D =
g | P
K E, & ’ E, E
@) (b)

Fig. 3.21Polarizacion lineal cuandd\¢ =0 (a); A¢ =+ (b).

En cualquier caso, en una onda plana polarizada linealmente las componentes de las
partes uniformes de los campos eléctrico y magnélico, H ., estaran en fase.

Ejemplo 3.10 El campo magnético de una onda plana uniforme es
H(F) = H (X =+/29) e "2*¥* Determinar el tipo de polarizacion del campo.

Visto el argumento de la exponencial, el vector de onda es el mismo que se
determiné en el ejemplo 3.5?, = 2%+ Ty +1TZ; se satisface, pueE,EI:I =0,
por lo que el campo dado corresponde efectivamente al de una onda plana uniforme.
En este caso se tieriéC = Ho(f(—\/i)?): todas las componentes dﬁac
estan en fase, por lo que la polarizacién es lineal. La direccion de la polarizacion de
H viene definida por el vector unitario

. _ X=29 _%-+29 _+3 6
%-v29 V3 3~ 3

El campo eléctrico estara a su vez polarizado en la direccién perpendicular
dada por

ée:éhxlz: 3)1_@9 f(+i9+}2 :_£§(_£9+§2
3 3 2 2 2 6 6 6
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Polarizacion circular

Una onda esta polarizada circularmente si en las expresiones (3.75) y (3.76) o (3.77)
de los fasores que la representan se encuentra

p=1
y simultaneamente
AP ==71/2

En esas condiciones la relacion axial de la elipse de polarizacién, dada por la
expresion (3.80), se hade@ =1, lo que significa que, al ser sus dos ejes iguales, la elipse se
ha reducido a una circunferencia. Cabe distinguir dos casos de polarizacién circular; en
efecto, ateniéndonos a la discusién sobre el sentido de giro del campo alrededor de la elipse
de polarizacion desarrollada en el apartado 3.3.2, resultara d\@,=sit/ 2, estamos en el

caso de quéd <A¢ <1, y, por lo tanto, hablaremos gelarizacion circular a izquierdas

(Fig. 3.22). La parte uniforme del fasor campo eléctrico vendra dado, particularizando la
expresion (3.77 a), por

(a) (b)
Fig. 3.22Polarizacion circular a izquierdas: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la
onda

De manera completamente andaloga, /sp =-71/2, la onda estargolarizada
circularmente a derechdg§ig. 3.23) y la parte uniforme del fasor campo eléctrico sera

E.=C(&-i&)
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(a) (b)
Fig. 3.23Polarizacion circular a derechas: (a) viendo venir la onda; (b) viendo alejarse la
onda

Ya se indicé anteriormente, al hablar de la polarizacion de las ondas planas
uniformes en general, que toda la informacién sobre la polarizacion esta contem:igla en
asi,lo que caracteriza una polarizacién circular es la posibilidad de escrﬁﬁircomo un
vector proporcional a € * jé,.

Segun se discutié al principio de la seccién, en el estudio de ciertas situaciones de
interés practico puede resultar conveniente expresar una onda plana uniforme con una
polarizacién arbitraria como superposicién de dos ondas con polarizaciones ortdgonales
por ejemplo, como superposicion de dos ondas polarizadas linealmente segln direcciones
perpendiculares, o de dos ondas polarizadas circularmente con sentidos de giro del campo
opuestos. La posibilidad de la descomposicién en dos polarizaciones lineales ortogonales es
obvia a partir de la expresion

E(f)=C (él + pejA"’éz)e‘ij
que no es mas que la suma de una onda plana uniforme polarizada linealmené:segun
E,(F)=Cé e *

y de una onda plana uniforme polarizada segjin

! Atendiendo a la definicion de ortogonalidad de la nota al pie de la pagina 253, los vectores reales

y &, son ortogonales, y también los son los vectéjesjé, y & - j &,.
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E,(r) = C pette, e

Existen elementos que permiten seleccionar la componente de la onda en una
direccién dada; tales elementos, cuyo principio de funcionamiento, que no sera detallado
aqui, puede variar segun la frecuencia de utilizacién, se llaman polarizadores, y la funcién

que realizan se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.11 Un polarizador es un elemento utilizado para cancelar una de las dos
componentes en que podemos descomponer los campos de una onda plana que lo
atraviese, de manera que, a su salida, siempre se tendra una polarizacion lineal. La
Unica caracteristica que debemos conocer del polarizador, a fin de averiguar céGmo
sera la onda transmitida, es la orientacion de su eje respecto a la direccion de

polarizacion de la onda incidente.

Considérese el esquema mostrado en la figura 3.24. La onda que llega al
polarizador tiene una polarizacién arbitraria, de manera que, segun los ejes elegidos,
podremos expresar el campo eléctrico en la forma:

=y _ o 189 o) - ikz
E(F) = Eg(X+ pe™ y)e

Ay S

N eje del polarizador

Fig. 3.24 Analisis del campo resultante tras atravesar un polarizador

El eje del polarizador representa la direccion permitida de paso, de forma
gue cualquier otra componente de campo serd atenuada o reflejada. Segun el

esquema esa direccion es

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



3 Ondas planas uniformes 259

§ = Xcogy+ yseny
Y el campo eléctrico de la onda transmitida resulta:

E(F) = (E(F)[3) = E, (cosy + pe™’ semy js&*

Para comprobar que el campo también se puede poner como superposicién de ondas
polarizadas circularmente en sentidos opuestos, utilizaremos la observacion anterior de que
lo que caracteriza la expresidbn de una onda plana polarizada circularmente es su

proporcionalidad a un vector complejo de la for@at j€,, donde€ y €, son vectores

reales del mismo médulo y perpendiculares entre si. Asi, notaremos que eléyquiede
escribirse como

n A 1. n
(el+Jez)+§(el—Je2)

N

el =
y, analogamente

N A R 1./ A
8 = J(el-Jez)-EJ(eﬁJez)

N

Sustituyendo estas expresiones en (3.75) se tiene
= DL ~ A 1 A A 1 iA ~ N 1 iA A A D_"
E(f)=C +j8,)+=(6 - &) - j=pe (e + &)+ = pe(é- e
(r) E(el 18)+ 56 ~18) 15 pe™ (& 1&)+ - pet(§ Jez)g

de donde, agrupando términos, se llega a

E(F) = ¢

= - ipe)@ + &) T + (14 e )(§ - j&)e

gue no es mas que la superposicion de una onda polarizada circularmente a izquierdas:
= o\ C . ) ~ . A _J'Rm
B (r) =2 - 1pe™)E *]&)e

como lo indica el factoré + j&, y, como lo muestra el factéy— j&,, de una onda
polarizada circularmente a derechas

ED (r)= ¢

@+ pe)(& - | 8,)e "

gue es la posibilidad que se queria hacer patente.
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Ejemplo 3.12 Descomponer una onda plana uniforme cuyo campo eléctrico es
E=E, (%+ j§- j2)e” V%" en dos ondas polarizadas circularmente en sentidos
opuestos.

Este campo ya fue tratado en el ejemplo 3.9, donde se discuti6 que una
posible eleccion de vectores unitarios perpendiculares a la direccion de propagacion

AA\/E\/_

es € =X, & :— ——2Z. Asimismo se determiné que, con esta eleccion,

p= \/_ A¢ =—. Asi pues, la onda plana del enunciado puede ponerse como

superposicion de una onda plana polarizada circularmente a izquierdas cuyo campo
eléctrico sera

E,(F) (1+\/_)(x+]£y_1\/_z)ean(y+z)

y de una onda plana polarizada circularmente a derechas, con campo eléctrico

Ep (1) = %(1‘\/5)(X— J£ g+ j= V2 5 € iN2n(y+2)

3.4 Propagacion de ondas planas uniformes en medios con pérdidas

En lo visto hasta ahora, figura la suposicion implicita de que los medios en que se
propagan las ondas electromagnéticas no presentan pérdidas: la amplitud de las ondas planas
uniformes que se han analizado no sufria disminuciéon alguna a medida que la onda se
propagaba. Esto es una suposicion excelente en el caso de propagacion en el vacio, pero
puede dejar de serlo en medios materiales. En lo que sigue discutiremos desde un punto de
vista macroscopico el origen de las pérdidas en medios materiales y analizaremos el efecto
de esas pérdidas en la propagacion de ondas planas uniformes.

3.4.1 Permitividad y permeabilidad complejas

Hasta ahora, al considerar la relacién entre los campos instant@{€o vy

é(f,t) por una parte, ﬂ(f,t) y é(f,t) por otra, en un medio isétropo lineal, se ha
supuesto una relacion de proporcionalidad
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NI
I

EE
U#

(3.4)

0,
I

Sin embargo, ésa no es la relaciéon lineal mas general que se pueda suponer. En
efecto, en la teoria de sistemas lineales, una relacion lineal entre una magnitud “de entrada”
y una magnitud “de salida” no se reducg(®) = k x(t) , sino que viene dada (Fig. 3.25) por

y(t) = Ii, h(t - 7)x(r)dt

X(t) o ﬂ = I_Z h(t - 7)x(r)dr

Fig. 3.25Relacion entre la salida y la entrada de un
sistema lineal invariante con el tiempo de respuesta
impulsional h(t)

Asi, la relacion lineal mas general enfif,t) y E(F,t) es
D(F 1) = J'_°° h, (F,t-1)E(F,7)dT (3.82)

donde h, (F',t) es la respuesta impulsional que relaciona en el tiempo la “resplféaal’a

entradag en el puntor . La respuesta impulsional pone de manifiesto que el medio, de

cuya interaccion con el camp§ da una representacion macroscoépica, no responde, en
general, instantaneamente a una excitacion; si lo hiciera, la respuesta impulsional tomaria la

forma particular h,(',t) =&(r')d(t) y encontrariamos la relacién manejada hasta ahora
D(F,t) =€£(T,1).
Si suponemos ahora que estamos en régimen senoidal permanente, podemos denotar

a los fasores correspondientes [ﬁﬂrf,w) yE(F,a)) , donde la frecuencia angular se ha

indicado explicitamente para facilitar la discusién. La relacién (3.82) entre campos
instantaneos implica que los fasores, que contienen la informacion de los campos variables
con frecuenciaw, se relacionan mediante

D(F,w) = &(F,w) E(F,w)
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donde&(r,w) es la transformada de Fourier Ag(T,t)
e(F,w) = f h, (F,t)e i dt
y, por lo tanto, una magnitud en general compleja, auhg(ig t) es real.

El hecho de que(i',w) sea complejo indica que existe un desfase €&, w)

y E(F,w) , que es la manifestacion, a nivel macroscopico, de un intercambio de energia entre

el campo y la materia a nivel microscopico. En medios materiales en equilibrio térmico, o
proximos a él la parte imaginaria de es negativa, por lo que, cuando interesa resaltar
explicitamente el caracter complejo de la permitividad, suele escribirse

e(frw)=¢/(rw) - j&'(r,w)

donde, tantcg; como €' son positivos. En ese caso, como se vera en el proximo apartado,

la interaccion del campo con el medio resulta en cesion de energia del campo a la materia, y
se dice que el medio presenta pérdidas.

De manera similar podria razonarse que en la relacion entre los fﬁ((frgs)
yH(F,w), B(f,w)=uF,w)H(, w), u{f,w) puede ser, en general, complejo.
Habitualmente, su parte imaginaria sera también negativa, por lo que suele escribirse

p(r,w) = p'(r,w) - ju'(r,)
con u' y U" positivos; de nuevo, esta situacion da lugar a pérdidas de energia del campo

electromagnético.

Otra causa de pérdidas, que puede tratarse como una contribucion a la parte
imaginaria negativa de la permitividad eléctrica, es la conductividad del medio con el que
interactue el campo. En efecto, consideremos de nuevo la ley de Ampére-Maxwell en
régimen senoidal permanente en un medio lineal:

OxH=J+ jweE

! Suministrando energia a ciertos materiales, puede conseguirsg gue’ se hagan negativos; en

esas condiciones puede llegarse a situaciones en que sea el medio el que ceda energia al campo. Se
habla entonces de unedio activoEse es el fundamento de los dispositivos laser.
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Si en el medio no hay fuentes independientes, pero presenta una conductividad
finita, la densidad de corriente y el campo eléctrico estaran relacionados por la ley de Ohm

J=0E
Sustituyendo esta Ultima expresion de la densidad de corriente en la ley de Ampeére-

Maxwell, tendremos
OxH=0E+ jweE

Sacando factor comirjw en el término de la derecha, la expresion anterior se

escribe
OxH = waE— jgﬁ
O W]

Comparando esta Ultima expresion con la de la ley de Ampére-Maxwell en un medio
lineal de conductividad nula:

OxH =jweE
es obvio que el efecto de la conductividad es funcionalmente el mismo que el de dar lugar a

. o o _. . . .
una parte imaginaria de valer—. Si ademas consideramos explicitamente gupueda
w

tener una parte imaginaria debida al tiempo de respuesta finito de la polarizaciéon, la ley de
Ampére-Maxwell se escribira

_ + .n
OxH :jw&;_jw&
O w [0
O bien, definiendo

=g (3.83 a)
= e (3.83 b)

)

la ley de Ampere-Maxwell termina escribiéndose
OxH =jw(e' - je")E (3.84)

donde es obvia la contribucién de la conductividadh una parte imaginaria negativa &e
efectiva.
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3.4.2 Ondas planas uniformes en un medio con pérdidas

En el apartado anterior se razond que los parametros constitutivos — permitividad
eléctrica y permeabilidad magnética — de un medio lineal que aparecen en las ecuaciones de
Maxwell en régimen senoidal permanente pueden ser complejos. Se adelanté ademas que,
cuando la parte imaginaria de esos parametros es negativa, eso traduce desde un punto de
vista macroscopico mecanismos de pérdidas del medio por los cuales el campo
electromagnético cede energia a la materia. En lo que sigue vamos a ilustrar los efectos de
estas pérdidas a partir del analisis del caso particular, pero suficientemente importante por si
mismo, de la propagacion de ondas planas en un medio lineal y homogéneo que las presente.

Desde el punto de vista matematico el estudio se hace muy sencillo si notamos que,
al escribir las ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente en una region
desprovista de fuentes independientes:

OxE =-jowuH
OE=0
OmH =0
OxH = jweE

la forma matematica es la misma tant&Esy U son reales como complejos. Por lo tanto,

campos de la forma de los que corresponden a ondas planas uniformes como las estudiadas
en el apartado 3.2:

m
—~~
=i
p ——
11
(DI
=
=

o

X

m

(DI
=1
=]

o

I,
—~
=l
N
I
S| x> M

siguen siendo solucién de las ecuaciones de Maxwell, sin mas que tener en cuenta que las
constantes y U que aparecen en la definicion del nimero de onda:

k = co/Le

y en la de la impedancia intrinseca del medio:

n= =
)

son, en general complejas.
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Aunqgue la solucién sea formalmente idéntica a la considerada hasta ahora para la
onda plana uniforme, en q@ey U habian sido tomados como reales, el hecho de que estos

parametros tomen valores complejos tiene consecuencias fisicas que se discuten a
continuacion. Para simplificar mateméticamente la discusion, pero sin que ello suponga
pérdida alguna de generalidad, supondremos propagacion en el senfide dmn lo que

k =kZ — y que las pérdidas del medio s6lo se manifiestan en una permitividad eléctrica
complejag =¢' - je" con€' y €" positivos. Asi, tendremos

donde ahor&k es complejo por serle . En efecto, en la figura 3.26 se ilustra de manera
cualitativa la relacion entre una permitividad eléctrica compleja de parte imaginaria negativa

Im[[!
Re[l!
4 :
e=¢-je

Fig. 3.26 Relacion entre un valor
complejo de permitividad, de parte
imaginaria negativa, y su raiz
cuadrada

y Su raiz cuadrada: el resultado que hay que tener en cuenta es que la raiz cuadrada también
tiene parte imaginaria negativa, por lo que se podra poner

k:a)\/ﬁ:wwluie'—je"izﬁ—ja (3.85)

donde B!y a son constantes positivas en el caso comin degjusea positivo. De
manera cuantitativa, teniendo en cuenta que

1 A pesar de utilizar el mismo simbolo, esta constght@mo debe confundirse con el 4ngulo de
orientacién de la elipse de polarizacién definido en el apartado 3.3.2.
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k* =

=w’ule-je")=(B - ja)

se llega, igualando partes reales e imaginarias, al par de ecuaciones

wzlug.: '32 —a?

w’uE" =2Ba
de las cuales se despeja

/12
_ ,glﬂg2 5]1/2 +1§1
B = wy ue - 5 O

(3.86 a)
E
/12
1+tg?o[ -1 .
a= w,/us'g g 5] % x signge”) (3.86 b)
E 2 B
donde se ha utilizado la llamatdmgente de pérdidague se define como
6"
t95 =—
£
Nétese que- O es la fase de la permitividad compleja €' — je" (Fig. 3.26).
Asi, los fasores campo eléctrico y campo magnético podran escribirse
E(F) = E,e "% iF* (3.87 a)
H(F) = H e #* (3.87 b)
D
con H, =—xE_y E_ un vector uniforme.
n

El factor e % en la expresion de los campos indica que la onda se propaga en el
sentido deZ con una velocidad de fase (ver los razonamientos efectuados al final del
apartado 3.2.3)

w

B

Vp:

Por esta razér3 se suele llamaconstante de propagaciésus unidades son las mismas

que las del nimero de ondg 0 sea,m™, aunque para distinguir que es la parte real del
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namero de onda complejo y que, por lo tanto, pone de manifiesto el desfase propio de la
propagacion, a menudo se le asignan unidademden™, donde hay que recordar que el
radian (ad ) es una unidad adimensional.

Asimismo, el factore™®? expresa la atenuacion que la onda experimenta a medida
que progresa seg(h, razén por la cuadr recibe el nombre deonstante de atenuacipsus
unidades son también den™*, aunque a menudo, para distinguirla de la constante de
propagacion, se le asignan unidadesnéperm™, donde el neper es, como el radian, una
unidad adimensional.

De nuevo, aunque toda la informacion sobre los campos en régimen senoidal
permanente estd contenida en los fasores, puede resultar instructivo efectuar una
representacion grafica de una componente arbitraria de un campo instantaneo para asimilar
mejor la situacion fisica. La expresion de dicha componente sera

E =E,e“coswt-Bz+¢))

donde todas las magnitudes que aparecen son reales,yo y [ son positivos. La

representacion gréfica aparece en la figura 3.27, donde se observa que, a medida que un
frente de onda (un punto de la forma de onda, correspondiente a una fase determinada, en la
representacion bidimensional de la figura) progresa, la amplitud del campo disminuye; la

Fig. 3.27Representacion gréfica, en dos instantes sucesivos, de
una componente del campo eléctrico instantdneo de una onda
plana uniforme que se propaga en un medio con pérdidas
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distancia entre puntos sucesivos a lo largo de la direccion de propagacion con la misma fase
sera

mientras que la amplitud de la onda disminuye coen¥ .

Es evidente, a partir de las expresiones (3.87), que
_ 2 = 2 - 2
|E(z+Az)| :|E(z)| Nk <|E(z)|

-2
y que |H| obedece a una relacién idéntica. Por lo tanto, si calculamos el vector de

— —|2 -2
Poynting P, que es proporcional |:E| y a |H| en un plano arbitrario correspondiente a

una z dada, y en un plandz mas alla en la direccion de l&s crecientes (Fig. 3.28), su
maodulo ser& menor en el plazor A z:

P(z+A2)<P(2)

modulodel vector
| de Poynting:
modulodel vector | P(z+A2)<P(2)

dePoynting: P(2) ‘Z

Fig. 3.28Disipacion de potencia en una onda electromagnética que se
propaga en un medio con pérdidas: el modulo del vector de Poynting
disminuye a medida que la onda se propaga
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El principio de conservacion de la energia indica, pues, que ha pasado energia de la
onda al medio. Se dice que el medio presenta pérdidas y que disipa potencia (del campo
electromagnético). La onda va perdiendo la potencia que transporta a medida que se propaga.

3.4.3 Casos limite:buen dieléctricoy buen conductor

En el apartado anterior se consideré el caso de una onda plana que se propagaba en
un medio genérico con pérdidas, y se encontraron las expresiones generales — con la
limitacion de que las pérdidas se manifiesten a través de una permitividad compleja — para la
constante de propagacidi y la constante de atenuacién La constante de propagacion

define la longitud de onda y la de atenuacién el decrecimiento de la amplitud de las
componentes de los campos a medida que la onda se propaga.

Resulta interesante encontrar expresiones aproximadas para la longitud de onda y la
constante de atenuacion para dos casos limite que se encuentran a menudo en situaciones de
interés practico.

La expresion (3.86 b) indica que, cuanto menor sea la tangente de pérdidas de un
medio, menor serd la atenuacion que experimente una onda que se propague por él y, por lo
tanto, menor la pérdida de la potencia que la onda transporta. Asi pues, cuando se estén
disefiando sistemas en los que una onda deba propagarse por un medio material, sera
conveniente que éste presente una pequefa tangente de pérdidas. Se dice que un medio es un
buen dieléctricacuando se da la condicion

n

tgd :% <«<1 (3.88)

Un valor tipico de la tangente de pérdidas de un dieléctrico utilizado en la préctica,
por ejemplo, en la construccién de circuitos de microondas, puedgder10™. Si se

cumple la condicion (3.88), las expresiones (3.86) admiten las siguientes aproximaciones
mediante un desarrollo en serie de Taylor limitado al orden més bajo distinto de 0 y no nulo:

B= k%%tgz 55 (3.89 a)

'z%k’tgd (3.89 b)

donde se ha definidik' = w,/ue' . Asimismo, la impedancia intrinseca del medio podra
aproximarse por
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= E: ! +§t 25D 'lt 5D
n J; né% 89 E+129 E

donden' = ‘/ﬂ, . En la practica se toma el valor dado por la expresion (3.89 b) para calcular
£

la atenuacion, mientras que la constante de propagacion y la impedancia intrinseca se
aproximan por
B=k (3.90)
y I
n=n

Es de notar que en el buen dieléctrico, segun las expresiones (3.89 b) y (3.90),
a << 3, lo que desde el punto de vista practico significa que la onda debe propagarse a lo
largo de muchas longitudes de onda para que la atenuacién sea apreciable (Fig. 3.29).

A

=0z

Fig. 3.29 Propagacion de una onda plana uniforme en un buen
dieléctrico: la atenuacion es pequefa en el espacio de una longitud de
onda

En la practica a menudo las ondas interactian con buenos conductores (por ejemplo,
en guias de onda, como se verd en el capitulo 5, 0 en una antena). Atendiendo a las
expresiones (3.83), se definira hnen conductocomo un medio en el que el efecto de la
conductividad es predominante frente a la constante dieléctrica, o, lo que es lo mismo, en el
que la corriente a que da lugar el campo eléctrico, segun la ley de Ohm, es mucho mayor que
la corriente de desplazamiento. Formalmente esto se traduce en que
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o> ueg
0, simplemente,
o >> we/, e (3.91)

Nétese que el comportamiento de un medio como un buen conductor depende de la
frecuencia de la trabajo. La expresion anterior supone que en la expresion de la ley de
Ampére-Maxwell para un medio con pérdidas (3.84) la permitividad compleja’ — j&"
podra aproximarse por

. g
E=—]—
w
Asi, el nimero de onda complejo sera

— ~ g :ﬂ
k= wy e wu@-JwE . (3.92)

p

donde 5p es una constante con unidades de longitud que recibe le homiwefuledidad
de penetraciénElaborando la expresién anterior se deduce facilmente Iépde

5 =L (3.93)

> Jmuo f

donde u es la permeabilidad magnética del mediosu conductividad yf la frecuencia.
Identificando en el término de la derecha de (3®3) [, segln (3.85), se obtiene

1- .
5—12,8—1(]
p
de donde
1
B=—
59
1
a=—
f6)

La expresion anterior d&x muestra que la profundidad de penetraci(‘ip
representa la distancia sobre la que la amplitud de los campos de una onda plana que se
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propaga en un buen conductor se reduce en un factrmismo tiempo, la expresion ¢&
indica que la longitud de onda es

Esta situacion se muestra graficamente en la figura 3.30, y las magnitudes tipicas de la
profundidad de penetraciéon en un conductor real se ilustran mediante el ejemplo siguiente.

A

v

Fig. 3.30Propagacion de una onda plana uniforme en un buen
conductor. Las constantes de propagacion y de atenuacion son
iguales

Ejemplo 3.13.Profundidad de penetracion en el cobre.

El cobre presenta una conductividad de=5.8x10" S/m, y es un
material diamagnético, por lo que, con buena aproximagiéGnll,. Sustituyendo
los valores anteriores en la expresion (3.93), se obtiene para el cobre

1o) :@mm

T

donde la frecuencia debe expresarse Hn. Asi, para f =50Hzse encuentra
0, =9,35mm, mientras que pard =500MHz la profundidad de penetracion se

ha reducido &, = 2,96 um. Esta es la razén por la que, en muchas aplicaciones
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de radiofrecuencia puede suponerse, por lo menos en primera aproximacion, que los
campos en el interior de un buen conductor son despreciables.

Resulta interesante también examinar a qué frecuencia dejaria de cumplirse
en el cobre la condicién (3.91). Para ello impondremos la iguadtdadwe vy

supondremos que& = &,. Despejando la frecuencia se encuentra que la igualdad

anterior se daria par =10'®*Hz que es una frecuencia correspondiente a rayos X.

Hay que tomar este calculo con precaucion, porque, conforme la frecuencia aumenta,

apareceran fenémenos que haran que los valores considerados para la conductividad
y la permitividad se aparten de los que se han tomado para el calculo. Sin embargo,

el calculo es ilustrativo de que puede esperarse que el cobre se comporte como un
buen conductor hasta frecuencias muy altas.

También es interesante comparar la profundidad de penetrégi()y\ la
longitud de onda en el conductdlﬂJpcon la longitud de onda a la misma
frecuencia en el aire. Tomando la frecuencicb®MHz, encontramos que en el
aire A =60cm>>9 . TomandoA como medida representativa de las distancias

sobre las que el campo varia de manera apreciable en el aire, resulta razonable pensar
gue, cuando una onda procedente del aire interactie con la superficie de un buen

conductor, éste podra considerarse, si se da la conohdﬁﬂép, como localmente
plano.

Si calculamos la impedancia intrinseca del buen conductor, encontramos que, puesto

_ M| M .
n—£~,/1 S AR Q

donde el parametr&, con unidades d€ , se llama resistencia superficial, o resistencia de

un cuadrado de superficie. De la expresion anterior, y atendiendo a la definicion de la
profundidad de penetraciéﬁlp, resulta que

o
quege=—j—,
w

0, teniendo en cuenta la expresion (3.93ﬁge
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R = L (3.94)

Asi, la impedancia intrinseca en un buen conductor tiene una parte imaginaria igual a
la parte real; ambas son menores cuando la conductividad es mayor y crecen con la

frecuencia comq/T.

El significado de la resistencia superficial puede ilustrarse considerando una onda
plana uniforme que se propaga hacia el interior de un conductor, perpendicularmente a su
superficie. El sistema de coordenadas se toma de manera que el origen de coordenadas esté
en la superficie y el ejeZ sea perpendicular a la misma (Fig. 3.31); la onda se supone
polarizada linealmente, de manera que el campo eléctrico sea

z

= =

E=Ee e X

/ondéi/aue
" se propaga

Fig. 3.31 llustracion del significado de la impedancia superficial

La densidad de corriente sera entonces

z

= =

J=0E=0Ee e % (3.95)

Consideremos un cuadrado de ladosobre la superficie del conductor, como se
representa en la figura 3.31, con dos de sus lados, los numerados en la figura como 1y 2,
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perpendiculares al ejeX . Como el campo magnético es perpendicular a la direccion de
propagacion, segun la ley de Faraday tendremos

fcémfz—jwujsﬁ [@s=0

siempre que C sea un contorno contenido en un plano perpendicular a la direccién de
propagacion en efectoS puede ser cualquier superficie limitada por ese contorno y si, en
particular, elegimos la superficie contenida en el plano perpendicular a la direccion de

propagaciéon, vemos inmediatamente que el flujo lde debe ser nulo. Pero que
fCE [dl =0, es equivalente a que la circulacion Beentre dos puntos cualesquiera sea
independiente del camino elegido, lo cual implica que es posible definir, en un plano

perpendicular a la direccién de propagacion, una “diferencia de potencial “* de manera no
ambigua. En particular, podemos calcular esa tensién entre los lados 1 y 2 de la figura 3.31 a

partir de la expresion de paraz=0:
Vi, =f|§(z=0) ol = E,a

Consideremos ahora la superficie constituida por una tira de anahyrngitud
infinita, que se extienda hacia el interior del conductor desde su superficie,
perpendicularmente a ella y esté limitada en ésta por el lado 1 (Fig. 3.31). Si calculamos la
corrientel que la atraviesa, tendremos

I :Isj NS :I: J’t“aj [dydzX = aI:jEf(dz

donde y, es la coordenady del extremo izquierdo del lado 1. Teniendo en cuenta la
expresion (3.95) de la densidad de corriente, se encuentra que la expresion anterior da para la
corriente

E,a

RA+])

Esta corriente es la que atraviesa el lado 1 del cuadrado “por debajo” de la superficie,
y, al no depender d&, es obviamente la misma que atraviesa por debajo el lado 2 o
cualquier linea que una el lado 3 del cuadrado al lado 4. Podemos, pues, decir que ésta es la
corriente que atraviesa el cuadrado por debajo de su superficie. Teniendo en cuenta, ademas,

que hemos calculado que la tension entre el lado 1y el lado 2 del cuad¥gdeds, a, la
expresion anterior puede ponerse como
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B2 = @4 R

Interpretando que el cuadrado es un elemento “accesible” desde su superficie, y que
| es la corriente que lo atraviesa en el sentido del lado 1 al lado 2 cuando se le aplica en su
superficie una tension entre esos ladfs, puede llamarse impedancia del cuadrado de
superficie (o impedancia superficial) a la magnitud

Z,= 42 =+ R

gue coincide con la impedancia intrinseca del medio. A la parte real de dicha impedancia se
le llama, por razones obvias, resistencia del cuadrado de superficie o resistencia superficial.

De nuevo, la resistencia superficial no es una magnitud que posea un interés
puramente teérico. Cuando se calcula la constante de atenuacién debida a las pérdidas en los
conductores en lineas de transmisioén, o en guias de onda reales, se encuentran expresiones
gue dependen de la geometria de la seccién recta de la linea de transmision o guia, en las que
la resistencia superficial es un parametro que aparece como una constante de
proporcionalidad. Cuanto “mejor” es un conductor (mayor su conductiddgdnenor es
su resistencia superficial, como lo indica la expresion (3.94). En el ejemplo siguiente se
ilustra la evolucion de la resistencia superficial del cobre en funcién de la frecuencia.

Ejemplo 3.14.Célculo de la resistencia superficial en el cobre.

Tomando los datos para el cobre del ejemplo 3.13 y utilizando la expresién
(3.94), se encuentra que T0Hzla resistencia superficial eR, =18x10°Q,

mientras que &00MHzes R, =5,82x10°Q, ya que la resistencia superficial

crece como\/T .
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PROBLEMAS — CAPITULO 3

1. Una onda electromagnética plana uniforme se propaga en el vacio con un campo eléctrico dado por
E=E,(%+] ).

a) ¢ En qué direccién y sentido se propaga la onda?

b) ¢ Cudl es su frecuencia?

¢) ¢ Qué tipo de polarizacién tiene?

d)SiE, =1 uV /m, calcular la potencia media que la onda transporta por unidad de superficie.

2. El campo eléctrico de una onda que se propaga en el vacio es
£ =S [z e (2 )y i derrtorad

con E, real. Determinar:
a) La frecuencia de la onda.
b) La direccion de propagacion.
c) El tipo de polarizacion.
d) Las expresiones de los campos eléctrico y magnético instantaneos.
e) Si la onda transporta una densidad de flujo de potencia medi@0géN /m?*, ¢cuanto vale

E,?

3. Una onda plana uniforme de frecuenria
f =3GHz, polarizada linealmente, <

propaga en el vacio en una direccion cu

. 1 1
cosenos directores sonl ZE’ =,

2
/2

n =7. Determinar los campos eléctrico

magnético instantdneos en cualquier punto X
espacio sabiendo que en= , =0 el
campo eléctrico instantaneo vale

E(F=0t=0)=~ Ei—%E9+

N |-

y su médulo es maximo.
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4. Una onda plan uniforme de frecuencia
600MHz, polarizada circularmente a

derechas, se propaga en el vacio en una
direccidn y sentido tales que el vector de

onda forma angulos de 45°, 60° y 60° con

los sentidos positivos de los ejes, Y y

Z respectivamente. La onda transporta

una densidad de flujo de potencia media

de 100uW/m?. En el instantet = Qen
el origen de coordenadas el campo

magnético estd contenido en el plano
z=0 y forma un angulo agudo con el

sentido positivo del ejeX .
a) Determinar el vector de onda.
b) Determinar el vector unitario en la direccion y sentido del campo magnétice ery en @l
origen de coordenadas.
c) Determinar la expresién del campo magnétito

d) Determinar la expresién del campo eléctriéo

5. Una onda plana uniforme de frecuencia=900MHz se propaga en el vacio. Los ejes de
coordenadas se han tomado de tal manera que la onda se propaga en el sentido positXo Hal eje
onda esta polarizada elipticamente a derechad.=£n, z=00 el campo eléctrico instantaneo vale
1XV/m, y su médulo es maximo. La onda transporta una densidad media de flujo de potencia de

2mwW/m?.

a) Encontrar las expresiones de los fasdtey H .

b) ¢ Cudl es el menar> para el cual el campo eléctrico instantdne@en esta contenido
en la direcciony ?

¢) ¢ Cuénto vale la relacion axial de la elipse de polarizacion?

6. Dos ondas planas uniformes de igual
amplitud y frecuencia se propagan en el vacio
en el sentido positivo del ej& . Ambas estan

polarizadas circularmente, una de ellas a
derechas y la otra a izquierdas. EI campo
eléctrico instantaneo de la onda polarizada a
derechas en = 0 vy t=0 es

ég(F =0,t =0) = E X, mientras que para la
onda polarizada a izquierdas se tiene
£ (F=0t=0)=-E,.

a) Escribir las expresiones de los fasotesy H de las dos ondas.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



0 Ondas planas uniformes 279

b)

<)
d)

e)

7. El campo eléctrico de una onda plana uniforme
es de la formeE = E,e**§, conk el nimero de

Describir el tipo de polarizacidn de la onda resultante de la superposicion de las dos
anteriores.

Hallar la densidad de potencia media que transporta la onda resultante.

Obtener la fuerza electromotriz inducida en una espira cuadrada, deadadentrada

en el origen de coordenadas y situada en el plan®, con sus lados paralelos a los
ejesX y Z.

Encontrar el minimo valor de la frecuencia de la onda para el cual la fuerza
electromotriz inducida en la espira del apartado anterior es maxita en 0

onda yE, en general un escalar complejo. L 1em

a)

b)
c)

d)

e)

¢, Cual es la direccion y sentido de I
propagacion de la onda? v
¢, Cudl es la polarizacién de la onda? l
¢,Cual es el campo magnético de la

onda? X

Si la frecuencia de la onda es

f =300MHzy transporta una densidad de flujo de potenci®,d88nW/m?, calcular

k y E, (suponer que se ha tomado el origen de tiempos de tal manera qaepara 0O
z=0 el campo eléctrico es maximo y dirigido seggih

Calcular el fasor de la fuerza electromotriz inducida en una espira cuadrada de 1 cm de
lado situada como se indica en la figura.

v

8. El campo magnético de una onda plana uniforme que se porpaga en el vacio es

H(F) = %[(u j)x+ jﬁei"’42] ek

[o]

dondeE, es una constante reahy la impedancia intrinseca del vacio
a) Determinar la direccién y sentido de propagacién de la onda. Si la frecuerddztes

¢cuanto valen la longitud de onday el nimero de ondk ?

b) Escribir la expresion del campo eléctrico.
c) Determinar el tipo de polarizacion y el sentido de giro de los campos.
d) Escribir la expresién del vector de Poynting.

9. El campo magnético instantdneo de una onda plana uniforme que se propaga en el aire es

con H, real.

- 2, W2, 1
#(rt) = HOng—Ty%er%ot—z(x+ y+ﬁz)§A/m
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b)

<)
d)

e)

Escribir el fasor campo magnétide(r) .

Determinar el vector unitaritt que indica la direccion y sentido de propagacién de la
onda. Comprobar que, en efecto, el campo magnético dado corresponde a una onda
plana uniforme.

Determinar la frecuencia de la onda.

Determinar el fasor del campo eléctrico.

Si H, =2,30x10"° A/m, calcular la densidad de flujo de potencia asociada a la onda.

10. Una onda atraviesa dos polarizadores dispuestos perpendicularmente a la direccion de
propagacion, con orientaciones arbitrarias y, en general, distintas en cada uno de ellos. La onda
incidente esta polarizada linealmente. Explicar si el orden de los polarizadores es importante

a) para determinar la direccion de polarizacién del campo de la onda que emerge del

segundo polarizador;

b) para determinar la densidad de flujo de potencia que transporta la onda emergente.
Responder a las misma preguntas (preguntas c) y d)) para el caso en que la onda incidente tenga
polarizacion circular.
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