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Figura 2.15=jemplo de magnetizacion

Ejemplo 2.13: Efecto de los materiales magnéticos sobre el campo creado por una
bobina.

Fig. 2.16

Para entender cémo afecta la magnetizacion vamos a considerar los efectos
de un material magnético dentro de una bobina. En la figura 2.16a vemos como el
campo en el interior de la bobina magnetiza el material, orientando las espiras en una
misma direccion. Si hacemos un corte transversal (Fig. 2.16b) vemos cémo en el
interior del material las corrientes en las espiras se anulan en el punto de contacto
con la vecina. Esto no ocurre con las espiras situadas en la superficie del material, ya
gue éstas tendran un lado que coincidira con la superficie del material y no estara
contrarrestada. Si consideramos la aportacién de todas las espiras que estan en la
superficie el resultado sera la aparicion de una densidad de corriente en la superficie
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158 Campos electromagnéticos

del material a la que llamaremos de magnetizalgioksta densidad de corriente va
en la misma direccion que las corrientes de la bdbitan lo que en este ejemplo el
campo magnético creado por el material se suma al campo creado por la bobina.

La expresion que nos da las densidades de corriente de magnetizacion superficial y
volimica ya vistas en el capitula anterior son:

Jey =M xA J, =0xM (2.30)

donde nuevamenté es un vector unitario normal a la superficie del material dirigido hacia

el exterior. El significado de estas expresiones lo vemos en la figura 2.17. En el primer caso,
ya vimos que las espiras inducen corrientes superficiales, sin embargo, estas corrientes
apareceran si el vector magnetizacion es perpendicudiarGomo muestra la figura, en la

base del cilindro ambos vectores son paralelos con lo que la densidad de corriente superficial
debe ser nula y, efectivamente, la disposicion de las espiras muestra que no hay una

contribucién neta. De esta manera vemos &ligg i deben estar relacionados por el
producto vectorial.

(@) (b)

Fig. 2.17Interpretacion de las densidades de corriente de
magnetizacién

Las densidades de corrientes volimicas aparecen cuando hay algin tipo de no
uniformidad del medio o de los campos externos. La figura 2.17b muestra la creacion de
estas corrientes debido a la no uniformidad del medio. Si nos fijamos en la zona rodeada por
una linea de puntos, el nimero de corrientes elementales que atraviesan la superficie de color
gris es mayor en el sentido hacia dentro del papel que hacia a fuera. Como resultado
aparecera una densidad de corriente volumica que atraviesa la superficie. La figura también
muestra que este efecto esta relacionado con la no uniformidad de la magnetizacion (el
tamafio del vector aumenta al desplazarnos verticalmente) y en la seccion anterior vimos que
no uniformidad implica la existencia de un rotacional. En este caso el rotacional de la
magnetizacion es directamente la densidad de corriente de magnetizacion volumica.
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Ecuaciones de Maxwell 159

El siguiente paso es considerar el efecto de los materiales magnéticos sobre los
campos. Para ello, debemos introducir las densidades de corriente de magnetizacién en las
ecuaciones donde aparezcan densidades de corriente, es decir, en Ampére-Maxwell. A parte
de esta densidad de corriente, debemos considerar otras dos posibles contribuciones: la
densidad de corriente libre y la densidad de corriente dipolar. La primera corresponde al
movimiento de los electrones libres debido a la accidon de un campo externo y la indicaremos
por J. La segunda esta relacionada con la variacién temporal de la posicion de las cargas
ligadas, es decir, las oscilaciones de los dipolos, y vendra dada por:

|
(o))
ol

J, =

N5
—_

Introduciendo todas estas contribuciones para la densidad de corriente en la ecuacién
de Ampeére-Maxwell vy utilizando el procedimiento seguido en el capitulo anterior, el
resultado es

OxH=J, +— fCHmT:|f+_[—mS (2.31)

donde sélo aparecen de forma explicita las corrientes libtes la intensidad de campo
magnético o simplemente campo magnético y viene definido por

. B
H=—-M  (Am)
Ho

aungue la forma habitual de encontrarlo escrito es
B=uy(A+ M) (2.32)

La ecuacion (2.d) constituye la ley de Ampére-Maxwell en medios materiales. Su
principal caracteristica es la independencia respecto de las caracteristicas magnéticas del
material, gracias a la introduccién del carhpoy tan sélo dependera de las corrientes
libres.

Al igual que en dieléctricos, podemos desarrollar en serie de Taylor la dependencia

de M respecto deH , dependencia que para medios lineales isétropos y homogéneos se
reduce a

M = x H (2.3 3)
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160 Campos electromagnéticos

que corresponde al primer término del desarrollo de Taylor, gppes el coeficiente
susceptibilidad magnética. Introduciendo (2.3 3) en la ecuacién (2.32) obtenemos

B = 1oL+ X)) H = propt H = (234)

donde de forma similar a los dieléctricos se define la permeabilidad magnética relatva
la permeabilidad del medipp = u , u,. Estos parametros, junto cgp,,, caracterizan las
propiedades magnéticas del medio.

Nuevamente, en medios lineales is6tropos y homogéneos, la presencia de medios

materiales puede ser tratada simplemente substituyendo en las ecugigiquoesy . En el

ejemplo 2.13 se vio que el campo magnético en una bobina con un medio magnético
aumentaba debido a la aparicion de corrientes de magnetizacion. Por otro lado, el campo
magnético de una bobina puede obtenerse a partir de la ley de Ampére para medios
materiales comoB = unl . Este resultado permite una nueva interpretacion: el campo

aumenta al aumentar la permeabilidad del medio.

permeabilidad relativa i, tenemos un flujo de densidad de corriente libre
3\, =K/ p 2 (A/nf). Encontrar la corriente de magnetizacion inducida.

corriente de magnetizacion vendra dada por:

con lo que deberemos encontrar la expresién pdraProcediendo como en el
ejemplo 2.7 tenemos:

u(
HoH o

0 M=H(u, -1

I
MO

con lo que deberemos encontidmplicando Ampére

fcﬁmlef
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Ejemplo 2.14: En un medio magnético lineal isétropo y homogéneo de

En este ejercicio tenemos una densidad de corriente volimica que inducira
corrientes de magnetizacion. Al no considerar los limites del medio y no haber
superficies no podemos tener densidades de corrientes superficiales. La densidad de
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Nuestro problema tiene simetria cilindrica; luego calcularemos las corrientes que
atraviesan una superficie circular de ragio

I, :J’Sjmézfﬁn%pdpm = 2rmpK

Por simetria, nuestro campé debe tener una Gnica componente en la direccién de
la ¢ y ademas debe ser constante por lo que la circulacién queda:

f H ol =H,2mp

Igualando las dos ecuaciones, el campo magnético obtenido=e¢ , con lo cual
la magnetizacion sera

M=K(u,-1¢ .

Para terminar falta calcular el rotacional de la magnetizacion que en
coordenadas cilindricas es:

A A TP
3 .1 1 1
Jo=0xMm==|-—- = Zl==5%(pM,)20==Ku,-1z
" plop 9¢ Iz pcﬁp( “’)D o

M, pM, M,

Este ejemplo muestra cdmo en un caso en que tenemos un medio homogéneo pueden
aparecer unas corrientes de magnetizacién por el simple hecho de tener una densidad
de corriente libre. De forma similar, una densidad de carga libre puede generar
cargas ligadas, tal y como se vio en el ejemplo 1.25 del capitulo anterior.

2.3.4 Ecuaciones fundamentales del electromagnetismo en medios materiales

En las 2.3.2 y 2.3.3 hemos obtenido las ecuaciones de Gauss para el campo eléctrico
y la de Ampére-Maxwell en presencia de medios materiales. Las otras ecuaciones, Gauss
para el campo magnético y Faraday, seran validas tanto en presencia de medios materiales
como en el vacio, ya que no aparecen en su expresion cargas ni corrientes que pudieran ser
afectadas por las caracteristicas del medio. Por lo tanto las ecuaciones de Maxwell teniendo
en cuenta la presencia de medios materiales seran:
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162 Campos electromagnéticos

forma integral forma diferencial
Sf) [@S= Q OMD=p
BrHS=0 HUB=0
) . oxg=-28
El =-— BS ot
c otJs _
5 Oxfi=j+ 22
Gl = 7 s - at
CHEiI I, +J’S§t [aSs

donde en ninguna de ellas es necesario tener en cuenta las cargas y las corrientes que forman
la materia. A estas ecuaciones deberian afiadirse las ecuaciones

D=¢g,E+

B=p (H+M)

o

denominadaselaciones constitutivas de la materiga que su forma exacta determinara las
propiedades electromagnéticas de un determinado medio y es donde aparece la relacion
existente entre las cargas ligadas y corrientes de magnetizacion y los campos externos, es
decir la respuesta del material. Para medios lineales isétropos y homogéneos las relaciones
constitutivas se reducen a

D=¢g,c E B=p,u, H

Donde las caracteristicas del material vendra determinadas, poi, .

2.4 Condiciones decontorno

En la seccion 2.2 hemos deducido las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial y
en la 2.3 para medios materiales. Indirectamente, en su obtencion, hemos asumido que el
medio es infinito y que estara caracterizado por una determinada conductividad, una
permitividad y una permeabilidad. Sin embargo, en la practica tendremos cambios de medio
con lo cual nuestros campos se veran afectados en las superficies de separacion. Las
ecuaciones de Maxwell en forma diferencial no describen qué ocurre en las superficies de
separacion entre medios, ya que relacionan entre si los campos y sus fuentes en un punto,
pero no tienen en cuenta lo que ocurre en otro punto justo a su lado. La informacion sobre
los campos en las superficies de separacion la tendremos que buscar en la forma integral de
las ecuaciones de Maxwell, ya que éstas si dan informacion sobre el comportamiento global
en una region determinada. El resultado sera unas relaciones entre las distintas componentes
de los campos, llamadas condiciones de continuidad, de frontera o, en general, condiciones
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de contorno. El proceso que seguiremos a continuacion, consiste en tomar cada una de las
ecuaciones de Maxwell en forma integral y ver que informacion se deriva en las superficies
de separacion entre dos medios o superficies con cargas y corrientes.

2.4.1 Continuidad de los campos eléctricos
La informacién sobre continuidad de los campos eléctricos aparece en la ecuacion de

Gauss para el campo eléctrico y la ecuacion de Faraday. Empezaremos con la primera de
ellas, que en forma integral y para medios materiales se escribe:

jisﬁméz Q

Fig. 2.18 Superficie para el célculo de Gauss

Para el célculo del flujo tomaremos un elemento de superficie cilindrico que
atraviese la superficie de separacion entre los dos medios (Fig. 2.18). El flujo sobre la
superficie cerrada la podemos descomponer en el flujo a través de cada uno de sus lados con
lo que tendremos

.fA? mé :IAS. _q‘ Ekj_$+IA9 #QD6§+J.ASI #Dj as

donde con el subindice identificamos el campo o la superficie en cada uno de los medios.

Como estamos interesados en el comportamiento en la superficie de separacion, no
interesa tener flujo sobre la superficie lateral. Asi, tenemos que disminuir la superficie lateral
ASI, con lo que haremos tender a cero la altura del cilihdro O, igualando, ademas, las

superficies superior e inferiadkS1= A2 = A S Falta el calculo del flujo parASly AS2,
para ello, tomaremos un vector unitafionormal a la superficie de separacion entre ambos
medios y dirigido al medio 1. Entonces, el flujo queda:
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fA? m§=IAS D ChdS +LS*|;EQ—A)1 ds=
:J’Asﬁ[@l - Dz)ds (2.35)

con lo que ya hemos calculado el primer miembro de la ecuacion de Gauss. Falta por
calcular la carga libre total dentro del volumen. En general sera:

Q :Lp dV+IASa ds

correspondiente a la densidad de carga volumica y la densidad de carga superficial que
pueda haber dentro del cilindro. Al hader- 0 el volumen también tiende a cero, con lo

gue la contribucién a la densidad de carga volumica se anula y s6lo queda la densidad de
carga superficial. A partir de aqui, igualando con (2.35), obtenemos

[ D, -D,)ds=[ o ds

Esta igualdad debe cumplirse para cualquier superficie por lo que las dos funciones dentro de
las integrales deben ser iguales. Asi obtenemos la condiciébn de contorno para las
componentes normales del vector desplazamiento:

A [qDl _ Dz) —g (2.36)

Para entender esta ecuacion debemos pensar que, al multiplicar escalarménte por

s6lo sobreviven la componente normal a la superficie de sepadei@h. Asi pues,la
diferencia (si existe)entre las componentes normaldsl vector desplazamienten los
puntos entre dos medios materiales es debida a una densidad superficial de carga libre

Como hemos comentado, la ecuacion de Faraday en forma integral nos va a
proporcionar mas informacion sobre la continuidad de los campos eléctricos:

L /B .
fc E [l =—Isﬁms

Para ello, como muestra la figura 2.19, aplicaremos esa ley sobre un elemento de circulacion
gue atraviese la superficie. En el célculo necesitamos definir dos vectores unitagas:

es normal a la superficie entre medios, tangente al circuito y dirigido al medio, hue es

normal al circuito y tangente a la superficie entre medios. Utilizaremos estos dos vectores
para indicar cualquier direccién en nuestros célculos. Entonces, la circulacion la podemos
descomponer en la integral de linea sobre cada uno de sus lados:

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Ecuaciones de Maxwell 165

Fig. 2.19 Circuito para el calculo de Faraday

f EQ@I=[ EtxMdi+[ EL-Hd+

- . - _ 0é[ﬂ (2.37)
+J-F3E2 [(Ax 1) dl3+Ir4EEhdL__ISW ds

Como estamos interesados en conocer los campos sobre la superficie, haremos
tenderh - 0; asi, los términos de circulaciéon sodr@ y "4 podran ser despreciados y

los dos lados restantes se igualBh=T2=Al. Ademas, la superficie sobre la que
calculamos la variacion del flujo de campo magnéti€os hAl, al tomarh - 0 la
podremos despreciar. Asi pues, la ecuacion (2.37) en estas condiciones se reduce a:

jic E Cdl :Im E, {tx M) d|+_[m E [hx 1) dl=0
Como esta igualdad debe cumplirse para cualquier vald déa Unica solucion es que:
El Qi xA)Al- Ez(fx NAI=0

Un aspecto importante de este resultado, es que al eliminar las integrales esta relacion es
independiente del circuito de calculo elegido, con lo que siempre se cumple. Esta ecuacion
nos relaciona los campos a ambos lados de la superficie de separacion, sin embargo, vamos a
encontrar una expresién mas util. Si utilizamos la propiedad vectorial

al(bx¢ =blcx ) (2.38)

y después simplificamos, obtenemos la condicion de contorno para las componentes
tangenciales del campo eléctrico en una forma mas compacta:
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ﬁx(El_ E2)=O (2.39)

Para entender esta ecuacioén, debemos recordar que, al hacer el producto vectorial, las
componentes del campo paralelas ae anulan; luego, la ecuacion (2.39) nos indicaagie
componentes tangenciales del campo eléctrico a una superficie de separacion entre dos
medios siempre son continu@guales).

Ejemplo 2.15: Tenemos dos dieléctricos lineales isétropos y homogéneos con
permitividad relativae ,, y €,,, respectivamente. La superficie de separacion se

encuentra en el plano y = 0 con una densidad de cargeEncontrar el campo
eléctrico sobre la superficie del segundo medio si sabemos que el campo sobre la

superficie en el medibes E1| s =E,X+E Vy+E,Z.

Primero debemos encontrar el vector normal a la superficie, que, como muestra la
figura, esfi=-y. La primera condicion de contorno se aplica sobre el vector

desplazamiento, luego, teniendo en cuentalfqu:esrsoﬁ , tenemos

_9[(‘9 € Oél_g x€ I_E'z):
€ 0(—5 vEy +E 2rE2y):G

o

donde sélo sobreviven las
componentes en la direccion normal
Aislando la componentg del campo
en el medio 2 obtenemos:

o &
E2y| < - + 2o
SOSZr € 2r

E

1y

Fig. 2.20

Las componentesy z las encontraremos aplicando la condicion de contorno
nx (El - Ez): _9x (El - Ez): (Elx - sz)z_ (Elz - En))’Z =0

con lo que cada una de las componentes del vector resultante deben ser nulas, asi

pues
Elx = E2x

Elz = EZZ
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De los resultados anteriores podemos escribir el campo eléctrico en el medio 2 pero
en la superficie de separacién como:

- __ . Bo g .
E,| =E,X+ - Ew%+ﬁg

S
O£2r £2r

Ejemplo 2.16: Campo eléctrico sobre la superficie de un conductor perfecto con
densidad de carga superficiat (no confundir con conductividag = o)

L
o=c0 E>=0

Fig. 2.21

Recordemos que en el interior de un conductor perfecto el campo eléctrico es
nulo, con lo que las condiciones de contorno se reducen a

—

AxE =0
AD, =0

La primera de estas expresiones muestra que sobre la superficie de un
conductor perfecto no tenemos componentes tangenciales, es decir, el campo
eléctrico siempre es normal a la superficie de un conductor perfecto. La segunda
expresion la podemos escribir como

e ALE, =0

Esta expresion muestra que existe una relacion biunivoca entre la componente
normal del campo eléctrico y la densidad de carga superficial. Estos resultados en
conductores perfectos coinciden con los obtenidos en electrostatica, que, como ya se
comento en la seccién 2.3.1, aqui justificamos para campos variables en el tiempo.

2.4.2 Continuidad de los campos magnéticos
Procederemos como para los campos eléctricos, analizando la informacion contenida

en la ecuaciéon de Gauss para el campo magnético y para la ecuacion de Ampere-Maxwell.
La primera de ellas es:
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fsé [MS=0

Para ello tomaremos el mismo elemento de superficie de la figura 2.18. Entonces tendremos
el flujo como

.fSB mS:IASl BDd$+J'AS §|:| d§+IA SI B qjs 0
donde si tomamod -~ 0 y hacemos las mismas suposiciones que en la secciéon 2.4.1,

obtenemos
ﬁ[@l‘ BZ)=O (2.40)

gue nos da la condicién de contorno para la componente normal de los campos induccion

magnética. Esta nos dice que lsmponentes campd§ normales a la superficie de
separacion entre dos medios del siempre deben ser continuas

Por ultimo analizaremos qué ocurre con las componentes tangenciales de los campos
magnéticos. Para ello analizaremos la informaciéon contenida en la ecuacién de Ampére-
Maxwell:

oD

. Ll O .
chm| :ISEL] +EE|CIS

I A

I2 oy
A‘/ TS

@

) A¢ T4

Fig. 2.22Circuito para el célculo de Ampere-Maxwell

En el calculo elegiremos un circuito como el de la figura 2.22 que en general estara
atravesado por una densidad de corriente. Al igual que para las componentes tangenciales del

campo eléctrico definiremos dos vectores unitafiog  que seran respectivamente normal
y tangente a la superficie de separacidn. Entonces la circulacién puede escribirse:
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f. H ol =Ir1H1 f xA)dl, [, H [{-f) dl,
Jr H. x)diy+ [ AR,

Si hacemos tenddr — 0, obtenemos

fc Hmf=LIH1[¢f><ﬁ)o||+LI H, [{Ax t) dl=
= (H, - H,)at xn)d (2:41)

Al

Falta calcular los otros términos. Respecto al termino de corriente de desplazamiento
al hacer h — 0 tenemos que la superficie de integrac®r M\ | se hace cada vez menor,

con lo que el resultado final sera nulo:
. 0D .
I|mJ' —[S=0
h-oJs gt

Por lo que respeta a las corrientes, las podemos descomponer en una densidad
volimica mas otra superficial:

Is J Eﬁé:.[s :" Ct dSi_J-Al *g COtd (2.42)

donde al disminuir la superficie s6lo sobrevive el término de densidad de corriente
superficial. lgualando (2.41) y (2.42) obtenemos

I (H, - H,) @ x ) = [, Jsdd

Utilizando la relacion vectorial (2.38) y teniendo en cuenta que la igualdad debe cumplirse
para cualquieAl obtenemos la cuarta condicién de contorno:

Ax(H,-H,)=1J
( ! 2) s (2.43)

En este casdas componentes tangenciales del campo magnético en la superficie de
separacion entre dos medios pueden ser discontinuas siendo la(odassonsecuencida
densidad de corriente superficial

En las condiciones de contorno es importante tener presente que elfvesgdna

tomado siempre apuntando al medio 1, o si no la direcciah deel signo de la densidad de
carga serian erroneos.
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Ejemplo 2.17: Un medio magnético con permeabilidad relatiua esta separado

del vacio por una superficie y = 0 por donde pasa una densidad de corriente
superficial js = J, X. Hallar el campo magnético en la superficie del material si el
campo justo sobre la superficie pero en el vacio es

l__i|8 = Hxl)2+Hy19+H212'

Definiremos como medio 1 el vacio y como medio 2 el material magnético
tal como muestra la figura 2.23. En esta situacion el vector normal a la superficie de
separacion serd = -V y las condiciones de contorno que deben cumplir seran:

nifB - B)=0
ﬁX(Hl— F|2): Jq
De la primera de ellas tenemos:

ﬁEQIJrl/JoFll_UrzlJ oFlz):O

De la segunda:
_9X(|:il_|:i2):‘] ),Z D (Hxl_HxZ)z_(Hzl_HZZ)X:‘JX)’Z

X

donde, igualand tes, obt @%HXZ:H“
onae, Igualanado componentes, optene
=J +H
z2 X A

con lo que el campo magnético justo en la superficie, pero en el medio material, y es:
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Ejemplo 2.18: Determinar cual de los siguientes esquemas corresponden a campos
eléctricos, magnéticos o ninguno de los dos.

(a) (b) (c)
3 e
e NN

(d) (e) (H

Las lineas con flechas representan lineas de campo, y de distinto color se ha
pintado el medio material, mientras que el vacio lo esta de blanco. En la superficie
de separacion pueden haber densidades de carga o corriente superficiales.

Para saber si un determinado campo vectorial corresponde a un campo
eléctrico o magnético éste debe cumplir las ecuaciones de Maxwell. Como no
conocemos la expresion matematica correspondiente a los campos del esquema
tenemos que utilizar otra herramienta. Las condiciones de contorno se derivan de las
ecuaciones de Maxwell con lo que son una alternativa en la situacion presente. Las
lineas de campo tan sélo dan informacion de la direccién y no de la magnitud; asi
pues, nos fijaremos en la primera para determinar que condiciones de contorno
pueden cumplirse, y a partir de aqui el tipo de campo.

a) Si descomponemos las lineas de campo en su componentes
normal y tangente a la superficie, tal como muestra el
esquema, vemos que las componentes tangenciales son
discontinuas (apuntan en distinta direccion) mientras las

— componentes normales son continuas (apuntan en la misma
— direccion). Estas son las caracteristicas o condiciones de
l continuidad de un campo magnético y como ambas
condiciones se cumplen simultaneamente podria
corresponder a un camp® o H .
b) El esquema no muestra una superficie de separacion entre
las lineas de campo. En cambio, si aparece una transicién
_— abrupta (discontinuidad) de la direcciéon del campo. Las
— condiciones de contorno nos dicen que si tenemos

discontinuidad de los campos debe haber una superficie de
separacion con cargas o corriente. Este no es el caso; luego
no puede corresponder a un campo eléctrico ni magnético.
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c) En el tercer esquema tan sélo tenemos componentes
normales discontinuas. Las condiciones de contorno para el
campo eléctrico permiten la discontinuidad de las

l componentes normales, que estara asociada a una densidad
de carga superficial. Al no tener informacién sobre las
componentes tangenciales, podemos determinar que este

caso corresponde a un campo D. En concreto, podria

ser el campo creado por una superficie infinita con una
densidad de carga superficial negativa y constante.

d) La descomposicion de las lineas de campo muestra
gque las componentes tangenciales son continuas (mismo
sentido) mientras que las componentes normales son

____________________________________________________________________ discontinuas (sentido contrario). Estas dos caracteristicas
son las condiciones de contorno que debe cumplir los
campos eléctricos; luego corresponde a un campoD .
e) En este caso s6lo tenemos componentes tangenciales
que son discontinuas. Los campos que permiten la
e discontinuidad de las componentes tangenciales son los
@ @ @ js campos magnéticos, debido a una densidad de corriente
) superficial. Al aplicar la condicién de contorno
nX(Hl— HZ): Js
la densidad de corriente debe ir hacia dentro del papel.
f) La descomposicion en el dltimo caso muestra que ni

las componentes tangenciales ni las normales son
continuas. De las condiciones de contorno sabemos que las
dos componentes de los campos no pueden ser
simultdneamente discontinuas; luego el esquema no puede
corresponder a un campo electromagnético.

2.5 Energia de los campos electromagnéticos

El gran interés que tiene el estudio de los campos electromagnéticos es debido a una
razon fundamental: la capacidad que tienen de transportar energia. Este hecho tiene una gran
importancia ya que es el responsable de que la energia del sol llegue a nosotros en forma de
campos electromagnéticos, como es la luz, y permita la existencia de vida sobre la Tierra. Ya
desde un punto de vista tecnoldgico, para transmitir informacién de un punto a otro
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necesitamos “escribirla” sobre algun soporte y transportarla. El soporte éptimo es la energia

y el medio de transporte mas eficaz los campos electromagnéticos. Esto hace que todos los
sistemas de comunicacion actuales estén basados en ellos. Como veremos en el capitulo 3, el
transporte de energia esta asociado a la propagacion de ondas electromagnéticas. En esta
seccion veremos qué ocurre con la energia suministrada a los campos electromagnéticos,
utilizando criterios de conservacion de la energia y las ecuaciones de Maxwell. El proceso en
la deduccién de las distintas contribuciones energéticas es lo que se conoce como teorema de
Poynting.

2.5.1 Potencia aplicada sobre portadores de carga

El primer paso de nuestro analisis energético sera estudiar el intercambio energético
entre la materia y los campos electromagnéticos. Recordemos que la materia esta compuesta
de cargas. Asi pues, este intercambio estara relacionado con el trabajo que realizaran los
campos sobre las cargas o al contrario, las cargas contra los campos.

El trabajo sobre una carga puntgajue se desplaza Wt vendra dado por
dw, = Fri = o E+ ¥x BOdr

donde vemos que la fuerza que realiza el trabajo sobre las cargas es la fuerza de Lorentz. El
trayecto recorrido lo podemos poner en funcién de la velocidad de la cargaltembodt,

con lo que el trabajo quedara:

dW = g E+ vx BOvdte gETvdt
W= e v Yovar Gy

expresion que se ha obtenido teniendo en cuent@ gu@ y V son ortogonales entre si. El
resultado es importante, ya que muestrasfjgampo magnético no realiza trabajo sobre las
cargas (o la materia), o sea, que no puede ser utilizado para aumentar la energia de las
cargas. El trabajo total dependera del tiempo que los campos actlen sobre las cargas. Asi
pues, nos serd mas comodo trabajar con potencias. De (2.44) podemos definir la potencia que
actla sobre una carga

_dW _

P =qEm

a” dt

Falta generalizar la expresion para el conjunto del material, para ello consideraremos
que el numero de cargas por unidad de volumédx ggue todas tienen una velocidad
Entonces podemos definir la potencia realizada por los campos sobre un diferencial de
volumen como
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dP = Nq EOVdV

El movimiento de las cargas serd debido a los campos, luego creard una corriente de
conduccién. Teniendo en cuenta que la densidad de corriente de conducdién KgV,

podemos definir la potencia realizada por los campos sobre las cargas por unidad de volumen
(densidad de potencia sobre las cargas) como

P .

En el proceso que hemos seguido hemos considerado que los campos suministran
energia a la materia; asi diremos que los campos disipan energia. Si hicieramos una analogia
con teoria de circuitos, estariamos en la zona de carga y de hecho (2.45) representa las
pérdidas éhmicas en el material. Estaremos en esta situacion siempre que las corrientes
vayan en la direccion de los campos como son las corrientes de conduccion. Cuando la
energia pasa de la materia a los campos, diremos que estamos generando campos
electromagnéticos, es decir, desde un punto de vista de teoria de circuitos estamos en la zona
de generador. En este caso las corrientes (cargas) van en sentido contrario de los campos,
con lo que las cargas pierden energia cinética y puede pasar a los campos. La potencia
suministrada a los campos sera

P= —L J, (EdV
donde el signo negativo simplemente indica que las corrientes y los campos van en sentido
contrario, con lo cual generamos campos electromagnéticos.
2.5.2 Principio de conservacion de la energia. Teorema de Poynting
“La energia no se crea ni se destruye, solo se transforBste es uno de los
principios béasicos de la fisica y lo aplicaremos al electromagnetismo. El principio de

conservacion en el caso en gque la materia suministre una densidad de potencia a un volumen
V, puede ser escrito de forma mateméatica como

—ngEdV=%IVUdV+fS ﬁzué+L JOEdV (2.46)

dondeU es la densidad de energia electromagnétifalg densidad de flujo de potencia. El
término de la izquierda nos estd dando la potencia total suministrada por el generador
(subindice g) al volumen y que sera invertida en los tres términos de la derecha. EI primero
de ellos corresponde al aumento de energia electromagnética que experimenta la regién (o el
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volumenV). El aumento lo expresamos como la derivada temporal y la energia total como la

integral deU sobre el volumen. En el segundo término, al inte&‘ranbtenemos la potencia

total que atraviesa la superficie que encierra el volumen, es decir, la potencia que abandona
la region. Por ultimo, tenemos el término que ya conocemos y que incluye las pérdidas
o6hmicas. Resumiendo, (2.46) nos esta diciendo que la potencia suministrada a una region
determinada por el material le puede suceder tres cosas: puede aumentar la energia
electromagnética presente en la region, puede transformarse en pérdidas 6hmicas y el resto
de potencia que no contribuye a estas dos es porque abandona el volumen.

El siguiente paso es determinar las expresionés geP , desarrollo que constituye
el teorema de Poynting. Imaginemos que se alcanza una situacién de equilibrio en el interior
de nuestro volumen, donde unos portadores ceden energia a los campos y otros la capturan
en una cierta proporcion. En cualquier caso, podemos asumir que la corriente es Unica.

EscribiremosJ = 3g + 3C, prescindiendo del papel concreto del portador en cada instante,
con lo que (2.46) queda

- = ou .
—J:/J[EEdV—J'V de+fS PLOS (2.47)
De la ecuacion de Ampére-Maxwell podemos aislatomo

J= DxH—@
ot

por lo que el término de la izquierda en (2.47) queda

donde en la ultima igualdad se ha utilizado la propiedad vectorial
OMaxb)=bMxa-alx b

Ya solo queda utilizar la ley de Faraday para eliminar el rotacional del campo
eléctrico y aplicar el teorema de la divergencia en el Ultimo término, con lo que
obtendremos la expresion final que nos interesa:
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— —

-f, JCEdV={ EEB%+ B%EldV+fs(Ex H) (S (2.48)

I

Si comparamos esta expresién con (2.47) podremos identificar la expresiély d&, con
lo que obtenemos:

oU =E 3_0*“:'
0t ot

Q;?Q»
—t )

gue nos da la variacion de densidad volumica de energia, y la expresion para la densidad de
flujo de potencia (o densidad de energia por unidad de tiempo o y superficie)

P=ExH Winf) (2.49)
mas comunmente llamado vector de Poynting.

Vamos a analizar estos resultados, empezando por la variacibn de energia
electromagnética. Si queremos aisldr debemos integrar la ecuacién diferencial en
derivadas parciales. La integracion sera posible dependiendo de la expresion de las
relaciones constitutivas del medio. Para medios lineales is6tropos y homogéneos tenemos

el el S PR e O e
ot ot ot

Siguiendo el mismo proceso para la parte correspondiente a los campos magnéticos, la
densidad de energia electromagnética para medios lineales is6tropos y homogéneos queda

U :£$|E|2 +1u|ﬂ|2 -lED+IAB o)
5 5 5 5 (2.50)

Este resultado muestra que la densidad de energia almacenada en los campos
electromagnéticos la podemos dividir en dos: densidad de energia eldgtlyicaagnética
Unm . La expresién de cada una de estas componentes quedara:

U, =-ED U =-HI[B

I\)IH
I\)ll—‘

Falta discutir las implicaciones del vector de Poynting. Como comentamos al
principio de la seccién, desde el punto de vista de las comunicaciones estamos interesados en
el transporte de energia. Pues bien, precisamente el vector de Poynting nos indica la energia
por unidad de tiempo y de superficie que se propaga y, ademas, su direccion. Desde el punto
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de vista de las telecomunicaciones, éste es el resultado del desarrollo anterior que mas
interesa.

Ejemplo 2.19: Los terminales de una bateria se encuentran conectados entre si por

un hilo conductor de conductividag (Q " 'm™') (Fig. 2.24a). Lejos del generador
podemos considerar un segmento del hilo aproximadamente como un cilindro de
radio a inmerso en un campo eléctrico uniforrie= Eo z, con g constante (Fig.
2.24b). Calcular las pérdidas 6hmicas y el flujo del vector de Poynting.

Las pérdidas 6hmicas vendran dadas ji/oﬁc [E dV

Por otro lado, la ley de Ohm nos dice que dentro el condﬁlgtgra E, con lo

cual, a partir de la expresion del campo y tomando el volumen de integracion
mostrado en la figura 2.24b, las pérdidas para una lonigiterdran dadas por

- — | 2m A
— 2 —
LJCEEdV—La E dV_IpoL:ojp:oa Epp ¢ dzo E ar |
Teniendo en cuenta que, al ser los campos constantes, la intensidad la podemos
escribir | =0 AE,, donde A= 1ra* es el area de la seccién del conductor, que la
resistencia el =1 /0 obtenemos el resultado familiar de

LJCEEdV= IR

Para calcular el vector de Poynting necesitamos conocer el campo magnético
alrededor del cable. Para ello aplicaremos Ampére
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fCHmT:ISJEﬂé

parap <a, con lo que obtenemos

gaaﬁ

H, Rnp=0E,01p° O H =
y parap > a
_a
H, 2mp=0E,Ora’ O H=2—paEOq5

Ahora ya estamos en disposicién de calcular el vector de Poynting para la region en
el interior y el exterior del conductor:

p<a ﬁ:EXH:EoixgaE)qﬁz—%aI%ﬁ
>a P=ExH= Azxa—zaEqS——a—zaEzA
p - _EO Zp oY — 2p Op

El signo negativo del vector de Poynting indica que el flujo de potencia es hacia el
conductor. Si encontramos cual es la potencia total que fluye hacia el conductor,
deberemos integrar el vector de Poynting sobre las superficies de la figura 2.24b.

Parap < a fPEﬁS rJ' > pzdzd/J -0 Emnp?|

y parap > a fPEdj _rJ' adzdp -c Em&l=-FR

Como vemos parg > a (fuera del conductor) obtenemos el mismo valor que para

las pérdidas 6hmicas pero cambiado de signo. Este resultado muestra como la
energia electromagnética almacenada en los campos fluye hacia el conductor.
Mientras estamos fuera del conductor el flujo es constante (independiente de la
distancia entre la superficie de calculo y el conductor), pero dentro del conductor el
flujo disminuye conp, ya que parte de la energia pasa de los campos a la materia

debido a las perdidas 6hmicas (se disipa en forma de calor). Asi, estamos ante un
ejemplo de conservacion de la energia en que, al estar en un caso estatico, no aparece
una variacién de la energia almacenada en los campos y como estamos fuera del
generador el principio de conservacion se reduce a
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f. 5m§+LJCEm/:o

Vamos a discutir que sucederia en el ejemplo anterior si el hilo estuviera formado
con un conductor perfecto. Si nos fijamos en las expresiones del vector de Poynting dentro y

fuera del conductor, dependen deE?. Si el conductor es perfecto, es degiF oo, y el

campo eléctrico no es nulo, este resultado implicaria que el flujo de potencia es infinito.
Evidentemente, la potencia y, por lo tanto, la energia de ningun sistema puede ser infinita.
En consecuencia, si queremos tratar el caso idealizado de conductores perfectos, el campo en
el interior del conductor debe ser nulo, resultado que ya se vio en la seccion 2.3.1 y que aqui
reafirmamos.

2.6 Aproximacion estatica de las ecuaciones de Maxwell

En el primer capitulo se ha analizado la parte del electromagnetismo conocida como
estatica. Esta no considera las variaciones en el tiempo de las fuentes ni de los campos, que
es lo mismo que afirmar que estamos suficientemente lejos de cualquier régimen transitorio.
La estatica no constituye una parte aislada del electromagnetismo, también esta descrita por
las ecuaciones de Maxwell. En el primer capitulo vimos que la mayoria de los fenémenos
estaticos pueden abordarse mediante las ecuaciones de Poisson y de Laplace para los
potenciales eléctricos y el potencial vector mas unas determinadas condiciones de contorno.
Aqui vamos a deducir las ecuaciones para los potenciales a partir de Maxwell, con lo que
enlazaremos con el capitulo anterior, demostrando que constituye un régimen particular del
electromagnetismo descrito por Maxwell. En esta seccion no se resolveran ejemplos ya que
en el capitulo primero hay gran cantidad de ellos.

La primera consecuencia de la no dependencia con el tiempo de los campos es que
las derivadas temporales en las ecuaciones de Maxwell se anulan, con lo cual las ecuaciones
quedan

OXE=0 OxH=J
OMD=p OmB=0
D:£OE+|5 é:uoﬁ+l\7|)

donde ademéas hemos escrito las relaciones constitutivas del medio.

Una vez escritas podemos observar una segunda consecuencia de gran importancia:
las ecuaciones para los campos eléctricos y magnéticos estan desacopladas vy, por lo tanto,
pueden existir por separado dando lugar a la electrostatica y la magnetostéatica

En total seran cuatro ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para el campo
eléctrico y cuatro mas para el campo magnético, cuya solucién tendra significado fisico si
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cumple unas determinadas condiciones de contorno. A continuacién analizaremos por
separado los campos electrostaticos y los magnetostaticos con un objetivo: reducir el nUmero
de ecuaciones que describen los campos aunque sea a costa de aumentar el orden de la
derivada.

2.6.1 Electrostatica

El sistema de ecuaciones que debemos resolver para encontrar los campos eléctricos,
como ya hemos indicado, es:

OxE=0
O0D=p (2.51)
B=g,E+P

Para resolver este sistema tenemos que conocer la relacién entre el campo eléctrico y el
vector desplazamiento que vendra dada por la relacién constitutiva del medio. La ecuacién
de Faraday para electrostatica nos dice que el rotacional del campo eléctrico es nulo y de
analisis vectorial sabemos que

Ox(0Odp)=0

Es decir, el rotacional del gradiente de una funcibn o campo escalar siempre es nulo.
Aplicandolo al campo eléctrico, como su rotacional es nulo, tenemos que siempre puede ser
definido como el gradiente de un campo esc@laal que llamaremos potencial eléctrico:

E=-00 (2.52)

El significado fisico del potencial eléctrico, aunque lo hemos definido desde un punto de
vista matematico, es la energia potencial que tiene una carga de valor unidad y positiva en el
seno de un campo eléctrico. Este tema es ampliamente tratado en el capitulo anterior. En
dindmica, el rotacional del campo eléctrico no es nulo (ec. de Faraday), con lo cual, el campo
eléctrico no vendra dado por (2.52). La expresion del potencial para campos dependientes
con el tiempo sera hallada en el capitulo 6 dedicado a radiacion.

Falta introducir informacion dada por (2.52) en la ecuacion de Gauss, pero para ello
necesitaremos conocer la relacién constitutiva del medio. Para medios lineales is6tropos y

homogéneos ésta &= €E , con lo que tendremos
OD=¢UE=¢0(-0b) =-e0?d=p

y de aqui obtenemos la ecuacion de Poisson
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Jo)

00 =-—
. (2.53)

gue en el caso de tener una densidad de carga volumica nula se reduce a la ecuacién de
Laplace

[1°d =0 (2.54)

donde 0% = A es el operador diferencial laplaciana, que se definié en la seccién 1.1.8,
aplicado sobre un campo escalar.

Una vez encontradas las ecuaciones de Poisson y Laplace, los problemas de
electrostatica consisten en resolver estas ecuaciones para unas determinadas condiciones de
contorno, y una vez encontrado el potencial, aplicando (2.52) determinar los campos
eléctricos. Un aspecto importante en la resolucion de las ecuaciones de Poisson y Laplace es
el teorema de unicidad tratado ampliamente en la seccién 1.1.10.

2.6.2 Magnetostatica

Las ecuaciones que rigen la magnetostatica son

!

xH=J

0]
H

o]

0 (2.55)
Ho +|\7|)

oo
1

Con lo que volvemos a tener un total de cuatro ecuaciones en derivadas parciales mas la
relacion constitutiva del medio enttéy B.

De analisis vectorial sabemos que la divergencia del rotacional de un vector siempre
es nula

Ofox A)=0

Como la divergencia del campo magnético es siempre nula, podemos afirmar que es el
rotacional de otro campo vectorial

B=0Ox A (2.56)

donde A recibe el nombre de potencial vector. A diferencia del potencial eléctrico, el
potencial vector no estd relacionado con ninguna magnitud fisica, simplemente es una
consecuencia de las propiedades matematicas de los campos vectoriales que nos facilitara la
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resolucion. Otra diferencia con respecto el potencial eléctrico es que (2.56) es valida tanto
para campos en estatica como en dindmica.

Teniendo en cuenta que en medios lineales isétropos y homog8mregsH e
introduciendo (2.56) en la ecuacién de Ampére, obtenemos

Ox(0x A)=0(00A) -0 A= 3 (2.57)

donde hemos expresado el doble rotacional como el gradiente de la divergencia menos la
laplaciana, que en este caso actua sobre un vector. Los campos vectoriales quedan
determinados una vez se conoce su divergencia y su rotacional. En el caso del potencial
vector, el rotacional es el campo induccidbn magnética, falta por definir su divergencia.
Teniendo en cuenta que el potencial vector es un artilugio matematico que nos facilitara el
analisis de la magnetostéatica, podemos elegir arbitrariamente el valor de la divergencia.
Elegiremos

OA=0 (2.58)
de manera que la ecuacion (2.57) se simplificara a
02A=-uJ (2.59)

En coordenada cartesianas la laplaciana de un vector es la laplaciana de cada una de sus
componentes con lo que (2.59) puede escribirse

O°A =-u],
O°A, = -,
O%A, =-p 3,

con lo que formalmente tendremos tres ecuaciones de Poisson que describirdn nuestro
problema. La resolucion de problemas de magnetostatica consiste en resolver estas
ecuaciones, teniendo en cuenta que el resultado debe cumplir (2.58). En este proceso no
hemos conseguido reducir el nimero de ecuaciones, pero el resultado final es una ecuacion,
la de Poisson, con la que estamos acostumbrados a trabajar y de la que conocemos su
solucién.

2.7 Ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente

Las ecuaciones de Maxwell son un sistema de ecuaciones acopladas en derivadas
parciales. Si las relaciones constitutivas del medio son lineales, también lo seran las
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ecuaciones. Esto implica que si las fuentes tienen una dependencia temporal de un tipo
determinado, los campos seguiran la misma dependencia. Nosotros impondremos una
dependencia de tipo senoidal por las dos razones siguientes:

* Mediante las fuentes (cargas y corrientes) se generan los campos, y si controlamos las
fuentes, indirectamente, determinamos los campos; asi, realizaremos estas fuentes con la
dependencia temporal que nos interese. En muchos casos practicos la dependencia
temporal que nos interesa es senoidal: sistemas de radiodifusion, radioenlaces o
comunicacion por satélite.

* Los campos con dependencias temporales arbitrarias en el tiempo pueden ser expresados
como la superposicién de un continuo de campos con dependencia senoidal. De esta
manera podemos utilizar técnicas de transformadas de Fourier en la resoluciéon de
problemas con dependencia temporal arbitraria.

Cuando las magnitudes que intervienen tienen una dependencia temporal senoidal,

diremos que estamos en régimen senoidal permanente (R.S.P).

2.7.1 Fasores y campos instantdneos

Si consideramos la densidad de carga en régimen senoidal permanente la podremos
escribir como

p(r,t) = p,() cos (w t+ep(F))

donde aparece explicitamente la dependendasgendop (") la amplitud o valor maximo

gue puede tomar la carga (indicada por el subindice 0) y que en general dependera de la
posicién; la pulsacion es= 2rrf , dondef es la frecuencia de oscilacién;@p(F) es una

fase que también puede depender de la posicién (el subindice indica que corresponde a la
densidad de carga). Esta distribucién de cargas creard un campo eléctrico

E(F,t) = E,(T,0)+ E,(T,1) §+ E,(T,1) 2
donde cada componente tendra una forma
E,(F,t) = Eq (F)codwt +6, )

y de la misma forma podriamos escribir la expresion para los campos magnéticos o las
densidades de corriente. Cuando se escribe de forma explicita la dependencia temporal de los
campos se llameampos instantdneg& que nos da su valor en cada instante de tiempo.
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Desde un punto de vista matematico, las funciones senoidales con diferentes
pulsaciones son linealmente independientes; luego, en nuestro caso, como las ecuaciones son
lineales, la pulsacion debe ser la misma para todas las magnitudes. Esto implica que una vez
determinada, es una informacion de la que no tenemos que preocuparnos. Asi pues, nos
proponemos definir una magnitud que nos simplifique los calculos y que tan sélo tenga
informacién sobre la amplitud y fase. Los fasores son una magnitud compleja que contienen
esta informacion y que expresamos como:

p(F) = py()e’”"”
donde j =+/—1 y explicitamente vemos que el fasor tan sélo depende de la posiciéon y no
del tiempo. Los fasores pueden ser facilmente relacionados con sus magnitudes instantaneas,

simplemente multiplicandolos por un termino de fase donde aparece la pulsacion y
guedandonos con la parte real, es decir

p(F.t) = O{p(F) & } = O{p, (e Ve | = p,(F) costet +6, (7))

donde se ha utilizado:
el? =cosp+ j semp

De la misma forma que hemos procedido con la densidad de carga, podemos definir
el fasor campo eléctrico

E(F) = E,(F) %+ E,(T) §+ E,(T) 2
que para una de sus componentes sera
E; (F) = E4 (F) /%
y a partir de él encontrar el campo eléctrico instantaneo
EMN) =&, DX+E,(T.H)Y+E,(1)2
donde cada una de las componentes se habra encontrado a partir del fasor como
& (F,1) = O{E, (e @/ } = E, (F)cogat + 6, (F))

Para distinguir y enfatizar la diferencia entre fasores y campos instantaneos ya
hemos usado la nomenclatura que frecuentemente se utiliza: con letra normal indicaremos
los fasoresk, H, D, B)y con letra caligrafica los campos instantangbs« 2. 8).
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2.7.2 Ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente

Uno de los objetivos de la introduccion de la notacion fasorial es obtener unas
ecuaciones de Maxwell mas sencillas haciendo desaparecer las derivadas temporales. Por
ejemplo, la derivada temporal del campo magnético la podemos escribir como:

J =, . _d = jat Lo S/ jth_ FAR(T jot
ﬂ?(r,t)—ﬂD{B(r)E&a }_D%(B(r)@ )%—D{JwB(r)Ba }

y por otro lado
OxE(F.t)=0x{EF) @} = 0f{e*0x E(7)}
con lo cual la ecuacién de Faraday la podemos escribir
D{e' 0 x E(1)} = 0{- jw B(F) &'}

donde si prescindimos de obtener la parte real y simplificamos las exponenciales, obtenemos
la ecuacién de Faraday en régimen senoidal permanente:

OxE(F) = - jwB(F) (2.60a)

De la misma manera, el resto de ecuaciones de Maxwell en régimen senoidal permanente
son:

OmM(F)=p (2.60b)
OB(F) =0 (2.60c)
OxH(F)=J(F) +jwD() (2.60d)

La principal caracteristica de estas ecuaciones es que no aparece la dependencia
temporal, que ya sabemos que siempre sera armonica, con lo cual, facilita su resolucion, ya
gue tan sélo dependen de las coordenadas espaciales.

Ejemplo 2.20: Determinar en qué condiciones el siguiente fasor constituye un
campo eléctrico en el vacio.

E(r) = Bsedy/i* — 87 ¥ ¥y
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La primera condicidon que debe cumplir un campo eléctrico es la ecuaciéon de
Gauss que para el vacio es:

UE=0

Nuestra expresiéon del campo tan sélo tiene una componente con lo que la
divergencia se reduce a

7]

——E, =0

ay

gue efectivamente es nulo ya que nuestro campo no depende de la cogrdenada

El siguiente paso es aplicar Faraday y Ampere-Maxwell consecutivamente.
Si queremos que éste sea efectivamente un campo eléctrico, el resultado final debe
ser la misma expresion del campo dada en el enunciado. El fasor campo magnético
puede obtenerse aislando de la ecuacion de Faraday

- x ¥y z
- B - jlog a4 @
H(r) = =——0OxE(N)=-"—|3 5 3J°
(r) Ho  WH, (r) WUo0X dy 0d
0O E, O
_— Dimizm
", J o ax S

cuyo resultado es
iB ser(,/kz—,Bz x)$<+\/k2—[32 cos(sz—ﬁZ H gk

Falta encontrar el fasor campo eléctrico aplicando Ampere-Maxwell, que teniendo
en cuenta que en el vacio no hay corrientes, puede ser escrito

H(r) =

B
Wi

- Xy z
= _D(r) _ -] ST B R
E = =——[xH = |— — — =
) £, WE, *H{T) we, 00X 0y 0
H, 0 H,
—-j Oo 0
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donde, introduciendo la expresion para el fasor campo magnético, obtenemos

- k2 :
E(T) :Z—Bser(1/k2 - B? x) elrry
W€

Como ya hemos comentado, para que este resultado sea un fasor campo eléctrico
debe coincidir con el enunciado. Esto implica que la condicion que debe cumplirse
es:

2 2
K®=wH,E,

(como veremos en el siguiente capitkles el nUmero de onda)

Ejemplo 2.21: Encontrar los campos instantaneos para el fasor campo magnético
encontrados en el ejemplo anterior.

La expresién encontrada para el fasor campo magnético es:
H(F) = r(,/k2 x)x+ jVk?- B2 cos(\/kz B x) ]e bz

En este caso tenemos dos componentes, con lo que operaremos por separado. Para la
componente tenemos

| 0- O

2,0 =0fH, (" “}=05_> g ser(w/kz —B? x)e‘”“e"‘” 0=
EE N O

__Bser([kz X) eJ(")t ﬁz)}

r(qlk2 -B? x)cos@t - B2)

y para la componente

2,(r.)=0fH, (M e}=0 gp.%ﬂs(ﬂ)eﬂ -
0

——\/k2 B? cos(\/k2 ) jeler ﬁz)}
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donde teniendo en cuenta qjie’’ = jcosd — sed obtenemos

%, (7 ,t) :a_)u—B\/kz -B*? cos(\/kz—ﬁ2 x) senpt-£z)

con lo que el campo magnético instantaneo se podra escribir como

Z[ 1) =% [F)X+%,(Ft)2
donde tan sélo falta sustituir por las expresiones de las componentes instantdneas. La
componente tiene una dependencia temporal en funcion del coseno, sin embargo, la
componenta depende del seno. Esta diferencia es debida a la fase que se afiade a la

componente por estar multiplicada pgr Siempre que ocurra esto diremos que las
componentes estan en cuadratura.

Normalmente trabajaremos con las ecuaciones de Maxwell en R.S.P., con lo que la

magnitud normal de trabajo seran los fasores en vez de los campos instantaneos. Por esta
razon es importante conocer la expresion del vector de Poynting y la densidad de energia
(que seran magnitudes instantaneas) en funcion de los fasores.

El vector de Poynting instantaneo queda:
Art)=EFt)x#ct)=0{Ee}x0{He“} =

1= . Y 1 - . L
:E(EEJM'FEG_JM)XE(HéM"‘ H é'm):

e 0a2et L By If 4 B T 1 &l (2.61)
=Z(EXHeJ +ExH+ExH+t Ex H &)=
1

donde * indica el complejo conjugado. La primera consecuencia de este resultado es que no
podemos escribir el vector de Poynting como la parte real del producto de los fasores campo
eléctrico y magnético y la exponencial respecto del tiempo. Esto es debido a que la relacion
entre el vector de Poynting y los campos no es lineal, con lo cual una variacién en los
campos no se traduce en el mismo tipo de variacion en el vector de Poynting. Esto nos lleva
a la segunda consecuencia: la dependencia temporal es distinta a la que presentan los
campos. Aparecen dos términos, el primero independiente del tiempo, y el segundo con una
pulsacién2w, mientras que la pulsacion de los campos, recordemas, es

Desde el punto de vista de un ingeniero no interesa el flujo de potencia instantdneo a

través de una superficie, sino que, mas bien, interesa el promedio temporal de potencia o la
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potencia efectiva que la atraviesa. Podemos definir el vector de Poynting medio o densidad
de flujo de potencia media como la media temporal del vector de Poynting, que
matematicamente escribiremos:

Pn(F) = (A(T.1)) = lim —J’ * (7. td (2.62)

Si introducimos el resultado de (2.61) en (2.62) tenemos que el vector de Poynting medio
queda

() =%D{E>< H') (2.63)

Este resultado es Idgico, ya que la Unica contribucion neta puede estar dada por el primer
término en (2.61) y se ve claramente si analizamos los dos términos obtenidos en (2.61)
sobre una superficie. En la figura 2.25 vemos cémo el segundo término (al que hemos
llamado B) ird cambiando de sentido con el tiempo mientras que el primgraiéfpre
atraviesa la superficie en el mismo sentido, con lo cual, al,aamaPfuncion armdnica, su
media es cero y no contribuird a la densidad de flujo de potencia media.

S S
SO

> <
N R _
t t+AL

Figura 2.25Sentido de los términos del vector de Poynting instantaneo para dos
tiempos diferentes

Ejemplo 2.22:Calcular el vector de Poynting medio para los campo obtenidos en el
ejemplo 2.20.

La expresiones para el fasor campo eléctrico y para el magnético son:

E(F) = Bser(\/szlg2 x) gibey
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H(r) = 2 [ster(m X)f<+\/k2—ﬁ2 cos(\/kz—/_gz %A% aibz

Wl
El primer paso consiste en realizar el producto vectorial

82
WH,

+aj)iljo\/k2—[3zser(\/k2—[32 x) co(s/ k*-B? >)Ax

donde se ha tenido en cuenta las propiedades del producto vectorial

ExH" =

Bserf( k?-B* x)2+

gxx=-2  Yxz= %

El vector de Poynting medio viene dado por

con lo que tan solo nos interesa las componentes reales de la expresion encontrada
anteriormente, en este caso la componeriévector de Poynting medio queda:

P (F) = %Bsenz(dkz -B 2x)i

Esta expresién indica que la direccién de propagacion de la densidad de potencia
media es la. Si hubiéramos calculado el vector de Poynting instantdneo habriamos
obtenido una componente en la direccion de xasin embargo, su promedio
temporal es nulo con lo que no tenemos propagacion neta en esta direccion. Esta
componente lo que nos indica es que tenemos una oscilacion de la energia en la
direccion transversal a la de propagacion.

Siguiendo un proceso similar a (2.61) la densidad de energia instantanea para medios
lineales is6tropos y homogéneos puede ser escrita:

1 - - 1 - oo 1
== + U ##) ==0{(eEE+ uHH) €°“ } +=
u 2(552 U ##) 2 {(e UHH) } 2

e[ € ulH] e
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donde nuevamente aparecera un término dependiente del tiempo y otro de independiente. Al
igual que el vector de Poynting, definiremos la densidad de energia media como:

u =%[sl§2 +u\lf|\2] (2.65)

Ejemplo 2.23: Se tiene una seccion de cable coaxial de longitucdio del
conductor interno a y radio de la superficie interna del conductor exterri@a b
seccion de cable esta cerrada por ambos extremos por conductores. Los fasores
campo eléctrico y magnético entre conductores, donde tenemos el vacio, son:

V  senfrz/l), = v £, cos(rz /1)
nb/a) p °© “inb/a\ g, p

E=

¢

Encontrar el vector de Poynting medio y la energia media almacenada por el campo
electromagnético en el interior de la estructura (Fig. 2.26) Se supone que los
conductores que constituyen el cable coaxial son perfectos.

Figura 2.26

Para calcular el vector de Poynting medio debemos realizar el producto

vectorial enteE y H . Al ser H imaginario puro, el resultado final también lo sera,
con lo que el vector de Poynting medio, al sacar la parte real, sera nulo.

P (f)=0

Este resultado es légico ya que los campos no pueden salir de esta estructura, con lo
gue no puede haber un flujo de densidad de potencia medio, aunque si podemos
tener un flujo de potencia instantdneo debido a la redistribucion de la energia. Como
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veremos en el capitulo 4, la expresién de los fasores corresponden a una onda
estacionaria.

Si queremos calcular la energia media almacenada, primero tendremos que
encontrar la densidad de energia media que vendra dada por la expresiéon (2.67). Si
calculamos el cuadrado del modulo del fasor campo eléctrico obtenemos

|—~|2 _ V2 Serf QTZ/' )
" In?(b/a)  p?

y para el modulo al cuadrado del fasor campo magnético

|~|2_ V? g, cos [z /)
CInfb/a) p, P’

La densidad de energia media queda

L2 ~ e,V? serf @wz/l) &e,V*® co< [z /l)
U =_[30E +“0|H| ]= 20 2 + 20 2
4 4In“(b/ a) o} 4In“(b/ a) P
g,V: 1

“4In%(b/ a) p?

Para calcular la energia almacenada en la estructura debemos integrar la densidad de
energia sobre el volumen entre conductores

e,V? 1 e,V?
U, = [U pdpdp dz= ” f4|n (b/a)—dpdd)dz——ZI e

Por dltimo, con respecto a las condiciones de contorno, en régimen senoidal

permanente adoptan la misma forma que para los campos instantdneos. Sin embargo,
debemos tener en cuenta cuando trabajamos en R.S.P., que tanto los campos como las
densidades de carga y corrientes son fasores.

Ejemplo 2.24: Encontrar las densidades de cargas y corrientes en las paredes de la
estructura presentada en el ejemplo anterior

Para encontrar las densidades de carga sobre la superficie de los conductores
debemos utilizar las condiciones de contorno, en concreto aquellas en que aparecen
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las densidades de carga y corriente. Las condiciones de contorno en R.S.P. no
cambia de expresion, y simplemente tenemos que tener en cuenta que estamos
trabajando con fasores.

A [(f)l - f)z) =0

ﬁx(ﬁl_ F'z) = js
Como la estructura esta compuesta por conductores perfectos, en su interior no
podemos tener campos eléctricos o magnéticos variables en el tiempo. Entonces las

condiciones de contorno, teniendo en cuenta que entre conductores tenemos el vacio,
guedan:

gue aplicaremos sistematicamente sobre cada superficie.

« Superficie § tapadera de la derecha, dorzk, i = 2

0=¢€,2[E(z=0)=0 (EO2)
P | 1
‘]SO_Z>< H(Z_O)_h’](b/a) uo p( p)

« Superficie $: tapadera de la derecha, domgdey A= -2

og=e,(-2)[E(z= )=0 (ED2)

Jy=-ax F(z= )= [fo T,
o " " kA, 0 °
« Superficie §: conductor interno, donde=ay A= p

&V senfrz/l)
In(b/ a) a

0., =& PE(p=a)=
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v £ cos.(ﬂz/l)2
In(b/a) \ u , a

jSa:ﬁxH(p:a):

« Superficie §: conductor externo, dondge=by h=-p

—&V senfrz/l)
In(b/a) b

Osp = & (-ﬁ)[E(p =b) =

= Ao -jv |g, cos@rz /1),
Jsz‘PxH(P:b):m H—OT
0

< €<

1

1

1

1

1

I

1

i

1

1

1

1
€< <€ <

—> > > >ICC € € € €

> :
RS 2 e T
2 /e
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Fig. 2.27Esquema de la seccion longitudinal de la estructura y la distribucion de
cargas y corrientes

En la figura 2.27 hemos representado esquematicamente las densidades de
carga (con signos positivos y negativos) y las densidades de corriente (con flechas)
dadas por las expresiones anteriores. Vemos cémo las corrientes salen del centro del

conductor externo (donde es nula) para ser maximas justo en los extrégpos (

viene descrita por un coseno). Esta corriente hara desaparecer las cargas del centro
del conductor 4=1/2), con lo que tendremos una densidad de carga negagjya

Esta carga que desaparece, serd conducida a través de las tapaderas hacia el
conductor interno Jg, Y J)- Una vez alli la corrientd, distribuira la carga, con
lo que aparecera una densidad de carga positiyaque sera maxima en el centro,

ya que es donde confluyen las corrientes.

Debemos recordar que trabajamos con fasores con lo que las densidades
cambiaran con el tiempo. Vemos que las densidades de cargas y corrientes estan
desfasadagr/ 2 ya que las corrientes estan multiplicadasjp@sto implica que,
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cuando la concentracion de carga (positiva 0 negativa) es maxima, las corrientes son
nulas, siendo justo en este momento cuando invierten la direccién, con lo cual
empezara a disminuir las concentraciones de carga y a aumentar la corriente.

El efecto aqui descrito es similar a un circuito cerrado compuesto por una
bobina y un condensador, donde la carga va cambiando de una cara a la otra del
condensador a través del cable que las une. A ambos dispositivos se les llama
resonadores ya que este efecto es maximo a unas frecuencias determinadas que
dependen de sus dimensiones. Discutiremos sus caracteristicas en el capitulo 5.

2.7.3 Fasores y transformadas de Fourier
Cuando la dependencia temporal es arbitraria se recurre a técnicas de transformada
de Fourier para su resolucion. Cualquier funcion puede ser descompuesta en la suma de un

continuo de funciones senoidales. En nuestro caso particular, y tomando como ejemplo el
campo eléctrico, lo podemos escribir como:

N N ot
ery=-[ E(w) e dw (2.66)
donde el fasoE(F,a)) es la amplitud en el dominio transformado obtenida a partir de:
E(F,w) = N E(F,t) e’ dt
@) =_[ &l (2.67)

El fasor E(F,w) es exactamente el definido en la seccion 2.7.1, pero poniendo de manifiesto

explicitamente su dependencia con la pulsacibpara indicar que la amplitud es distinta

para pulsaciones distintas. Esta dependencia con respecto de la pulsacion es el espectro del
campo instantaneo. En la situacion de tener una dependencia temporal senoidal a una sola
pulsacién, el espectro tan sélo tendria dos componentes a las pulsagignegv, con lo

gue la ecuacioén (2.67) se transforma en la suma de tan s6lo dos componentes

é(f”t) = %[E(r”,w) el@ 4 E(F,—w) e‘iax]

Las propiedades de la trasformada de Fourier nos dicerEq(fe w) = E(F,-w) con lo
que la ecuacioén anterior queda:

E(F1) = %[E(r,w) e + E'(F,w) e | = D{E(F . w) e}
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Asi pues, recuperamos la expresion del campo instantaneo de la misma forma que en la
seccion 2.7.1. Entonces, en la ecuacion (2.66) lo Unico que estamos haciendo es obtener la
parte real de la suma de un continuo de fasores, lo que da como resultado un campo
instantdneo que es la suma de campos con dependencia senoidal y frecuenciaseentre 0 y

El método de analisis de campos con dependencia temporal arbitraria consiste en
encontrar el espectro del campo inicial utilizando (2.67). Una vez encontradas las
componentes, cada una de ellas por separado cumplira las ecuaciones de Maxwell en
régimen senoidal permanente (2.60). Operando con estas ecuaciones, por ejemplo para
encontrar el campo en un instante de tiempo mas tarde o en otra posicion, se encontrara los
nuevos fasores, o dicho de otra forma, se maodificara el espectro. Entonces a partir del nuevo
espectro y de (2.66) se encontraran los campos instantaneos en la nueva situacion.

Cuestiones de repaso:

1) Explique qué entiendes por campo. Clarifique su respuesta explicando el significado
de campo electromagnético.

2) ¢Por qué un hilo por donde circula una corriente variable en el tiempo radia ondas
electromagnéticas?

3) ¢La uUnica manera posible de crear un campo magnético es mediante un hilo
conductor por donde circula una intensidad de corriente?

4) ¢Cuéntas ecuaciones son necesarias para describir el electromagnetismo?

5) Se quiere calcular la circulacién del campo magnético a través de un camino
utilizando la ecuacion de Ampére-Maxwell. Para ello se utiliza una sup&fem
el calculo de la intensidad de corriente libre y una superficie difeBmara el
calculo del término de desplazamiento. ¢Es correcto utilizar dos superficies
distintas?

6) Se tienen dos expresiones matematicas de campos vectoriales. Si se toma la ecuacion
de Faraday y se substituye el campo eléctrico por una de estas expresiones y el
campo magnético por la otra y vemos que se cumple la ecuacion de Faraday.
;Podemos afirmar que estas dos expresiones corresponden a campos
electromagnéticos?

7) ¢ Por qué se necesita la forma diferencial de las ecuaciones de Maxwell?

8) ¢Cual es el significado fisico de los operadores divergencia y rotacional?

9) ¢En qué direccion van los campos eléctricos en la superficie de un conductor
perfecto?
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

¢, Qué parametro caracteriza los conductores?

Se Tiene un conductor no perfecto por el que circula una densidad de corriente
volimica ¢Hay campo eléctrico dentro del conductor? ¢En qué direccién iran los

campos en la superficie del conductor si tenemos una cierta densidad de carga
superficial?

¢Por qué se necesita definir una nueva magnitud fisica como el vector
desplazamiento?

¢,Con qué pardmetros se caracteriza un medio dieléctrico lineal, isotropo y
homogéneo? ¢, Y si el medio es no lineal?

¢Por qué los campos eléctricos y magnéticos deben cumplir las condiciones de
contorno en la superficie de separacién entre dos medios?

Se Tiene una cavidad de paredes conductoras completamente hermética (los campos
no pueden abandonarla) que encierran el vacio. Dentro de la cavidad existe energia
electromagnética almacenada que decrece paulatinamente con el tiempo. ¢A que es
debida esta disminucion de energia? ¢Qué se puede afirmar sobre la naturaleza del
conductor?

¢, Qué indica el vector de Poynting?

¢Por qué razén tedrica en estética se puede obtener campos eléctricos 0 campos
magnéticos por separado?

¢Por qué no es valida la utilizacion del potencial eléctrico definido en estética
cuando tenemos variaciones temporales de nuestros campos?

¢ Es valida la definicién del potencial vector cuando tenemos variaciones temporales
de los campos?

¢Por qué razon se pone especial énfasis en el estudio de los campos
electromagnéticos en régimen senoidal permanente?

¢Los campos electromagnéticos son en realidad una magnitud compleja o
simplemente utilizamos esta representacién para facilitar el trabajo?

¢, Qué diferencia hay entre el vector de Poynting instantaneo y el vector de Poynting
medio?

El valor obtenido al calcular la densidad de energia media y la densidad de energia
instantdnea es distinto. ¢ A qué es debido? Piense en el principio de conservacién de
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la energia para magnitudes instantaneas y magnitudes medias, ya que debe cumplirse
en ambos casos.

PROBLEMAS — CAPITULO 2

1. Calcule de la f.e.m. inducida por un campo magnético uniforme sobre B
una espira rectangular en la que uno de sus lados se mueve con u
velocidad constante.

2. Comprobar que las siguientes expresiones constituyen campos magnéticos en régimen estatico y
encontrar la distribuciones de corrientes que los crea.

B(F)=zy’X+xzy+xyz  H(F)= Hoa® a—e‘p’aEHB%tﬁ
O

3. La expresion del campo magnético en cierta region del espacio viene dada por:

B = B,zcoswt ¥
y se sabe que el campo eléctrico asociado tiene tan s6lo una componente en la xlireccion

a) Utilize la ley de Faraday para encontrar el campo eléctrico.

b) A partir del campo eléctrico encontrado, utilizar la ley de Ampére-Maxwell para hallar de
nuevo el campo magnético suponiendo que la densidad de corriente volimica es nula.

c) Compare el resultado obtenido en el apartado b) con la expresion inicial del campo
magnético. ¢Es correcta la suposicion de que la densidad de corriente es nula? ¢Por qué?
Obtenga el valor que deberia tener.

4. Un hilo conductor infinito tiene una densidad de carga lideat esta en el eje de un cilindro
dieléctrico lineal, isotropo y homogéneo con permitividad relagiya. El radio del hilo esay

el del cilindro esh. Encontrar la carga ligada en el dieléctrico y la carga total
en la superficie de separacion entre dieléctrico y conductor.

5. El campo eléctrico dentro de una esfera dieléctrica de Rydis decir para<R
es:
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E, =E,,(co® i —serg 8)
Parar>R tenemos el vacio y la expresién del campo es
E, = Eozl(1+ R®*/r®)cod f —(1+ R3/2r3)ser9éJ
Encontrarg, del medio dieléctrico
6. En un medio material se propaga un campo eléctrico de fasor:
E(F) = [3e‘”“e“’Z +ej“ze"z]§/ V/m

dondeB es la constante de propagaciom, el coeficiente de atenuacion, la pulsacion es

w=10°rad /s, €, =195y u=4n10" H/m. Sirealizamos una medida del vector de Poynting
enz= 0 obtenemo® = 0.05W/nfy enz= 1 mes nulo. Hallar:

a) La constante de propagaciBny el coeficiente de atenuacidn

b) La densidad de corriente volimica y la conductividad considerando que todas la pérdidas son
por conduccién.

Nota: Un medio con pérdidas es aquél en el que el vector de Poynting medio de una onda decrece
con la distancia. En el caso que nos ocupa, es debido a que el medio posee una cierta
conductividad y por lo tanto se inducen corrientes que disipan energia (pérdidas por conduccion).

7. La densidad de potencia sobre las cargas para magnitudes instantaneas viene g@la por
Deduce la expresion para la densidad de potencia media ejercida sobre las cargas (forma fasorial).
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