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1 Ecuaciones de Maxwell en condiciones estaticas

Este primer capitulo sirve de repaso a los conceptos y métodos que se vieron en el curso introductorio
de Fisica sobre Teoria Electromagnética. Se analizan situaciones tipicas en las que determinadas
distribuciones de carga conocidas —sean puntuales, dipolos, o distribuciones continuas— producen
campos y potenciales en el espacio. Algunos otros problemas hacen referencia a corrientes
estacionarias y sus distribuciones de campo magnético. Se emplean herramientas conocidas, como las
leyes integrales de Gauss y Ampeére y las ecuaciones diferenciales de Laplace y Poisson. Se han
incluido también ejercicios de induccion electromagnética, resolubles mediante la ley de Faraday.
Estos problemas se incluyen en algunos textos bajo el epigrafe de Campos lentamente variables en €
tiempo, y es cierto que ya no son problemas en régimen estatico, y que implican relaciones entre
campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo, los incluimos en este primer capitulo porque reflejan
situaciones ya conocidas por los estudiantes.

1. Calcule el flujo del campo eléctrico creado por una carga puntual, de valor g, situada en el origen
de coordenadas, a través de las dos superficies siguientes:

a) una semiesfera de radio R, cuyo centro (el origen de los radios) coincide con la carga.

b) el planoy=d.

2. Un medio dieléctrico sometido a la accion de un campo eléctrico se polariza y, como consecuencia,
aparecen en el medio las llamadas densidades de carga ligada, volimica y superficial. El vector de
polarizacion da cuenta del estado de polarizacion del medio y aquellas densidades de carga pueden
calcularse a partir de este vector. Las expresiones son, respectivamente:

p, =-[IR
o, = P

A partir de laigualdad fSE" Lis =Q/¢e, , deduzca la ley de Gauss para € vector desplazamiento que,
en e caso mas sencillo y més habitual de que no haya cargas libres en € didéctrico, tomalaforma

fSDmE:o

El vector desplazamiento eléctrico D sedefinecomo D=g,E+ P .
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12 Problemasresudtas de Campos Electromagnéticos

3. Calcule € potencial déctrico en d interior de una esfera de radio a que contiene una densidad de
carga déctrica

r
P =po(l+2-)
a

sabiendo que & potencid es nulo en d infinito. Haga d célculo a partir de la ecuacion de Poisson.

4. Determine @ campo déctrico dentro y fuera de una distribucion esférica de carga de densidad
constante p o y radio R. Utilice laley de Gauss.

5. Algunas de las lineas de campo electrostatico de la figura 1, donde A y B son conductores
perfectas, no son posibles. ; Cuéles son?, ¢por qué?

@

Fig. 1 Lineas de campo electrostatico entre dos conductores.
Algunas de esas lineas no son posibles fisicamente

6. Dos cargas puntuales de valores +q y -q estan situadas, respectivamente, enlospuntos z=s/2 y z
= -g/2, formando un dipolo déctrico.

a) Caculed potencial eéctrico creado por € dipolo en todo & espacio.
b) Aproximelaexpresion anterior para puntos tales quer >> s.

7. La gréfica de la figura 2 representa la distribucion de carga volumica en una union p-n no
polarizada. Esa distribucion, debida a la huida de los portadores mayoritarios de uno y otro lado de la
union, se denomina zona de carga espacial. Ocurre que € exceso de dectrones libres debido a los
atomos donadores de la zona n han escapado, dgjando tras de si una zona idnica de carga neta
positiva, y también algunos dectrones de la banda de valencia han sido capturados por |os atomos
aceptores de lazona p, formando un volumen de iones negativos.
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1 Ecuaciones de Maxwell en condiciones estaticas 13

a) A patir de la ley de Gauss en forma diferencid, determine de forma grafica la
dependencia dd campo déctrico con x a lo largo de la unidn, ignorando las variaciones en las
otras dos direcciones.

b) Obtenga la grafica de la funcion potencial ¢(x), mediante su relacion con d campo
eléctrico, 0 a partir de la ecuacion de Poisson. Como no disponemos en este caso de
referencias externas de potencial, podemos fijar arbitrariamente p(x=0) = 0

1 P

Fig. 2 Union p-ny zona de carga espacial

8. Una barra de un semiconductor dopado tipo n (cuyos portadores son eectrones en la banda de
conduccidn) es atravesada por una densidad de corriente homogénea de vaor J,. La corriente esti

provocada por una tension aplicada en los extremos de la barra, V, =50mV . Suponemos que €
campo eéctrico que se establece es congtante a o largo de toda la longitud del semiconductor. La
concentracion de portadores a la temperatura de trabajo es N = 6.24x10% electr./ m®. La carga de

dectron es q = -1.602x10*° C. La conductividad del semiconductor es o = 3.12x10°Q *m™

a) ¢Cuanto valeladensidad de corriente?
b) Calculelaintensidad de corriente que circula por la barra.
c) ¢Cudl eslavdocidad mediadelos portadores?

25 mm A
1 mm e

Fig. 3 Labarra de semiconductor del problema 8
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14 Problemasresudtas de Campos Electromagnéticos

Se sumerge la barra en d seno de un campo magnético homogéneo orientado transversalmente a la
direccion dela corriente, con B, =1.0T.

d) ¢Cudl serd la magnitud de la fuerza magnética por unidad de carga que experimentan los
portadores? ¢Variard la densidad de corriente respecto a la situacidon en que no habia campo
magnético? ;Y laintensidad de corriente en la barra?

9. Calcule la capacidad de un condensador formado por dos placas metélicas de dimensiones 21 cm x
29 cm separadas por una hoja de papd (e,= 2, d = 0,1 mm).

10. Una corriente circula a través de un hilo conductor recto extendido en la direccion dd ge Z. La
densidad volUmica de corriente es

2

J(F) =352

s»m|b

donde a es € radio dd conductor y p la coordenadaradia cilindrica
a) Caculelaintensidad de corriente | que atraviesa d hilo.

by S 1=1Aya=0,3mmcudl esd vaor de J,?
c) Caculed valor del campo magnético creado a1 cmdel hilo conductor.

11. Dos laminas conductoras paralelas de muy pequeiio grosor, anchura h y longitud |, separadas una
distanda d, forman una linea de transmision. Ambas conducen una densidad superficid uniforme y
constante en € tiempo, de valor Jo, en sentidos opuestos. Las dimensiones de la linea satisfacen las
condiciones | >> h y h >> d. Cacule mediante la ley integral de Ampére y aplicando superposicion
cOmo serd ladistribucidon del campo magnético producido por las corrientes.

z

[ d

—

Fig. 4 Linea detransmisidn formada por dos laminas conductoras delgadasy paralelas

12. Se utilizan dos imanes cilindricos con sus ges aineados y con una cierta separacion entre elos
para producir un campo magnético aproximadamente constante, de valor Bo. Entre medio de ambos se
sittia un arrollamiento formado por N espiras deradio a, que sehace girar a n r.p.m.
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1 Ecuaciones de Maxwell en condiciones estaticas 15

a) ¢Qué frecuenciatiene latension generadaen € arrollamiento?

b) (Cuél es suamplitud?

¢) Calcule e vaor numérico de ambas magnitudes con |os siguientes datos: B = 102 T, N =
100 espiras, a=1 cm, n = 2000 r.p.m.

13. Cdcule laresistencia a lo largo de un hilo de cobre de seccidn circular de 50 m de longitud y 0,6
mm de diametro. La conductividad del cobre es ¢ = 5,9x10" 1/Qm.

14. Calcule la capacidad por unidad de longitud de un cable coaxial formado por un hilo central de
1,0 mm de didmetro y una malla exterior de 8,0 mm de didmetro. El digéctrico que separa ambos
conductores tiene una constante g, = 3,2.
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2 Ecuaciones de Maxwell en condiciones dinamicas 17

2 Ecuaciones de M axwell en condiciones dinamicas

Al incluir la variacion tempora desaparece la distincion rigida, propia de la Estatica, entre campos
eléctricos y magnéticos. Los problemas de este capitulo se acercan, aunque timidamente, a tema de
ondas, que constituye € tema fundamental de la Teoria Electromagnética. Los proximos capitulos se
dedican exclusivamente a dlas, razon por la cudl aqui hemos preferido centrarnos en otras
aplicaciones y derivaciones de |l as ecuaciones de Maxwdll.

15. Un buen conductor se caracteriza por € vaor de su conductividad, que sera devado, pero también
por su constante dieléctrica y su permeabilidad magnética. Una de las caracteristicas fundamental es
de los buenos conductores es que no pueden almacenar carga libre neta en su interior, sino tan sélo
en su superficie. A partir de la ley de Gauss, de la ley de Ohm y de la ecuacion de continuidad, todas
eélas en su forma diferencid; compruebe que si en un instante inicial existiera una densidad volumica
no nula en € interior de un buen conductor, introducida artificia mente de algiin modo, entonces esa
densidad de carga desapareceria muy rapidamente, segin una constante de tiempo inversamente
proporciona ala conductividad del medio.

16. Un medio material presenta una constante dieléctrica £, =2 y una conductividad elevada, ¢ =
5,6 x 10° (Qm)™.

a) Cacule la densidad de corriente de conduccion y la densidad de corriente de
desplazamiento en funcidn del campo eléctrico cuando en d interior del medio aparecen
campos de frecuencia f = 1,0 GHz. ; Son comparabl es ambas densidades de corriente?

b) Teniendo en cuenta d resultado anterior compruebe que para ondas con variacion
temporal arbitraria que vigien en d medio se ha de cumplir muy aproximadamente la
€ecuacion:

ot ou

0H _ 1 g

c) Compruebe que para una onda con variacion temporal arbitraria y dependiente Unicamente
de la coordenada espacial en la direccidn de propagacion, z, la ecuacidn anterior tiene una
posible solucién de la forma:

Az =2 ept 23

ImDt 4Dt
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18 Problemasresudtas de Campos Electromagnéticos

donde A y D son constantes. ¢ Cual es d valor dela constante D ?
d) Obtengad campo déctrico.

€) Un pulso eectromagnético muy corto, del orden de algunos nanosegundos, incide sobre la
superficie plana de separacion entre  airey € medio descrito. Como resultado, parte de la
radiad6n se reflga y otra parte penetra en d medio, en donde € campo magnético adopta
la forma dada en d apartado c). Represente la forma de H en funcidn de z para algunos
vaoresentre z= 0 y z= 100 pmenlosdosinstantes detiempot= 1ns(10°s) y t=
4 ns. ParadlotomelosvaoresA= 2,11 x10°H yD = 0,142 nf/s.

17. En d proceso de carga de un condensador plano, como € que se muestra en la figura 5,
supondremos que la tension aplicada crece linealmente en e tiempo. Se considera que las placas son
conductores pefectos y que la densidad superficia de corriente que recorre las placas tiene
Uni camente componente longitudinal.

Fig. 5 Condensador de placas paralelas en €l proceso de carga

Latension puede tomarse en laforma V(t) = K t y se hard laaproximacion a, b >> d. Se comprueba
gue la densidad de corriente, que tiene igual magnitud y diferente signo en cada una de las armaduras,
es

J(F) = xJ,(a- X)X

a) A partir de la ecuacion de continuidad (en dos dimensiones), cacule la densidad
superficid de carga en las armaduras.

b) Calcule el campo déctrico entre las placas mediante laley de Gauss integra .

c) Caculed campo magnético entre las placas.

d) Obtenga la energia eéctricainstantanea almacenada por & condensador.

€) (Cudl ese vaor de J,?

18. Un cable conductor cilindrico y rectilineo, orientado en la direccion del ge Z, esta recorrido por
una densidad volumica de corriente cuya expresion es:
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2 Ecuaciones de Maxwell en condiciones dinamicas 19

J(F.1) = 3,(1- e*)e cos(wt- br)2
m

donde a es € radio ddl cable, a y B son, respectivamente, constantes de atenuacion y de propagacion,
y p es la coordenada cilindrica de cada punto consi derado.

a) Obtengalaexpresion del fasor correspondiente.
b) Calculeladensidad volumica de carga presente en € cable.
c) El cable no puede ser un conductor perfecto a la vista de lo anterior. Expliqudo mas

claramente.
d) ¢Qué intensidad de corriente instantanea circula por € cable?

19. La transformada de Fourier §(w, k) (simultinea en frecuencia temporal y frecuencias espaciales)

de un campo S(t,F) se define como:

ﬁjdt[é(t,r‘)exp(- jot + jk O0F) dV

Escriba las ecuaciones de Maxwell en @ espacio (w,k) y demuestre que cuando no hay cargas, €
campo déctrico es transversal, es decir: kE=0. Asi mismo, demuestre gue & campo magnético
siemprees transversal: k (B=0.

20. Dos placas conductoras perfectas, paraldas, de anchura a, longitud | y situadas a una distancia d
llevan corrientes de igual valor y signo contrario, tal como se muestra en la figura 6. El espesor de las
placas es muy pequefio y las densidades de corriente pueden considerarse laminares. Su expresion es

3(7) = £3,cos(wt)y %

Indique cudles de las afirmaciones que siguen son ciertas y cuales no, y razone su respuesta en cada
caso, basdndose en aguna de las ecuaciones fundamentales dd Electromagnetismo.

YA

Id
gy
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b)
c)

d)
f)
9)

h)
i)

Aparecera un campo magnético en @ espacio que rodea las placas porque las corrientes
varian en € tiempo;

ese campo magnético serd también variable en @ tiempo.

En cada una de las placas debe existir un campo ééctrico tangencial, proporciona d
vaor delacorriente

El campo magnético rodeara a cada placa, con direccidn predominante segin X,

pero entre ambas placas e campo magnético tiende a cancdarse.

Debe existir ademas un campo eléctrico entre ambas placas, que invierte su signo en cada
semiperiodo de variacion temporal de la corriente.

La expresidn dada parala corriente debe ser una aproximacion si lalongitud | en la que se
utiliza es pequeia (en comparacion con A), porque la expresion exacta seria cos(w t - ky)
parad término de variacion temporal dela corriente.

Si lafrecuencia se hace cero, desaparecerd e campo magnético

y € déctrico.

21. Algunos problemas practicos dectromagnéticos tratan con geometrias complicadas, que incluso
de forma aproximada son muy dificiles de resolver anditicamente En estos casos se recurre a
menudo a la reproduccion de los fendmenos en laboratorio. Por otro lado, no siempre esa
reproduccdn puede hacerse a la escala red del fendmeno, sino que debe emplearse una escala
reducida. Esto ocurre, por poner un gemplo, cuando se desea estudiar € comportamiento de una
antena de grandes dimensiones y que debe radiar a grandes distancias. EI empleo de una escda
espacial reducida fuerza a resolver algunas cuestiones adicionales, para construir correctamente €
prototipo y trasladar después los resultados obtenidos ala escalareal.

Denominemos x,y, z, t, E, B, &, i, 0, éc., alas variables y magnitudes reales, y utilicemos X’,

y, Z,t, E', B, dc., para las variables y magnitudes medidas en e laboratorio, a escala reducida.
Unasy otras variables se han de rdacionar linealmente, en laforma:

X_y_2z_| t E=e H=h
XI yl ZI tl EI HI

a) Compruebe en primer lugar que los operadores diferenciales se transforman en laforma

= 1TII Jd _10
E'| at Tt

1
y que la frecuencia también sufre transformacion, en laforma f = T f ' cuando setrabaja

en RSP.

b) A partir delas ecuaciones terceray cuarta de Maxwe | obtenga las rel aciones entre

Uiy e ig’ ogi o’

c) Obtenga también las relacionesentre By B, Dy D’,

dyetreVyV K lyl.
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2 Ecuaciones de Maxwell en condiciones dinamicas 21

NOTA: 1o Y € ho sufren ningln cambio de escala, ya que no son variables, sino constantes
paticulares dd vacio.

22. Una zona del espacio estd ocupada por un campo magnético, que podemos considerar en la zona
de estudio como aproximadamente uniforme, o con variaciones espaciadles muy lentas, y que varia
senoidalmente en € tiempo. Tomemaos su expresidn aproxi mada como:

B = B, Zcoswt

a) Sesitla en @ seno de ese campo una espira conductora circular, de radio a, y resistencia R
cuyo plano es perpendicular a campo magnético. (Cuél serd & vaor de la corriente
inducida en la espira?

b) Independientemente de que coloquemos 0 no la espira para comprobar & fendmeno de
induccidon dectromagnética, lo cierto es que por e mero hecho de existir un campo
magnético variable en & tiempo debe aparecer un campo eéctrico en € espacio:
precisamente & campo que hace circular a los electrones en la espira del apartado anterior.
Calcildo apartir delaley de Maxwell-Faraday.
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3 Ondas planas

El estudio de la naturaleza y las propiedades basicas de las ondas €ectromagnéticas es d objetivo
fundamental en este curso. Este es @ primer tema que hace referencia directa a la ecuacion de onda y
a sus soluciones. Dentro de la diversidad enorme de formas que pueden adoptar las ondas, en las
diferentes situaciones que pueden considerarse, se comienza por € estudio de ondas planas en medios
ilimitados, esto es, sin condiciones de contorno debidas a cambios de medio. Las ondas planas
uniformes constituyen e tipo de solucidn mas sencillo de la ecuacion de onda, pero gran parte de las
propiedades interesantes de cualquier onda se encuentran ya en dlas. En este capitulo hemos hecho
especia hincapié en las cuestiones reacionadas con la polarizacion de las ondas planas y se presentan
problemas en los que intervienen dementos de control de la polarizacidn, tales como polarizadores y
laminas de retardo. Casi todos los problemas se plantean y se resudven en forma fasorial, como la
mas conveniente al régimen senoidal, sin embargo se incluyen algunos problemas en los que debera
trabgj arse con las expresiones instantaneas de los campos.

23. Una onda plana uniforme que vigja en € aire en la direccion del €e Z tiene asociado un vector de
intensidad de campo magnético de amplitud Ho = 1/m A/m, dirigido en la direccion dada por € vector
X+ V. Lafrecuenciadelaonda es de 100 MHz.

a) Escribalaexpresion del campo magnéti co instantaneo.
b) Halled fasor campo déctrico.
C) (Qué densidad media de potencia transporta la onda?

24. Una onda plana propagandose en € vacio tiene como fasor campo déctrico:
E(F) = Ex (1+ j~/3)(X> f)exp(- j0,27Z). Considérese Eo redl.

a) ¢Cual esd tipo de palarizacion?
b) ¢Cual es su frecuencia?
¢) Caculed vector de Poynting medio.
d) Escribalaexpresion dd campo instantaneo.
25. Calcule las longitudes de ondaen d aire para ondas planas de | as sigui entes frecuencias:
a) f=270KHz, (LW) c) f=440 MHz, (UHF)
b) f=92,5MHz, (FM) d) f=2,5GHz (microondas)

26. Describad tipo de polarizacion y d sentido de giro en su caso de las siguientes ondas planas.
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a) E(F) = B[+ i)(x- y)]e ™,
b) E(F,t) = E,cos(wt - k,z)X+ E,cos(wt - % Ko2)Y,
) E(F) = E[(%- j9r (% jp)]e ™,
= (7 = -\ :L-_J ’l:|+jkoz
d) E(r)-&@ e

€)

m

L 5 g
(F) = Eo[x+ Y- v22) e'3 (2% zZfpei" ¥ V.
= ]

27. Determine d tipo de polarizaciony, en su caso, € sentido de giro, de las ondas planas siguientes:

a)

b)

c)

d)

E(r) = E,e" (X+y- j(X- M)e @
Efb= A@“ y) cos(wt - %k(x- y) +7/,) + Zeos(wt - %k(x- y)- %)E

= _ A LKHY) 1 _ 1 O
Er) = Agp=—oos(ot- —=k(x y)- /) + Ben(t- TR0 - %)E

A(r) = Hy= @+ ) (T 390

%

28. Una onda plana que se propaga en € vacio segin la direccion dada por ¢ = 30° y 6 = 60° tiene
polarizacion diptica a derechas. Su frecuencia es de 880 MHz, transporta una densidad media de
potencia de 0,5/ W/nr y d valor minimo del campo, que se alcanza en la direccion horizontal, es de

5V/m.

a)
b)
c)

Escribala expresion fasorial del campo e éctrico de dicha onda.

¢ Esta univocamente definida la onda con aquellos datos?

La onda atraviesa normamente un polarizador y pierde la mitad de la potencia. (En qué
direccion se orienta d gedd polarizador? ;Hay mas de una solucidn a esta pregunta?

29. Una onda plana uniforme se propaga por un medio no magnético de indice n = 2, con una
frecuencia f =36 KHz. El fasor de campo eléctrico es:

E(F) = E, (i5+ AWBY- 9)exp(- ja(y ++32)

donde A es un nimero complgo (A=a+ jb)y E, =30 V4, . Laonda transporta una densidad
de potencia P,, =157 V%nz . Calcular:
a a

b) [A

c)

polarizacion y sentido de giro de la onda en | os dos casos si guientes:
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4 Incidencia de ondas planas 25

ci) b=0,a>0
cii) E(F=0,t=0)=0

30. Un polarizador es un elemento que degja pasar, de las ondas que inciden sobre él, Gnicamente la
componente de campo déctrico paraela a su propio ge, y que absorbe o reflga la componente
perpendicular aese ge

Una onda plana vigia en la direccion positiva dd ge Z e incide norma mente sobre un polarizador. Su
fasor campo eéctrico es:

E.(F)=E[(x- ¥ i(* y]e'™

a) (Cual eslaexpresion de campo eéctrico alasalidadd polarizador?

b) Se desea afadir un segundo polarizador para que la potencia de la onda resultante final
guede reducida a la cuarta parte de la inicial. ¢Cuél deberd ser d angulo entre los ges de
los dos polarizadores?

31. Una onda plana uniforme con polarizacion dipticay frecuencia f = 300 MHz, que se propaga en
d vacio, atraviesa un polarizador y pierde cuatro quintas partes de su potencia origina. A
continuacion atraviesa una lamina de grosor d = 1 cm de un digléctrico no magnético con perdidas,
con permitividad rdativa & = 1. A la sdida de la lamina, la potencia de la onda queda reducida otra
vez aun quinto delaincidente. El fasor de campo eléctrico de la onda resultante a final es

E(r) = 50 x&

a) Caculelaexpresion del campo eéctrico dela ondaoriginal.

b) Enlahipdtesis de que d materia es un buen conductor, calcule su conductividad.

c) Con d resultado dd apartado anterior, determine si la hipdtesis de buen conductor es
correcta o no.

32. Una lamina de retardo consiste en una lamina plano-paralda de un material anisotropo, que
presenta diferente indice de refraccion para las ondas en funcion de la orientacidn del campo déctrico
de las mismas. Méas concretamente la lamina fuerza la descomposicion del campo eéctrico incidente
en dos componentes lineales y ortogonales, paraldas a los ges propios de la laming, y asigna un
indice diferente a cada una de esas dos nuevas ondas. Durante € trayecto por la lamina, que tiene un
cierto grosor d, las dos ondas van acumulando un desfase diferente debido a esa diferencia de indices.
La amplitud de cada onda se determina en la descompasicién inicia y depende de cdmo incide la
onda respecto alos ges de lalamina

a) Con la informacion anterior calcule  campo final a la salida de una lamina de retardo de
acuerdo con los datos delafigura 7.

b) Modifique los cdlculos anteriores para € caso en que P = -45°. ;Cuél es la diferenciaen d
campo final?
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= a ik
Ein(7) = Eo(X+ 9 e’
gjes de la lamina

no =1,43 v/ \Y
Ne = 1,45 n X
. 7R

d=9,75um

A=0,78 um

P = 459

Fig. 7 Unalamina de retardo s6lo admite propagacion de ondas planas en su interior con
polarizacion lineal y paralela a alguno de sus dos €jes propios

33. Lalamina de retardo del problema anterior se denomina lamina de lambda cuartos. EI nombre
proviene de hecho de que provoca un desfase entre las dos componentes paralelas a sus ges, de valor
/2, que es la cuarta parte de un ciclo de fase completo (2m). Las laminas de lambda cuartos se
utilizan para convertir una polarizacion lineal en circular, para lo que sélo hay que incidir con €
angulo adecuado (459 respecto a sus ges, a fin de igualar las amplitudes. También sirve,
reciprocamente, para convertir una polarizacion circular en lineal, como se ha visto en d problema
anterior. Sin embargo un polarizador también convierte una polarizacion circular en lineal. (Cual es la
ventgja de lalamina frente a polarizador?

34. Junto a las ldminas de lambda cuartos, € otro tipo mas popular son las laminas de lambda
medios. Estas tienen un comportamiento del todo similar a las anteriores, pero ahora € desfase que
provocan entre las componentes paraldas a sus gjes esde 1. La cuestion es:

a) (Cdomo afecta a una onda con polarizacion lined € paso a través de una ldmina de lambda
medios? Suponga que la onda incide con su campo déctrico formando un determinado
angulo Y respecto auno delos ges delalamina

b) ¢Como afecta a una onda con polarizacion circular?

35. Un investigador ha encontrado en d cgjon de una mesa dd laboratorio dos dementos Opticos, y
no sabe si son polarizadores o laminas de retardo. Para averiguarlo dispone de un laser de He-Ne,
cuyo tipo de polarizacion no recuerda, y de un detector de luz. Alinea € laser con € detector e
intercala en d trayecto dd haz @ primer demento Optico. La potencia recibida cae a la mitad al
intercalar € eemento, pero no varia si 1o hace girar. Quita esa lamina e intercda la segunda. Ahora la
potencia recibida tampoco es sensible a giro de esa segunda lamina y esta vez ni siquiera varia
significativamente por € hecho de que la lamina esté o no. El investigador saca varias consecuencias

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



4 Incidencia de ondas planas 27

de estos hechos, entre dlos que uno de los elementos dpticos es una lamina de retardo. Ahora le falta
saber s es de lambda medios o de lambda cuartos.

Expligue qué es lo que ha deducido y por qué y qué otro experimento puede hacer con esos cuatro
elementos para averiguar € tipo de lamina de retardo.

36. Cualquier onda plana puede descomponerse en la suma de dos ondas planas con polarizacion
circular y sentido de giro distintos.

a ) Realice la deduccion general a partir de la expresion
E,6e ™ =[A@ +&,) +B@ - j&)]e ",  (con eCKly &x &= K)
para una onda con polarizacion lineal, encontrando los valores de Ay de B ( [Z].

b) Repita lo anterior para d caso de una onda pol arizada el ipticamente a partir de la expresion
adecuada para ese caso.

37. Una onda plana con polarizacion lineal que vigja en la direccion Z* alcanza su valor maximo de
campo instantdneo en z= 0yt =0, y lo alcanza de nuevo en ese mismo punto en € instantet = 25 ns.
Otra onda plana con polarizacion lined y ortogonal a la anterior, que también vigia en la direccion Z°,
alcanza su mdximo en z= 3,75 my t = 25 ns. Si ambas ondas tienen la misma frecuencia ;cual serd e
tipo de polarizacion de la onda conjunta, formada por la suma de las dos?

38. Una onda plana uniforme se propaga en e vacio. Se sabe que su frecuencia estd comprendida
entrelos 10 MHz y los 30 MHz. La polarizacidn de la onda tiene sentido de giro aizquierdas. El fasor
campo eléctrico es

E(r) = 2(1- N(F*3i7+ Bep [KH Vs

Se ha medido la componente Ey del campo eéctrico instantdneo simultdneamente en dos puntos,
separados entre si 80 m en la direccion de propagacion de la onda, y se ha comprobado que las dos
sefiadles obtenidas en esas condiciones estan en fase. Después se ha medido la misma componente en
otros dos puntos, separados entre si 60 m, y en ese caso las dos sefial es medidas estan en contrafase.

a) ¢Cudl esd vector k delaonda? ;Esta univocamente definido?
b) ¢Qué tipo de polarizacidn tiene la onda?

c) Escribalaexpresion del campo eéctrico instantaneo.

d) ¢Cudl eslafrecuenciadelaonda?
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39. Un conductor cilindrico muy largo, de radio R vy orientado en la direccion del ge Z, esta
recorrido por una densidad de corriente constante J = JyZ. El conductor es un material no magnético
de conductividad o.

a) Cacule d campo magnético dentro y fuera dd conductor y & campo eéctrico en d
interior del conductor.

b) ¢Serd nulo & campo eléctrico en & exterior del conductor? ;Por qué?

El mismo conductor dd apartado anterior estd ahora recorrido por una intensidad de corriente que
varia senoidamente en d tiempo. A bgas frecuencias, tales que la longitud de onda es mucho mayor
gue lalongitud considerada de hil o conductor, |a corriente puede escribirse como

I(t) I, coswt

sin necesidad de afiadir un término de fase dependiente de z.
Se comprueba que la densidad de corriente ya no sé distribuye de forma homogénea en € interior de
hilo. En estas nuevas condiciones responda a las siguientes cuestiones:

¢) Si no es homogénea ;de qué variables, en coordenadas dilindricas, podrd depender ahorala
densidad de corriente?

d) De acuerdo con la respuesta obtenida en d apartado c), ¢puede existir densidad de carga
end interior de conductor?

€) ¢Qué componente 0 componentes vectoriades, en coordenadas cilindricas, tendra e fasor
de campo déctrico en d interior del conductor? ;de qué variables coordenadas puede
depender?

f) Supongamos que, como en € caso estatico, € fasor de campo magnético solo tiene una
componente vectorial que, a su vez, solo depende de una coordenada espacial. Razone por
gué no puede variar con las otras variables espaciales (en coordenadas cilindricas).

g) Suponiendo que & materia es un buen conductor a bajas frecuencias, obtenga la ecuacion
diferencid que satisface d campo eéctrico en su interior.
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4 Incidencia de ondas planas

Después de familiarizarse con d comportamiento de las ondas planas propagadas en € espacio libre
llega € turno a los dos fendbmenos basicos de reflexion y refraccion de ondas sobre la superficie de
separacion con otros medios, sean dieléctricos o conductores. Se proponen problemas bésicos para la
correcta descripcidon matematica de las ondas reflgjadas y transmitidas, segin las leyes de Sndll y las
formulas de Fresnel. También hay problemas referentes a los casos particulares de incidencia, como
son incidencia normal, incidencia segin d angulo de Brewster e incidencia por encima dd angulo
critico de reflexion total. Al final se presentan varios problemas de multicapas o incidencia miltiple.

40. Una onda plana con polarizacion lineal incide oblicuamente sobre un plano conductor en la forma
en que se muestraen lafigura.

a) Calcule las densidades superficiales
de carga y de corriente que se
inducen en & conductor.

_____________________ b) Repita € apartado anterior para una
K onda plana con polarizacion lineal
ortogonal.

- C) (Qué observa en cuanto a la
direccion en que circula la corriente
inducida?

Fig. 8 Incidencia sobre un conductor perfecto

41. Una onda plana con polarizacion circular a izquierdas incide sobre un plano conductor indinado
45° respecto alos ges coordenados, tal como se muestraen lafigura 9.
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X a) Obtenga la expresion dd

=1 campo eéctrico asociado a la
ondareflgada

b) ;de qué tipo e la

_) polarizacion de esa onda?

E. T 0, . Y 7 C) La polarizadén de la onda
f reflgada ¢depende dd angulo

k. de incidencia?

0= 45°

Fig. 9 Incidencia de una onda con polarizacion circular sobre un conductor perfecto

42. Una onda plana con polarizacion lineal incide normalmente desde € aire sobre un digéctrico de
indice de refraccion n,. La onda transmitida conserva tan solo € 75 % de la potencia incidente. ;Cual
esd valor den,?

43. Una onda plana atraviesa normalmente una ventana de doble vidrio (dos hojas separadas por una
camara de aire). El indice ddl vidrio es 1,48. Cacule la fraccion de potencia transmitida a otro lado
de la ventana (no es necesario que considere dobles reflexiones). Repita @ calculo anterior con ny =
1,78.

44. Se desea utilizar un prisma rectangular como retrorreflector (blanco cooperativo) de un medidor
de distancias laser, de manera que devudva la préactica totalidad de la potencia incidente en la misma
direccion en que larecibe. El indice de refraccion de material que formad prismaes 1,50.

¢En qué margen de angulos, respecto a la normd a la cara de entrada, podrd utilizarse con ese
propésito? Igndrense las situaciones de incidenciaen € corner interno del prisma

Fig. 10 Prisma rectangular utilizado como retrorreflector de radiacion dptica

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



4 Incidencia de ondas planas 31

45. Una onda e ectromagnética de frecuencia f = 300 MHz se propaga en un medio dieléctrico con

indice de refraccion n, = J2, e incide oblicuamente sobre un medio de indice n, =2. El fasor
campo eéctrico de la ondaincidente es:

E,(7) = E,(6(§ - 2+ V3(3- )R e

Hallar:
a) El fasor campo déctrico
transmitido.

b) El fasor campo eéctrico
reflgjado.

Fig. 11 Cambio de medio y orientaciones de las componentes paralela y perpendicular
al plano de incidencia de las tres ondas: incidente, reflejada y transmitida

46. Una onda plana uniforme de frecuencia f = 150 MHz tiene asociado un campo eéctrico cuyo
fasor puede escribirse como

_— O __. 55 _0 -
() =By 2E7-9)+ %, %0 ep-ik @)

seglin lamisma referencia de coordenadas del problema anterior (véase laFig. 11)
La onda incide desde un medio dieéctrico no magnético de indice de refraccion n, = 2 sobre la
superficie de separacion con d aire (n, = 1).

a) Obtengad valor delos angulos deincidencia (6) y de refraccion (6+) .

b) Escriba las expresiones de los vectores de onda de las tres ondas: incidente, reflgjada y
transmitida.

C) Identifique d tipo de polarizacion de la ondaincidente.

d) (Cudl es @ vaor dd angulo de Brewster para una onda plana que incide desde €
dieléctrico sobre d aire?

€) Obtenga d valor de los coeficientes de reflexion y transmision correspondientes a ondas
con polarizacién paraldlay perpendicular d plano deincidencia.

f) ¢Cuél esd valor de angulo critico para esainterficie?

0) Escriba la expresion de la misma onda incidente cuando incide sobre la superficie de
separacion del didéctrico con un angulo de 60° respecto ala normal.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



32 Problemasresudtas de Campos Electromagnéticos

47. Una onda plana polarizada d ipticamente, cuyo campo déctrico es:
E(F)=E (& +&rg ) exp(- ik, )

con A = 37°, incide desde un medio dieléctrico sobre la superficie de separacion con d aire, ta
como se muestraen lafigura 12.

a) Escriba la expresion completa de Ei (M,
en funcion dd anguo 6 y de las W, 3€
caracteristicas del medio. 0r =0
b) Si d angulo de incidencia es tal que

2 , . L,
senf, = \/: ¢cOmo serd la polarizacion
3

delaondareflgada?

c) Para un angulo 6, <0,. (seria posible
obtener una polarizacion de la onda
reflgada como la obtenida en € apartado
b). Justifique la respuesta.

d) Escriba la expresion de la componente de
campo déctrico transmitido a aire
perpendicular a plano de incidencia para
lasituacion descritaen b).

Fig. 12

48. Una onda plana incide con un cierto angulo 6; sobre la supeficie de separacidén de dos medios
didéctricos. Como resultado aparecen dos ondas, reflgjada y transmitida, con las direcciones que se
muestran en lafigura 13.

Fig. 13 Incidencia sobre la superficie de separacion con otro dieléctrico. La informacion que da la
figura es que & angulo de transmision es menor que € deincidencia

Indiquesi las afirmaciones que siguen son ciertas o no, y razéneo brevemente:
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a) n; es mayor que ny;

b) s la onda incidente tiene polarizacion lineal, la onda transmitida también tendra
polarizacion lined;

¢) si laondaincidente tiene polarizacion circular, la onda reflgada también serd circular;

d) para dguin angulo de incidencia deberd ser posible cancelar la onda reflgada s la
incidente tiene polarizacion lined;

€) podria conseguirse cuaquier direccién de propagacion para la onda transmitida hacia d
segundo medio (en d plano de incidencia, @ menos) digiendo adecuadamente e angulo
deincidencia;

f) s @ angulo de incidencia aumenta, también lo hara la potencia reflgjada;

g) existe un angulo de incidencia tal que si la polarizacion de la onda incidente es circular
también es drcular la polarizacion de las ondas reflgjada y transmitida;

h) & angulo de Brewster en este caso es menor de 45°,

i) la reflexion total sdlo se lograria incidiendo desde @ otro lado de la superficie de
separacion.

49. Una onda plana con polarizacion lineal y frecuencia 150 MHz que vigja por un medio con indice
de refraccion ny = 1,5 incide sobre la supeficie de separacion con € aire. La polarizacion de la onda
es perpendicular a plano de incidencia. El angulo de incidencia es superior d angulo critico y se
produce reflexion totd .

a) Obtenga las expresiones de los campos eéctrico y magnético transmitidos hacia d aire.

b) Calculelaexpresion dd vector de Poynting de la onda transmitida

¢) Se comprueba que la densidad de potencia de la onda transmitida medida a una distancia
de 1 m de la superficie de separacion es un 1% de la misma densidad de potencia medida
justo sobre la superficie dd dieléctrico. (Cuél es d valor dd angulo deincidencia?

NOTA: Formulas de Fresnd:

n, cos@, - n, cosé,
n, cosd, +n, cosé,

PrT

_ n,cosB, - n, cost,

o, =
""" n cosh, +n, cosh,
2n, cosB,
U7
n, cos@. +n, cosé,
2n, cost,
I =

I n, cosh, +n, cosb,

Fig. 14 Incidencia por encima del angulo critico
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50. Una onda plana con polarizacién circular que viaja por un medio dieléctrico de indice de
refraccion n; incide con un cierto angulo sobre la superficie de separacidn con otro medio de indice de
refraccidn n, y ocurre que la onda reflgjada tiene polarizacidn lineal.

a) Explique en qué dos casos particulares podria darse ese cambio de polarizacion.

b) Si n; < n, s6lo es posible uno de los dos casos mencionados en el apartado a). Escriba la
relacion lineal que surge entre cos8, y cos6, para esa situacion.

c) Consideremos que el primer medio es el aire y que la onda incide sobre un dieléctrico de
indice de refraccion n. La onda reflejada tiene polarizacion lineal y la transmitida
polarizaciéon eliptica. Se comprueba que la potencia transportada por la componente
paralela al plano de incidencia de la onda transmitida es tres veces superior a la potencia
transportada por su componente perpendicular. Con esa informacion, obtenga el indice de
refraccion n del dieléctrico.

51. Una onda plana con polarizacion lineal incide normalmente sobre un plano conductor real, con
una conductividad elevada pero finita. La densidad de corriente inducida en el conductor dejara de ser
estrictamente superficial y penetrard en alguna medida en el conductor.

a) ¢Es nulo el campo eléctrico en el conductor?

b) ¢Qué valor toma la impedancia de onda en el conductor? Utilice los siguientes datos: pu =
Ho= 41 x 107 H/m, 0 = 5,0 x 10° 1/Qm, y haga el calculo para f=90 MHz y para f=10
GHz.

C) ¢Cuénto vale el coeficiente de transmision 7 para cada uno de los dos valores de
frecuencia?

d) ¢Cual es la profundidad de penetracion en el conductor?

€) Escriba las expresiones del campo eléctrico y de la densidad de corriente en el interior del
conductor. Utilice como amplitud de la onda incidente E; = 10 V/m.

f) Integre la densidad anterior para determinar la corriente total que circula por unidad de
longitud en el conductor.

g) ¢Cual seré la potencia disipada por cm’ en el conductor?

N

X

Fig. 15 Incidencia normal sobre un buen conductor
52. Una onda polarizada linealmente de longitud de onda A incide sobre una lamina plano-paralela de
grosor d de un material is6tropo de indice de refraccion n,. La ldmina esté situada en el aire.

a) (Para qué grosores de la ldmina se conseguira una reflexion global nula?
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b) ¢(Para cudles tendremos, por € contrario, maxima reflexion? Deben considerarse
reflexiones miltiples.

53. Se desea aiadir un recubrimiento antirreflectante a un elemento 6ptico de indice de refraccion na,
gue trabgjard en d are. Para élo se afiade un capa de un material transparente de indice n, y grosor d
(véase la Fig. 16). Calcular los vaores apropiados de d y n, en funcidn de los indices dd aire n; y dd
eemento dptico n; y delalongitud de onda A cuya reflexion se desea evitar.

n=1 n, N,

.

Fig. 16 Incidencia miltiple, donde deben tenerse en cuenta las dobles reflexiones de las ondas
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5 Guiasdeonda

Las guias de onda representan una de las aplicaciones tecnoldgicas mas importantes de la Teoria
Electromagnética en la actualidad. En este capitulo se incluyen problemas basicos de guias de onda de
paredes conductoras, planas y rectangulares. También hay alguno con guias digéctricas. Se omiten
las fibras Opticas por la dificultad que entrafia su tratamiento mateméatico. Se pretende familiarizar al
lector con los conceptos mas importantes referentes a los modos propios de propagacion de cada
estructura

54. Considérese una guia plana de paredes conductoras como la representada en la Fig. 17. (La
dimension transversal de la guiaen ladireccion del ge Y resulta ser mucho mayor que la separacion d
entre las placas, e ignoramos las variaciones de los campos en esa direccion.)

Ty d 9py=0

X i
Fig. 17 Guia plana de paredes conductoras.
Se considera que ni la estructura ni los campos varian segln la coordenada transversal Y

a) Escriba la ecuacion de onda vectoria para e campo eéctrico en d interior de laguia (0 <
x<d).

a) Escriba la ecuacion de onda escalar en coordenadas cartesianas para cada componente del
campo eléctrico.

b) Se considera un modo tipo TE (E, = 0), cuya expresion general podria ser:

E, (X, 2) = (Asenk x+ Bcosk, x)exp(- jfz)
E, (x,2) = (Csenk, x+ D cosk, x)exp(- jf2)

Compruebe que satisface la ecuacion de onda y establezca la relacion entre las constantes
key B.
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d) Compruebe que la condicién de contorno aplicable a campo eéctrico obliga a anular la
constante D.

€) (Qué se deduce del hecho de que no haya carga en € interior de la guia para las constantes
AyB?

55. Una guia de ondas rectangular de paredes conductoras cuyo interior es aire tiene como
dimensionesa =2,28 cmyb = 1,01 cm.

a) A la frecuencia de 8,5 GHz ;cuél es d valor de la constante de propagacion 3 para €
modo TElo?

b) ¢Cudl eslalongitud de onda en la guia para ese modo?
C) ¢Son posibles otros modos a esa frecuencia?
d) ¢Cual eslaminima frecuenciaalaque es posible propagar agin modo?

)

////////////////// X

Fig. 18 Guia de ondas rectangular de paredes conductoras

56. Teniendo en cuenta la relacion de dispersion de la guia de ondas rectangular de paredes
conductoras, determine las condiciones que deben satisfacer las dimensiones a y b de una guia (en las
direcciones X e 'Y respectivamente) para que se cumplan | as especificadi ones siguientes:

a) Qued modo fundamental sead TEy (ynod TEy).
b) Qued siguiente modo posible sead TEg;.

Definimos la region de trabgjo como d margen de frecuencias tal que su limite inferior sea un 30%
mayor que la frecuencia de corte del modo fundamenta y d limite superior sea un 30% menor que la
frecuencia de corte del modo siguiente (TEqy).

C) Independientemente de los apartados anteriores, determinar la condicion de existencia de
ese margen de trabgjo.

d) Calcule  margen de valores de b en & que las tres condiciones anteriores pueden
satisfacerse simultaneamente.

€) S se desea que la frecuencia central en la region de trabgo sea 10 GHz ;cudl serd d
margen de valores posibles para a de acuerdo con 10s requisitos anteriores?
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57. Se desea disefiar una guia de onda rectangular de paredes conductoras que cumpla los siguientes
requisitos:
i) que solamente permita la propagacion dd modo fundamental, TE;,, entre, a menos, las
frecuencias de 2,3 GHz y 2,5 GHz;
ii) que no propague ningin modo por debajo de 2,2 GHz;
iii) qued siguiente modo en propagarse sead TEy; .

a) Escriba la expresion de la constante de propagacion 3 en funcion de las dimensiones de la
guiay de la frecuencia.

b) Escriba las expresiones genéricas de las frecuencias de corte de los modos implicados en
e disefio.

¢) Obtenga los vaores minimos de las dimensiones a y b de la guia que permitan cumplir las
especifi caciones anteriores.

58. Seintenta comprobar si en la guia de paredes conductoras de la figura 19 puede propagarse un
maodo cuyo campo déctrico viene dado por:

[El (") = Egx cosk, x senk,y exp(- iB2)
tE) (7) = Eqy senky x cosk,y exp(- i 2)

[l () =0

10,333 b
s
0,666 b ; '

0,333 a 0,333a 0333 a

Fig. 19 Guia de onda de paredes conductoras en un formato no habitual

a) Examine si d campo descrito puede satisfacer 1a ecuacion de onda y las condiciones de
contorno.

b) ¢Cual serd & modo fundamental sia>b ?

¢) Si a=6,00cm;qué vdor maximo puede tener b para que la guia sea monomodo hasta la
frecuencia f =9,00 GHz?

59. Una guia rectangular de paredes conductoras se utiliza para transmitir una sefid de eevada
potencia hacia la antena emisora de un radar. La guia es monomodo (con é modo TEjg) entre, d
menos, las frecuencias de 8,0 GHz y 9,0 GHz, que constituyen d margen de trabgjo.
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a) Deloscuatro limites amn, amsx, bminY bmsx. que deben imponerse en @ disefio de la guia,
tres quedan ya definidos con las condiciones anteriores. Calclleos.

b) Modifique los resultados obtenidos en € apartado anterior afiadiendo a cada uno un
margen de seguridad del 10%, gque garantice aquel las condiciones de guiado.

Se precisa que la guia sea capaz de transmitir una potencia e evada hacia la antena, en todo d margen
de frecuencias dado, pero sin que d campo déctrico de la onda sobrepase d valor de ruptura dd aire,
estimado en 3,0 x 10° V/m en condiciones normaes, ya que eso provocaria la ionizacion de aire
dentro dela guia con € consiguiente corte de la transmision.

¢) Caculelaexpresion delapotenciatransmitida por la guia parael modo TE;.

d) ¢Cuél es la potencia maxima que podria propagar la guia a 8,5 GHz s tuviera las
dimensiones amax Y bmax ? Utilice los resultados del apartado b).

€) (Qué aternativas hay para que la guia pudiera transportar una potencia mayor que la
calculada en € apartado anterior?

60. En una guia rectangular de paredes conductoras hacemos propagar un Unico modo TM. La
distribucion de las tres componentes de campo déctrico segun las direcciones transversales, X e Y, se
muestra en lafigura 20.

a) Razone qué componente del campo eéctrico (Ex, E,, E,) corresponde a cada una de las
curvas que se muestran en lafigura (Ei, E, Ey).

b) ;:De qué modo se trata? (valores de m y n). Escriba la dependencia explicita de cada
componente con x, y, z

C) Obtenga la expresion de las amplitudes de E, y E, (Eox y Eqy) en funcion de la de E, (Eo,)
para este modo (en la figura no se han escalado de forma proporcional a sus vaores reales
de amplitud).

d) S a=1cmy b=1,5cm apartir dequé frecuencia existe d modo descrito?

\/b y

E,

N/
Y

E,

N\
N

Fig. 20 Forma de variacion de un modo de una guia rectangular
seglin las direcciones transversales

Py
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5 Guias de onda 41

61. Una guia de onda didéctrica plana estd formada por una lamina de grosor 2d e indice de
refraccion n,, limitada en d sentido transversal por dos medios semi-infinitos de indice de refraccién
n,, tal como se muestraen lafigura21.

El campo eéctrico de un modo que se propagaalo largo de laguia es:
cos(k,d) e "> D e i (x>d)

E,(x,2) = [E} cos(k,x) e (- d< x< d)
cos(k,d) &V e ¥ (x<-d)

donde se estd asumiendo que no hay variacion de los campos ni de la guiaen ladireccion del geY, y
con las otras dos componentes dd campo eléctrico nulas.

n, 2d ‘

o\

Fig. 21 Guia dieléctrica plana. No se consideran variaciones en la direccion del geY

a) Compruebe que & campo déctrico cumple las condiciones de contorno exigibles.

b) ¢Qué componentes tiene e campo magnético? ;De qué tipo de modo se trata?
Calcule la componente tangenda de campo magnético en los tres medios.

c) Obtenga las tres rel aciones que deben existir entre ky, y y B, en funcién de los parametros
propios de la guia (n;, n; y d) y de la longitud de onda (o de ky) para que se satisfagan
todas las condi ciones necesarias.

62. La guia de ondas mostrada en la figura 22, de seccidn rectangular y paredes conductoras perfectas,
esta relena parcid mente de un materia dieléctrico de permitividad relativa €.;. El fasor de campo
eéctrico delaonda que se propaga por su interior responde ala expresion:

~ @(Acosalx + Bsenalx) exp(- jBz) 0<x< %
E() = %

(C coSa,X + Dsenaox)exp(- iB2) % <x<a
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42 Problemasresudtas de Campos Electromagnéticos

Fig. 22 Seccién de una guia conductora parcialmente rellena de un dieléctrico
distinto del aire

a) Escribalas relaciones que deben satisfacerse entre 0, 03 y B paraque € campo dado
arriba corresponda a una onda posible.

b) Halled campo magnético asociado ala onda.

c) A partir delas expresiones de los campos eléctrico y magnético, obtenga las rel aciones
entrelas constantesA , B, C yD.

d) Obtener la ecuacion de dispersion.

e) Tomando € caso particular en que o, = 30, encuentre el valor minimo (no trivia) dela

constante 0 .

f) Obtenga € valor que debe tomar la permitividad relativa del dieléctrico para quela solucion
dd apartado anterior se dé para una frecuencia de 30 GHz. tomando a= 1,0 cm.

g) Dibujelaformade campo déctrico en su dependencia con x paralareacion dadaen
apartado €).

NOTA:

tgx £ t 3tgx- tg°x
tg(xxy) = u tg(3x) = %
1F tgxtgy 1- 3tg°x

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



6 Radiacion de antenas elemental es 43

6 Radiacidon de antenas e ementales

La solucion de la ecuacion de onda en presencia de las fuentes que producen los campos es d tema
gue trata este Ultimo capitulo. Esas fuentes son las distribuciones de carga y corriente dd que, en cada
caso, sea d sistema radiante 0 antena. Se presentan problemas de radiacion de dipolos déctricos
dementaes y de algunas agrupaciones sencillas de dipolos. Otros tipos de antenas con distribuciones
de corrientes distintas de la homogénea, que es la propia dd dipolo demental, se veran en cursos mas
avanzados. Se hace hincapié en la superposicion de los campos creados por los diferentes dementos
radiantes y en la obtencion y representaci 6n de los diagramas de radiacion de tal es agrupaciones.

63. Dos dipolos déctricos cortos (| << A, donde | es lalongitud del dipolo) e idénticos, alimentados
por corrientes cuyos fasores son |, e |, respectivamente, estan orientados segin la direccion dd ge Z
y separados una distancia2d alo largo del ge Y.

Fig. 23 Agrupacion de dos dipolos el éctricos elementales

Sabiendo que € campo déctrico radiado a grandes distancias por un Unico dipolo situado en € origen
de coordenadas es

() TE e G (r>>10)

a) Comprobar que, si las corrientes son iguales en modulo y fase, d campo radiado por €
sistemadelafiguraes:

E () 2ic 3 cog(kdsendseng)e 6 (r >> d )
r
Supdngase en addante que |, = -I;.
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44 Problemasresueltos de Campos El ectromagnéticos

b) Calculed campo tota radiado en este caso por € sistema.

c) Obtenga e campo magnético total radiado y la densidad de potencia media.

d) Dibuje las secciones del diagrama de radiacion segin los tres planos cartesianos X-Y, X-Z
eY-Z tomando kd =75,

€) Se dispone de un sistema con d = 2 cm disefiado para aplicaciones en la llamada banda X

(d intervalo de frecuencias 8,2-12,4 GHz). Obtenga d valor de |la frecuencia de esa banda
paralaquelaradiacion es maximaen ladireccion dd geY.

. . . = _ . Nol, cos(3cost)
64. El campo radiado por una determinada antena viene dado por E = | Py "

e g,

a) Calculed fasor campo magnético.
b) Calcule la densidad de potencia media radiada.
) Dibuje unaseccion vertical dd diagrama de radiacion de forma aproximada.

65. El potencia vector creado a grandes distancias del origen por un dipolo ééctrico demental de
longitud | se puede escribir como:

ﬂ .
A(F) Iﬁ‘&—re’ " exp(jkF [7,) 0

donde 1, sefidala posicion del dipoloy U es d vector unitario que indica su orientacion. Utilice esa
expresidn en la situacion que se describe a continuacion.

Sean dos dipolos déctricos elementales idénticos, situados sobre d ge Z y separados una distancia
2d. Por ambos dipolos circulan corrientes de igual frecuenca, cuyos fasores respectivos son |, e I.
Los dipol os estan orientados en la direccion dd mismo ge Z.

a) Calculed campo totd radiado por € conjunto de los dipolos.

b) Obtengad campo magnético.

C) Si las corrientes tienen igual amplitud y d = A ¢cual debe ser @ desfase entre las corrientes
para que se produzca un nulo de radiacién en d plano z= 0.

66. Se disponen cuatro dipolos idénticos simétricamente respecto al origen de coordenadas, en los
lados de un cuadrado de lado 2d en d plano XZ (Fig. 24). Las corrientes que | os recorren son de igua
amplitud y fase

a) Obtengalaexpresion del potencial vector creado por € sistema a grandes distancias.
Puede utilizar laférmula generd dd potencial a grandes distancias que sedioen d
problema anterior.

b) Calculed campo déctrico total de acuerdo con la aproxi maci on:

E() CEjw(Ad+Ab)
c) Obtengad vector de Poynting del conjunto, tomando d = 0,25 . ¢En qué direccion o
direcciones seradiae maximo de potencia?.
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6 Radiacion de antenas elemental es 45

d) A partir del resultado dd apartado c) represente € diagrama de radiacion mediante sus
secciones en los planos XY, YZy XZ.

€) ¢Como modificarialas fases de las corrientes de | os dipolos para girar 90°e maximo dd
diagrama de radiacion en € plano horizontal ?

Fig. 24 Agrupacidn de dipolos en forma de matriz bidimensional

67. Tenemos dos dipolos orientados en ladireccion del ge Z y situados en las coordenadas (d,0,0) y
(-d,0,0), tal como se muestraen lafigura 25.

a) Obtenga € potencia total creado por d sistema. Ambos tienen igud longitud h, pero
distinto valor de corriente, |, = 21,.

b) Obtenga la expresion ded campo déctrico totd radiado. Puede utilizar la expresion
aproximada para grandes distancias dada en d problema anterior.

c) Cdcule la expresion del diagrama de radiacion en € plano XY para un vaor d = A/2.
Dibujeo. ¢Aparecen ceros de radiacion? ¢ Por qué?

d) Se desea anadir un tercer dipolo en d origen de coordenadas de modo que se cancele la
radiacion emitida en la direccion del e X en campo Igano. Asumiendo que tendré la
misma longitud y orientacion que los anteriores, calcule d mddulo y la fase de la corriente
gue deberé dreular por ese dipol o para conseguir aquelo.

Fig. 25
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46 Problemasresudtas de Campos Electromagnéticos

68. Dos dipolos radiantes d ementales estan situados sobre € ge Z, con su centro separado del origen
una distancia d y orientados en d plano YZ, tal como muestra la figura 26. Se sabe que € potencial
vector que produce a grandes distancias un dipolo radiante, orientado en la direccion Uy situado en

un punto T, respecto d origen, puede escribirse en laforma

_ u -kl
A(F) = —21h<
4 r

exp(+ ki i) O

Il/,

-
N
2

N

Fig. 26

a) Si se toman los valores a =7, d =% y 1, =1,e¥, probar que d potencial vector
producido por ambos dipaol os a grandes distancias tiene como componentes:

A = Ay sen(z(rcost )
A, = Ay cos(z(rrcost - i)

Escriba explicitamente d valor de Agy Yy de Agz.

b) Calculed campo déctrico radiado por € conjunto de ambos dipolos.

C) Averiglie d tipo de polarizacion, en funcién del desfase Y, que adquieren las ondas que
vigan enladireccion de ge X.

d) Hallar ladensidad de potencia media radiada parae caso particular ¢ = 11

€) Dibuje las secciones del diagrama de radiacion para los planos XY,YZ y XZ para d caso
anterior.
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