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|PROBLEMA 1|
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e Aplicamos ¥p = Ipa. Si D es la distancia de P al centro de masas (CM) del arco con las dos

masas, entonces tenemos (clases):

(M + 2m)gD
Ip

—(M + 2m)gDsin 0 = Ipf — 6+ 6=0 (6 pequetio)

e Asi la frecuencia para pequenas oscilaciones estd dada por:

s _ (M +2m)gD
we =

- (1)

e Buscamos D, la distancia del CM a P a lo largo de la linea de simetria. Sean dg y dp las
distancias a P de los CM del arco y bolitas respectivamente. Entonces

D— Md, + (2m)dy,  M(R — s) + 2m(R — Rcos ) D— M(R — s) +2mR(1 — cos B)

2m + M - 2m + M (2m + M)

e Necesitamos el momento de inercia Ip = I, + Iy, con I, e Iy los momentos de inercia con
respecto a P del arco y bolitas respectivamente.

e Para el arco es directo observar que su momento de inercia con respecto a o (centro del circulo)
es M R2. Para obtener I, (arco) nos valemos de Steiner, denotando por I, su momento de inercia
con respecto al CM (desconocido),

I, = I.+ Ms?
I, I.+ M(R - s)?. (2)

Con ésto

I, —I,= M(R— s)> — Ms? — I, =2MR(R — s) (3)

e Para las bolitas es directo ver que la distancia de cada una a P es ¢ = 2R sin(83/2). Asi,

I, = 2mz? — I, = 8mR2sin® /2 (4)

e Sustituyendo valores de D, I, (Ec. 3) e I (Ec. 4) en Ec. (1) para w? se obtiene:

, (M +2m)gD , M(R — s) + 2mR(1 — cos B)
we = — wi=g — .
Io+ I 2MR(R — s) + 8mR2sin? 3/2




e Este resultado es completo, con s = R cos 3/83. Sin embargo a esta expresién se le puede sacar
un poco mas de lustre si se considera la identidad: (1 — cosB)/2 = sin? /2. Sustituyendo y
factorizando se obtiene (!):

independiente de M y m.

PUNTUACION:
El problema se puede abordar por energia o por torques:
1Pt | identificacién correcta de w?

1Pt | cdlculo correcto de D
2Pt | calculo correcto de I, + I
1Pt | determinacién simplificada de w?

1Pt | verificacién y comentarios de casos limites.




|PROBLEMA 2]
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e En proceso (a—b) se conserva el momentum angular con respecto a P. Sea w, la velocidad
adquirida por la barra una vez que se incrusta el dardo. Asi, la velocidad del dardo incrustado es
bw,. Tomando direccion de rotacion positiva en el sentido de rotacién de los punteros del reloj, y
denotando por I, el momento de inercia de la barra con respecto a su centro,

bmu,
Ly =1Ly — b(mwvo) + 0 = b(mbw,) + I,w, = Wo= —— 2> (5)
I, + mb?

e En proceso (c—d) se conservan el momentum angular con respecto a P y la energia cinética.
Para el mtum. angular c¢/r a P, (denotando por I; = I, + mb? para la varilla con dardo):

L.=1Ly4 — ILiw, + 0 = Iw + b(mv) — I (wo — w) = bmv (6)

e Para la energia cinética,

1 1 1
K,.= K, — EIlwg +0= EIlwz + Emv2 — L (w2 — w?2) =mov2 (7)

e La ecuacién anterior se puede escribir I (wo — w)(wo + w) = mw?2, que combinada con Ec. (6)
nos da

mub(w, + w) = mv? = (wo + w)b = (8)

e Para obtener v combinamos Ecs. (6) y (8):

2wq

(wo —w)+ (wo +w) =bmv/Li+o/b = v=rrg T

Sustituyendo valores de wo y de Iy, tomando b = L/2, y considerando I, = M L2/12

2w, N m
= V=V
T bm/I + 1/b °m + M/6

PUNTUACION:
NOTA MAXIMA 2.0 en caso de aplicar conservaciones que no correspondan

1Pt | determinacion de wo
+ [ 1.5Pt | conservacion correcta L. = Lg

1.5Pt | conservacién correcta K. = Kg

1Pt | expresién de v en términos de cantidades conocidas

+ + +

1Pt | resultado limpio.




|PROBLEMA 3|

e Podemos aplicar el principio de superposicién considerando II como dos esferas uniformes, una
de radio R, masa M y densidad D, y la otra mas pequena de radio r, masa m y densidad AD,.
Asi la aceleracién de gravedad en el punto més cercano (c) se debe a ambas esferas y es:

GM Gm
gc = + (R—1b)?’
con las masas dadas por las densidades respectivas:
4 3 4 3
M:gﬂ'R D, ; ngﬂ"r’ AD,

e Sustituyendo en expresi(')n para gc:

G D, R3+ Ar3 —G4D R4 Ar3
Je = =37 (R—b)2) "3 ° (R—b)2) "’

e Claramente el resultado para g; se obtiene intercambiando R — b por R + b. Con ello:

4 Ar3
gi = GEWDO (R + m) .
e El cuociente pedido:
_(B+ %) - (Rt @hE) (@5 — @)
(R+ @) + (R+ @hp)  (R+ @ + @hoe)

e Limpiando un poco...

(R +b)* — (R —b)?

cC = x?
2R(R — b)2(R + b)? + Ar3(R + b)2 + Ar3(R — b)?
5 4Rb -~ c 2\r3Rb
J— r =
2R(R? — b2)2 + 2Ar3(R2 + b?) R(R? — b%)2 + Ar3(R? + b?)

e Cuando A = 0 y b = 0 se obtiene g = g;. En el primer caso es representa una densidad del
metal igual a la de la arena = el metal no es perceptible desde el punto de vista gravitacional. De
igual modo, si el metal se ubica en el centro (b=0) no se observaria diferencia el la gravedad de los
polos.

Este problema se puede resolver de miltiples formas. FEstas son consideraciones MUY generales
respecto de la puntuacién:

1Pt | determinaciéon de masas de las componentes

+ | 1Pt | gravedad debido a esfera mayor

1Pt | gravedad debido a esfera menor

1Pt | expresién completa (pero no limpia) de C

1Pt | expresién limpia de C

+ 4+ +

1Pt | verificacién y discusién adecuada para los casos limites




