Ejemplo GPC

Encontrar el control G.P.C. para la planta modelada por

y(t) = ay(t —1) + bu(t — 2) + % *)

donde A=1-2z". Considerar que N1 =1, N2=2y NU = 2. La
referencia de control es cero. Por lo tanto, se tiene:

2 2
J=>9(t+)*+1D Au(t+j-1)°

j=1 =1

(**)

donde A = 0.5.
a) Determinar los predictores de “y” necesarios.
Solucién

Los predictores necesarios estan dados por los horizontes de
prediccion N1 =1y N2 = 2, es decir, se requiere

y(t+1), y(t+2)

En primer lugar, se calculan los predictores por sustitucion, hasta
tenerlos en funcion de las variables medidas hasta “t”.

Multiplicando la ecuacién de la planta (*) por el operador A, se
tiene

Ay(t) = aAy(t —1) + bAu(t — 2) + w(t)
y(t)=(1+a)y(t—1) —ay(t—2) + bAu(t — 2) + w(t)

Entonces, los predictores de “y” estan dados por
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Y(t+1) =E(y(t+1) /1))
=(1+a)y(t) —ay(t—1) + bAu(t—1) + E(w(t +1/ t))}
0

Y(t+1) =1+a)y(t)—ay(t—1) + bAu(t-1)

Y(t+2)=E(y(t+2)/1))
= (L+a)E(y(t+1) / t) - ay(t) + bAu(t) + E(w(t +2/1))
J(t+1) 0

Y(t+2)=(1+ a)[(1+ a)y(t) —ay(t—1) + bAu(t - 1)]
—ay(t) + bAu(t)

J(t+2)=(1+a+a”)y(t)—all+a)y(t-1)
+ b(1+a)Au(t — 1) + bAu(t)

Por otra parte, los predictores Y(t+1), y(t+2) también se
pueden calcular a traves de la ecuacion diofantica como se
describe a continuacion.

La ecuacion diofantica esta dada por
1=EAA+ZF,

donde E; y F; son polinomios con grados j-1 y n respectivamente.
En este caso, n = 1. Ademas, se tiene

A(zH=1-az"
B(z")=bz"
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Entonces, paraj=1
1=EAA+Z'F  (**)
donde

E, =1

F=f,+f,z"
Reemplazando en la ecuacién diofantica (***) , se tiene
-1 -1 -1 -1
1=11-az")1-z")+z (f,+f,z7)
Por lo tanto igualando coeficientes, se obtiene

f,=1+a
f, =-a

Paraj=2
1=E,AA+Z7°F, (***x)
donde

E,=1+e,z"

F,=f,+f,z"

Reemplazando en la ecuacion diofantica (****) , se tiene
1=(1+e,z)1-az)A-z ) +z27°(f, +T,27)

Por lo tanto igualando coeficientes, se obtiene
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e,,=1+a
f,=1+a+a’
f,, =-a(l+a)

Ademas, la ecuacion de prediccion en funcién de los polinomios
E; y F; de la ecuacion diofantica esta dada por:

yt+j = GjAut—lJrj + ijt
donde G, =EB.
Por lo tanto, en este caso

G,=EB=1bz")=bz"
G,=E,B=(1+(@+a)z")(bz*)=bz"+b(l+a)z"

Entonces,

Y(t+1) = G,Au(t) + Ry(t)

§(t+1) = bz "Au(t) + (1 +a) — az )y(t)

Y(t+1) =(1L+a)y(t) —ay(t—1) + bAu(t - 1)

Y(t+2) = G,Au(t +1) + Ry(t)

J(t+2) = [bz‘l +b(1+ a)z‘Z]Au(t +1)
+ [(1+ a+a’)—a(l+ a)z‘l]y(t)
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g(t+2)=(1+a+a%)y(t)—a(l+a)y(t—1)
+ b(1+ a)Au(t —1) + bAu(t)

b)  Calcular el control éptimo que se debe aplicar en el instante
‘lt11.

Solucidn

En primer lugar, se desarrolla la funcién de costos (**),
considerando los horizontes de prediccion N1 =1, N2 = 2 y el
horizonte de control NU = 2, y ademas A = 0.5. Es decir,

J=9(t+1)° +9(t+2)* + 05AuU(t)* + 05Au(t +1)°

Reemplazando en esta U(ltima ecuacion, los predictores
g(t+1), §(t+2) obtenidos, se tiene

\h4a+awuyﬁwa—n+bAwp4ﬂ?qa+a+a6wo
—a(l+a)y(t—1) + b(L+a)Au(t — 1) + bAu(t)]
+ 05AU(t)”* + 05Au(t +1)°

Entonces, derivando la ecuacién anterior con respecto a Au(t), se
tiene

0J
OAU(t)

:0:24a+a+a6wo—aa+@ya—n
+b(1+a)Au(t - 1) + bAu(t)]+ Au(t)

Por lo tanto, el control éptimo es
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Au(t) =
—2b(1+a+a®)y(t) + 2ab(1+a)y(t —1) — 2b*(1+ a) Au(t — 1)

1+ 2b?

donde Au(t) = u(t) —u(t-1)

Por otra parte, se pueden utilizar las ecuaciones derivadas para el
Control Predictivo Generalizado (G.P.C.), como se describe a
continuacion.

De esta manera, en este caso, la matriz G esta dada por

c {go 0}
g:. O
donde 9o =950 =95 91 =051, y

Gl =bz" = O + 9112_1

G,=bz'+b(l+a)z° =0, +0,Z " +0,Z"

Entonces, 9, =0, g, = b, es decir

G- 0 0
b 0
Ademas, las componentes del vector f estan dadas por
ft+1 = [Gl(z_l) - glO]Aut + Ry,
ft+2 = [Gz(z_l) - 9212_1 - gzo]Aqu + kY,

Entonces, se tiene
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f(t+1) = bz 'Au(t) + ((L+a) — az 1)y(t)
f(t+1) = (L+a)y(t) —ay(t —1) + bAu(t — 1)

f(t+2)
=b(l+a)z?Au(t+1) +((L+a+a’) —a(l+a)z )y(t)

f(t+2)=1+a+a’)y(t)—a(l+a)y(t—1) + b(1+a)Au(t-1)
Por lo tanto, la accion de control éptimo Au(t) esta dada por
Au, =H/(r-f)

con H; la primera fila de (G'G +Al) "G’

En este caso,

e e
5 %)

G'G+ADN'G" =
( ) 1+ 2b?

Entonces,
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[0 2b]

Au(t) = 14207
—(1+a)y(t) +ay(t—1) — bAu(t-1)
{—(1+ a+a’)y(t)+a(l+a)y(t—1) — b(1+a)Au(t - l)}

conr=0.

Por lo tanto, el control ¢ptimo es:

Au(t) =
—2b(1+a+a’)y(t) +2ab(1+a)y(t—1) — 2b*(1+ a)Au(t — 1)

1+ 2b?
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