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Contenidos de la Clase (1)

Conceptos de Probabilidad y Procesos Aleatorios
Definiciones Basicas
Probabilidad Condicional
Probabilidades Totales y Regla de Bayes

Variables Aleatorias
Definicién
Relacién con otros objetos aleatorios
Distribucién de probabilidad
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Contenidos de la Clase (2)

Densidad de probabilidad y masa de probabilidad

Resumen y Lecturas




Capitulo 2:

Probabilidades y Procesos Aleatorios




Motivacion

e La inherente naturaleza de un sistema de comunicaciones se debe a dos razones
fundamentales:

o La naturaleza aleatoria de las fuentes de informacién

o Las alteraciones y perturbaciones introducidas por el medio de comunicacién.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad

e Concepto fundamental: Experimiento Aleatorio.

Es un experimento cuyo resultado no se puede predecir con certeza.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (1)

Espacio Muestral 2

e Espacio Muestral: es el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento. Lo denotaremos por €.

e Un espacio muestral puede ser

o discreto: si el nimero de elementos en 2 es finito.

o infinito numerable: si el niimero de elementos en (Q es infinito, pero existe una
biyeccién entre € y los nimeros naturales IN.

o no discreto: el resto de los casos.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (2)

Espacio Muestral 2

e Ejemplos:

1. © = {Cara, Sello}: lanzamiento de una moneda.
2. ©=1{1,2,3,4,5,6}: lanzamiento de un dado.

3. [0, 00[: vida dtil de una ampolleta.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (3)

Eventos

e Evento: corresponde a un subconjunto del espacio muestral, es decir, a un
conjunto de posibles resultados.

e Ejemplos:

1. E = {el resultado de tirar un dado es un nimero par}.

2. E = {la vida atil de una ampolleta es mayor a 3 meses}.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (4)

o algebra de Eventos

e Los eventos pueden ser agrupados en una coleccién particular de conjuntos
denominada o algebra de eventos.

e Este conjunto, que denotaremos por F, satisface las siguientes propiedades:

(i) Qe F.

(i) Si A€ F, entonces A°=0\ AcF.

(i) Si A; € F, parai=1,..., la unién de estos conjuntos también estd en F:
YJaieF
i=1
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Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (5)

o algebra de Eventos

e Propiedades:
(i) Si A,B € F, entonces AUB, ANB, A\B, B\ AecF.

(i) Si A; € F, parai=1,..., la interseccién de estos conjuntos también esta en F:
oo
ﬂ&eﬁ
i=1
e Ejemplos:

o Si |©2] < oo, entonces, F = 2%, el conjunto potencia que contiene todos los
subconjuntos de €.
o Si Q =R, entonces, F = B(R), los Borelianos de R, el conjunto formado por todos los

intervalos abiertos en R.
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Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (6)
Medida de Probabilidad P

e Probabilidad P: es una funcién de F a [0, +oo] tal que

(i) 0 < P(E) <1 para todos los eventos E € F.
(i) P(Q) =1.
(i) Si Eq, Es,... € F son disjuntos, es decir,

E,NE; =0sii#j,

entonces,
P(QE) :ZP(Ei). (1)
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Propiedades Importantes

1. P(E°) =1— P(F), donde E€ denota el complemento de E.
2. P(0)=0.

3. P(EyU Ey) = P(Ey) + P(Ey) — P(Ey N Ey).

4. Si Ey C E5 entonces P(E,) < P(E»).

Ey Es
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Espacio de Probabilidad

1. La tripleta (2, F, P) recibe el nombre de espacio de probabilidad.

2. Es fundamental para definir apropiadamente variables aleatorias, vectores y

secuencias aleatorias y procesos estocasticos.

3. En lo que sigue de este curso, asumiremos que esta tripleta siempre existe.
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Probabilidad Condicional (1)

e P: jCémo incluimos nuestro conocimiento de un fenémeno para calcular su

probabilidad de ocurrencia?
e R: Mediante el concepto de Probabilidad Condicional

e Si las probabilidades asociadas a dos eventos Ey y F5 son P(Eq)y P(E>)
respectivamente, y un observador sabe que Fy ha ocurrido, cambia la probabilidad

que ocurra E47
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Probabilidad Condicional (2)

¢ Si hay alguna relacién entre los eventos, entonces la ocurrencia de Fy puede

cambiar P(E4). Si no la hay, entonces P(E;) debe mantenerse inalterado.

e Ambas situaciones quedan resumidas en la siguiente férmula:

P(El N EQ)
P(Ei|Ey) ={ P(B) ) #0 )

0 en otro caso.

e Si la ocurrencia de E5 no afecta F, decimos que los eventos son independientes.
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Probabilidad Condicional (3)

Interpretacion

e Una forma de entender la expresion de la probabilidad condicional es mediante la
interpretacion de frecuencia de ocurrencias de eventos.
e Consideremos por ejemplo los eventos:

o A: El evento que el viento exceda los 5 m/s en el Parque Eélico Canela | (IV Regidn,
cercano a Ovalle), en un dia.
o B: El evento que el viento esté por debajo de los 40 m/s en el mismo parque, en un dia.

o (' El evento que tanto A como B ocurran en el mismo dia.

e Queremos calcular P(C) = P(AN B).
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Probabilidad Condicional (4)

Interpretacion

e Asumamos que luego de 1000 dias de observaciones tenemos los siguientes datos:

o Ny : 306.
o Np: 811.
o No = Nanp = 283.
e |uego, podemos estimar las probabilidades que ocurran A, B y C a partir de las
frecuencias de ocurrencias observadas empiricamente:
Ny 306
P(A) ~ ~ = 1000 - 0,306

N, 11
P(B)~ =2 s 0,811

N 1000



Probabilidad Condicional (5)

Interpretacion

N 283
P(ANB) ~ ;‘\;‘B = Toog = 0283

e La fraccion Nonp/N4 indica el nimero de veces que A y B han ocurrido en forma

simultanea vs. el nimero de veces en que A ocurrido.
e En otras palabras, es el namero de veces en el viento ha estado por debajo de los

40 m/s cuando ha estado por encima de los 5 m/s.
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Probabilidad Condicional (6)

Interpretacion

e Esto es exactamente la idea que buscamos materializar en el concepto de
condicionalidad: determinar la probabilidad que un evento ocurra dado que otro

evento ha ocurrido.

e Luego, P(B|A) = P(ANB) _ Nanp/N

P(A) ~ N4/N
P(AﬂB) N NAQB/N _
PB) NN O

=0,92.

¢ Similarmente, P(A|B) =
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Probabilidades Totales (1)

e Particiéon: una particién de un conjunto €2 es una conjunto de subconjuntos de 2

tal que
(i) EiNE; =0 para todo i # j.
(i) E; =Q.
=1
Q
Ey Es Ee¢ | Eg
E; | Ey
E4 Eno
) Es
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Probabilidades Totales (2)

Teorema (Probabilidades Totales): Sea A C 2 un

evento cualquiera, y asuma las probabilidades

(ra),

conocidas, donde los {E;}? ; forman una particién sobre

condicionales

). Entonces

ZP P(A|E;). (3)

E B3 Es |Es
Er Ey
By %\
By By
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Regla de Bayes

e Las férmula de probabilidades totales puede ser utilizada para calcular
P(E;]A)

e Corolario (Regla de Bayes): Sea A C Q) un evento cualquiera, y asuma que las
condiciones para el teorema anterior se mantienen. Entonces
P(E;)P(A|E)
— .
Z P(E;)P(A|Ej)

P(E;|A) = (4)
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Ejemplo (1)

e Consideremos un canal de comunicacién binario asimétrico, como el mostrado en la

figura.
X Y
1-«
0 0
(0%
5
1 1
1-p

e Asumamos ademas que la fuente de bits X emite simbolos en forma equiprobable,
1
estoes, P(X =0)=P(X =1) = 5
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Ejemplo (2)

e Podemos utilizar la regla de Bayes para determinar las probabilidades que X =0
haya sido enviado dado que recibimos Y = 0.

e Sea A={X =0}y B={Y =0}.

e Luego

PAIB) = P(A])DP(B|A)

E

A)P(B|A)
)P(A)+P(B|AC) (A%)
)
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Ejemplo (3)
e Finalmente .

«
e Similarmente, 8
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Aplicacion: Detector de Maxima Probabilidad a Posteriori (1)

Maximum a Posteriori (MAP) Detector

e El| detector de maxima probabilidad a posteriori es un dispositivo que entrega el

simbolo cuya probabilidad es mayor de haber sido transmitido luego de observar el
simbolo recibido.

e Notemos que por la regla de Bayes:

Px =1y =y = ZE= z)ai(fyz_f X=1
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Aplicacién: Detector de Maxima Probabilidad a Posteriori (2)

e El detector MAP entrega

A~

X =argmax(P(X =0|Y =vy), P(X = 1Y =y))

para y =0, 1.

e Este tema lo revisitaremos con detalle en la unidad de Modulacién Digital.
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Variables Aleatorias (1)

e Definicion: Una variable aleatoria (v.a.) es una funcién medible desde el conjunto

Q) a otro conjunto E, que habitualmente corresponde a los nimeros reales.

e Para que esta aplicacién sea medible, el par (€2, F) debe ser medible, es decir, F

debe incluir todos los subconjuntos abiertos de 2.
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Variables Aleatorias (2)

e Una funcién f: Q — E se dice que es medible si y sélo si, (2, F) y (E,&) son

medibles, y para cada B € &, |la preimagen de B a través de f pertenece a F, i.e.
VBe& fTY(B)eF. (5)

e La medibilidad de una funcién es una caracteristica mas general que la continuidad.

e Los valores que una variable aleatoria X toma seran denominados realizaciones de

la variable aleatoria, seran denotada en minasculas ().
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Variables Aleatorias (3)

\4
=

X(ws) X (w2) X (wa) X(w1)
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Variables Aleatorias (4)

e Conceptualmente, no hay mayor diferencia entre una variable aleatoria, un vector
aleatorio, una secuencia aleatoria o un proceso estocastico.
e Lo que cambia es el conjunto de llegada del mapeo:
o X : Q — R: variable aleatoria.
o X :Q — R™ vector aleatoria.
o X :Q — R*: secuencia aleatoria o serie de tiempo.

o X : Q — Espacio de Funciones: proceso estocastico.
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Variables Aleatorias (5)

e Ejemplos de espacios de funciones usados son:

o Cla,b]: espacio de funciones continuas en [a, b].

o L,: espacio de funciones continuas cuya norma p es finita:

191 = ( [ 1f@pa) " ©)

con p > 1.
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Distribucién de Probabilidad (1)

e Definicion: La funcién distribucién de probabilidad acumulativa de una v.a. X
es una funcién de valores reales entre 0 y 1 definida como la medida del conjunto

de nivel {w € Q: X(w) <z}, esto es:

Fx(z) =P{lweQ: X(w) <z} (7)
= P(X <uz).

e Propiedades:
1. 0 S Fx(x) S 1.
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Distribucién de Probabilidad (2)

2. Fx(x) es no decreciente.
3. wEIPOOFX(z) =0y g,EI-iI-looFX(z) =1.

4. Fx(x) es continua por la derecha, es decir
h’g}lF(m +e) = F(x).

5. Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a).
6. P(X =a)=Fx(a) — Fx(a™).
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Distribucién de Probabilidad (3)

e Notar que la es necesario que X sea medible para que la funcién distribucién esté

correctamente definida:

{weQ: X(w) <z} =X"1(]-o00,z2])
= Fy(z) = P(X (] - o0, 2])).
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Distribucion de Probabilidad (4)

FX (l‘)
bopoes ;;. Varialgl_e Aleatoria
Iscreta
’__l
~—
— T
1

Variable Aleatoria
Continua

x
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Densidades de Probabilidad (1)

e Definicién: La funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) de una variable

aleatoria continua X es la derivada de Fx(z) con respecto a x:

d

fx(@) = 5 Fx(a). ®)

e Propiedades:

2. /fX(ac)daczl.
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Densidades de Probabilidad (2)

/h Pla< X <b).

4, en general

P(XecA)= / fx(x)dz

z€A
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Resumen

Hemos revisado:

e Conceptos de espacio de probabilidad: espacio muestral, o algebra y medida de
probabilidad.

Probabilidad condicional e interpretacién basada en frecuencia relativa.

Regla de Probabilidades Totales y Teorema de Bayes.

Ejemplos: Detector MAP.

Variables aleatorias
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Lecturas

e Salehi & Proakis, Communication Systems Engineering, Capitulo 4, seccién 4.1.
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