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Control Automático

• Es el conjunto de herramientas de software 

y hardware que interactúan con un proceso 

y que permiten alcanzar objetivos tales 
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y que permiten alcanzar objetivos tales 

como niveles de operación, transferencia 

adecuada de un estado a otro a pesar de 

influencias externas que afectan su 

comportamiento.



• Ejemplo: Control de nivel de agua

Salida 

de liquido

Entrada 

de liquido

Control

Manual

..
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de liquido

Salida 

de liquido

Entrada 

de liquido

Control por 

computador

Sensor Computador
Valor deseado

nivel estanque
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Entrada = Acción de control = variable manipulada
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Definiciones Básicas

• PLANTA: Objeto físico que ha de ser 

controlado. Ej: molino SAG, horno de 

calentamiento, motor eléctrico, robot, 
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calentamiento, motor eléctrico, robot, 

reactor químico, etc.

• PROCESO: Se denomina proceso a 

cualquier operación que se vaya a controlar. 

Ej: procesos económicos, químicos, 

biológicos, estocásticos.



Definiciones Básicas

• SISTEMA: Interconexión de componentes 

que actúan con un fin específico. Ej: 

biológico, mecánico, eléctrico, hidráulico, 

D.Sáez.  Unidad 1. EL4004 10

biológico, mecánico, eléctrico, hidráulico, 

político, etc.

• SISTEMA DE CONTROL: Interconexión 

de componentes, que en su conjunto, 

presenta un comportamiento deseado. 

Asume relaciones de causa-efecto. 



• VARIABLES MANIPULADAS: (entrada 

al proceso). Pueden variarse a voluntad. 

Ejercen acción sobre las variables de estado 

Definiciones Básicas
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Ejercen acción sobre las variables de estado 

del sistema. A través de ellas puede 

“guiarse” al proceso hacia estados deseados, 

es decir, controlarlo.

Ej. Flujo de salida del estanque



• VARIABLES DE ESTADO: Permiten 

caracterizar totalmente la condición en que 

se encuentra un proceso, no siempre son 

Definiciones Básicas
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se encuentra un proceso, no siempre son 

medibles.

Ej. Posición, velocidad, aceleración de un 

auto.



Definiciones Básicas

• VARIABLES CONTROLADAS: (Salidas del 
proceso). Permiten conocer la evolución del proceso, 
determinar el deterioro que provocan las 
perturbaciones y el efecto producido por el manejo 
de las variables manipuladas
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• Las variables controladas se usan para tener una 
medida de la conducción del proceso y según su 
desviación (error) con respecto a un valor deseado 
(referencia) se determina la acción a ejercer por las 
variables manipuladas

Ej. Nivel de agua de un estanque



• PERTURBACIONES: Acciones externas 

que no pueden ser manejadas a voluntad. 

Podrían detectarse en las variables medibles. 

Señal que tiende a afectar adversamente el 

valor de salida de un sistema. Existen 

Definiciones Básicas
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valor de salida de un sistema. Existen 

perturbaciones medidas y no medidas.

• Ejemplo: Entrada de agua al estanque

PROCESO
ENTRADA SALIDA

PERTURBACIONES



Definiciones Básicas

• REFERENCIA O SET POINT: Valor deseado 

por la variable controlada

• PARAMETROS DEL PROCESO: Caracterizan 

las relaciones sobre las variables del proceso, los 
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las relaciones sobre las variables del proceso, los 

valores que se asumen dependen de las 

componentes que dan a lugar al proceso

Ej. Sección del estanque, roce aire-auto, volumen 

embalse



Objetivos de Control (Finalidad 

de Sistemas de Control)

• Garantizar que el sistema sea estable.

• Reducir o eliminar las perturbaciones a las 
que la planta está sometida.
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que la planta está sometida.

• Cumplir con los objetivos que se fijan para 
la planta, que en general son función de las 
salidas y las entradas.

Ej: Beneficio económico, calidad, seguridad, 
contaminación.



Objetivos de Control

Ej: Molino SAG

– Mantener la potencia, presión en descansos, 

nivel de llenado en valores seguros de 
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nivel de llenado en valores seguros de 

operación.

– Maximizar el tonelaje de alimentación 

procesado

– Se manipula el velocidad, tonelaje y agua de 

alimentación.



Tecnologías de Sistemas 

de Control

• Control manual

• Control mecánico

• Control analógico
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• Control analógico

• Control neumático

• Control digital



Ej. Control Digital

Computador Conversor Actuador
Referencia
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Digital D/A
Actuador

PROCESO

Sensor
Conversor

D/A



Control Digital

• SENSOR: Elemento que toma (mide) la 

salida del sistema y la transforma, dejándola 

apta para ser manejada (sensor + transmisor). 
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apta para ser manejada (sensor + transmisor). 

Ej: termómetros, manómetros, flujómetros, 

sensores de nivel, etc. 



• ACTUADOR: Elemento que toma la señal 

del sistema de control y la transforma, 

dejándola apta para ser introducida en la 

Control Digital
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dejándola apta para ser introducida en la 

planta (actuador + acondicionador de la 

señal). Ej. Relés, TRIAC’s, válvulas 

neumáticas, transistores de potencia, etc.



Sistemas de Control de Sistemas

• Control en lazo abierto o guiado

• Control en lazo cerrado o realimentado

• Control prealimentado
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• Control prealimentado

• Control avanzado



Control en Lazo Abierto

• La salida no tiene efecto sobre la acción de 

control. Es decir, en un sistema “open-loop” 

la salida ni se mide ni se realimenta para 
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la salida ni se mide ni se realimenta para 

compararla con la referencia.

• La exactitud del sistema depende de la 

calibración.



• Ventajas: simplicidad de implementación y 

bajo costo.

• Desventaja: En presencia de perturbaciones 

Control en Lazo Abierto
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• Desventaja: En presencia de perturbaciones 

no cumple la función asignada. Sólo puede 

utilizarse si la relación entrada/salida es 

conocida y en ausencia de perturbaciones 

externas y/o internas

Ej: semáforos, lavadora automática, etc.



– Proceso

– Dispositivo de acción (actuador)

– Variable manipulada o de control

Control en Lazo Abierto
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PROCESO
ENTRADA SALIDA

PERTURBACIONES

ACTUADOR

VARIABLE 
MANIPULADA

VARIABLE 
CONTROLADA

– Variable manipulada o de control

– Variable controlada o salida



Ejemplo: Control en Lazo Abierto
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ESTANQUE

Apertura
SALIDA

FUGAS

Válvula

Flujo de agua NIVEL ACTUAL 
ESTANQUE



Ejemplo: Control en Lazo Abierto
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Sistema de control

Potenciómetro, amplificador,

Lanzador de misil

Entrada Salida

Señal de voltaje Posición 

angular actual



• En este caso, la salida tiene un efecto

directo sobre la acción de control o

variable manipulada

Control en Lazo Cerrado
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variable manipulada

• Operación que, en presencia de 

perturbaciones, tiende a reducir la 

diferencia entre la salida y la entrada de 

referencia de un sistema (o estado deseado) 

y lo hace sobre la base de esta diferencia.



Control en Lazo Cerrado

• Ventajas: Atenúa los efectos de pequeños 

cambios en las características dinámicas del 

proceso y reduce las perturbaciones.
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proceso y reduce las perturbaciones.

• Desventajas: La acción de control se aplica 

después que se ha medido el error, por lo 

que la perturbación ya afectó la salida. 

Pueden producirse oscilaciones que vuelvan 

al sistema inestable.



Control en Lazo Cerrado

• Ej: supervisión de flujo vehicular por 

rotonda

Medición del flujo vehicular (sensores)

D.Sáez.  Unidad 1. EL4004 30

Medición del flujo vehicular (sensores)

Semáforos (actuadores)

Manipular la duración de luz roja en semáforo 

(controlador) 



PROCESO

Set point
SALIDA

PERTURBACIONES

CONTROLADORCOMPARACIÓN

Control en Lazo Cerrado
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VARIABLE

MANIPULADA

VARIABLE

CONTROLADA

MEDICIÓN



Ejemplo: Control en Lazo Cerrado
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Sistema de Control

+Planta

Error Salida

Nivel actual 

estanque
+

-

Nivel deseado 

estanque



Ejemplo: Control en Lazo Cerrado
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Sistema de Control

+Planta

Error Salida

Posición 

angular actual

+

-

Posición 

angular deseada



Control Prealimentado

• Configuración que pretende anticiparse a 

los efectos que las perturbaciones tienen 

sobre el proceso. Si existe una perturbación, 
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sobre el proceso. Si existe una perturbación, 

el sistema detecta el cambio antes de 

producir una modificación en el proceso y 

el controlador ajusta las variables 

manipuladas de modo de compensar el 

efecto de la perturbación



Control Prealimentado

ENTRADA SALIDA

PERTURBACIONES
CONTROLADOR

PREALIMENTADO
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PROCESO

ENTRADA SALIDA
CONTROLADOR

VARIABLE

MANIPULADA

VARIABLE

CONTROLADA

MEDICIÓN

COMPARACIÓN



Control Prealimentado

• Ventaja: Se miden las perturbaciones (v(t)) 
con el fin de tomar acciones correctivas 
antes de que éstas afecten la señal de salida.

• Desventaja: Se debe poder medir las 
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• Desventaja: Se debe poder medir las 
perturbaciones y debe conocerse en 
profundidad la forma en que éstas afectan al 
proceso.  

Ej: Detección de mineral duro para molinos 
SAG 



Control Avanzado

• SISTEMAS DE CONTROL ADAPTIVO:
– Las características dinámicas de la mayoría de 

los sistemas no son constantes.
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los sistemas no son constantes.

– Existen fenómenos de desgaste, deterioro.

– Cuando las modificaciones son significativas en 

los parámetros del sistema de control y/o 

proceso, debiera existir un autoajuste o 

adaptación para obtener buenos resultados.  



Control Avanzado

• CONTROL ÓPTIMO:
– Se trata de maximizar o minimizar una función 

objetivo que incluye criterios económicos, 
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objetivo que incluye criterios económicos, 

fenomenológicos, etc. Sujeto a restricciones. 



• Inteligencia Artificial: Ciencia que trata de 

la comprensión y diseño de máquinas 

inteligentes (estudio y simulación de las 

Control Avanzado
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inteligentes (estudio y simulación de las 

actividades del hombre)



• Existen diversas áreas:

– Robótica (manipulación)

– Sistemas Expertos y Lógica Difusa 

Control Avanzado
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– Sistemas Expertos y Lógica Difusa 

(razonamiento)

– El lenguaje natural (percepción)

– Visión Artificial (percepción)

– Redes Neuronales (aprendizaje)

– Programación Automática (creación)



• Control difuso

• Control neuronal

• Etc.

Control Avanzado
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• Etc.



Sistemas de Control Realimentado

G(s)

H(s)

R(s)
+

-

Y(s)
E(s)
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Sistemas de Control Realimentado

GC(s) G(s)
+

-

Y(s)R(s)
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Ejemplo: Sistema de control de velocidad

ω
V

ω: Velocidad

Va: Voltaje

Sistemas de Control Realimentado
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Va

1sG

K
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==

ω



Si se aplica un escalón en el voltaje:

Va

K2E s

EK
V 2

a =

Sistemas de Control Realimentado
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Sistemas de Control Realimentado

Para aumentar la rapidez del sistema se incorpora un 

amplificador para generar un voltaje proporcional a 

la velocidad 
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Amplificador
Ka

Motor
G(s)

+

-

ωωωω(s)R(s)

Tacómetro

Va(s)
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Sistemas de Control Realimentado
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GC(s) G(s)
+

-

Y(s)R(s)

Error Estacionario o Permanente
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R(s)

r(t)
GF

U(s) Y(s)E(s)
-

+

P(s)

+e(t)

p(t)

+
u(t) y(t)

Sistemas de Control Realimentado
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• Caractericemos el seguimiento de referencias a través

del error permanente, definido como :

I.-)Si suponemos Perturbaciones nulas (SISTEMAS

REALIMENTADOS ESTABLES)

)t(elime
t

rp
∞→

=

1R
FG

Y 


⋅=
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A) Referencia en escalón

R
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B) Referencia en rampa

C) Referencia parabólica

VelocidaddeerrordeConstante:K
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C) Referencia parabólica

nAceleraciódeerrordeConstante:K
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• Condición necesaria y suficiente para que el error

permanente sea nulo:

cióngraeinttienen)s(G)s(F

)0(G)0(F0e

0PSi
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II.-)Si suponemos Referencia nula y Perturbación en

Escalón:
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• Condición necesaria y suficiente para que el error

permanente sea nulo:

A
)s(N)s(N)s(D)s(D

)s(D)s(N
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• Ejemplo: R(s)=0, P(s)=Po /s2, F(s) con integración.

III.-) Analizar caso discreto con Perturbaciones nulas :

cióngraeinttiene)s(F0e

)s(N)s(N)s(D)s(D

rp

FGFG
0s

⇔=

⋅+⋅→
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Clasificación de Sistemas

G(s)
R(s) +

-

Y(s)

( 1)( 1)···( 1)
( ) ,        :  N polos en el origenNa b nK T s T s T s

G s s
+ + +

=
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1 2

( 1)( 1)···( 1)
( ) ,        :  N polos en el origen

( 1)( 1)···( 1)

Sistemas            tipo     N

                          0        0

                          1        1

          

Na b n

N
p

K T s T s T s
G s s

s T s T s T s

+ + +
=

+ + +

                2        2

                          etc



Error en estado estacionario:

)s(G1

)s(G
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)s(Y

+
=

Clasificación de Sistemas
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Definiciones:

Constante de error de posición: Se obtiene con 

el error en estado estacionario para una entrada 

en escalón.

Clasificación de Sistemas

D.Sáez.  Unidad 1. EL4004 56

en escalón.
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Clasificación de Sistemas
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mayor o 1   tipo          0e
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Constante de error de velocidad estática (KV):

11s

ariaRampa unitEntrada:  

==

Clasificación de Sistemas
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• Error permanente

Clasificación de Sistemas

0   tipo 
K

1
ess     ∞==
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 o mayores2   tipo 0
K

1
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1   tipo 
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1
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Constante de error de aceleración estática (Ka):

, 0
2

t
t

Entrada :  parabola r(t) 2

0,t 0


≥

→ = 
 <

Clasificación de Sistemas
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Clasificación de Sistemas
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0e
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• Error permanente

Clasificación de Sistemas

0   tipo ess     ∞=
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1 .05

0 .95
0 .9

Mov

Especificaciones 

en el Dominio del Tiempo

D.Sáez.  Unidad 1. EL4004 64

0 .1

0 .5

tstr
tmax

td



SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

• Existencia de ceros (b =0 / b ≠0)

[ ] [ ]

21

2

21

2121

2

2121

asas

bsb

)s(U

)s(X

)s(Ubsb)s(Xasas

)t(ub)t(ub)t(xa)t(xa)t(x

+⋅+

+⋅
=

⋅+⋅=⋅+⋅+

⋅+⋅=⋅+⋅+ ����
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• Existencia de ceros (b1=0 / b1≠0)

• Estabilidad (                Respuestas Divergentes )

polos reales ≠´s

• polos reales =´s

polos complejos conjugados

⇒< 0a2









⇒>

⇒=

⇒<

⋅−

0

0

0

a4a 2

2

1



• Analicemos la función de transferencia de la forma:

)0a,0b(;
s2s

K
)s(G 212

mm

2

2

mp
>=

ω+⋅ω⋅ξ⋅+

ω⋅
=

( )1444a4a 22

m

2

m

2

m

2

2

2

1 −ξω⋅=ω⋅−ω⋅ξ⋅=⋅−
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







⇒<ξ

=⇒=ξ

≠⇒>ξ

conjugadoscomplejospolos1

śrealespolos1

śrealespolos1



CASO ξξξξ < 1 (Polos Complejos Conjugados)

[ ]

s2s

)0(x2)0(x)0(xs
)s(U

s2s

K
)s(X

)s(UK)0(x)s(Xs2)0(x)0(xs)s(Xs

)t(uK)t(x)t(x2)t(x

22

m
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2
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2
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2
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2

2
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2
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ω+⋅ω⋅ξ⋅+

⋅ω⋅ξ⋅++⋅
+⋅

ω+⋅ω⋅ξ⋅+

ω⋅
=

⋅ω⋅=ω+−⋅⋅ω⋅ξ⋅+−⋅−⋅

⋅ω⋅=⋅ω+⋅ω⋅ξ⋅+

−−−

−−−

�

�

���
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RESC                                RENC

• Analicemos cada una de las respuestas

)s(X)s(X)s(X

s2ss2s

21

2

mm

22

mm

2

+=

ω+⋅ω⋅ξ⋅+ω+⋅ω⋅ξ⋅+



� X2 (RENC: Respuesta Entrada Cero)

• Se sabe de las tablas de Transformadas de Laplace que:

2

mm

2

m
2

s2s

)0(x2)0(x)0(xs
)s(X

ω+⋅ω⋅ξ⋅+

⋅ω⋅ξ⋅++⋅
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{ } { }
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• Considerando la variable auxiliar:

• Se obtiene que:

)tsen(e
)0(x)0(x

)tcos()0(xe)t(x o

tm
o

t

2
mm ⋅ω⋅⋅

ω

⋅ω⋅ξ+
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−−
−⋅ω⋅ξ− �

m

2

o 1 ω⋅ξ−=ω
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o
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ω
⋅ω⋅ξ−



� X1 (RESC: Respuesta Estado Cero)

• Aplicando fracciones parciales:

s

1
)s(U;)s(U

s2s

K
)s(X

2
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2

2
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1 =⋅
ω+⋅ω⋅ξ⋅+
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=
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 ω⋅ξ



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
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• ∴ Si consideramos:









⋅ω⋅

ω

ω⋅ξ
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• Entonces la RESC queda:

• RESUMEN










ϕ

ϕ+⋅ω
⋅−⋅= ⋅ω⋅ξ−
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m

)t(Ha)t(u



⋅=
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CASO ξξξξ > 1 (Polos Reales Distintos)

� X (RESC: Respuesta Escalón)

• Aplicando fracciones parciales:

( ) ( ) s

a
sUsU

sTsT

K
sX

p =⋅
+⋅⋅+⋅

= )(;)(
11

)(
21

 1 TTTT
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ααααP
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Ta
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t*



• Dado que P es punto de inflexión, se puede determinar 

una relación entre T1, T2 , t* , Ta y Tb :

2

1

21

21*

:Además

T

T
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CASO ξξξξ = 1 (Polos Reales Iguales)

� X (RESC: Respuesta Escalón)

• Aplicando fracciones parciales:
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Especificaciones 
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X1

X2

2max

1
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m −
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−πξ
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ϕ−π
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Sobrenivel máximo Mov:

[ ] Mov

yyMov ssmax

=

−=

Especificaciones 

en el Dominio del Tiempo
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[ ]

e permanenten regimen:  Salida y

%100*
y

Mov
%Mov

ss

ss

=

Retardo td: Tiempo requerido para alcanzar el 

50% del valor final. (yss).



Especificaciones 

en el Dominio del Tiempo

Tiempo de subida tr: Tiempo requerido en irse 

desde el 10% de yss al 90% de yss
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Tiempo de estabilización (asentamiento) ts: 

Tiempo requerido para que la respuesta este 

dentro del 5% alrededor de yss



Análisis de Sistemas de 2º orden
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Análisis de Sistemas de 2º orden
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Análisis de Sistemas de 2º orden
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y(t)

yss=1

Sobrenivel:

Características Sistemas de 2º orden
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t
2-1 ξ
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ξ

π
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3

ξ

π
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e
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Sobrenivel máximo:

Características Sistemas de 2º orden
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Características Sistemas de 2º orden
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Retardo td:

ωntd

real

Recta 1º orden

Aprox. 2º orden

Características Sistemas de 2º orden

a tsolver par    y   re5.0y(t)t =→
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Tiempo de subida tr (0.1yss� 0.9yss):

2

3

4

5

1º orden

ωntr

Características Sistemas de 2º orden
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Características Sistemas de 2º orden

1ξ0     
ω

ξ5.28.0
º orden  t1Aprox 

n

r

+−

<<
+

=

D.Sáez.  Unidad 1. EL4004 92

1ξ0     
ω

ξ917.2ξ4167.01
º orden  t2Aprox 

n

2

r <<
+−

=



Tiempo de estabilización

1

1.05

0.95

69.00 << ξ

Características Sistemas de 2º orden

93

ts

Para 0<ξ<0.69, la respuesta ante un escalón 

unitario tiene sobre nivel máximo mayor  del 5% 

y la respuesta entra a la banda ±5% por debajo o 

por arriba de la banda
D.Sáez.  Unidad 1. EL4004
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Características Sistemas de 2º orden

Para ξ>0.69, la respuesta al escalón unitario 

siempre estará por debajo del 5%

1.05
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Ejemplo: Sistema de seguimiento con 

realimentación de velocidad

r(t)
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Determinar los valores de K y Kh para que el 

sobrenivel máximo = 0.2, tiempo máximo =1[s]. 

Con los valores de K y Kh, obtenga, el tiempo 

subida y tiempo de estabilización. J = 1 Kg/m2

B=1 (N-m)/(rad-seg)

Análisis de Sistemas de 2º orden
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Sistemas de Control 

Realimentado: Tiempo Discreto

Muestreador

A/D

Controlador

Digital
ZOH

D/A
Planta

r(t) +

-

y(t)
e(t)

e(kt) m(kt) u(t)
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Sistemas de Control 

Realimentado: Tiempo Discreto
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)z(Y)z(R)z(G)z(G)z(Y

D

D

D

D

+
=

+
=

−=



Gp(s)
R(s)+

-

Y(s)E(s) E*(s) 1 Ts
e

s

−

Sistemas de Control 

Realimentado: Tiempo Discreto
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-
G(s)

H(s)



Sistemas de Control 

Realimentado: Tiempo Discreto

)z(G)z(Y

)s(H)s(G1

)s(G

)s(R

)s(Y

+
=
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)z(G)z(G1

)z(R
)z(E

)z(G)z(G1

1

)z(R

)z(E

)z(H)z(G1

)z(G

)z(R

)z(Y

DD +
=→

+
=

+
=



Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos

•Error en régimen permanente:

)z(E)z1(lim)KT(elim)t(elime 1

1zKt

*

ss

−

→∞→∞→
−===
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•Para un sistema realimentado:

1zKt →∞→∞→

)z(H)z(G1

)z(R
)z1(lime 1

1z

*

ss
+

−= −

→



• Constante de error estático de posición (Kp
*)

1z1

1
Escalón   ;

1z

z
)z(R

−
=

−
=

−

Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos
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*

p

*

ss
1z

*

p

1

1

1z

*

ss

1

K1

1
e)z(H)z(GlimK  define Se

)z(H)z(G1

1

)z1(

1
)z1(lime

z11z

+
=→=

+−
−=

−−

→

−

−

→

−



• Constante de error estático de velocidad (Kv
*)

( )−
=

−

−

unitaria   Rampa ;
z1

Tz
)z(R

21

1

Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos
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( )

( )

( ) 








+
×

−
=

−+
−=

−

−

−

→

−

−
−

→

−

)z(H)z(G1

1

z1

Tz
lim

z1

Tz

)z(H)z(G1

1
)z1(lime

z1

1

1

1z

21

1
1

1z

*

ss

21



• Constante de error estático de velocidad (Kv*) 

( )11z )z(H)z(G

1

z1

T
lim

−
=

−→

Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos
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( )

( )

*

V

*

ss

1

1z

*

V

11z

K

1
e

)z(H)z(Gz1lim
T

1
K  define Se

)z(H)z(Gz1

=→

−=

−

−

→

−→



• Constante de error estático de aceleración (Ka
*)

( )3

2

Parábola   ;
1z

)1z(zT
)z(R

−

+
=

Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos
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( )

( )

*

a

*

ss

2

1z2

*

a

3

K

1
e

)z(H)z(G1zlim
T

1
K  define Se

Parábola   ;
1z

)z(R

=→

−=

−
=

→



Ejemplo: Calcular Func. Transf. Discreta.

Controlador

Digital
ZOH

G (s)
Gp(s)

r(t) + Y(s)
e(t) E(kT)

M(kT)

Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos
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Digital Gh(s)
Gp(s)

-
T=1

1T      
s

e1
)s(G

      
z1

z2.0z4.14.1
)z(G        

)1s(s

1
)s(G

s

h

1

21

Dp

=
−

=

−

+−
=

+
=

−

−

−−

GD(z)



Controlador

Digital
ZOH

Gh(s)
Gp(s)

r(t) +

-

Y(s)
e(t) E(kT)

M(kT)

T=1

Especificaciones en el Dominio del 

Tiempo para Sistemas Discretos

GD(z)

D.Sáez.  Unidad 1. EL4004 111

4321

4321

D

D

z0528.0z6642.0z5906.1z8528.11

z0528.0z2963.0z1452.0z5152.0

)z(G)z(G1

)z(G)z(G

)z(R

)z(Y

−−−−

−−−−

+−+−

+−−
=

+
=



Mapeo entre Plano S y Plano Z

Transformacion:   ,    Plano  sT
z e s jσ ω= = +
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ez          1zjs )1 Tj==↔ω= ω

Mapeo entre Plano S y Plano Z

Transformacion:   ,    Plano  sT
z e s jσ ω= = +
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en verde estable  Zona          1z0 )4

0ez         0zs )3

1ez             1z0s )2

T-

0T

<↔<σ

===↔−∞=

===↔=
∞



Ejemplos:

Mapeo entre Plano S y Plano Z
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2Te
σ−

1Te
σ



Polos Discretos 

para Sistemas de Segundo Orden

• Polos dominantes para sistema continuo

2

nn2,1 ξ1jωξωs −±−=
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• Con z = eTs, los polos correspondientes en el plazo z 

son:

( )[ ]2

nn2,1 ξ1jωξωTexpz −±−=



Polos Discretos 

para Sistemas de Segundo Orden

• Entonces, los polos discretos son:

nT
ez

ξω−=
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ez =

)rad(1Tz 2

n ξ−ω=



Anexo: Repaso de Linealización, 

Transformada de Laplace y 

Transformada Z.Transformada Z.

Elaborado por:

D. Sáez & M. Orchard 
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Sistemas

• No Lineal.

• Estáticos (no depende 

del tiempo).

• Lineal.

• Dinámico (depende 

del tiempo).del tiempo).

• En tiempo continuo 

(Ec. Diferencial).

del tiempo).

• En tiempo discreto 

(Ec. de diferencia). 
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Representación de Sistemas Dinámicos

• Modelo: Descripción cualitativa o cuantitativa de un
proceso o sistema.

� Clases de Modelos Cuantitativos.
• Tiempo discreto o continuo

• Variable discreta o continua

• Lineales o No-lineales• Lineales o No-lineales

• Determinísticos o Estocásticos

• Parámetros concentrados o distribuidos

Ej: Modelo circuito serie o paralelo RLC, sistema
mecánico masa-amortiguador-resorte, sistemas
hidráulicos, térmicos , analogías.
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� Sistemas Lineales y Linealidad

u1� y1 u1+u2� y1+y2

u � y K•u � K•y

SISTEMA
u y

u2� y2 K•u1 � K•y1

• En general los sistemas no son lineales, luego se

usan Modelos Adaptables

variablesβ,α;βuαy +⋅=
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f(u)

u

y

)u(u)(u'f)f(uy

f(u)y

000 −⋅+≈

=

0u1u

11 β,α

22 β,α

• Si el sistema es descrito por la expresión:

• Y se conoce un punto (x0,u0) tal que:

))t(u),t(x(fx =�

)t(uu)t(u

)t(xx)t(x

0

0

δ+=

δ+=
0)u,x(f 00 =
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• Entonces puede afirmarse que, en el entorno de

(x0,u0) se cumple:

)t(u
u

f
)t(x

x

f
)u,x(f)t(xx

))t(uu),t(xx(f)t(xx

0000 u,xu,x000

000

δ
∂

∂
+δ

∂

∂
+=δ+

δ+δ+=δ+

��

��

• En general, siempre es posible obtener un

modelo lineal del sistema de la forma:

ux 0000 ∂∂

)t(uB)t(xA)t(x δ⋅+δ⋅=δ�
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• Ejemplo Sistema Mecánico: Péndulo

Lθθθθ

0)sen(
L

g

Lm
2

1
)cos(LgmE 22

=θ⋅+θ

θ⋅⋅+θ⋅⋅⋅−=

��

�

m•g
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Representantes de Sistemas 

Lineales Dinámicos

• Ecuaciones diferenciales o ecuaciones de 

diferencia.

• Función de transferencia (Laplace o • Función de transferencia (Laplace o 

Transforma Z).

• Representación en variables de estado 

continua o discreta
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Ejemplo

• Sistema Amortiguador- Resorte-Masa.

)t(r)t(Ky
dt

)t(dy
f

dt

)t(yd
M

2

=++

M
y: desplazamiento

r: fuerza

f: fricción
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Estanque de nivel

Ejemplo

h            

1K1KK u2.0h9.0h −− +=

u
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Transformada de Laplace

Si f(t) es una función lineal del fenomeno 

estudiado, la transformación de Laplace F(s) 

existirá si:existirá si:

con σ real positivo.

∞<∫
∞

σ−

0

t
dt)t(f e
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• Tranformado de Laplace para f(t)

{ })t(fLdt)t(f)s(F
st

e == ∫
∞

−

Transformada de Laplace

• Transformada inversa de Laplace

0

e∫

∫
∞+σ

∞−σ

Π=
j

j

st

j2
1 ds)s(F)t(f e
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Ejemplos

−at

wtsin

escalón

)t(f

e
as

1

s

1

)s(F

+

∫

δ

−

t

0

at

dt

)t(

)t(f

wtsin

e

s

1

1

)as(F

s 2

+

ω+

ω
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• Ecuaciones diferenciales

)t(fdK 

Transformada de Laplace

)0(f....)0(fs)0(fs)s(Fs
dt

)t(fd
L )1K(2K1KK

K
+−+−+− −−−−=








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Ejemplo

)t(r)t(Ky
dt

)t(dy
f

dt

)t(yd
M

2

=++

)s(R)s(Ky)0(y)s(sy(f
)0(dy

s)0(sy)s(ysM 2 =+−+





−− +
+

+ )s(R)s(Ky)0(y)s(sy(f
dt

)0(dy
s)0(sy)s(ysM 2 =+−+








−− ++

0)t(r = 0y)0(y =+
0

dt

)0(dy
=

+
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0)s(Kyfy)s(fsyMsy)s(yMs 00

2 =+−+−

)s(p

)s(q

KfsMs

y)fMs(
)s(y

2

0 =
++

+
=

Ejemplo

p(s): Ecuación característica. Raices o polos del 
sistema. Las raices de este polinomio permiten 
determinar las características de la respuesta 
dinámica del sistema

q(s): Ceros del sistema  

)s(pKfsMs ++
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Ej:

Ubicación de polos y ceros en plano s.

0y
)2s)(1s(

)3s(
)s(y

++

+
= 2

M

K
= 3

M

f
=

Ejemplo

Ubicación de polos y ceros en plano s.

Im(s)

-3   -2   -1 Re(s)
x x
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Función de Transferencia

• Relación entre la transformación de Laplace 

de la variable de salida y la transformación 

de Laplace de la variable de entrada, 

suponiendo todas concluciones iniciales suponiendo todas concluciones iniciales 

iguales a cero

Proceso

)s(U

)s(y
)s(G =

U(s) Y(s)

Función de 

transferencia
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Ejemplo

Masa-Resorte

1)s(y

)s(r)s(Ky)s(fsy)s(yM 2 =++

KfsMs

1

)s(r

)s(y
2 ++

=
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Transformada Z

• Definición:
{ } { } { }

{ } ⋅=

===
∞

=

−∑
0k

k**

*

z)k(x)k(xZ

)k(xZ)kT(xZ)t(xZ)z(X

• La definición de Transformada Z supone la existencia

de un muestreo ideal (tren de impulsos) para x(t), es

decir:

…… +⋅+⋅+⋅+= −−−

=

∑
k21

0k

z)kT(xz)T2(xz)T(x)0(x)z(X

∑
∞

=

−δ⋅=
0k

*
)kTt()kT(x)k(x
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MUESTREO DE UNA SEÑAL ANÁLOGA

• Implementar un muestreo ideal en un sistema de

control digital es imposible, puesto que los sistemas

reales son de tiempo continuo.

• Generalmente, el valor muestreado de cada señal se

mantiene constante hasta obtener una nueva muestra.

• En ese caso, se dice que la señal se mantiene mediante• En ese caso, se dice que la señal se mantiene mediante

un “mantenedor de orden cero” (zero-order hold).

ZOHu(t) y(t)
T

u(kT)

u(t) y(t)
δδδδT

u*(t)

s

e1
Ts−−

137D.Sáez.  Unidad 1. EL4004



• Las señales de entrada y salida al ZOH se muestran a

continuación:

u(t)u(tK)
u(t)

y(t)

• Los Controladores Digitales deben considerar la

influencia que representa la adición de esta función de

transferencia (ZOH) en el lazo realimentado.

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 0 T 2T 3T 4T 5T 6T
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Controlador 
Digital D/A

12 bit

ZOH
u(kT) u(t)

Planta
y(t)

A/D

e(kT)

-

r(kT)

+

G* (s)
U*(s) U(s)

G (s)
Y(s)E*(s)R*(s)

e1 Ts−−

FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DISCRETA

G*
c(s) Gp(s)

-
+

δδδδT(t)

s

e1−

• De acuerdo a la figura anterior, la función de

transferencia G(z) del sistema se puede calcular de la

siguiente manera:
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• Aplicando la propiedad de linealidad, se obtiene:









⋅−=








⋅
−

= −
−

s

)s(G
e

s

)s(G
Z)s(G

s

e1
Z)z(G

psTp

p

sT









⋅−








= −

s

)s(G
eZ

s

)s(G
Z)z(G

psTp

• Utilizando la propiedad de traslación, se concluye:











⋅−=








⋅−








= −−

s

)s(G
Z)z1(

s

)s(G
Zz

s

)s(G
Z)z(G

p1p1p
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• Aproximaciones:

(EULER)

• La primera aproximación (diferencia finita) es muy

MuestreodePeriodo:T;
z1

z1

T

2
s

MuestreodePeriodo:T;
T

z1
s

1

1

1

−

−

−

+

−
⋅=

−
=

• La primera aproximación (diferencia finita) es muy

simple de implementar, produce distorsiones de

transiente y respuesta de frecuencia. (válida si T es

pequeño).

• La segunda (bilinear) produce G(z) estables si G(s) es

estable, con problemas similares a la transformación

anterior.
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• Tabla de Equivalencias

s

1

s

1

2 21

112

1

1

)z1(2

z)z1(T

z1

zT

−

−−

−

−

−

⋅+

−

⋅

)s(Gp )z(Gp

)bs)(as(

ba

as

a

e

s

snT

2

++

⋅

+

⋅−

1bT

1bT

21aT

1aT

1

1aT

1aT

n

21

ze1

z)e1(
k

ze1

z)e1(
k

ze1

z)e1(

z

)z1(2

−−

−−

−−

−−

−−

−−

−

−

⋅−

−
⋅+

⋅−

−
⋅

⋅−

⋅−

−
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EJEMPLO DE APLICACIÓN:

(SISTEMA REALIMENTADO)

• Considerando el esquema de control de la figura,

determine la función de transferencia Gc(s) del

controlador de modo que el sistema controlado tenga

un tiempo de respuesta de 0.3 [seg]

U(s) Y(s)E(s)R(s) 1

• ¿Cuál es la función de transferencia discreta, si las

variables se muestrean cada 0.05 [seg ]?

G*
c(s)

U(s) Y(s)E(s)

-

R(s)

+ 2s

1

+
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0.6

0.8

1

Open Loop Response

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.2

0.4

Time [seg]
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0.6

0.8

1

Close Loop Response (Continuous Time)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.2

0.4

Time [seg]
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0.6

0.8

1

Close Loop Response (Discrete Time)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.2

0.4

Time [seg]
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0.6

0.8

1

Close Loop Response (Discrete Time, with approximation)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.2

0.4

Time [seg]
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Modelo Entrada Salida

)t(ub...)t(ub)t(ub

)t(ya...)t(ya)t(y

0

)1n(

1n

)n(

n

0

)1n(

1n

)n(

+++=

+++
−

−

−
−

)s(U

)s(Y

a...sas

b...sbsb
)s(G

0

1n1nn

0

1n

1n

n

n =
+++

+++
=

−−

−
−

)s(Ua...sas 0+++
Función de

transferencia
)s(U)s(G)s(Y = Convolución

∫ ∫ ξξ−ξ=ττ−τ=
t

0

t

0

d)t(u)(gd)t(g)(u)t(y

con g(t)=0 y u(t)=0, para t<0

148D.Sáez.  Unidad 1. EL4004



)t()q(C)t(u)q(Bq)t(x)q(A
11d1 ε⋅+⋅⋅=⋅ −−−−

Modelo entrada-salida en el Dominio Z

qbqbqbb)q(B

qaqaqa1)q(A

m

m

2

2

1

1o

1

n

n

2

2

1

1

1

⋅++⋅+⋅+=

⋅++⋅+⋅+=

−−−−

−−−−

−−−−

…

…

exógenoRuido:)t(

tardoRe:d

qcqcqcc)q(C
n

n

2

2

1

1o

1

ε

⋅++⋅+⋅+= −−−−
…
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• Modelos Autoregresivos (AR, ARX, ARMAX)

� AR:

� ARX:

)t()t(x)q(A 1 ε=⋅−

)t()t(u)q(Bq)t(x)q(A 1d1 ε+⋅⋅=⋅ −−−

� ARMAX:

)t()t(u)q(Bq)t(x)q(A ε+⋅⋅=⋅

)t()q(C)t(u)q(Bq)t(x)q(A
11d1 ε⋅+⋅⋅=⋅ −−−−
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VARIABLES DE ESTADO

a.-) Variables de Tiempo Continuo





⋅+⋅=

⋅+⋅=

)t(uD)t(x'C)t(y

)t(uB)t(xA)t(x�

 ⋅+⋅= )t(uD)t(x'C)t(y

.ctesDyC,B,A

InicialEstado:)t(x,tt

y,u;x

oo

n

≥

ℜ∈ℜ∈
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• La solución de la ecuación diferencial puede verificarse

en el dominio de Laplace:

[ ]

[ ] [ ] )s(UBAIs)t(xAIs)s(X

)s(UB)t(x)s(XAIs
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• El problema se reduce entonces a encontrar Φ (t):

[ ]
[ ]

EstadodeTransicióndeMatriz:e)t(

I)t();t(A)t(

)s(AI)s(sI)s(AIs

AIs)s(

At

o

1

=Φ

=ΦΦ⋅=Φ

Φ⋅=−Φ⋅⇒=Φ⋅−⋅∴

−⋅=Φ
−

�

• ¿Cuál es la relación de Φ (s) con la función de

transferencia?
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• En diagrama de bloques, se visualiza de la siguiente
forma:
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• Ej: Determinar G(s) en el siguiente sistema dinámico
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• Respuesta:
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• Transformación de la Ecuación de Estado:

• Si la matriz A es diagonal, el cálculo de Φ(t) se

simplifica enormemente (Φ (t) también es diagonal)

• En particular, existe una transformación que permite

diagonalizar una matriz A dada. Esta transformación se

basa en los valores y vectores propios de A.

)t(uB)t(xA)t(x ⋅+⋅=�

[ ] { }
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• Lo anterior es válido si los valores propios son reales y

distintos.

• El esquema de cálculo de Φ (t) , usando esta

transformación se muestra a continuación:

A { }iλ
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• ¿Qué hacer si los valores propios son reales iguales?

⇒ Se utiliza la Forma Canónica de Jordan

⇒ Matriz T de transformación se construye con

vectores propios generalizados
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• ¿Qué hacer si los valores propios son complejos

conjugados?
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
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Variables de Tiempo Discreto

• Analicemos la evolución de x(t) a partir de un estado

inicial:

;
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• De lo anterior se desprende que:

Φ
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• El desarrollo anterior es válido para la matriz Φ (t), por

lo tanto:
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