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2.1 Transformada de Laplace

* Se define la transformada bilateral de Laplace
COmo: o

L{f®} = [ f(hedt

* A lo largo del curso solo se utilizara la
transformada unilateral (uso de senales causales)

L{f(t)}= T f(t)e Sdt
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2.1 Transformada de Laplace

e Teorema:

Sea f(t) integrable en cada intervalo a<t<b, con 0<a<b<w
y c tal que lime™ | f (t)| existe. Entonces la integral de
Laplace converge uniformemente para Re{s} >c, es decir,

L { f (t)} = j f (t)e *'dt < o, para Re{s}>¢c

jO . ———  Re gion de

——
? Eﬁrgg;gencia
/ G
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2.1 Transformada de Laplace

* Condiciones suficientes:
— f(t) es continua por trozos en el intervalo [0,0)

— f(t) es de orden exponencial c, es decir,
Vte[0,0),e™ | f(t)|<M

» Transformada inversa de Laplace
C+ joo

f(t)=L"{F(s)}= 2;—] j F (s)e*ds

C— joo
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2.1 Transformada de Laplace

 Teorema del residuo: jo1
Puede utilizarse para obtener la e
transformada inversa, pues, para " X A s
una funcion compleja G, 0 |o ]
. “ R
NG (s)ds = 27 j3 Res(G, p,) S
r =t T

— Aquiip;,---, P} es el conjunto
de los polos de G(s) encerrados
por la curval. i

_ Para f(1), ””Zij [ Fo)etds =3 Res(F(s)e*, p)

o— jo i=
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2.1 Transformada de Laplace

* Descomposicion en fracciones parciales

Polos reales simples (similar para polos complejos
conjugados):

~N(s) b,s"+b, ,s""+...4b,  N(5)

F(s)= - =
D(s) s"+a _s"'+..+a, (s+a)D'(s)
— F(s)=— . B6)
s+a D/(s)

Con A=F(s)(s+a)l,__,
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2.1 Transformada de Laplace

* Descomposicion en fracciones parciales

Polos reales repetidos:

F(S)= NGS)
(s+a)’D'(s)
= F(s)= A - Ap1_+...+ ANLIC)
(s+a)’ (s+a)" (s+a) D'(s)
Con A, = id—k[F (S)(s+a)']l,

k! ds"



N f ﬁ EL3005 — Senales y sistemas | Prof. Néstor Becerra Yoma

2.1 Transformada de Laplace

« Tabla de transformadas de Laplace

f (1) F(S)
1 o(t) 1
1
2 u(t) s
1
3 a L
e ™ s+a
4 t :
n! (s+a)™
5 S
cos(w,t) S 1
6 @,
sen(a,t) s’ +w,
7 __sta
e~ cos(w,t) (s+a) +
8 “
e sen(m,t) G+a) o
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2.1 Transformada de Laplace

* Propiedades de la transformada de Laplace (I)

1

Linealidad

L{T(®O+9(M)}=F(s)+G(s)

Diferenciacion temporal

L{% f (1)} = SF(5) £(0)

Enésima diferenciacion temporal

dn

L{dtn f(t)}=s"F(s)- n 5" f kD)

Desplazamiento temporal

L{f(t—-a)u(t—a)}=e*F(s) a=0

Desplazamiento en frecuencia

Lie™f(t)} =F(s+a)

Convolucion temporal

L{[ f(t-7)g(z)d7} = F(5)G(s)

Escalamiento temporal

L(f %)} ~a| F(as)
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2.1 Transformada de Laplace

* Propiedades de la transformada de Laplace (II)

8 Diferenciacidn en frecuencia
Lttty =-LEO)
9 | Enésima diferenciacion en frecuencia
Lit" f (1)} =(=1)"
10 Integracion temporal definida L I f(tydty = F(s)
11 Integracidon temporal indefinida F(s
- P L{[ fydty =—> () jf(t)dt o
13 Integracion en frecuencia L {f (1)} = J' F(s)ds si 1}3}{ F(t) existe.
.y . 1 o+ joo
14 Convolucion en frecuencia L{f ()g(t)) = - j E(p)G(s— p)dp
o—jo
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22T de Laplace y Estabilidad

» Existen diversos sistemas que pueden ser
modelados mediante ecuaciones diferenciales,
pero dichos sistemas presentan comportamientos
diversos aledanos a sus ecuaciones caracteristicas.

* Ejemplo:
Analizar el caso que se muestra en la figura:
“Resorte Amortiguado” .

 (BBOL Fo
m %
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22T de Laplace y Estabilidad

* La ecuacion que describe el sistema Resorte

Amortiguado es:  y+ 2y Xy FO
m m m

* Del polinomio caracteristico que se desprende de
la ecuaci6n diferencial se tienen tres condiciones:

2
4b = >K Soluciones reales y diferentes
m
b b> Kk 2
A=- om as Al m = 4b - =K Soluciones reales eiguales

m

b2

- <Kk Soluciones complejos conjugados
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22T de Laplace y Estabilidad

* De dichas condiciones se obtienen
tres respuestas diferentes: k

— Régimen Sobreamortiguado

— Régimen Amortiguado [\ o
— Régimen Subamortiguado \/\/\/\/\/\vaw

 Si1 las soluciones estan en el semiplano negativo, las
soluciones del sistema seran decrecientes en el
tiempo otorgandole estabilidad al sistema.
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22T de Laplace y Estabilidad

* En el ¢gjemplo anterior sin importar los valores
caracteristicos del sistema este siempre volvera a su
estado estable.

 Si las soluciones de la ecuacion estudiada estuviesen
en el semiplano positivo estas tendran exponenciales
de exponente positivo, generando soluciones
crecientes.

* De tener una sistema retroalimentado, el
comportamiento antes descrito se debera analizar en
el denominador de la f. de transferencia.
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2.2 T. de Laplace y Estabilidad

* ;Que es estabilidad?

— Matematicamente la estabilidad se puede interpretar
como la tendencia de un sistema numérico cualquiera a
estabilizar su comportamiento al propagarse errores en
su entrada, eJ: ecuacion diferencial.

— Analogamente, de suponer dichos errores como
perturbaciones y un sistema numerico como un sistema
fisico, se puede decir que dicho sistema es estable si a
pesar de ser perturbado vuelve a su estado estable,

¢j: pendulo vertical (invertido y no invertido).
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2.2 T. de Laplace y Estabilidad

* Siel pendulo verticalno  ~ a»
invertido es perturbado el S
oscilara hasta volver a su
estado estable. J

 Si el péndulo invertido es
perturbado caera debido a le
fuerza de gravedad y no
podra volver a su estado
inicial (sistema inestable).
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2.2 T. de Laplace y Estabilidad

* (Criterio de Estabilidad

S1 los polos del sistema a analizar se encuentran en el
semiplano negativo este sera estable pues en dicha region el
polinomio caracteristico presenta una respuesta estable.

* Plano s

Region estable Region inestable

v

Region estable Regioén inestable
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2.2 T. de Laplace y Estabilidad

* Ejemplo: Calcular la estabilidad P~ X

MTI— A
del Amplificador retroalimentado " S

eI, TCIE

* Las ecuaciones que describen el sistema anterior son:

V, = |1R+(|1—|2)£ y V. =1R

e La funcidn de transferencia es: Yo - :

Vi 3+ (SRC + lj
SRC




N f ﬁ EL3005 — Senales y sistemas [ Prof. Néstor Becerra Yoma

22T de Laplace y Estabilidad

* Del polinomio caracteristico se obtienen los polos:

S5 L(—?» + \/E)

" 2RC
* Estos polos se encuentra en el semiplano negativo ya

que 3>+5.

* Se concluye que el polinomio caracteristico oscilara
asintoticamente al valor estable.
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22T de Laplace y Estabilidad

* La ecuacion caracteristica se expresa como un

polinomio de parametro s, que es producto de la
transformada de Laplace.

* Uno de los usos del plano complejo se conoce como
el plano s, este se usa para visualizar las raices de la
ecuacion que describe la conducta del sistema.

* (Cabe destacar que el conveniente mapeo de la
ecuacion diferencial en el plano s, permite analizar el
sistema de manera mas facil y rapida.
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2.3 T. de Laplace en sistemas

e (Calcular la estabilidad del circuito usando T. de

Laplace l > .

- %R C%R |

Mediante el método de mallas se obtiene la funcion de
transferencia del circuito:

o
AN —
Ea
==

s’R°C*
S)=
V (s) 45°R’C? —8s*R*C?* +5sRC —1

o<
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2.3 T. de Laplace en sistemas

* Analizando el polinomio caracteristico se obtienen

los polos:
s, =—1.35+0.93 ] s, =0.58+0.82]
s, =—1.35-0.93 ] s, =0.58—0.82]
s, =—0.23+0.81 ] s, =—0.23—0.81

Dos polos no cumplen con ¢l criterio de estabilidad, se
concluye que el circuito analizado no es estable.
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2.3 T. de Laplace en sistemas

« Para generalizar mas aun se puede considerar un
sistema cualquiera descrito por la funcion de
transferencia: s_50

H(s)=
) s°+8s” +14s+12
Calcular la estabilidad del sistema: ¢ _ _
P(s)=5s"+8s> +14s+12 1 .
S, =—1+]
P(s)=(s+6)(s* +25+2) .
S, =—1— ]

Se puede ver que dicho sistema cumple con el criterio de

estabilidad, condicion que se obtiene directamente de la
resolucion numérica del polinomio caracteristico.
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2.3 T. de Laplace en sistemas

 El siguiente sistema es un
estanque de seccion transversal
A al que se le inyecta un fluido
a una tasa Fin = kh (lineal).

La ecuacion que describe el sistema es:  h+

Aplicando T. de Laplace, se obtiene:

Finalmente la f. de transferencia es:

ik

h] F
yA g
A

sk, _Fo
A A

E — I:in(s)
sH(s)+AH(s)— y

1 F.(s)
H — In
() KA
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2.3 T. de Laplace en sistemas

« Del polinomio caracteristico se consigue el polo:

K
S=——
A

« Finalmente se concluye que para todo k>0 el sistema es
estable.
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2.3 T. de Laplace en sistemas

* Dibuje el diagrama de Bode

de ganancia y fase de la
funcion de transferencia de
un generador Eolico

6(s) = 10
$(0.02s+1)(0.2s +1)
Los polos son:
s; =0 s,=-5  s,=-50

Para poder trabajar en el plano
complejo se considera s=jw

40°

dB

40 -

20

0

=

~~.._ -20dB/dec

G

.

20+

_4D__

90° 4

0.1

5 10

50

-40 dB/dec

\"\
\.

-60 dB/dec \,

0.1 1

80°+

700+
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2.3 T. de Laplace en sistemas

 Se tienen dos sistemas: (000 L_ i)
. m
El primero corresponde a uno
mecanico de amortiguamiento b sy
y el segundo a uno RLC.
L
Las ecuaciones que describen a (B0
cada sistema son: |
It + q — C
" b ' k F(t)
Y'Yy =——
m m m VWV
Ry 1 _FO kK
| L | LC 1= L Donde la corriente corresponde a dq

dt
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2.3 T. de Laplace en sistemas

e Se puede generar la analogia entre los dos sistemas

mencionados en base a:

m= L bx~R kzl
C

« Aplicando la T. de Laplace a las f. de transferencia
de los sistemas:
i
H(s)=

LS ns
32+F%_s+%_c g SZ+%S+%

H(s) =
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2.3 T. de Laplace en sistemas

e Con el cambio de variable s=jw se tiene la f. de
transferencia directamente en el plano w.

R
_ L
H(a))— I%(O+j|:1LC_w2:|

La frecuencia central se define
como la frecuencia para la cual la
f. de transferencia es puramente
real.

1

* \LC
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2.3 T. de Laplace en sistemas

« Como se habia visto en un principio la respuesta
del sistema “Resorte Amortiguado™ se representa

§=——=
2m

4m* m

Al tender b a 0 la respuesta pasa a ser imaginaria pura.

Utilizando la analogia con el circuito Pasa Banda RLC, se
puede ver como dicho valor es el valor central del filtro.

\F [1 \F
s=tj,[— = Wy = |— =,|—
m LC m
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2.3 T. de Laplace en sistemas

e Una ecuacion diferencial describe un sistema, dicha
ecuacion se analiza con la T. de Laplace,
posteriormente con un cambio de variable
conveniente (s=Jw) esta se puede ver en el dominio
de la frecuencia, para asi generar otro analisis del
sistema.
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2.4 Serie exponencial de Fourier

* Se considerara la siguiente base:
I {
g =e" neZ
 El valor de n se llama numero armonico

* Se calculara el producto interno entre 2 funciones
sobre [t;,t,]

fz #, (D¢, (Ddt = fz e vte Ml gt =

B | o j(n—m)a,t, (ej(n—m)a)o (t-t) _ 1)

B J(N—m)a,

|
j(n o m)a)o

(e j(n-mapt, ej(n—m)a)otl )
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2.4 Serie exponencial de Fourier

e Siseelige: @(t,—1)=27

* Se logra que: (
b o inatg=imagt 4t _ ) (t,=t) n=m
b 0 n=-=m

.

* Se puede demostrar que la base es completa, por
lo que cualquier funcion f(t) de energia finita en
[t,,t,] se puede representar como:

C jnw 2
f(t)= ZFnej ! telt,t,], oy=—— F C

N=—o0 t2 R t1 "
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2.4 Serie exponencial de Fourier
f(t)y= > Fe, telt,t,], @, = 27

N=—c0 tz o tl

 Para calcular los F

f(te ™ = > Fel"™e ™ telt,t,]

L — jma,t :_j — L Jjnoyt A— jma,t
L f(t)e dt_n;olz” e er it
[ f e dt = F, (t, -t
1 2 N
F=— [ fte ™t

"ot -t
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2.4 Serie exponencial de Fourier

* Ejemplo: Escribir la siguiente funcion como serie
exponencial de Fourier

I O<t«l
f(t)=
-1 I<t<?2

e Solucidn:

27 27
a)O = == =7
(tz _tl) 2
F, LI L v

J -
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2.4 Serie exponencial de Fourier

1 - 1 .

R
20 24

— 1 I:_e—jnﬂ_l_l_l_e—jZnﬂ_e—jnﬂ]: 1 [1_e—jn7z]

2 nrx jnz

i N impar C i

F.=1 jnz P f(t)= Z:FnejmZt
0 N par N=—o0

f(t)=.ie"”‘+_ie"3”t+ie15”t+...—_ie-iﬂf_ie—ﬁﬂt_ie—isﬂt_

|7 )37 )57 |7 )37 )57
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2.4 Serie exponencial de Fourier

« Dada 1(t), la serie existe s1 se satisfacen las
condiciones de Dirichlet:
— f(t) tiene un n° finito de maximos y minimos en [t,,t,]
— f(t) tiene un n° finito de discontinuidades en [t,,t,]
— f(t) es absolutamente integrable en [t,,t, ]

f(t) = ft f (D)ldt < o0

* Las condiciones anteriores siempre se cumplen
para senales de energia finita en [t,,t,]
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2.5 Senales y representaciones
complejas
* Considéerese una funcion () compleja:
f = fRE T J f||v|
* Su conjugada es:
= fRE _j f||v|
* Su parte real e imaginaria son:

f+f f—f"
fRE: 5 9fIM 2j
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2.5 Senales y representaciones
complejas
* Su magnitud se puede calcular a partir de:
‘f‘z =f f :(fRE +j fIM)(fRE _j fIM):‘fRE‘z_I_‘fIM‘Z

* La exponencial compleja es suma de un
seno y un coseno, y describe un circulo de
radio 1 en el plano complejo:

el = cos(m,t) + j sen(w,t)
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2.5 Senales y representaciones
m complejas

'\mo el = cos(a,t) + j sen(a,t)

e X() = cos(ayt)
y(t) = sen(o,t)

« Las exponenciales complejas se pueden describir
en término de seno y coseno, y viceversa.
eja)ot 4 e—ja)ot eja)ot . e—ja)ot

cos(m,t) = 5 , Sen(w,t) = Y
J
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2.5 Senales y representaciones

complejas
* Recordando la propiedad: *
Xpg = XX » Xim :ﬂ, vxeC
2 2]

se puede concluir la siguiente propiedad para los
coeficientes de la serie:

1 t, - 1 5} i
F — f te_m“’“tdt, F = f telnwotdt
n tz_tljtl © - tz_t1j‘tl ©
% 1 t2 * iNwat
F' = |t ®e"'dt=F , para f()real
t, -t
Ademas, Re(F,) = Bth _RtF,

2 2
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

* La serie de Fourier exponencial se puede
reescribir en término de senos y cosenos:

f (t) = i Fnejna)ot Z F ejma)gt + F + Z F ejna)ot

N=—00 M=—00

f)=Y Fe™ +F+Y Fe  (m=-m)
m=—1 n=1

ft)=> F e " +F + Z F el Sif()esreal:

Nyt — Jna,t 0 _
n=1
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

f(t)=F,+3 2Re(2F,e ™)
Re(F,e ") = Re((F )(cos(egt) + j sen(eyt)))

Re(Fe"™)y=F cos(at)—F, sen(emt)

Ng

NRe T J FnIM

f)=F, + Z 2F, _cos(a,t) + Z (—2F, )sen(a,t)
n=1 n=1

f(t)=a,+ > a,cos(at)+ > b sen(ayt)
n=1 n=1
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

» Las funciones cos(nagt) y sen(nagt) para
n=0,1,... forman una base ortogonal en
[t1,t2] si (t,-t) =27

» Para poder calcular directamente los valores
de a, y b, se puede multiplicar la ecuacion
anterior por COS(Ma,t) o por sen(naw,t) y
luego integrar en [t1,t2]
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

rz f (t) cos(na,t)dt 7w
h IZ f (t) cos(na,t)dt

an = 0 =
J.t cos’ (Naw,t)dt t,-t
_[tz f(hsen(nat)dt 5
b, == = jz f (t)sen(na,t)dt
Lz sen’(ng,t)dt  L-L™
t2
f (t)dt
a, =I“ ! [ f ot
" dt L, -t -t

4

* 3, es el valor medio de la senal.
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

» La serie trigonométrica de Fourier se puede
escribir usando solo cosenos:
f(t)=F,+) 2Re(Fe""") =
n=I
f(t)=F,+) 2Re(F,[e""e"™")
n=I

f)=F,+ i2‘ Fn‘cos(na)ot +)
n=1

f(t)= iCn cos(Nw,t +¢.)
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

¢ Se cumplen las siguientes relaciones:

f(t)= F+22F cos(a)ot)+2( -2F, )sen(coot)
E v
0 a, b

n

f(t)= iz\ F,|cos(nat +¢,)
n=0\_Cy_/

Cn = \/a-n2 +bn2 > ¢n — tanl(_bnj

an
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

* Ejemplo: representar {(t) como serie
trigonométrica de Fourier

f(t)=t*, te[0,2]

» Desarrollo: 5 :ljztzdt:i
290 3
22, 4
a, =—| t"cos(nat)dt =
2.[0 (n7t) (nﬂ)2
2 (2 —4
b ==| t*cos(nat)dt =—
! 2-[0 (n7t) Nz
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

* Luego, la serie trigonométrica €s:

f(t)——+—Z—cos(n7zt)——Z sen(nat)

=1

* Cualquier funcion se puede expresar como
la suma de una parte par mas una parte
impar:

T(t)=T1,(1)+ T(t)
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2.6 Serie de Fourier trigonomeétrica

T(t)= 1,1+ fi(t)
1) f(t)+2f(—t), f (0= f(t)—zf(—t)
fp(t) = fp(_t)9 O =-1(1)

* Los términos coseno de la serie (incluyendo a,)
permiten representar la parte par, mientras que los
términos seno representan la impar.
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2.7 Extensi0n por periodicidad

* Una funcion definida en el intervalo [t,,t,] se
puede representar mediante su serie de Fourier:

* Las exponenciales complejas son funciones
periodicas:

gt = cos(Na,t) + ] sen(naw,t)
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2.7 Extensi0n por periodicidad

* Luego, s1 se analiza una serie de Fourier fuera del
rango [t,,t,] se puede concluir que es periodica, de
periodo T=t,-t;:

Z F ejna)o (t+T) Z F ( Jna)otejna)oT ) Z Fnejna)ot

N=—o0 N=—o0 N=—o0
* porque:

.27
n
t, -t

e =g = eI™” = cos(27n) + jsen(2zn) =1
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2.7 Extensi0n por periodicidad

« S1f(t)=1(t+T), entonces
2

f(t)= ZFe’””@t VieR siw, = -

* Es decir, la serie de Fourier para una senal
periodica vale en todo el eje real.

* Los F, se calculan considerando solo 1
periodo de la senal



 ffm
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2.7 Extension por periodicidad

—
_ B Par Sa(nz/2) npar
0 nimpar
Par T (ﬂﬂ'l’j
—Sal ——
Ancho de pulso 1 T T
\/\/ Par Sa*(nz/2) n=#0
0 n=0
/] Impar ; jD"/(nz) n=#0
L~ 0 n=0
yYaVaVavVaN Par —  nopar
v 7Zz(1—n%)

0 nimpar
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2.7 Extensi0n por periodicidad

: : 5 n par
; ; z(1—n%)
1]/ AN Par L -i4 nes
| 0 otro
Sen(x)

* La funcion Sampling es: Sa(x) =
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2.8 Teorema de Parseval

* La potencia de una senal {(-) es:

p:l R (bt

-T/2

e Sise eXpresa f(-) mediante serie exponencial:

o0

T/2 mao,t ma)t
[ SR SR

M=—0o0 M=—0o0

T il: Z .[TT//zze_j(m_n)thdt

M=—o0 M=—o0
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2.8 Teorema de Parseval

* El teorema de Parseval indica que:

1 ¢7/2 ] &
P :?J-_T/z‘ f (t)‘zdt :?mZ_:OO‘Fn‘z

» La potencia de la senal completa es la suma de las
potencias de cada frecuencia

* Ej: Determinar la potencia de la funcion:

f(t) =2sen(100t)
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2.8 Teorema de Parseval

* Los coeficientes de Fourier son:
Fl :_ja F_1 — j, Fn =0 para otro n

e L ;
uego P:‘j‘2+—j‘2:2

-100 -100



EL3005 — Senales y sistemas I Prof. Néstor Becerra Yoma

. fdm
- 2.9 Respuesta estacionaria a
senales periodicas
* Consideremos un sistema lineal H(®) (un
filtro lineal) que tiene una entrada periodica

u(t) y una salida y(t) en régimen
permanente:

u(t) periddico y(t)

u(t) = Aei@ttd) y(t) = AH (wl)ej(a)lt+¢1)
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2.9 Respuesta estacionaria a
senales periodicas

* Luego, al ser el sistema lineal, la respuesta a
una senal periodica es:
ut)= > U,e’“" = yt)= Y U H(naw,)e! "

N=—o0 N=—0o0

» La potencia de la salida es:

o0

P, = 2 W[ [H(ey)

N=—o0
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2.9 Respuesta estacionaria a
senales periodicas
* Ej. Determinar la salida cuando la entrada y

el filtro son los siguientes

u(t) H(w)

2 1
\_v_/ I -3 3
1/2
\ J

v
1
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2.9 Respuesta estacionaria a
senales periodicas

» La entrada se puede escribir como:

= sen(nz/2)
u(t):_z n(7z/2 )ejm

e [.a salida esta limitada en frecuencia

y(t)=1+ 4 cos(2t)
T
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2.9 Respuesta estacionaria a
senales periodicas

* Potencia promedio en la entrada:

1 eto+T 1/4
Pu:?jto u|dt=[ 4dt=2

—-1/4

» Potencia promedio en la salida:

o0 2 2 2 2
Py = Z‘Un‘z‘H(na)o)f:(_) +1+(—j =1.811
7T

N=—o0 7T
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2.10 Espectro de Fourier

27z

f(t)= Z:Fe‘””“t VteR siw, = -

N=-—00
* Senal periodica = suma de exponenciales
complejas multiplicadas por coeficientes F

» F_:asociado a la amplitud de la frecuencia nom,,.
* Se puede hacer un grafico amplitud / frecuencia
* Los F, se dibujan como lineas verticales

« => Espectro de la sefial
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2.10 Espectro de Fourier

* Ej: Espectro de la funcion f () =2 sen(100t)
w, =100, f(t)= (j)e—iloOt n (_ j)ejloot

Espectro de magnitud Espectro de fase
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2.10 Espectro de Fourier

« También se puede generar un espectro
trigonometrico a partir de la serie trigonomeétrica

de Fourier

C.|

0.5

051

1
0.5 |
ol

10

2ol

|

f ()=

C()

|l
oo

Z C,cos(ho,t+¢,)
n=0
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2.10 Espectro de Fourier

* Ej. Espectro para tren de pulsos periodico

f(t)
A
I |
T T
2 T 2

F ZLJW f(t)e“'”%tdtzl 7 Aoty
T J-T/2 T J-7/2

|:n _ __A (e—jna)or/2_ejna)or/2): 2A sen(na)or/z)
JNa,t No,t
c_ Az sen(hnw,r/2)

T nar/2
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2.10 Espectro de Fourier

- Az At (na)orj Sa(x) = sen(X)

A 2 X
1
D e I N L =
B N N 1
PP AP T 2r 3m 4r

Funcion Sa(+)
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2.10 Espectro de Fourier

f(t) =28 Z Sa( n-i_Z'TjeJna)ot

N=—o0

Con 1 fijo:

Al aumentar T:
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2.10 Espectro de Fourier

f(t) =28 Z Sa( n-i_Z'TjeJna)ot

N=—o0

Con T fijo:

Al aumentar t:




2.10 Espectro de Fourier

* Distancia entre lineas espectrales depende
de T

» Distancia entre cruces por cero de Sa(-)
depende de T
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2.10 Espectro de Fourier

* Teorema de Parseval => relacion entre {(t) y F(w),
energia de una senal. |

© 2 © 2
E=] | dt=—— __|F(o) da

IF(w)|? => densidad espectral de energia, permite
calcular la energia en una banda de frecuencias

F(-w)=F(w)* =>[F(-w)|*~ [F(wW)]> => [F(w)[* es par



EL3005 — Senales y sistemas | Prof. Néstor Becerra Yoma

2.10 Espectro de Fourier

S NS |F (o)
RS NS |F (o)
O - (o

o o iCY
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2.10 Espectro de Fourier

F(o)




EL3005 — Seniales y sistemas | Prof. Néstor Becerra Yoma

2.10 Espectro de Fourier

* No todas las senales tienen energia finita

* Algunas de ellas tienen potencia media finita =>
sefales de potencia

P=tlim—[_ |f(]dt=f>(t)

t—)ooT -T1/2

Se puede definir una densidad espectral de potencia:

P= L S (w)dw
27 Y-
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2.11 Representacion para senal
aperiodica
* Serie de Fourier: A medida que T aumenta, las

lineas espectrales se juntan. La forma del espectro
no cambia.

el

* Se puede generar espectro de senal aperiodica a
partir de serie de Fourier al considerar que T —
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2.11 Representacion para senal
aperiodica
Sea f (1) una senal aperiddica.

f. (1) : funcion periddica asociada a f(t) con periodo T

£ ()= f(t+nT), (t+nT)e[—%,H, nez
£(t) (1)
N L/\/\/ AW AWAS
g
—

T
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2.11 Representacion para senal

aperiodica
f(t) fr (1)
\/
T T
23
: 27
. Jna,t o — Jno,t _ =
f(t) = n_z_er , F = jmf (e "tdt, @, =
Sea F(a) )=TF
: 27T
jnaw,t — Nt —
fr®)=— ZF(a) et F(w )= jmf (e "'dt, @, =~=n

N=—o0
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2.11 Representacion para senal

aperiodica
f(t) fr (1)
: \/
23
1 27 Nt — jna,t _272-
f(t)—g—nsz(a) et F(w )= jmf (e "™'dt, @, =—n
\_Y_/
Aw
: 27
jot —Jont —
fT(t)—zﬂn;OF(a) el'Aw, F(w))= jmf (e "'dt, @, =~ n
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2.11 Representacion para senal

f(t) aperiodica
/
T v
: 1
T jot - jot —
lim £, (t)_mgzﬂ ;F(w el Aw -1 F(a))e dow = f (1)
lim F (@) = lim j  fr e tdt = LO f (e dt = F(w)

F(w)= | T (et
m— —

f=— [ Flo)edo
\ 27
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2.11 Representacion para senal
aperiodica

 Transformada directa e inversa de Fourier

F(w)=3(f(t))= jt T f(t)e Mgt

=—00

1 o |
f)=3"(F(w)=—| F(o)e'do
277 Jo=—
* Permite ver una seial:
— En el dominio del tiempo => 1(t)

— En el dominio de la frecuencia => F(w)



EL3005 — Senales y sistemas I Prof. Néstor Becerra Yoma

 ffm

2.12 Funcion de densidad espectral

« F_son lineas espectrales: contenido espectral
repartido en frecuencias discretas

* F(w) es funcion de densidad espectral: contenido
espectral repartido en un continuo

 dA=F(w)dw => elemento de amplitud dentro de
un elemento de frecuencia en torno a ®

» Existe relacion entre la serie de Fourier de la senal
periodica, y la transformada de Fourier para 1 solo
periodo de la senal (ver proxima transparencia).



EL3005 — Senales y sistemas I Prof. Néstor Becerra Yoma

 ffm

2.12 Funcion de densidad espectral

1
F =—F(o)|,.

. n T (a))|a)_na)0

f(t) = Z%s (”“2’0 jej"wot F(w)= At Sa(”;”j
A A

| |

TLoT -

2 T 2 4
R A MAVE VAN
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2.12 Funcion de densidad espectral

« Dada 1(t), la transformada existe s1 se satisfacen
las condiciones de Dirichlet para todo t,,t, € R
— f(t) tiene un n° finito de maximos y minimos en [t,,t,]
— f(t) tiene un n° finito de discontinuidades en [t,,t,]
— f{(t) es absolutamente integrable en R
f(t)=] |[f®ldt<oo
» Las condiciones anteriores siempre se cumplen
para senales de energia finita en R
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2.13 Teorema de Parseval

* La energia total disipada por una senal {(-) es:
E :jw £ (1) dt :jw f(t)f*(t)dt

* Si1se expresa £*(t) en términos de F*():
* 1 e * — joot
E=| f(t)[g LOO F*(w)e”! da)}dt

« Cambiando el orden de integracion:

1

_ * * —jot
E=—|, F (w)“w f(t)e dt}da)

o0
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2. 13 Teorema de Parseval

\f(t)\ dt=—— [ \F(a))\ do
‘ 27 Jo=—

Y Y
Contribucion Contribucién de
del tiempo t a la la frecuencia o
energia a la energia

* La energia de una senal se puede calcular tanto en

el dominio del tiempo como en el dominio de la
frecuencia

* Se puede calcular la energia contenida en una
banda de frecuencias [®,®,]
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

 Las transformadas de algunas senales de potencia
(es decir, de energia infinita) no se pueden
calcular usando la integral, por lo que deben
calcularse de modo indirecto.

 Funcidn impulso: J{5(t)} = E_ S(te i dt = el =1
Sttt} = | S(t—t)e dt =g

— La transformada de un impulso tiene amplitud
constante para todo o y fase lineal. Espectro “blanco”.
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

[
| S

F(o)re 27T
F(0) = 35t -t,)} =e 1
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

* Exponencial complejo: Su transformada se calcula
de modo indirecto.

S_l{§(a)—a)0)}:ijoo 5(60—a)0)e_j”tda)=Lej”°t
27 do=—

2T

S80St =8(0-a)

= J3{e'"V = 276(w— w,)

* Esto permite calcular las transformadas de las
sinusoides.
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)
* Sinusoides:  F{el™" = 2 z5(w— w,)

e ja)Ot + e_ja)Ot
2

= J{cos(w,t)} = S{ } =710(w—w,) + wo(w+ w,)

_ mo(w—w,)—mo(w+ w,)

J

ejwot _ e—jwot
= 3{sen(w,t)} =3 ¥
J

* El espectro de una sinusoide son 2 impulsos
localizados en w, y —,.
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

J{cos(o,t)} =mo(w—w,) + mo(w+ w,) 3{sen(w,t)} =—jro(w—w,)+ jmé (o + w,)

ﬂﬂﬂﬂﬂ AN
SV

VUV

F(®)m F(o)v

F(o)re F(o)re
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

., . X
* Funcion signo: sgn(x) N

— No es absolutamente integrable

— Se calcula de modo indirecto
I{sgn(X)} = HII(;[J._OO e ? sen(t)e ' dt
-2 o

. 0 _- w — i .
I{sgn(X)} :hmj e'® J“’)td’H—J e" ™t = lim———
a—0 J—© -0 a—>0 9” +

S(sgn(x)} = —
jo
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2.14 Transformadas que

incluyen a o(t)
e Escalon:
u(t) = l + lsgn(x) = J{U(t)} = mo(w) + L
2 2 i
u(t)
F((D)H\A

J
(

F(o)re
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

* Funciones periddicas
— Se pueden expresar como serie de Fourier

— Cada término de la serie contribuye con un impulso

* Se pueden representar como serie de Fourier o
como transformada que incluye impulsos

S{ i Fnej”a’ot} = iZﬂFnﬁ(a)— Nw,)
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

fty=Y gsc{% e Fw)=Y 27z¥8a(n02)07j5(a)—na)0)
A
| !
T\ T
Serie 9 T 9 ransformada
Fourier \)urier
m F(w)

n

&W&ipmvf/ 3 XKU#SW&W& » xr}\ufﬂwm\{lj mwﬂwm
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2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)

* Tren de impulsos, “peineta”

5.()= Y 5(t-nT)= Y Fen

N=—o00 N=—o0

B 1 ¢7/2 inegt 1
2 __J-—T/zé‘(t)e T

= 0. (1) = 25@ nT)—— D el

N=—o0 N=—0o0

trerreett
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2.14 Transformadas que

incluyen a o(t)
e ®u(t) 1/(a+ jo)
te ®u(t) 1/(a+ jw)’
olal 2a/(a° + @)
et 10" o\2re 7"
sgn(l) 2/(jw)
) /() sgn(w)
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~ ffm
- 2.14 Transformadas que
incluyen a o(t)
u(t) no(w)+1/( o)
5(t) 1
1 270 (W)
ptlont 2m0(o ) w,)
cos(w,t) [o(@—a,) +o(w+ )]
sen(aw,t) — J7lo(0—-w)) - 6(w+ )]




 ffm
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2.14 Transformadas que

incluyen a o(t)

rect(t/r) T Sa(wt/2)
\ZN—ﬂSa(%j rect(w/W)

A(t/7) r Sa’(wt/2)
ZV—ﬂSaZ(\Nt/z) A(w /W)

27 cos(wt/?2)

cos(zt/r)rect(t/r) 7 (/1)

2W  cos(Wh)

7> 1—(QWt/ )’ A((()/W)
5T (t) a)05w0 (0))
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Linealidad (debido a que es una integral)
J{a f(H)+a,f,t)}=aF(w)+a,F (o)
* Conjugadas complejas
3 (1)) =F (-0)
— S1fesreal, F*(-o)=F(»)

— Se prueba directamente calculando

S =[ f(tedt= (.': f (t)ej”tdt)

*
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Simetria: Cualquier funcion es la suma de una
parte par mas una impar

3{fear (D)} = Fppr (@) real
3{ Tivpar (D)} = Fiypar (@) imaginario

* Por ¢jemplo, para la funcion par:
I fom®} =] foa(e "t

= [ fop(t)cos(@tydt— [ fou(ysen(at)dt

= 2_‘:0 fons (1) cos(at)dt que es par
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

e Dualidad

 ffm

si 3{f ()} =F(w)
= S{F (1)) = 24 (~o)
— Para probarlo basta hacer un cambio de
variables entre t y o en la transformada

o'=1
SO} = fOe g =
S [P (@ e M dd =22 I F (-0 )M

Qg JO=0
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2.15 Propiedades de la

transformada de Fourier
* Ejemplo

 ffm

— S1 se sabe que J{rect(t)} = Sa(w/2), calcular
3{Sa(t/2)}

3{Sa(t/2)} =2xrect(-w)=2r rect(a)}

1

~05 05 ! "- ‘ on [ 2% w

27

t ) 205 05 @
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

 Escala de Coordenadas

I f (at)} = ‘a‘ (”j

* Prueba: 2 casos: a positivo y o negativo

ity =" faedt=" f(oe ™ dx/a = é F gj

S{f(a)} =] f(atye™dt=]" f(x)e " *dx/a = i F(ﬂj

a
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

« S1 {(t) se vuelve ancho, F(®) se vuelve angosto y

viceversa:
1
1
~05 05 "- : T [ 27
1 2
a = 5 .
1
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Desplazamiento en el tiempo (retardo)

S (t—t,)} = F(w)e ™

S{f(t-t))=[ f(t—t)e'"dt= j‘” f (x)e 1) dx

» Al retardar la senal, la amplitud del espectro
no varia, pero su fase si => informacion
temporal en la fase.
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Ej: Determinar la transformada de:
f(t)
1

T

J{f ()} =3{rect[(t+7/2)/r]-rect[(t—7z/2)/7]}
=17 3{rectjt+z/2]—-rect[t—7/2]}
=7 Sa(wr/2){e)""? —e 1"} = j(4/ w)sen* (w7 / 2)
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Desplazamiento de frecuencia (modulacion)

— Es la propiedad dual a la del retardo
3{f (e} =F(o-aw,)

S{ f (t)eja)ot} _ _EO f (t)eja)ote—ja)tdt _ ro f (t)e—j(a)—a)o)tdt

— También ocurre con cos(*)

J{f (t)cos(w,t)} = 3{% f (t)el™ +% f (t)e‘j“’ot} = % F(o-o,) +% F(o+o,)
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2.15 Propiedades de la

transformada de Fourier

 Ej: hallar el espectro de:
J{Arect(t/z)cos(w,t)} =

= gsa{ rect(t/z)e'"} +§3{ rect(t/z)e 1"

:érSa L% +éz'Sa 2%
2 2 2

AL

\/ v v v _mwnvn"hh Jﬁyﬂ VOUS VY
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

 Derivacion ]
I— f ()= joF
{ m ()} JoF (o)
— Porque:
f(t)= i jz F(w)e“dw
if(t)zi " F(o)joe'*do=3"{F(»)jo)
dt 27

S{% f (t)} =F(w))w
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

 Integracion:
S{Fo@ f(7)a f}: L F o)+ F0)5()
Jw

— donde:
F(0)= woo f (t)dt

es la componente continua de 1a senal.



 ffm
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

* Ejemplo: Determinar la transformada de 1(t):

f(t - d f jw)*F
® 2= =(Jo) F(w)
A : : :
df — (jo)*F(w)=2 (eﬂ“” elor —gler g i)
d—(t)
t
20t qJor 4ot —j2wt
2 (é “ I:(C()):_A(e e’  —e'" +e )
d-f 0T
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Convolucion en el tiempo

— Se denomina convolucion entre dos funciones a
la siguiente operacion:

f(ty*hty=|  f(o)ht-r)dz
— Se cumple la propiedad:

T O *nh()} = F(o)H(w)



EL3005 — Senales y sistemas | Prof. Néstor Becerra Yoma

2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

Sif ==

 ffm

(®C0

- f(@»h(t-7)d Tjej“’tdt

o T =—00

. Cambiando el orden de integracién:
S{fM*h} =] f (r)( [ het- r)ej“’tdt)dr
S{f*h}=[  f(@OItht-7)dr
e Propiedad de desplazamiento en el tiempo:
3{fM*h®i =] f(o)H(@)e " dr
{1 *h()} = H(o)F (@)

(00
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

* Si el sistema es lineal y h(t) es la respuesta al
impulso, se cumple:

y(=f@®*hty=|_  f(oht-r)dz
Y(w)=F(w)H(w)| con H(w)=3{h(t)}
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

e Convolucion en la frecuencia: Si

3t} =F(o), 3{,O;=F (o)
|

= 3{f,()f,(1)} = E[Fl(w) #F,(w)]

* Se prueba de forma semejante a la convolucion en
el tiempo



 ffm

EL3005 — Senales y sistemas |

Prof. Néstor Becerra Yoma

2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

Linealidad
(siif;}l)osicién) 4 fl (t)+a, f2 (t) aF(w)+a,F, (o)
Conjugada " %/
compleja T(0) F ( a))

1
Escala f (OCt) M F(gj
Retardo f (t— to) = ()
Traslacion en jat E(m—
frecuencia € f (t) ((0 a)O)




 ffm
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

Modulacion de
amplitud

f (t) cos(w,t)

1 1
5F(co+a)0)+5 Flo—w,)

Convolucion en el
tiempo

JZ_OO f(o)h(t—7)dr

F(@)H (0)

Convolucion en la

(01,

1
= | RWF(@-u)du

frecuencia

Dualidaq tiempo - m (t) o (—(0)
frecuencia

Simetria par - Toar (1) Fo .. (1) real
impar fivpar (D) Fupar (1) Imaginario
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2.15 Propiedades de la
transformada de Fourier

 ffm

Derivacion en el d -
tiempo dt O J ok ((!))

> t
Integracién en el j' f(r)dr 1 F (o) + 7F (0)5 (o)
tiempo r=—00 Jo

Como las transformadas de Fourier se obtienen a partir de las series de
Fourier, las propiedades de una son aplicables a la otra cambiando o por
Nw, .

0
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2.16 Relaciones de convolucion

* La convolucion se define por:
o)

f(t)*h(t) = j f(o)h(t—7)dz

—=—00

 Si el sistema es causal, entonces h(t)=0 para t<0
(h(t) es la respuesta al impulso o(t))

e S1ademas la entrada () cumple f(t)=0 para t<0, la
convolucion se puede reescribir:

f (t)*h(t) = jto f(O)h(t—7)dr
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 ffm

2.16 Relaciones de convolucion

* Propiedades: conmutatividad
f,()* 1) =1, =1
 Distributividad
fL)*(f,0)+ f,(0)= f,0)* £+ f,0)= £, (1)
» Asociatividad: no se requieren ( )
(F,@®* £,®)* ;) = f, O * (f,(0)* f,(1)) =
= T (1) * 1,(t) * 15(t)
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2.16 Relaciones de convolucion

* Respuesta al escalon: La respuesta al escalon es la

integral de la respuesta al impulso para un sistema
lineal invariante:

R{u(t)} =u(t)=h(t) = w(@)h(t—7)dz =

— j:oh(t —7)dr

e Haciendo x=t-r

R{u(t)} = jtoo h(x)dx
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 ffm

2.16 Relaciones de convolucion

* Larespuesta al impulso puede determinarse
derivando la respuesta al escalon

» Larespuesta al escalon puede determinarse,
usando una onda cuadrada lenta, en los flancos
pOSItIVOS:

o=
R o=y
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 ffm

2.16 Relaciones de convolucion

* Convolucion con impulso => retraso
f(t)*S(t—t,)= jwo f(r)s(t—-t —r)dr = f(t—t,)

 Ejemplo: Calcularf (t)*g(t) sI
f(t)=Asen(zt)-u(t), g(t)=05(t)-o(t-2)

FO*gM)=TO*oM®) - T(t)*o(t-2)
= f(t)— f(t—2) = Asen(at)u(t) — Asen(z(t—2)u(t)
= Asen(zt)(u(t) —u(t—2))
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- fefm
- 2.17 Interpretacion grafica de la

convolucion

* La convolucion se define por la integral:

fO*h®) =] f(oht-rydz

v =—

* Se quiere ver que significa en el dominio del
tiempo de un modo 1ntuitivo.

* h(t), al ser invertido en el eje horizontal se
comporta como un promediador movil: permite
calcular un “promedio ponderado™ de la entrada
en cada t:
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 fefm
- 2.17 Interpretacion grafica de la

convolucion
f(7) f(7)
—)
h(z) h(-7)
T T
Ahora, h(-) se desplazara ent
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 fefm
- 2.17 Interpretacion grafica de la

convolucion

f(7) — f(7)

Promediador movil



EL3005 — Senales y sistemas | Prof. Néstor Becerra Yoma

 fefm
- 2.17 Interpretacion grafica de la

convolucion

El promediador avanza al pasar el tiempo. La salida en el tiempo t es el area comun
gue resulta al multiplicarlos.

ht—7z) h(t—7) h(t—7) h({t-7)h(t-—71)

O I

| f (T)\ | |
| | |

t t t t t
f (t)*h(t) = fooo f(r)h(t—7)dz, Vit

/ —
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- fefm
- 2.17 Interpretacion grafica de la

convolucion

* La salida, en el dominio del tiempo, e€s un
promedio ponderado de la senal de entrada. El
promediador avanza junto con t

 El calculo de la integral puede discretizarse =>
permite calculo en un computador
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2.18 Caracteristica de filtro de
los sistemas lineales

« La salida de un sistema lineal se puede ver
también en el dominio de la frecuencia:

y(t) = T(t)*h(t)
Y (@) =F(o)H (o)

* H(w) indica la ganancia del filtro en funcion de la
frecuencia => funcion de transferencia

* A lasalida, solo quedan las frecuencias de F(m)
que estan también en H(w)
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- fcfm
- 2.18 Caracteristica de filtro de

los sistemas lineales

» Para cada frecuencia m:
— |H(w)|: ganancia de amplitud

— Fase de H(w): desfase entre salida y entrada. A
la fase de la entrada se le suma la fase de H(w)

* Ejemplo: calcular el espectro de salida s1
T=4RC:. F(w)=r7Sa(wr/2)
1 1

_ _ oif
I+ jaRC 1+ (wr/4)

H () =
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- fcfm
- 2.18 Caracteristica de filtro de

los sistemas lineales
F(w)=1 Sa(wr/2)

H(w) = _1 = : el?
I+ JoRC 1+ (wr/4)
Y (w) = 1 r Sa(wr/2)e

J1+(@r/4)’

F(o) —\—+—Y(w)
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. ffm
- 2.18 Caracteristica de filtro de

los sistemas lineales

H(@)

e

I R Wy
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2.19 Ancho de banda de un sistema

« Zona en que H(w) deja pasar la senal => ancho de
banda

* Intervalo W (en rad/s) donde la magnitud es
mayor que un cierto umbral (factor numerico)

* Tipicamente: ancho de banda de —3dB = ancho de
banda de potencia media: umbral= 1/+/2 en
amplitud = 2 en potencia.

e Ancho de banda en Hz=> B
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 ffm

2.19 Ancho de banda de un sistema
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 ffm

2.20 Transmision sin distorsion

* Requisito para que un sistema lineal no distorsione
la forma de onda: debe ser del tipo:

y(t) = Kf (t—t,)

« Tomando transformada de Fourier:

Y (@) = Ke ' F(w)

* Es decir, H (a)) _ Ke—ja)to
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2.20 Transmision sin distorsion

* Requisito para que un sistema lineal no distorsione
la forma de onda: debe tener ganancia constante y
fase lineal

H (w) = Ke ™1™

* Ganancia K para todo o
. Fase:@y =—t,@
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

« Radio y television:

— Se requiere transmitir muchas senales con espectros
semejantes por un mismo canal (el aire) evitando
superposicion

— Se requiere transmitir dichas sefiales en ciertas bandas

de frecuencia especificas (ej: para sintonizar un canal o
una radio)

e Solucidon: modulacion
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

* La ecuacion general de una senal senoidal es:

a(t) : amplitud
A1) =a(t) cos (L) @(t) : angulo

* El angulo se puede expresar en funcion de una
frecuencia y una fase:

p(t) = a(t) cos(ot + (1))

e Se supone que a(t) y (1) varian lentamente

comparados con @t
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida
a(t) : envolvente
o(t)=a(t) COS(a)Ct + 7/(’[)) o, : portadora

y(t) : modulacion de fase

* En la modulacion de amplitud, la modulacion de
fase es cero (o constante):
cos(a,t) : senal portadora
p(t) = f(t)cos(w,t) f (t): sefial moduladora
¢(t) : senial modulada
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2.21 Modulacion de amplitud:
portadora suprimida

* Aplicando la propiedad de modulacion, se tiene
que:
1 1

p(t) = f(t)cos(at) = O(w) = 5 F(ow+ a)o)+§ Flo—w,)

* Lamodulacion de amplitud traslada el espectro de
frecuencia dejando inalterada su forma

» Portadora suprimida => no aparece una portadora
1dentificable (un 1mpulso visible) en el espectro
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

Antena
W f(t) 0 T

N

i

cos(a)ot)
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

f(t) cos(aw,t) g(t) = T (t)cos(at)

n'ln'

VAV

F(w) 1

wo(w—w,)+7mo(w+ m,) EF(co—coC)+%F(a)+ @,)

AWITA m\ il

A I I - | =
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

* El ancho de banda necesario para transmitir se
duplica:

F(a)) %F(a)—a)c)+%F(a)+coc)

’ A A
B 2B
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

* Bandas laterales superior e inferior: corresponden
a los lados derecho e 1zquierdo del espectro
original, “simetria congujada”

AR\ A

%_J%_J

-
superior

inferior
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida
 DSB-SC (double sideband, suppresed carrier)

» Tiene 2 bandas laterales (superior e inferior)

» No tiene portadora explicita (impulso)

* Recuperacion de la sefial original volviendo a
modular del mismo modo, mas un filtro pasabajos.

d(t) cos(w t) = f (t)cos’(aw,t)
p(t)cos(m,t) = % f(t) +% f (t)cos(Lw,t)

J{p(t)cos(w.t)} = % F(w) +i F(o+2w,) +i F(o-2w,)
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

3{p(t)cos(w.t)} = % F(w) +% F(o+2w,) +% F(o-2w,)

x cos(a,t)

A\ ‘_‘_‘ VN e

* Con un pasabajos se deja solo F(w)
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

e Para demodular se debe conocer tanto la
frecuencia correcta como la fase correcta.

— Error en la fase => senal atenuada

— Error en la frecuencia => distorsion de la senal
d(t)cos((@, + Aw)t+AB)= f(t)cos(wt)cos((w, + Aw)t + Ab)
d(t)cos((@, + Aw)t+ AB)= % f (t)cos(Aawt +AB)+ % f (t)cos((2m, + Aw)t + AB)
* Tras el pasabajos:

o(1) c:os((a)C +Ao)t+ AH) = % f(t) cos(Aa)t + AH)
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2.21 Modulacion de amplitud:
portadora suprimida

* Requiere sincronizacion muy precisa

* Poco robusto ante errores Am, AO.

* Multiplexi6n en cuadratura: Como cos(:) y sen(-)
son ortogonales, se pueden transmitir 2 senales a
la vez

p(t) = f (t)cos(w,t)+ g(t)sen(w,t)
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- ffm
- 2.21 Modulacion de amplitud:

portadora suprimida

(1) = T (t)cos(aw,t)+ g(t)sen(w.t)
p(t)cos(a,t) = 1 (t) cosz(a) t)+ f,sen(aw.t)cos(w,t)

P(t)cos(m,t) = f (t)+ f,(t)cosLam, t)+— f,(t)sen(2m,t)
p(t)sen(w.t) = f (t)cos(a) t)sen(w,t)+ f (t)sen (1)

p(t)sen(m,t) =— f , (1) + f (Hsenat) —— f ,(t)cos(Lam,t)

« Al filtrar pasabajos, se recuperan las senales
originales separadas.
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2.21 Modulacion de amplitud:
portadora suprimida

« Para asegurar sincronismo se€ usa un circuito
llamado PLL (phase locked loop, lazo cerrado de
fase), que genera una sinusoide cuya frecuencia va
siguiendo a la de la entrada. Se compone de un
detector de desfase y un oscilador cuya frecuencia
es proporcional al voltaje que entra.

f(t)cos(6, (1))

: AD cos(6, (1))
d ,
=00,
d

— 0, =W —w,

dt
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2.22 Modulacion de amplitud:
gran portadora

e Transmision AM comercial: problema de
sincronizacion exacta poco deseable => sistema de
modulacion alternativo, no requiere sincronizacion

* Se agrega una componente continua a la senal
antes de multiplicarla por cos(+) para que sea
siempre positiva

* La forma de la sefial original es evidente en la
senal final => demodulacion simple
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- ffm
- 2.22 Modulacion de amplitud:

gran portadora

A+ (1) Antena

| .

cos(a)ot)
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- ffm
- 2.22 Modulacion de amplitud:

gran portadora

Bon () = (A+ (1)) cos(er,1)
Pay (1) = Acos(a.t)+ T () cos(aw,t)

D, (a))=%F(a)+a)c)+%F(a)—a)c)+7zA5(a)+a)C)+7zA5(a)—a)C)

DSB-LC: doble banda lateral, con portadora explicita (impulsos)

" .




EL3005 — Senales y sistemas I Prof. Néstor Becerra Yoma

- ffm
- 2.22 Modulacion de amplitud:

gran portadora

* La demodulacion se puede realizar ssmplemente
con un detector de envolvente (un diodo con un

circuito RC)
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- ffm
- 2.22 Modulacion de amplitud:

gran portadora

* El transmitir el carrier significa gasto extra de
potencia para transmitir la senal.

* Se requiere que la componente continua sea mayor
que la amplitud de la senal

* Razodn de eficiencia entre la potencia de la senal y
la potencia total transmitida.

O (O = (A+ T (1)) cos(a,t)
|

b (1) = A’cos’(w t) + T 2(t) cos’(w,t) = > A’ +% f2(t)




EL3005 — Senales y sistemas I Prof. Néstor Becerra Yoma

- ffm
- 2.22 Modulacion de amplitud:

gran portadora

)= L a2y L g
P (D=2 A +2f (t)

I:)seﬁal _ f ’ (t)
I:)total A2 + f 2(t)

IL[:

2

f(t)\MAX <A

e S1 f(t)=mAcos(aw,t), m<1 (indice de modulacion)

2 A2 2
mA = U= il <33%

f2(t) =
® 2 1+ m?
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2.22 Modulacion de amplitud:
gran portadora

 ffm

* Ej: Una estacion de radio AM transmite una
potencia portadora de 40kW y usa un indice de
modulacion de 0.707. Calcular la potencia de

salida

.1
portadora = potencia EAZ = 40kW

f (t) = potencia %mz (Az) = %x 0.707% x SOKW

f (1) = potencia 20kW
A+ f (1) = potencia 60kW
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 ffm

2.23 Multiplexion en frecuencia

* Es posible transmitir varias senales si se elige una
frecuencia portadora distinta para cada una =>
FDM (multiplexion por division en frecuencia)

—

cos(m,t)

A (g% ® maiiam
o @,
4*— cos(a,t)




" f ﬁ EL3005 — Senales y sistemas | Prof. Néstor Becerra Yoma

2.23 Multiplexi6n en frecuencia

» Para poder recuperar alguna de las senales, es
necesario ocupar primero un filtro pasabandas,
Idea: que se pueda mover para sintonizar distintas
senales

* Fabricar un “pasabandas movil” no es simple:
problema.

* Solucion: filtro pasabandas fijo, se desplaza la
senal de entrada para que la senal de interes quede
en la banda de paso => receptor superheterodino.
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 ffm

2.23 Multiplexion en frecuencia

HAA ARN

l x cos(m,t) Oscilador local

Filtro

__HAA HAA LIJ ARN

2w,
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 ffm

2.23 Multiplexion en frecuencia

HAA ARN

l X cos(w,'t) Oscilador local

Filtro

HAA AL ARN

_

——

2w,
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 ffm

2.23 Multiplexion en frecuencia

HAA ARN

l X coSs(w,"''t) Oscilador local

Filtro

"

2w,
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 ffm

2.23 Multiplexion en frecuencia

* Una vez que la senal de interés ha sido separada,
su demodulacion es simple (métodos ya vistos)

* Esquema:

o —
/

cos(m,t)
Oscilador local

Sintonizador
(perilla de la radio)
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2.24 Banda lateral Unica (SSB)

* A veces es molesto que se duplique el ancho de
banda al modular AM

 Solucion: eliminar una de las bandas laterales

% a

w { P
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2.24 Banda lateral inica (SSB)

* Implementar este tipo de modulacion es muy
dificil, de hecho no se usa.

dsss (1) = T (t) cos(m,t) + f (t)sen(ar,t)

f(t) = f (t) mas 90° en cada frecuencia que contenga

F(0) = F(w)e"™ = jF(w)

e Sumarle 90° a cada frecuencia que contenga {(t) es
complicado.
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2.24 Banda lateral Unica (SSB)

 También se puede implementar de un modo
“aproximado”: filtrando de modo que se elimine
una de las bandas => como los filtros no son
perfectos, la banda que debia quedar entera queda
atenuada

% B
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2.24 Banda lateral inica (SSB)

* Se pueden demodular volviendo a multiplicar por
cos(w t) y filtrando pasabajos (1gual que en el
primer caso)

* En el caso “aproximado”, las bajas frecuencias
pueden quedar un poco atenuadas (mirar grafico
anterior)
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2.25 Banda lateral residual (VSB)

* Aqui se elimina una de las bandas usando un filtro
=> una de las bandas queda entera, pero la otra no
se elimina completamente => queda un residuo

A S
B B
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2.25 Banda lateral residual (VSB)

* Se pueden demodular volviendo a multiplicar por
cos(w t) y filtrando pasabajos (1gual que en el
primer caso)

* En este caso, las bajas frecuencias pueden quedar
un poco amplificadas (mirar grafico anterior)



