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Teoria de grupos

Algunos conceptos importantes:

Orden del grupo: (h(G) 6 h) ndmero de operaciones de simetria que pertenecen al grupo. Existen
grupos de orden finito y también de orden infinito.

Tabla de multiplicar: (también tabla de Cayley o producto cartesiano) cuadro h x h que contiene

todos los productos de cada elemento del grupo por todos los demas:

.

a b @
a| aa ab aé
b|ba bb bé ...| (15)
¢ | éa eb e

Grupos isomorfos: Dos grupos son isomérficos cuando existe una correspondencia biunivoca entre
ambos de tal modo que al sustituir las operaciones de un grupo por las correspondientes en el

otro grupo las tablas de multiplicar de ambos son idénticas.

Subgrupos: Un grupo H se dice subgrupo de otro G, H C G, si todos los elementos de H estan
contenidos en G y H cumple las propiedades de grupo. El teorema de Cayley establece que un
subconjunto ‘H del grupo G es un subgrupo si: (a) ‘H es cerrado; y (b) ‘H contiene el inverso

de todos sus elementos.



Teoria de grupos

Transformacién de semejanza de A debida a C: una operacién de la forma C 1 AC.

-

Operaciones equivalentes: Dos operaciones A, B € G son equivalentes si existe C' € G tal que
convierte A en B mediante la transformacién de semejanza C—1AC = B. Se trata de

una verdadera relacién de equivalencia, ya que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva.

Clases de equivalencia: El subconjunto de las operaciones de un grupo que son equivalentes entre
si forma una clase de equivalencia. Cada operacion del grupo pertenece a una y sélo una clase
de equivalencia. La identidad E forma siempre una clase por si séla. La particién de un grupo
en clases es Unica.

Orden de una clase de equivalencia: Nimero de operaciones que contiene.

Generadores del grupo: El producto sucesivo de unas pocas operaciones, llamadas generadores, es
capaz de reproducir el grupo entero.



Simetria y teoria de grupos

“ Operaciones de Simetria obedecen las reglas de la teoria
de grupos.

*» Una operacion de simetria puede representarse por una
matriz, sobre una base de funciones moleculares.

“* Se pueden escoger diferentes conjuntos de frunciones
bases, éstos se relacionan mediante transformaciones
similares

*» Las matrices para diferentes conjuntos bases son
diferentes, sin embargo su caracter (traza) es la mismal



Simetriay teoria de grupos

> La representacion matricial de operaciones de simetria
puede diagonalizarse en blogues mediante transformaciones
similares. Propdsito: encontrar la representacion irreducible,
gue no es posible seguir reduciendo.

¢ Operaciones del mismo "tipo” (rotaciones, reflecciones
etc.) pertenecen a la misma clase. Estoes, R y R’
pertenecen a la misma clase si existe una operacion de
simetria S tal que R'=S-1RS. La operaciones de simetria
de la misma clase tienen el mismo caracter.
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Matrices de Bloque

Si una matriz que representa una operacion de simteria
es diagonalizada en bloques, entonces cada bloque es
también una representacion de la operacion (obedecen
las mismas leyes de multiplicacion).

El numero de representaciones reducibles es infinito
pero solo hay un pequeno numero de representaciones
Irreducibles.

El nimero de representaciones irreducibles (irreps) es
siempre igual al numero de clases del grupo.

Todas las representaciones de un operacion de simetria
tienen el mismo caracter. Los caracteres de las
diferentes irreps estan en las tablas de caracteres.



- Tablas de Caracteres

Tabla de caracteres del grupo C,,

Cy |E G Cs2 o, o0, 0
;1 1 1 1 1 1
r, (1 1 1 -1 -1 -1
I,|2 -1 -1 0 O 0

Irreps Orden h es®6
Hay 3 clases



- Tablas de Caracteres -

Las operaciones de una misma clase tienen el mismo

caracter, luego: Clases
C, |E 2C, 3o,
I |1 1 1
I, |1 1 -1
|2 -1 0

Representaciones lrreducibles
(especies de simmetria )



- Tablas de Caracteres

Grupo puntual

_ ) Funciones base de la simetria
Clases de simetria

Representacion D del Irrep
totalmente - I — — —
simétrica
NS | E| 26,@ | C | 20, | 2,
(A 1 1 1 1 1 z X2+y?, 72 23, 2(x2+y?)
A, 1 1 1 -1 -1 R, - -
IndIC.:eS de Bl 1 1 1 1 1 _ X2_y2 Z(XZ_yZ)
Mulliken para 5 1 1 1 1 1
cada irrep 2 - ] - Xy Xyz
\| E 2 0 -2 0 0 x,¥) R, R) | (xz,y2) (xz2, yz2) (xy?, x2y) (x3, y°)
— _/
V " r "
T Funciones cubicas
Caracteres de los _ .
Irreps del grupo Funciones cuadraticas

Funciones lineales
translaciones y R, rotacion
alrededor de un eje

~—_ 7
—

Simetrias de los orbitales s, p,d, yf




Tablas de Caracteres

Etiqueta Significado Mas informacion

A 1-dimensional (no degenerada), simétrica c/r rotacion
alrededor del eje principal

B 1-dimensional (no degenerada), antisimétrica c/r
rotacion alrededor del eje principal

E bi-dimensional (doblemente degenerada) Solo posible cuando hay un C_ de
n=3 0 mayor en el grupo

T Tri-dimensional (triplemente degenerada)

1 Simétrica c/r rotacion alrededor de C,L aC, Solo usada si hay mas de un irrep
con esa etiqueta (A, B, etc.)

2 Antisimétrica c/r rotacion alrededor de C,LaC,

g Simétrica c/r inversion Sélo usada si hay centro de
inversion

u Antisimétrica c/r inversion

‘ Simétric c/r refleccion o, So6lo usada si hay mas de un irrep

con esa etiqueta

Antisimétric c/r refleccion o,




- Teorema de Gran Ortogonalidad -

"Considerar un grupo de orden h, y sea DO(R) la
representacion de la operacion R en una representacion
irreducible d,— dimensional de especies de simteria /") del
grupo. Entonces

. h ;
Z Diﬁ') (R)* Di('lj') (R) = d_gll'é‘ii'gjj'

R |



-eorema de Ortogonalidad ” pequeﬁ.

2 2(R)* xV(R)=hd,,

donde )(R) es el caracter de la operacion (R).
O mas simple aun, si el numero de operaciones de
simetria en una clase ¢ es g(c), entonces

2.9) 2V (€)* x(c) = hs,

Ya que todas las operaciones de la misma clase tienen
el mismo caracter.



ropiedades de la Tablas de Caracter

1. La suma de los cuadrados de las dimensiones de todos los irreps
es igual al orden del grupo

2. La suma de los cuadrados del valor absoluto de cualquier irrep es
igual al orden del grupo.

3. La suma de los productos de los correspondientes caracteres de
cualquieras dos irreps del mismo grupo es cero.

4. Los caracters de todas las matrices de las operaciones de la
misma clase son idénticos en un irrep dado.

5. El numero de irreps en un grupo es
| : P grup C, |E 2C, 3o,
igual al numero clases en el grupo.
r,|1 1 1
r,|{1 1 -1
r,|2 -1 0




- Representaciones Irreducibles -

Cada irrep de un grupo tiene una etiqueta llamada especie de
simetria, generalmente denominada I'. A cada irrep se le
asigna una etiqueta simbdlica o Simbolo de Mulliken

Irreps 1-dimensional se denominan A o B.
Irreps 2-dimensional se denominan E.

Irreps 3-dimensional se denominan T (F).

Las funciones base de un irrep se dice que span el irrep.



- Representaciones Irreducibles -

La diferencia entre A y B esta en el caracter para el eje de
de rotacion de mayor orden C_ : 1 para A y -1 para B.

Subscriptos g y u significan gerade y ungerade, o simetrico
0 antisimetrico con respecto a la inversion.

Superscriptos ' and 7 denotan simetria o antisimetria con
respecto a la to refleccion a través de un plano horizontal.



Tablas de Caracteres

Una tabla de caracteres contiene, de una forma altamente simbélica, informaciéon

sobre como algo que nos interese (un orbital, un enlace,...) se ve afectado por las
operaciones de un grupo puntual determinado.

forma de matriz.

Cada grupo puntual viene descrito por una unica tabla de caracteres que tiene

Simbolo del Clases y operaciones de simetria | Bases para las representaciones
grupo puntual | I
¥ ¥
. C3y E 2C4 Joy | Funciones lineales, | Funciones
rotaciones cuadraticas
A4 1 1 1| z X2 +y2 22
" Ag 1 1 -1 Rz
E 2 -1 0 | (x,¥)(Rx, Ry) (x2 - y2, xy) (xz, yz)
i
Simbolos
Mulliken Caracteres de las representaciones irreducibles




Tablas de Caracteres

Ejemplo: Grupo C,,

c,|E 2¢, C, 20, 2o,

A1 1 1 1 1 z X°+y%, 2% | z°

A 111 1 -1 -1||R,

B |1 -1 1 1 -1 x* —y? z(x* —y?)

B, |1 -1 1 -1 1 Xy Xyz

E |2 0 -20 0 || (YRR |(Xz,yz) (xz*,yz*),[x(x* =3y*), y(3x* — y*)]

Estas son funciones bases para representaciones
irreducibles. Tienen las mismas propiedades de
simetria de los orbitales atomicos (del mismo
nombre).



Tablas de Caracteres

Ejemplo: Grupo C,,

2]

C,|E 2C, C, 20, 2o,

Al 1 1 1 1 |z o

A |1 1 1 -1 -1 |R,

B, [1 -1 1 1 -1 r

B, |1 -1 1 -1 1 .
E |20 -20 0 |(xy.(R,.R) o ")

z transforma como A, .



Tablas de Characteres

C.,|E 2C, C, 20, 20,
A |1 1 1 1 1 Z x> +vy%, 2% | z°

A 11 1 1 -1 -1 |R,

B |1 -1 1 1 -1 x> —y° z(x* —y?)

B, 11 -1 1 -1 1 Xy Xyz

E |2 0 -20 0 (%, ¥), (R, Ry) | (xz,y2) (xz*, yz*),[x(x* =3y?), y(3x* = y*)]

la rotacion alrededor z transforma como A,.

A
% 77




- Reduccion de representaciones -

Problema:
Dada una representacion matricial D(R) en una base

general de funciones que describe una molécula,
encontrar las especies de simetria o o irreps contenidoa
en ella y las funciones base de esas representaciones

irtreducibles

D(R)=D"(R)®@D"?(R)®...

R = una operacion de simetria



- Reduccion de representaciones -

Ejemplo:
Amoniaco: Grupo C,,
Base: orbitales (S, S4, S,, S3)

Encontrar los caracteres: ver que elementos se
transforman en = si mismos luego de la operacion de
simetria.

E: =4 Cai x=1 o, (=2



- Reduccion de representaciones -

Asi: C, |E 2C; 3o,

1_*red 4 1 2
C, |E 2C, 3o,
1_‘red 4 1 2
Cuya Tabla de A |l1 1 1
caracteres y de Al 1 1 1
Irreps es. A |1 1 -1 Por inspeccion
E 2 -1 0 red_2A +E



- Reduccion de representaciones -

Si la descomposicion por inspeccion no resulta, usar los
teoremas gran (GOT) y pequena (LOT) ortogonalidad (si el
grupo es finito).

A partir de LOT:

= 2 (6) " (0)* 27(C)

a; = N° veces que el irrep I'; aparece en I',,

h = orden del grupo; R = operacion de simetria
g(c) = N° operaciones de simetria en la clase.
Yeq = Caracter de la operacion R

y; = caracter of R en el irtrep 1.



- Reduccion de representaciones -

4= ¥ 0(0)x V()" 27 (c)

Luego, en el ejemplo anterior: C. |E 2C, 3o,
1 T, |4 1 2

a, 25(1'4'“2’1'1*3‘2‘1): 2 T
A1 1 -1

aA2 :%(1414_211_321):0 E |2 -1 O

aE:%(1-4-2—2-1-1+3-2-0):1

Se encuentra I',, =2A,+E



- Operadores de Proyeccion -

Bases Adaptadas por Simetria

El operador de proyeccion toma la base arbitraria de una
representacion y la proyecta en una "nueva direccion” tal
que funciones base no-adaptadas por simetria de una
representacion ahora pertenecen a un irrep especifico
del grupo

P :I::ZZ(J')(R),Q
R

donde P! es el operador de proyeccion del irrep |,

;Q(J')_ es the caracter de la operacion R enelirrep| vy

R! es el operador (aplicacion) de R al componente de la
base.



Vibraciones Moleculares

Agua
Las vibraciones moleculares se

pueden descomponer en los
modos normales.

Agua tiene 9 modos normales de los cuales 3 son
traslacionales, 3 rotacionales y 3 vibracionales.

Cada modo normal forma una base para ura
representacion irreducible de la molécula.



- Vibraciones Moleculares -

1) Conjunto de funciones bases:
Coordenadas cartesianas de
cada atomo.

2) El agua pertenece al grupo C,,, cuyas operaciones son
E, C,, 0,(xz) and o, (yz).

La representacion reducible es:
E C2 GV(XZ) cSv’ (yz)
1_‘red 9 -1 1 3



Vibraciones Moleculares

Tabla de Caracteres de C,,.

C, | E C, o(xz) o\,(yz)

A1l 1 1 1 z | x%,y%, 77
A |1l -1 -1 R, Xy
B, |1 -1 1 -1 X R, Xz
B, |1 -1 -1 1 Y, R, yz
Cy |E C, 0,0) 0,(y2)

r,|l9 -1 1 3

red

Reducir I',4



Vibraciones Moleculares

C,|E C, o(x2) o, (yz)

A1 1 1 1 z | x°,y%7°
A1l 1 -1 -1 | R Xy

B, |1 -1 1 -1 X R, Xz

B, |1 -1 -1 1 Y, R, yz

La representacion se reduce a I',,,=3A;+A,+2B,+3B,

Ty...= A+B,+B,

trans™

r =A,+B,+B,

rot

[,,=2A,+B, Modos vibracionales



Vibraciones Moleculares

C,|E C, o(x2) o, (yz)

Al 1 1 1 z | x5,y%,2°
A1 1 -1 ~1 R Xy

B, |1 -1 1 -1 X R, Xz

B, |1 -1 -1 1 Y, R, yz

Los modos con simetria traslacional sorn acvtivos en el
infrarrojo mientras que los modos con simetria x2, y? o 72
son activos en el Raman.

Para agua
I',,=2A;*+B, son activos tanto en IR como en Raman.



Vibraciones Moleculares

Ejemplo: espiropentadieno [C5H,
DPaog E 254 (Co 26’5 204
Aq 1 1 1 1 1| 22 4 y2; 22
Ao 1 1 1 -1 —1|R.
B 1 -1 1 1 -1 z2—4g?
Bs 1 -1 1 -1 1| zixy
E 2 0 -2 0 0| (z,y); (Re, Ry); (z2,y2)
xTY* 3 -1 -1 -1 1| =By & FE
Np 9 1 1 1 5
yBN) 127 —1 -1 -1 5
CH4 Ay As By Bs E
sy 4 2 2 5 7
Trasl. 0 0 0 1 1
Rot. 0 1 0 0 1
Vib. 4 1 2 4 5 | Modos Activos
Activo IR no no no S| S 9
Activo Raman | SI no SI SIS 15

Frecuencias (v, cm™1)

Ay A By By E
701{/11160| | 444/|1030| | 398
1130 1056|1547 | 728
1758 1765| | 885
3491 3495|1227

3444




La tabla de caracteres para el grupo puntual D,

E €, (2) C,(y) C,(x) i olxy) olxz) olyz)
A, ! I ! I | 1 ! | ) 2
B, I 1 -1 -1 1 1 -1 = R, Xy
B,, 1 -1 I -1 1 -1 | -1 R, Xz
B | -1 -1 1 | -1 -1 | R, yz
£
A 1 ! 1 I -1 -1 -1 -1
B, 1 1 -1 1 -1 -1 ! 1 z
B, | -1 | -1 -1 1 = 1 y
B, | -1 -1 1 ~1 1 1 -1 X
Cslx)
4 Ty
Ejercicio:

Construir los orbitales
moleculares de simetria
de Etileno (C,H,)

Galy)




Integrales

Otro ejemplo:

Las integrales de productos de funciones aparecen a
menudo en mecanica cuantica y un analisis de simetria
es sumamente util.

(f,10]f,)

Una integral sera diferente de cero solo si el integrando
pertenece a la representacion irreducible "totalmente
simeétrica” del grupo puntual molecular.

[, cTy



ducto Directo de representacio

Sean I'f y I'Y dos representaciones del grupo G, de dimensién df y dg, respectivamente. La
representacién producto directo o cartesiano de ambas, I'7®9 = T'f @ T'9, es la representacién de

dimension dy x dg formada por las matrices de elementos dados por

vReg  (Df®9(R)) = D;(R)D},(R) (40)

(ik), (1)
parai,j=1...dyy k,l=1...d;. En esta ecuacion (ik) designa un unico indice que va desde 1
hasta d¢dgy, y lo mismo ocurre con el indice (j1).

El producto directo da lugar a una nueva representacion reducible. Se cumple:
x®9(R) = x7 (R)xI(R). (41)

Suma vy producto directos originan un algebra que cumple las propiedades asociativa, conmutativa y
distributiva. La representacién totalmente simétrica I'! es el elemento neutro del producto directo,

mientras que la representacién nula (todas sus matrices son nulas) es el cero de la suma directa.

Cav E 20, C3 26, 26y
B2 1 —1 1 —1 1
Ej: E 2 0o -2 0 0
Bo @ Bo 1 1 1 1 1 = A4
EQE | 4 0 4 0 0| =A1 & A& B, & B




Appendix A. Character Tables for selected point groups.

Cse E | 2C3 | 3ov
Al 1 1 1 z xi+y2 7
As 1 1 -1 F._

E 2 -1 0 (xv). (R.R) | (x2-v2xv). (xz.vz)

C, E Tt C; E 1
A' 1 1 x.v.R, x2y2.z2 xy Ag 1 1 R_R_R_ x2,y2.z2 Xy xz.yz
A" 1 -1 | zR_R. yz.x7 Ay ] -1 X.y.Z
C, E C,
A 1 1 zR, x2+y2 72
B 1 -1 xy.R_R_ VZ.XZ
D, E | Ciz) | Chy) | Chx) D, E | 2C; | 3C,
Al 1 1 1 x2,y272, xy A |1 1 1 x2+y?, 22
B1 1 1 -1 z.Rz Xy A2 1 1 -1 Z.R,
B2 1 -1 -1 y. Ry XZ E 2 -1 0 (xy):R.R) (x2,yZ):
B3 1 -1 1 X.Ex yZ ) (};2 -y2 XY)
Ca E Ca g (xZ) G (vZ)
Ad 1 1 1 1 z x2y2 72
An 1 1 -1 -1 E._ XV
B 1 -1 1 -1 xR, XZ
B2 1 -1 -1 1 VR VZ




C,,. E 2C4 Ca 2oy 2G4
A1 1 1 1 1 1 z x+yl 7z
A2 1 1 1 -1 -1 E.
Bi 1 -1 1 1 -1 x2-y?
B2 1 -1 1 -1 1 Xy
E 2 0 -2 0 0 (x.v) (R_E.) (XZ.vZ)
E Ch 1 Gh
1 1 1 1 R. xly2 2, xy
1 -1 1 -1 E. R XZ, VZ
1 1 -1 -1 z
1 -1 -1 1 XY

Dy E Ca(z) | Caly) | Calx) 1 a(xv) | o(xz) | o(vz)

Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 xl, y2 22
Blg 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 R. XV
Bag 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 R, xz
Big 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 R. yz
Ay 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

Big 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 z

B 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 ¥

B iy 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 X




Dy, E 2C3 | 30 Gy, 283 | 3oy

Ap' 1 1 1 1 1 1 x2+yl, 22

A 1 1 -1 1 1 -1 R,

E' 2 -1 0 2 -1 0 (x.y) (x2-v2, xy)

Ar" 1 1 -1 -1 -1

Ap" 1 1 -1 -1 -1 1 z

E" 2 -1 0 2 1 0 (R..R.) (x2.y2)
D, E 2C4 C»> 20, 2C" 1 254 Gh 2G 2G4d
Alg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x2+y2, 72
Adg 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 R,
Big 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 x2-y?
Bag 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 Xy
Eo 2 0 -2 0 0 2 0 -2 0 0 (R.R) | (xz.y2)
Aty 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
Ady 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 z
Blu 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
Bou 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
Ey 2 0 -2 0 0 -2 0 2 0 0 (x.y)
D, E 2C5 2C 52 5C1 Gh 255 2553 SGy
Ay’ 1 1 1 1 1 1 1 1 xi+y? z2
A 1 1 1 -1 1 1 1 -1 R,
El' 2 2cos72% | 2cosl44° 0 2 2cos72° 2eos144° 0 (x.v)
E' 2 2cos144° | 2cos72° 0 2 2c0s144° | 2cos72° 0 (x2-v2. xv)
Aj 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
A) 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 z
Ej 2 2cos72° 2cosl44® 0 -2 -2cosV2% | -Zcosldd4® 0 (E_.R.) (xz, yZ)
E> 2 2cos144° 2cos72° 0 -2 -2cos144% | -2cos72° 0
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