Solucién de Ecuaciones Nolineales

En general, existen dos tipos de algoritmos numéricos para resolver ecuaciones o
sistemas de ecuaciones nolineales: analisis incremental y analisis incremental-iterativo.

1.- Andlisis Incremental
El objetivo de este método es el de aproximar la nolinealidad mediante funciones
lineales definidas en intervalos especificos (Fig. 1).
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donde n es el niumero total de incrementos de carga, {Pref }es un valor de referencia de la

carga {5} y {Z} es el desplazamiento total del sistema. El incremento en el vector

desplazamiento A, ( debido a un incremento en el vector de cargas {d Pi} se calcula
como

- o 0

donde {dﬁ}z d4; P } y [K_,] es la matriz de rigidez (ponderada)asociada al incremento

de carga definida como

[K_I]z Zm:aj [Kj] (promedio ponderado) (5)

donde ¢; son coeficientes y [K;] es la rigidez calculada en puntos dentro del intervalo de
incremento.
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Fig. 1. Andlisis Incremental



1.1.- Método de Euler
Este método considera a la matriz de rigidez ponderada como

K |=1-[K,] ()

donde la matriz [K;] se calcula en la posicion deformada utilizando las fuerzas que
actGan en el sistema en el inicio del incremento. Este método también se conoce como
Runge-Kutta de primer orden (Fig. 2(a)).

1.2.- Metodo de Runge-Kutta 2% orden
Este método considera m = 2 en la Ec. (5). Esto implica que

[K]: a - [K1]+ ;- [Kz] ()

donde [K4] se calcula al inicio del incremento y [K;] se calcula en algin punto dentro
del intervalo de incremento considerando las fuerzas y geometria deformada. Los
desplazamiento en el punto 2 no se conocen al inicio del incremento i (Fig. 2(b)). Se
determinan de la manera siguiente
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Fig. 2. (a) Método de Euler; (b) Método de Runga Kutta

2.- Andlisis Incremental-Iterativo

2.1.- Zeros de una funcién (Método de Newton)

Considerar una funcion escalar g(w). Si se quieren encontrar los zeros de la funcion se
plantea la ecuacion g(w) = 0, que supongamos, representa la ecuacion de equilibrio de
un sistema. Una expansion de Taylor de la funcion g(w) en torno a un punto wy resulta
en




g(w) = g(wy) + g (W) (w—Ww,) +%9"(Wo)(W—Wo)2 +eo (10)
Reteniendo los dos primeros términos de la expresion anterior se obtiene

(W) = g(Wp) + g (W) (W—Wp) = g (W) (11)
donde E(W) es una funcion lineal que es tangente a la curva g(w) en wy. Entonces,

g(W) — g(Wo) = g (W) (W—w,) (12)

pero g(w) = 0, por lo tanto

g(WO) Wk+1 — ; g(Wk) (13)
g (W) g (W)

W=Ww, —

En el punto wy se pude evaluar la funcién g y su primera derivada y repetir el
procedimiento anterior comenzando ahora desde el punto w; en vez de wo.

2.2.- Solucién de un Sistema de Ecuaciones Nolineales
El método de Newton-Raphson se basa en una solucion iterativa de las ecuaciones
nolineales linearizadas. Considerar un sistema de ecuaciones nolineales

g(x)=0 (14)

donde E()?) RN — RN Las ecuaciones que componen el sistema definido por la Ec. (14)

se linealizan en torno a un punto X, que no necesariamente satisface dicha ecuacion.

99 =90%) + 3. (g ) (15)
donde
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es el Jacobiano del campo vectorial g(x). Si este campo vectorial representa un sistema

de ecuaciones de equilibrio de un sistema en particular, el Jacobiano representa la
matriz de rigidez tangente.



El método de Newton estima la solucion de la Ec. (14) por medio de la solucion de la

E(Q) =0 (ver Ec. (15)). Por lo tanto, se cumple
905 + 3,6 Jx - %,)=0 a7)

;:70_[(35);0]15@ (18)

El nuevo punto puede que no satisfaga las ecuaciones de equilibrio. EI procedimiento

descrito por la Ec. (18) podria repetirse considerando ahora a x como punto inicial. En
forma genérica, la Ec. (18) se expresa como una formula recursiva

wa=x-[b] ] 56 (19)

2.3.- Implementacion del Método de Newton-Raphson
Se basa en la solucién de un sistema lineal de ecuaciones. Sea [JQL: [A]l ¥

b, =—g(x;), entonces
Seleccionar el valor de X, . Inicializar el contador i = 0.

Calcular el residuo bT y el Jacobiano [Ai] en el punto seleccionado.

Test de convergencia: “6(2)” < tol (tolerancia)

A

Solucién del sistema de ecuaciones lineales

(AT =b

5. Actualizar estimacion

_

Xig = X T AX,
6. Incrementar controlador
i—i+1

2.4.-Modificacion del Método de Newton-Raphson
En ocasiones la eficiencia del método iterativo puede aumentarse reemplazando la
matriz Jacobiana (matriz de rigidez) [Ai] usada en cada iteracion por la matriz de rigidez

[Aﬁ] utilizada en la primera iteracion asociada al incremento de carga correspondiente.

En este caso se habla del método de Newton-Raphson con iteraciones a rigidez
constante.

2.5.- Método de “Arc-length”
Considerar las ecuaciones de equilibrio de un sistema discreto que tienen la siguiente
forma

— - -

g(x,4)=0 (20)



donde x es el vector de desplazamiento y A es un factor de carga. Este sistema de
ecuaciones podria ser resuelto mediante el método de Newton-Raphson descrito
anteriormente. Considerar la situacion siguiente

= 1= Jo; el factor de carga toma un valor inicial. Por lo tanto la Ec. (20) es resuelta por

el método de Newton-Raphson generando el vector solucion ;(;
. [Ja(i,/l)leA(;,/l)J es igual al Hessiano del funcional de energia m (energia

potencial total). EI método de Newton-Raphson falla en los puntos limites y de
bifurcaciéon. El incremento del factor de carga y la soluciéon de la Ec. (20) y la
obtencidon del incremento en el vector desplazamiento por el método de Newton-
Raphson se denomina “incremento a carga controlada”. El algoritmo falla cuando
el incremento de carga conlleva a que la carga total sea mayor que el punto limite
(carga limite).

Un método o algoritmo alternativo al de “incremento a carga controlada” es el llamado
“método de longitud de arco”. Este método, en vez de incrementar la carga, restringe la

distancia entre la proxima estimacion de la solucién (x, 1) y algin punto fijo (E’ Jn) @
un valor constante.

Considerar la restriccion de ecuacion escalar siguiente

c(x,2) =k-x| +(2-4,f ~a? =0 1)

Por lo tanto, la Ecs. (20) y (21) generan un sistema de ecuaciones nolineales con (N+1)
incognitas (x, 4) y (N+1) ecuaciones. Se linealiza el sistema de ecuaciones nolineales
entorno a (x", 4")

GG A =30 2)+ V.30 2 X +V, 506 )~ 2) (22)
(i A) = (X", ) + V.e(x )X -X") + Ve (¢ A A - 1) (23)

donde el método de Newton-Raphson puede utilizarse para resolver el sistema de
ecuaciones considerando

S

g(x,2)=0 (24a)
(% 1) =0 (24b)

Considerar 0 = [)?/IJ por lo tanto

Vg, &) Vg0 ) = |_Gie
[AV]: Xg(i ) lg(i ) b =), 2) (25)
V.e(x',A)  V,e(x', A7) _C(;,”)



Se debe resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente

(A e =b” (26a)
A0 = [A ] (26b)
07i —AO" +6" (26¢)

Para comenzar este proceso de iteracion, se debe definir un valor inicial del vector

solucion @, i.e., Hozlxo,/loj. Este valor inicial debe satisfacer las ecuaciones de
equilibrio, de manera de definir la restriccion del método “longitud de arco”:

-

2.6.- Implementaciéon del Método de Newton-Raphson con restriccion de “longitud de
arco”
1. Seleccionar los valores de tol, &, nllmero maximo de iteraciones, contador n de
incremento de carga. Inicializar el valor de n = 0.

2. Seleccionar un valor de 6,y una direccién d, en la cual moverse, de manera

— 2 — 2
b" +‘c(x”,/lv) <tol.

que 670 satisfaga las ecuaciones de equilibrio y de” =a
3. Inicializar iteracion (en general)
= = 5; + dT ; donde 6, es el Gltimo punto en que convergié el método.
= vs 0
= d, satisface la condicion de longitud de arco.
4. Enelestado 6 calcular
= |Aa]y b (Ec. 25)

Test de convergencia: |b”

< tol.

Resolver [AV]AQT =b7

= Actualizar estimacion 6" = A8” + 6"
= Aumentar contador v« v+1
5. Actualizar convergencia

—_—

" 0n+1 « QV
" dn+1 =0n+1_0n

6. Aumentar contador de carga
= nen+l



